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Abbildung 8.23.: Entstehung eines turbulenten Flecks nach Perry et al. (1981) (siehe
Text).

(a) (b)

Abbildung 8.24.: Turbulente
Flecken und Spiralen (a,b) in
der Taylor-Couette-Stromung
sowie entsprechende raum-
Zeit-Diagramme  (c¢,d) nach
Goharzadeh and  Mutabazi
(2001). Die Reynoldszahlen
sind (Re; = 544, Re, = —1375)
(linke Spalte) und
(Re; = 611,Re, = —1375)
(rechte Spalte).

und haben so turbulente Stromungen gezielt angeregt. Dabei wurde der Respons
bei konstanter Reynoldszahl beobachtet, nachdem eine zuvor aufgepriagte Stérung
abgeschaltet wurde. In den Experimenten von Bottin, Daviaud, Manneville and
Dauchot (1998) (siehe Abb. 8.25) wurde die Storung in Form eines kleinen senk-
rechten Strahls durch ein kleines Loch in der Glasplatte eingebracht, der genau
dann aktiviert wurde, wenn sich auch ein kleines Loch in dem bewegten Plastik-
band genau unter dem Loch in der Glasplatte befand. In einer zweiten Versuchsserie
wurde die Reynoldszahl von einem Wert, bei dem die Stréomung voll turbulent ist,
auf einen niedrigeren Wert im Ubergangsbereich abgesenkt und die Relaxation der
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8. Ubergang zur Turbulenz

Abbildung 8.25.: Experiment von Bottin,
Dauchot, Daviaud and Manneville (1998).
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Stromung (nach Bottin, Daviaud, Manne-
ville and Dauchot, 1998).

turbulenten Strukturen gemessen.

Oberhalb der Reynoldszahl Re, = 323 blieb der turbulente Zustand fiir immer
(im Rahmen der MeBidauer) erhalten. Unterhalb dieser Reynoldszahl zerféllt der
turbulente Zustand und die Strémung wird wieder laminar. Die Wahrscheinlichkeit,
bei gegebener Reynoldszahl einen turbulenten Zustand mit der Lebensdauer 4t
zu finden, zerfillt dabei exponentiell mit §t. Das heifit, lange Lebensdauern sind
exponentiell unwahrscheinlich.

Die mittlere Lebensdauer (§t) der turbulenten Zustéinde als Funktion der
Reynoldszahl ist in Abb. 8.26 gezeigt. Danach divergiert (6t) ~ (Re, — Re)™", wo-
bei Re, die kritische Reynoldszahl bezeichnet, oberhalb der der turbulente Zustand
permanent aufrechterhalten bleibt.

Um nun zu einem Bifurkationsdiagramm zu kommen, kann man versuchen, das
AusmaB der Turbulenz zu quantifizieren. In dem hier betrachten Ubergangsgebiet
besteht eine Moglichkeit darin, den Anteil der Grundfliche zu bestimmen, die mit
einer turbulenten Stromung oder mit Streaks iiberdeckt ist, normiert auf die Ge-
samtflaiche der im Experiment realisierten Couette-Stromung. Das zeitliche Mittel
der turbulenten Flache (F}) ist in Abb. 8.27 als Funktion der Reynoldszahl dar-
gestellt. In dem Bereich der durchgezogenen Kurve konnten sinnvolle Mittelwerte
gemittelt werden, da der turbulent Zustand fiir sehr lange Zeiten erhalten blieb.
Im Bereich der gestrichelten Kurve zerféllt der turbulente Zustand. Es gibt jedoch
in dem Reynoldszahlbereich, in dem die Storungen zerfallen (gestrichelte Linie),
eine gewisse Wahrscheinlichkeit dafiir, sehr lange transiente turbulente Zustédnde
zu finden. Fiir diese langen Transienten (ausgewéhlte Zerfallsszenarien) wurden die
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Abbildung 8.27.: Zeitlich gemittelter An- 02t
teil der Flidche (F}), iiber welcher die ebene

Couette-Stromung turbulent ist, als Funk- 0.1 ¢

tion der Reynoldszahl basierend auf der 00 ‘ ‘ ‘

halben Kanalhthe (nach Bottin, Daviaud, 300 g 320 R 340 360 380
Manneville and Dauchot, 1998). ‘ ¢ R

Mittelwerte gemessen und dargestellt. Die gepunktete Linie ist nur konzeptuell zu
verstehen, im Sinne eines subkritischen Verhaltens, welches durch raum-zeitliche
Intermittenz gekennzeichnet ist. ™

Zu dem Ubergangsbereich mit intermittierenden turbulenten Flecken gibt es, ins-
besondere fiir die Rohrstromung, viele neuere Arbeiten, die hier noch eingearbeitet
werden miissen.

8.3.2. Das BDT-Modell

Baggett et al. (1995) und Trefethen et al. (1992) haben ein simples Modell vor-
geschlagen, das die Mechanismen beim Ubergang zur Turbulenz verdeutlichen soll.
Zuniéchst soll dieses BDT-Modell motiviert werden (siche auch Gebhardt and Gross-
mann, 1994; GroBmann, 1995), wobei wir uns noch einmal die Bedeutung der ein-
zelnen Terme in den Navier-Stokes-Gleichungen fiir die Stérungen
a—u—i—U-Vu—l—u~VU—|—u~V'u,:—Vp+i
ot Re

qualitativ verdeutlichen.

Viu. (8.40)

V2u Der viskose Term ist immer stabilisierend. Der Operator V? ist selbstad-
jungiert in der Energie-Norm'® und daher normal. Der Reibungsterm geht mit der
GroéBenordnung O(Re ™) ein.

“Es kann nicht ganz ausgeschlossen werden, daB auch die turbulenten Zusténde fiir hohe
Reynoldszahlen transient sind. Damit wéren lange Lebensdauern der turbulenten Zusténde ver-
bunden, die jedoch aufgrund der Beschrinkung der Lénge eines jeden Experiments und jeder
numerischen Rechnung bisher nicht experimentell oder numerisch bestimmt werden konnten.

Der zu £ adjungierte Differentialoperator £ ist definiert durch

1
(w| Lu) = (LTu | u), wobei (a | b) := V/ a”-bdV.
%

Wenn man £ = V? einsetzt, sieht man durch zweifache partielle Integration, dal £ = £. Im
Fourier-Raum ist das sofort klar, denn V? — —k? und man hat nur eine Multiplikation mit
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8. Ubergang zur Turbulenz

U - Vu Der Operator U - V beschreibt den advektiven Transport von Impuls
w der Stérung mit der Grundstrémung U. Dieser ProzeB ist energieerhaltend.'®
Fiir den adjungierten Operator gilt (U - V)T = —U - V. Da die beiden Operatoren
vertauschen (siehe (8.5)), ist auch der Operator U - V normal.

u - VU Der fiir das transiente Wachstum verantwortliche Term ist der dyadische
Operator VU = 0,U;. Fiir Scherstromungen ist er asymmetrisch; bei den hier
betrachteten Couette- und Poiseuille-Stromung ist nur das Matrixelement OU /0y
von Null verschieden. Diese asymmetrischen Matrizen sind im allgemeinen nicht
normal. Diese Eigenschaft iibertriagt sich auf den gesamten linearen Operator. Es
ist also dieser Term, der fiir das transiente Wachstum verantwortlich ist. Der Term
u - VU beschreibt den Transport von Schergradienten der Grundstromung durch
die Storung, wodurch die besagten streaks gebildet werden.

u - Vu  Der nichtlineare Term schlieBlich ist energieerhaltend.!” Er sorgt fiir eine
Umverteilung der Vortizitat der Storung (vortex tilting und vortez stretching). Der
zugehorige Operator sollte daher die Operatornorm 1 haben (keine Anderung der
Energie) und nur eine Umverteilung bewirken.

Die genannten qualitativen Eigenschaften besitzt das heuristische zweidimensio-
nalen BDT-Modell'® (Baggett et al., 1995)

du [ —1/Re 1 0 -1
Fri ( 0 —9/Re ) u + [|u| ( 1 0 ) u. (8.41)

~
A B

Wie wir in Kap. 8.2.2 gesehen haben, wird A mit wachsender Reynoldszahl immer
stirker nicht-normal. Die anti-symmetrische Matrix B mit BT = — B stellt nur
eine Drehung des Vektors w dar und liefert keinen Beitrag zum Energiewachstum
(u- B-wu = 0). Die Drehrate ist quadratisch nichtlinear. Das Modell beinhaltet
also die Moglichkeit eines transienten Wachstums zusammen mit einer nichtlinearen
Umverteilung.

Wir betrachten nun Anfangsstérungen der Form w(0) = (0, const.) ™. Der An-
fangsvektor zeigt dann in die ungiinstige Richtung, d.h. in eine Richtung die nahezu
senkrecht ist zur Richtung der Eigenvektoren @; = (1,0) T und 4y ~ (Re,1)T
(vgl. Kap. 8.2.2). Abbildung 8.28 zeigt die Norm ||u(t)| fir Re = 25. Fiir

einer reellen Zahl. Die Stabilisierung durch Démpfung ist um so stérker, je kleinskaliger die
Storung ist.

6Es ist (u | U - Vu) partfut. _ (U - Vu) | u) woraus (u | U - Vu) = 0 folgt. Im Fourier-Raum
ist der advektive Operator U - V — iU - k rein imagindr (Multiplikation mit einer imaginéiren
Zahl).

"Der Druck kann mit Hilfe der Kontinuitéitsgleichung eliminiert und als quadratische Funktion
(Nichtlinearitét) von w ausgedriickt werden.

18Die Matrix A im ersten Summanden entspricht derjenigen aus dem Modellproblem (8.6), hier
nur transponiert.
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Abbildung 8.28.: Zeitverhalten von ||u(t)|| nach dem BDT-Modell (8.41) fiir Re = 25.
Die Schwellwertamplitude ist ||u(0)|| = 4.22 x 10~%; nach Trefethen et al. (1992).

transienter linearer Verhéltnis zur vorherigen
Re  Wachst.-Fak. (~ Re)  Schwellw.-Ampl.  Schwellwertamplitude
12.5 3.18 3.41 x1073
25 6.28 4.22 x1074 8.1
50 12.5 5.27 x107° 8.0
100 25 6.58 x1076 8.0

Tabelle 8.2.: Das bootstrapping bewirkt, daf bei einem transienten Wachstum (~ Re) die
Schwellwertamplitude im BDT-Modell mit Re™3 skaliert; nach Trefethen et al. (1992).

|w(0)]| = 4 x 10~* kann man im Zeitverhalten schon schwache nichtlineare Effekte
erkennen und fiir noch stiarkere Anfangsstérungen wird eine Schwelle {iberschrit-
ten, so dafl die Losung fiir ¢ — oo nicht mehr zerfillt sondern in die nichtlineare
Séttigung kommt (u = O(1)).

In Kapitel 8.2.2 hatten wir festgestellt, dafl das transiente Wachstum innerhalb
einer Zeit O(Re) geschieht wobei Anfangsstorungen um einen Faktor O(Re) ver-
starkt werden konnen. Die Schwelle, d. h. die Stédrke der Anfangsstorung, bei der
die nichtlinearen Effekte einen Umschlag bewirken, sollte daher mit Re™" skalie-
ren. Dies ist aber nicht der Fall. Vielmehr skaliert der Schwellwert mit Re™ (siehe
Tabelle 8.2).

Diese starke Herabsetzung der Schwelle kann man sich folgendermafen klar ma-
chen. Angenommen, der Losungsvektor der Léange € zeigt zum Zeitpunkt ¢ = 0 in die
ungtinstige Richtung, so dafl transientes Wachstum méglich ist (die Anfangsbedin-
gung wurde oben so gewéhlt und entspricht dem rechtsseitigen Singulérvektor von
A). Nach einer Zeit t = O(Re) ist die Losung durch lineares Wachstum auf O(eRe)
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8. Ubergang zur Turbulenz

angewachsen. Dabei hat sich der Losungsvektor aber in eine Richtung gedreht, fiir
die es kein lineares Wachstum mehr gibt (diese Richtung entspricht dem linkssei-
tigen Singuldrvektor von Aj; vgl. Abb. 8.8). Inzwischen hat aber der nichtlineare
Prozel einen Teil des Vektors wieder in die Richtung fiir lineares Wachstum ge-
dreht. Die entsprechende Amplitude ist dann O[(eRe)? x Re], da die Nichtlinearitéit
quadratisch ist und die Zeitskala proportional zu Re. Falls nun Re®¢? von kleinerer
GroBenordnung ist als €, hat sich die Amplitude effektiv verringert und die Lésung
wird abklingen. Wenn aber Re®¢? > ¢ ist, wurde innerhalb der Zeit O(Re) netto
Energie gewonnen und es kommt {iber den beschriebenen Riickkopplungsprozef zu
einem Amplitudenwachstum. Aus diesem Grund skaliert die Schwellwertamplitu-
de im BDT-Modell mit O(Re™?). Dieser Proze wird auch nonlinear bootstrapping
genannt.'?

Das bootstrappig ist im Grunde ein linearer Effekt, da die Nichtlinearitdt nur
die Energie umverteilt und keine Energie aus einem Reservoir hinzufiigt. Der Boot-
strapping-Mechanismus héngt nicht von der genauen Form der Nichtlinearitét ab.
Jede Nichtlinearitét, die Energie von zerfallenden in wachsende Komponenten der
Losung umverteilt ist geeignet. Fiir Nichtlinearitdten mit héheren Potenzen in w
kann die Schwelle jedoch anders skalieren (z. B. ist sie O(Re™?) fiir kubische Nicht-
linearitéten).

Natiirlich sind die Navier-Stokes-Gleichungen komplizierter als das BDT-Modell.
Dies liegt daran, dafl unendlich viele und nicht nur zwei Freiheitsgrade beteiligt sind.
Auflerdem kénnen Moden mit verschiedenen Wellenzahlen miteinander wechselwir-
ken, so dafl Nichtlinearitéten hoherer Ordnung (> 2) betrachtet werden miissen.
Man kann jedoch argumentieren, dafl es immer eine gewisse Energie in Pseudo-
Moden gibt, so daB fiir hinreichend lange Ausbreitungsstrecken (in z-Richtung)
zufillige Fluktuationen lokal iiber das statistische Mittel verstirkt werden. Auch
raumliche Phénomene wie etwa die raumzeitliche Intermittenz (Kap. 8.3.1) kann
das BDT-Modell nicht wiedergegeben. Das Modell hat daher mehr pddagogischen
Wert und soll nur die prinzipiellen Mechanismen verdeutlichen.

Auch bei der Taylor-Couette-Stromung mit gegensinnig rotierenden Zylindern ist
transientes Wachstum moglich (der linearisierte Navier-Stokes-Operator ist nicht-
normal, siche Abb. 8.6); vgl. Gebhardt and Grossmann (1994). Beim Rayleigh-
Bénard-System oder beim Taylor-Couette-System mit Innenrotation sind die ersten
Instabilitdten stationar (L ist selbstadjungiert und deshalb normal). Die linearisier-
ten Operatoren fiir hohere Instabilitdten sind aber nicht-normal, so dafl auch fiir
hohere Instabilitédten (eines eventuell komplizierten laminaren Zustands) transien-
tes Wachstum moglich ist und die damit verbundene Sensitivitdt des Umschlags
zur Turbulenz. Die sukzessiven Instabilitdten mogen damit zwar ins Chaos fiihren,
nicht aber in die eigentliche Turbulenz, die mit dem oben beschriebenen bootstrap-
ping verbunden sein konnte.

19 Bootstrap: Angenihte Lasche am Stiefel. Damit wird ausgedriickt, daf die Nichtlinearitit dafiir
sorgt, dafl die Storung in die Schluffen kommt.
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8.3. Nichtlineares Verhalten

8.3.3. Das Modell von Waleffe (1995)

Das BDT-Modell ist im wesentlichen von heuristischem Wert. Denn die vorherge-
sagte Skalierung der Sensitivititsschwelle mit € ~ Re ™ ist nicht korrekt. Numerisch
scheint die kritische Stéramplitude wie Re™®* (Couette) bzw. wie Re™"/* (Poiseuil-
le) zu skalieren (Baggett et al., 1995). Daher scheint insbesondere bei der Couette-
Stromung das bootstrapping sehr schwach zu sein. Ein anderer Kritikpunkt ist die
Art der Nichtlinearitét, denn der nichtlineare Term mit ||w|| in (8.40) kann streng
genommen nicht aus der Navier-Stokes-Gleichung abgeleitet werden.

Ein anderes Modell (Waleffe, 1995) orientiert sich stérker an den wesentlichen
Eigenschaften paralleler wandbegrenzter Scherstromungen, die man gemessen und
in numerischen Simulationen gefunden hat. Dabei sollte die Existenz eines nicht-
linearen Attraktors wichtig sein, denn alles transiente Wachstum sollte nicht zur
Turbulenz fithren, wenn es keinen entsprechenden Attraktor gibt.

Das Modell von Waleffe (1995) umfafit vier Gleichungen fiir

1. die Amplitude der streaks (u),

2. die Amplitude der Wirbel mit Achse in Stromrichtung (v),

3. die Amplitude der Streak-Instabilitéit (w), und

4. die Amplitude der mittleren Scherrate (m), die das System antreibt.

Das dynamische System lautet

U 0 AU 0 0 —yw v U
d|l v | 1 0 1 pv 0 0 ow 0 v
dt| w | Rel 0| Rel rvw yw —ow 0 0 w
m o om —v 0 0 0 m

(8.42)
Die Dampfungsparameter (A, u,v,0) > 0 sind alle positiv, und die nichtlinearen
Kopplungsparameter (7, d) haben dasselbe Vorzeichen.

Hierbei stellt (I) eine Inhomogenitiat dar, die den Antrieb modelliert (Stérke
der Scherstromung). (II) ist der lineare Démpfungsterm und (III) ist eine anti-
symmetrische Nichtlinearitdt. Aufgrund der Anti-Symmetrie wird alle Energie, die
einem Freiheitsgrad entzogen wird, wieder einem anderen Freiheitsgrad mit ent-
sprechender Amplitude hinzugefiigt.?’ Der Term —uw in der Gleichung fiir m spielt
die Rolle einer Reynolds-Spannung.

Die Wirbel in Stromrichtung v transportieren mittlere Scherung m und erzeugen
so die streaks u. Die streaks werden instabil, da aufgrund der mittleren Scherung lo-
kale Wendepunkte im Profil auftauchen (Rayleigh’s Wendepunkt-Kriterium (6.30)).
Die daraus resultierende Instabilitdt besteht zumeist aus Geschwindigkeitsfeldern

20Falls A antisymmetrisch ist, ist die Energie-Anderung ~ - A -u = 0.
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Streaks
advection of instability of
mean shear Ufy,z)
Streamwise exp (: ox)
vortices mode
] Abbildung 8.29.: Selbst-
n.onlmem_’ erhaltender turbulenter Prozef
self-interaction nach Waleffe (1997).

x10*

Abbildung 8.30.: Die positiven Nullstellen
von F(X) nach (8.44) stellen stationére
Losungen des Waleffe-Modells dar. Hier ist
F(X) fiir Re = 98.7 gezeigt. Fiir Re 2 98.7
40" {reten zwei neue reelle stationire Losungen
X auf.

in Spannrichtung w, die in Stromrichtung moduliert sind und welche die Rollen in
Stromrichtung v verstédrken. Dies ist — grob gesagt — der Riickkopplungsprozef,
der dem Waleffe-Modell zugrunde liegt und der in Abb. 8.29 symbolisch dargestellt
ist.

Mit der Zerlegung (u,v,w,m) = (0,0,0,1) + (u,v,w,n), wobei (0,0,0,1) der
laminare Grundzustand ist, kann man das System auch schreiben als (Henningson,
1996)

u —X Re 0 0 u 0 0 —yw v U

dl v | 1 0O —u 0 0 v 0 0 ow 0 v
dt | w | " Re 0 0 v 0 w yw —ow 0 0 w
n 0 0 0 o n —v 0 0 O n
(8.43)

In dieser Form sieht man direkt wieder die Nicht-Normalitdt des linearen Operators.

Das Modell (8.42) hat den trivialen Fixpunkt (u,v,w,m) = (0,0,0,1)T (bzw.
(u,v,w,n) = (0,0,0,0)T in (8.43)), welcher der laminaren Strémung entspricht
(reine Scherstromung). An (8.43) sieht man direkt, dal dieser Fixpunkt immer
linear stabil ist. Dariiber hinaus existieren aber noch andere nichttriviale Fixpunkte
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0.1
Abbildung 8.31.: Bifurkations-
diagramm fiir das 4-Moden- 0.08
Waleffe-Modell. Gezeigt  ist
die streak-Amplitude w ent- 0.06
sprechend der nicht-trivialen w
stationéiren Losung von (8.42). 0.04 |
Ahnliche Bifurkations-Kurven
fir v < 0.5 finden sich inner- 0.02 1
halb der gezeigten Losungsiste. '
Die rote gepunktete Linie
deutet das FEnergie-Limit fiir 00 260 460 660 300
das Waleffe-Modell an; hier
Rer = 2/ = 20. Re

(uo, vo, wo, My). Sie sind Losungen der kubischen Gleichung
F(X)=0"X?4+v0°X? + (uy* + A\6* — y6Re)o X + Avo = 0, (8.44)

wobei X = (Re?/u)wy ist. Als repriisentatives Beispiel wihlen wir im folgenden
die Parameter A = y = 0 = 10, v = 15, 6 = 1 und v = 0.5. Die Funktion F(X)
ist in Abb. 8.30 fiir Re = 98.7 geplottet. Bei einer Erhchung der Reynoldszahl
tauchen zwei nichttriviale reelle positive Wurzeln (Losungen) auf, die in Abb. 8.31
als Funktion von Re dargestellt sind.

Fiir die genannten Parameter findet eine Sattel-Knoten-Bifurkation (saddle-node
bifurcation) bei Re. = 98.6325 statt. Der untere Losungszweig ist dabei ein Sattel-
punkt (gepunktet) und ist immer instabil. Der obere Zweig ist ein stabiler Knoten,
der aber schon bei Re = 100.0232 seine Stabilitét verliert. Dies geschieht iiber ei-
ne superkritische Hopf-Bifurkation, wobei ein stabiler Grenzzyklus auftaucht. Bei
Erhohung von Re kollidiert der Grenzzyklus (limit-cycle) bei Re = 101.0311 mit
dem Sattelpunkt und es kommt zu einer homoklinen Bifurkation. Die meisten Tra-
jektorien landen dann auf der trivialen Losung (u,v,w,m) = (0,0,0,1). Die zwei-
dimensionale Projektion représentativer Trajektorien ist in Abb. 8.32 gezeigt. Eine
schematische Darstellung der Struktur des Flusses ist vereinfachend fiir zwei Di-
mensionen in Abb. 8.33 gezeigt.

Fiir noch héherer Reynoldszahlen taucht ein anderer stabiler Grenzzyklus auf, der
iiber homokline Bifurkationen entsteht und auch wieder verschwindet. Fiir Re = 357
ist ein Beispiel in Abb. 8.34 gezeigt. Die Spitze des Grenzzyklus am oberen Bild-
rand befindet sich in der Ndhe des hyperbolischen Fixpunktes (Sattelpunkt, unterer
Ast in Abb. 8.31). Fiir sehr groie Reynoldszahlen wird die stationére nichttriviale
Losung (ug, vo, wo, mo) wieder stabil.

Die stationédre Losung (oberer Ast in Abb. 8.31) konnte zum Beispiel der von
Nagata (1990) gefundenen nichttrivialen Losung fiir die ebene Couette-Stromung
entsprechen. Die Analogie gilt insbesondere fiir den Bereich kleiner Reynoldszahlen
Re =~ 150. Fiir diese Reynoldszahlen haben Clever and Busse (1997) gezeigt, dafl
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(a) Re =99 (b) Re = 100

0.7 ‘ ‘ 0.66 ‘ ‘
0.68} ] 0.64}
0.66{ ] 0.62

m m

0.64; ] 0.6
0.62 ] 0.58]

0.6 ‘ ‘ ‘

0.44 0.5 045 046 047 048 0.49

Uu
(d) Re = 101.0312

0.8 1.4
0.7 L2
m m 1t
0.6/
0.8
0.5 ol
0.4 0.45 0.5 055 Y02 0 02 04 06
u u

Abbildung 8.32.: Projektion der vierdimensionalen Dynamik des Waleffe-Modells auf den
zweidimensionalen Unterraum (u, m). (a) Stabiler Knoten fiir Re = 99 entsprechend dem
oberen Losungszweig in Abb. 8.31. (b) Noch so eben stabiler Knoten fiir Re = 100. (c)
Stabiler Grenzzyklus nahe seiner Existenzgrenze (homoklinen Bifurkation) fiir Re = 101.
Der hyperbolische Fixpunkte befindet sich in der Nihe der Spitze der Trajektorien. (d)
Nach der homoklinen Bifurkation ist der Grenzzyklus verschwunden. Fiir Re = 101.0312
landet das System fiir ¢ — oo auf dem trivialen Fixpunkt (0, 0,0, 1). Fiir alle Trajektorien
wurden die Anfangsbedingungen (u,v,w,m) = (up + 0.01,vg,wy, mp) gewéhlt, wobei
(up, vo, wo, mp) der stabile Knoten ist (oberer Losungszweig in Abb. 8.31).

die Losungen von Nagata (1990) nur in einem kleinen Parameterbereich stabil ist
und fiir hohere Reynoldszahlen instabil.

8.3.4. Exakte stationdre Zustdnde in parallelen
Scherstromungen
Im obigen Modell von Waleffe (1995) sind einige wichtige Charakteristika der mitt-

leren turbulenten Couette- oder Poiseuille-Stromung enthalten. Ein wesentliches
Element war die Existenz einer instabilen stationédren Losung.
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Abbildung 8.33.: Die schematische Darstellung der Projektion der 4-dimensionalen Pha-
senraumdynamik nach (8.42) auf 2 Dimensionen zeigt die Sequenz bei einer Erhohung der
Reynoldszahl. Rot: Instabile Fixpunkte, Griin: Stabile Fixpunkte und stabile Grenzzy-
klen. (a) Der Grundzustand ist id einzige Losung. Sie ist stabil. (b) Es tauchen zusétzlich
zwei nichttriviale Losungen (stabil und instabil) iiber eine Sattel-Knoten-Verzweigung
auf. (c¢) Die nicht-triviale stabile Losung wird instabil und es entsteht ein stabiler Grenz-
zyklus. (d) Homokline Bifurkation: Der stabile Grenzzyklus kollidiert mit dem instabilen
Sattelpunkt. (e) Alle Anfangswerte landen wieder auf dem Grundzustand.

Schon Nagata (1990) hatte eine Sattel-Knoten-Bifurkation fiir die ebene Couette-
Stromung bei Re = 129.75 gefunden (siche auch Clever and Busse, 1992, 1997),
ganz ahnlich wie in dem Modell von Waleffe (1997) (siche Abb. 8.31). Um diese Lo-
sungen numerisch zu finden, wurde das Problem der ebenen Couette-Stromung in
die groflere Problemklasse des Taylor-Couette-Systems eingebettet, fiir welche man
Bifurkationen aus dem Grundzustand kennt. Die bifurkierenden Losungen wurden
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Abbildung 8.35.: Geschwindigkeitsfeld
(Pfeile) und streaks (Farbe) einer ty-
pischen stationdren dreidimensionalen
Losung in der Couette-Stromung am
Bifurkationspunkt bei Re = 125 mit der
NBC-Symmetrie nach Schmiegel (1999)
und mit den Wellenzahlen k, = 1 und
k. = 0.5 (in Einheiten des inversen
Plattenabstands). Dargestellt sind vier
Schnitte &quidistant {iber eine halbe
Wellenldnge in z-Richtung. Der Grund-
zustand wurde abgezogen. Beachte, dafl
Schmiegel (1999) andere Koordinaten als
wir benutzt (y <> 2).

]| COOOO—

~OO00 (oo
[aslorrENiv]

T
OO0

~OO00 tuntm

dann bei Variation des Radienverhéltnisses zu n — 0 verfolgt. Diese Methode nennt
man heute Homotopie-Methode. Die stationdre Losung, die bei Re = 129.75 ent-
steht, wird iiber eine Hopf-Bifurkation schon bei Re = 135 instabil. Diese Losungen
haben aber anscheinend keine grofle Bedeutung fiir den Turbulenziibergang, da sie
in Gebieten des Phasenraums liegen, die nur von spezielle Storungen erreicht werden

konnen (vgl. Abb. 8.32d).
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Schmiegel (1999) haben eine ganze Vielzahl von instabilen stationéren dreidimen-
sionalen Losungen in der ebenen Couette-Stromung berechnet (siehe auch Eckhardt
et al., 1998). Die stationédren Losungen wurden als Superposition von Harmonischen
(in z- und z-Richtung) und Legendre-Polynomen (in y-Richtung) dargestellt, wo-
bei die Randbedingungen mit Hilfe einer Lagrange-Methode eingebunden wurden.
Die resultierenden Gleichungen lielen sich mit einem einfachen Newton-Raphson-
Verfahren l6sen. Um gute Anfangsbedingungen fiir die Iteration zu erhalten, wurden
Daten aus numerischen Turbulenz-Simulationen verwendet. Zur Berechnung der Lo-
sungséste bei Variation der Reynoldszahl wurde das Pittsburger Verfolgungsverfah-
ren PITCON eingesetzt (Reinboldt and Burkardt, 1983b,a) (siche auch Reinboldt
88/98). Dabei konnten auch vielfiltige Losungsverzweigungen gefunden werden, die
alle vom Gabel- oder Sattel-Knoten-Typus waren.

Im Gegensatz zu den Losungen des Waleffe-Modells sind die exakten Losungen
der Navier-Stokes-Gleichungen, z.B. fiir die Couette-Stromung, in der Tat durch
Vortizitdt in Stromrichtung und starke streak-Strukturen gekennzeichnet. Die In-
stabilitéit der stationédren Losungen basiert auf dem lift-up- und streak-break-down-
Mechanismus. Ein Beispiel ist in Abb. 8.35 gezeigt. Das entsprechende Profil der
mittleren Geschwindigkeit in z-Richtung hat dabei einen klaren Wendepunkt (nicht
gezeigt). Zur 6konomischen numerischen Losung wurden Symmetrien der Gleichun-
gen und Losungen ausgenutzt. Die gezeigte Losung besitzt dieselbe Symmetrie, die
auch von Nagata, Busse und Clever (in Schmiegel (1999) als NBC-Symmetrie be-
zeichnet) angenommen wurde.?!

Die Losungszweige fiir realistische Randbedingungen (no-slip) sind in Abb. 8.36
dargestellt. Alle Losungen sind instabil. Eine Ausnahme bildet bildet nur die aus
einer Sattel-Knoten Bifurkation hervorgegangene NBC-Losung (Nagata, 1990) in
der Ni#he der Bifurkation (linker schwarzer Ast in Abb. 8.36a). Es gibt Anzeichen
dafiir, dafl es auch exakte zeitperiodische Losungen gibt, die auch linear instabil
sind.

Nach diesen Ergebnissen kann man die folgende Vorstellung entwickeln. Fast alle
Eigenwerte des linearen Stabilitétsproblems fiir die nicht-trivialen stationiren Lo-
sungen der Couette-Stréomung entsprechen instabilen Richtungen im Phasenraum.
Typischerweise ist nur ein oder wenige Eigenwerte (Richtungen) stabil (instabiler
Sattelpunkt). Der Zustand der Stromung ist durch einen Punkt im Phasenraum ge-
kennzeichnet. Wenn sich das System im turbulenten Zustand bei relativ niedrigen

21Die NBC-symmetrischen Losungen weisen die folgenden Symmetrien auf (bzgl. unserer Koor-

dinaten)
( )(Iayvz):( v >($+Lx/2ay7_z)a
( ) (x,y,2) = ( :v ) (—x,—y,z+ L./2),

wobei L, und L, die Wellenléingen in z- und in z-Richtung sind.

f 2 g c¢g
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Abbildung 8.36.: Instabile stationére Losungen der Navier-Stokes-Gleichungen fiir die
ebene Couette-Stromung nach Schmiegel (1999). Die Losungen sind durch ihre Energie E
charakterisiert und nach zwei verschiedenen Symmetrie-Gruppen geordnet (a): NBC-Typ
und (b) I-Typ.

Reynoldszahlen befindet, wird dieser Punkt (Zustand) durch ein Gewirr instabiler
Losungen abwechselnd abgestofien und angezogen. Der Punkt (Zustand) bewegt
sich so in irreguldarer Weise durch ein in Abb. 8.36 nur teilweise gezeigtes Skelett
von Repelloren und Sattelpunkten. Eventuell fillt das System irgendwann wieder
in den laminaren Zustand zuriick. Falls das transiente Wachstum aber hinreichen
stark ist, wird das System wieder in das Gebiet zuriickgeworfen, in dem die Dyna-
mik durch die abstoflende Wirkung der exakten instabilen Losungen gekennzeichnet
ist.

Durch die Anwesenheit dieser komplizierten Attraktor/Repellor-Struktur ist der
Ubergangsbereich zwischen laminarer und turbulenter Stromung vermutlich fraktal.
Die Lebensdauer turbulenter Zusténde ist fiir ein und dieselbe Form der Anfangsbe-
dingung in Abb. 8.37 gezeigt. Die Peaks haben keine endliche Breite. Wenn man das
Gebirge auf einer stark verkleinerten Reynoldszahl- und Anfangsamplituden-Skala
betrachtet, ergibt sich ein &hnliches Gebirge (selbstéhnlich, Fraktal).
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