6.1. Reibungsfreie Fluide

Die Losbarkeitsbedingung fiir dieses System liefert die Dispersionsrelation

U2_C —(Ul—C)
Ul—C UQ—C

Diese Relation kann man durih die Geschwindigkeitsdifferenz AU = U; — Us und
die mittlere Geschwindigkeit U = (U; + Us)/2 ausdriicken und erhilt so'?

w = AU
= =U+i—". 4
c=7 U+i 5 (6.47)
Der Geschwindigkeitssprung AU kann noch zugunsten des Geschwindigkeitsver-

hiltnisses R = AU/2U eliminiert werden

D(k,c; Uy, Us) = det =Uy—c)*+ (U —c)*=0. (6.46)

c = %:U(I:I:iR). (6.48)
An dieser Gleichung sehen wir, dafi die zeitliche Wachstumsrate der Normalmoden
Slw(k; U, R)] proportional ist zur Wellenzahl k und der skalierten Geschwindig-
keitsdifferenz R. Die reelle Phasengeschwindigkeit R(c) = U ist gleich der mittleren
Geschwindigkeit. Die Wirbelschicht ist also instabil gegeniiber Stérungen aller Wel-
lenzahlen, falls die Geschwindigkeitsdifferenz R # 0 von Null verschieden ist. Dies
ist die Kelvin-Helmholtz-Instabilitit. Je groBer die Wellenzahl ist, desto schneller ist
das exponentielle Wachstum der Stérung. Die fiir £ — oo zunehmende Wachstums-
rate fithrt zu einer Singularitét (Diskontinuitdt der Kriimmung der Wirbelschicht)
in einer endlichen Zeit (siche auch Saffman, 1992). Es gibt keine obere Grenze fiir
die Wachtumsrate ($(w) — oo for & — o00). Der schlagartige Zusammenbruch
rithrt daher, dafi es keinen Wellenzahl-Cut-off gibt, wodurch das Wachstum fiir
hohe Wellenzahlen begrenzt oder ganz unterdriickt wiirde. Die Abwesenheit eines
Wellenzahl-Cut-offs ist dadurch bedingt, dal das Problem keine intrinsische Lén-
genskala aufweist.

Instabilitat einer homogenen endlich dicken Wirbelschicht

In realen Fluiden wird das Wachstum von Stérungen mit hohen Wellenzahlen durch
die Viskositit begrenzt, wobei die viskose Dampfungsrate quadratisch mit der Wel-
lenzahl zunimmt. Aulerdem bewirkt die Viskositét, daf sich die Scherschicht raum-
lich entwickelt und in ihrer Dicke anwichst.'® Es ist daher naheliegend, eine dickere

2Denn
2¢2 = 2(Uy + Up)e+ U2 + U2 =0,

Ui+ Us \ 2 U +U,\? U2+U2 1 1
(c— 1+ 2) :( 1+ 2) Ui+ 2:—1(U12+U22)+§U1U2,

2 2 2
——
U
— Uy — Us)? AU?
(c—U)Qz—( 1 m )

4 4

13Man nennt die freie viskose Scherschicht auch Mischungsschicht. Deren raum-zeitliche Entwick-
lung kann man mit einer Grenzschicht-Néherung berechnen (siehe auch Criminale et al., 2003).
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Scherschicht fiir ein reibungsfreies Fluid zu untersuchen, wie sie durch das stiick-
weise lineare Geschwindigkeitsprofil

1, y>1,
Uy)=q vy, —1<y<l, (6.49)
-1, y< -1,

gegeben ist. Hierbei ist jetzt die Vortizitat Q(y) = —U’(y) = —1 in einem Strei-
fen um y = 0 homogen verteilt. Aufgrund der Rayleigh-Gleichung und da U” = 0
ist, mufl die Amplitude der Stromfunktion der Stérung wieder (6.42) geniigen. Zu-
sammen mit dem exponentiellen Abklingen fiir y — 400 kénnen wir die Losung
zweckméfig in der Form schreiben

Ae ™k, y>1,
¢(y) = Be ™ +Cev, —1<y<1, (6.50)
Dekv, y < —1.

Nun miissen wir die zwei Sprungbedingungen (6.44) an zwei Stellen auswerten, was
auf insgesamt 4 Gleichungen fiihrt

A— B+ Ce* =0, (6.51a)
Be** +C - D =0, (6.51b)
k(1 —c)A+[1—k(1—¢)]B+[l+k(1—c)e*C =0, (6.51c)
[1+k(140)]e*B+[1—k(1+¢)]C+k(1+¢)D=0. (6.51d)
Die Losbarkeitsbedingung fiihrt auf
1 —1 e 0
0 e 1 —1
det) v o) —k(l—e)] [+k(1—c)e 0|=0 (652
0 [1+4 k(1+c)]e** 1—k(1+¢c)] k(1+c)
mit dem Ergebnis (Rayleigh, Lord, 1894)
et 2 2 2 4k
————— (1 — 4k + 4k° — 4k°c" — ™) = .
(@ T) ( + c—e ) 0, (6.53)
mit den Wurzeln
w=ck = il\/(l — 2k)* — ek, (6.54)
2

Man sieht sofort, dal der Radikant negativ werden kann, was instabilen Losungen
entspricht. Das Band von instabilen Wellenzahlen der Kelvin-Helmholtz-Instabilitdit
ist begrenzt durch k € [0,k.] mit k. = 0.6392 (Nullstelle des Radikanten). Die
Wachtumsrate $(w) ist in Abb. 6.4 zusammen mit derjenigen fiir die unendlich
diinne Scherschicht gezeigt.
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0.2¢

Abbildung 6.4.: Wachstumsrate %(w)i}(w)
nach (6.54) fiir Stoérungen in einer
ebenen reibungsfreien Scherschicht mit
einem stiickweise linearen Geschwindig-
keitsprofil  (6.49) (durchgezogen) und

die Wachstumsrate von Stérungen einer 0 ‘ ‘ ‘
unendlich diinne Scherschicht (gepunktet) 0 0.2 0.4 0.6 0.8
nach (6.48) mit U = 0 und AU = 2. k

0.17

Die Dicke der Vortizitdtsschicht definiert eine Léngenskala (Ay = 2), was eine
Begrenzung des instabilen Wellenzahlbereichs bei k. (cut-off) zur Folge hat. Nor-
malmoden mit Wellenldngen kleiner als A < 27/k. = 9.829 sind stabil. Weitere
Fille, auch mit stabilisierender Dichteschichtung im Schwerefeld, sowie Ergebnisse
fiir tanh(y)-Profile (erstmals von Drazin behandelt) sind in Chandrasekhar (1961)
und Drazin and Reid (1981) zu finden.

Ein heuristisches Argument fiir die Entwicklung der
Kelvin-Helmholtz-Instabilitat

Obwohl die co-diinne Wirbelschichtinstabilitéit zu einem unphysikalischen Ergeb-
nis fiihrt, kann dieses Modell eine physikalische Erklarung fiir den Instabilitéts-
mechanismus wihrend des frithen Stadiums der Entwicklung liefern (Batchelor,
1967). Angenommen, die Position der ungestorten Wirbelschicht y = 0 ist durch
eine sinusoidale Auslenkung n(x) gestort (siehe Abb. 6.5). Entsprechend der ele-
mentaren Wirbeldynamik induziert eine gegebene Vortizitéitsverteilung w(x,t) in
jedem Raumpunkt ein Stromungsfeld, das durch das Biot-Savart-Gesetz'* beschrie-
ben wird (Integral iiber die Vortizitétsverteilung)

/ !/
w(x,t) = i/ wiehD) x (@ =) 41 gy (6.55)
Am )y

Natiirlich kann ein beliebiges wirbelfreies Feld V& dazu addiert werden. Die Vorti-
zitdt in der Nahe zweier Minima von 7 induziert am Ort des dazwischenliegenden
Maximums von 7 netto eine Stromung, die genau entgegengesetzt ist zur Stromung,
die an den Orten der Minima von 7 induziert wird. Daher wird die Vortizitdt an
den Maxima von 7 in entgegengesetzter Richtung transportiert wie die Vortizitét
an den Minima von 7). Dies fiihrt zu einer periodischen Akkumulation der Vorti-
zitét an jeder Nullstelle von n(z), an der Qd,n > 0 ist (siche Abb. 6.5). Dadurch
verarmen die Punkte, an denen Q0,7 < 0 ist, an Vortizitit. Dieser Prozef} fiihrt
zu einer Reihe von gleichsinnigen Kelvin-Helmholtz-Wirbeln (siehe Abb. 6.1), die
ihrerseits die Deformation n der Wirbelschicht verstérken.

1Dies ist die Umkehrung von w = V x u.
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Abbildung 6.5.: Erklirung der Kelvin-Helmholtz-Instabilitdat nach Batchelor (1967); (a)
ungestorte Wirbelschicht, (b) bei einer gestorten Wirbelschicht wird ein Transport von

Vortizitéit parallel und anti-parallel zur Stromrichtung induziert, (¢) was zu einer Akku-
mulation von Vortizitat fiihrt.

W

(b)

Abbildung 6.6 zeigt die Simulation der Kelvin-Helmholtz-Instabilitdt mit Hil-
fe von 25 Punktwirbeln, die sinusoidal aus der Ruhelage ausgelenkt wurden. Man
erkennt die anfingliche Verstdrkung der kleinen sinusoidalen Stérung und die Ver-
schiebung der Wirbel in z-Richtung. In Abb. 6.6e und 6.6f wird eine Instabilitét
sichtbar und die Dynamik wird komplexer (chaotisch). Die Akkumulation der Wir-
bel im Zentrum ist aber deutlich zu sehen. Der Einsatz der chaotischen Bewegung
ist konsistent mit dem klassischen Ergebnis, dafl eine geradlinige dquidistante Reihe
gleicher Wirbel instabil ist. Bei der gefihrlichsten Mode werden benachbarte Wir-
bel in entgegengesetzte Richtungen unter 45° zur Wirbelreihe ausgelenkt (pairing
instability, siehe auch Vorlesung iiber Wirbeldynamik von hk).

6.2. Viskose Fluide

Wir wollen nun die Viskositdat des Fluids in die Stabilitéitsanalyse einbeziehen. Die
folgenden Betrachtungen gelten nicht nur fiir ebene Kanalstrémungen, sondern auch
fiir allgemeine viskose ebene parallele Stromungen (z.B. fiir ebene Strahl-Profile).

6.2.1. Die viskosen Storungsgleichungen

Um die Viskositat zu beriicksichtigen, betrachten wir die inkompressiblen Navier-
Stokes-Gleichungen

1
AU +U-VU = —VP+ AU, (6.56)
(§
V.U = 0, (6.57)
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(a) (b) ()

0.1 0.1 0.1
0.05 0.05 0.05
Y
—0.05 —0.05 —0.05

Abbildung 6.6.: Simulation der Kelvin-Helmholtz-Instabilitdt mit Hilfe von 25 Punktwir-
beln. Die Abbildungen zeigen die Anfangskonfiguration (a) und sukzessiv weitere Konfi-
gurationen nach 5 dquidistanten Zeitschritten.

wobei wir wie in Abschnitt 6.1.1 charakteristische Skalen L und V' verwendet haben,
woraus sich die Reynoldszahl Re = V L /v ergibt. Fiir ideale Fluide ist jede parallele
Stromung eine Losung der Eulergleichungen. Im viskosen Fall muf3 eine stationére
ebene parallele Stromung U = U(y)e, die Gleichung

1

%OSU(y) =0, P (6.58)
erfiillen. Da die linke Seite der Gleichung nicht von z abhéngt und da die y- und 2-
Komponenten der Navier-Stokes-Gleichung 9,P = 0,P = 0 liefert, mufl der Druck
P(z) ~ x eine lineare Funktion von z sein. Integration von (6.58) unter Beriick-
sichtigung der Randbedingungen U(y = y12 = £1) = 0 liefert zum Beispiel die
klassische ebene Poiseuille-Stromung

U = (1-19%e,, (6.59)

wobei wir als Lédngenskala L die halbe Kanalweite und als Geschwindigkeitsskala V'
die Geschwindigkeit auf der Mittellinie gewéahlt haben. Der konstante Druckgradient
ist dann 0, P = —2/Re. Andere Losungen sind die ebene Couette-Stromung, oder
beliebige Kombinationen aus Couette- und Poiseuille-Strémung.'®

15Manchmal werden auch viskose Strémungen betrachtet, die keine exakten Losungen von (6.56)—
(6.57) sind, aber eine gute Niherung darstellen, wie zum Beispiel das Grenzschichtprofil von
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Wir wenden uns nun dem dreidimensionalen linearen Stabilitdtsproblem zu. Mit
der Zerlegung
Uses(, 1) ) ( Uly)es > ( u(x, t) >
= + , 6.60
(T Py )\ atat) (000

( u(x,t) ) _ ( u(y) )ei(k;acm-l—kzz—wt) +cc., (6.61)

p(y)

erhalten wir nahezu dieselben linearen Stabilititsgleichungen wie in Abschnitt 6.1.1.
Man muf} (6.7a)—(6.7c) auf den rechten Seiten lediglich um die viskosen Terme, wie
z. B. Re ' (—k2 + 92 — k2)0, ergéinzen. Wir erhalten dann

1
ik, [U(y) — cJa+U'(y)d = —ik,p + ﬁ(aj — k2 — k), (6.62a)
1
ik, [U(y) — ] 0 = =0,p + @(5’5 — k3 — k2)0, (6.62b)
: . | .
ik, [U(y) — ] = —ik.p+ g(ﬁj — k2 — E)w, (6.62c)
ik, @+ 0,0 + ik, = 0. (6.62d)

Feste Randbedingungen zwischen parallelen Wénden bei y = y; » erfordern
u(yi2,t) = 0. (6.63)

Die Losbarkeitsbedingung fiir das resultierende lineare System liefert dann im Prin-
zip die Dispersionsrelation

D(k,w;Re) =0, (6.64)

wobei k = k,e, + k.e, der Wellenvektor in der (z, z)-Ebene ist.

Blasius. Die Berechnung der viskosen Instabilitét im Rahmen solcher Ndherungen ist nur dann
gerechtfertigt, wenn die typische Zeitskala fiir die Entwicklung der Stérungen 7 instap wesentlich
kleiner ist als die viskose Diffusionszeit Tyiskos = L?/v auf welcher die Grundstrémung variiert.
Fiir Instabilitéiten, die durch inertiale Mechanismen bedingt sind (wie in den vorangegangenen
Abschnitten Stromungen mit Wendepunkten: Scherstrémungen), ist diese Bedingung erfiillt, da
sich die Storungen auf einer Zeitskala Tipertial = L/V < Tyiskos = L? /v entwickeln, wenn die
Reynoldszahl (Re = Tyiskos/T inertial > 1) hinreichend grof} ist. Wenn viskose Stréomungen ohne
Wendepunkte approximiert werden, die fiir v = 0 stabil wiren, mufl man im Nachhinein immer
iiberpriifen, ob Tinstab < Tviskos iSt.
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6.2.2. Das Squire-Theorem fiir viskose Stromungen

Wie bei idealen Stromungen bilden wir nun (6.62a) + (k. /k,) x (6.62¢) und wenden
die Squire-Transformation (6.1.2) an. So erhalten wir

(U — ¢ (ikya + ik,w) + U'd (6.65)
—_——
:=ikii
k2 1 k
=—ilk,+ = J — [0 — (K + k? I+ — ) .
1($+kx) p +Re[ay (z+ z)}(u+kmw)
Y ﬁkz/]; h v g
i=k? /ky kg ! 02— (k2+k2)] (ko ttkz)
(853123)1%&
Es ergibt sich demnach
ik [U—é&la+U'd = —ikp+=(37 — k*)a, (6.66)
Re
wobei wir h
Re = f Re < Re (6.67)
~—
<1

definiert haben. Gleichung (6.66) ist formal identisch mit (6.62a), wenn man dort di-
rekt k, = 0 und w = 0 gesetzt hétte. Auch die Gleichung fiir die y-Komponente des
Impulses, die Kontinuitédtsgleichung und die festen Randbedingungen sind formin-
variant unter der Squire-Transformation. Daher erhalten wir die zweidimensionale

Dispersionsrelation o
D(k,&,Re) = 0. (6.68)

Wenn wir nun dieselben Argumente benutzen wie fiir ideale Stromungen in (6.17)
ergibt sich

~ . . _uR k V2 + k2
o(Re) = e = ke = k“’(k i w(Re) 7 = w(Ro) T* | (6.69)
i i —

Fiir jede dreidimensionale Mode (schriag laufende Welle) mit komplexer Frequenz
w (insbesondere der Wachstumsrate $(w)) zu einer Reynoldszahl Re gibt es daher
eine korrespondierende zweidimensionale Mode bei einer kleineren Reynoldszahl
Re = Rek,/(k? + k?)'/2. Fiir die komplexe Frequenz gilt @ > w. Damit hat die
zweidimensionale Mode bei Re (im Falle positiver Wachstumsraten) eine groBere
Wachstumsrate als die dreidimensionale Mode bei Re: $(@) > S(w).

Daraus folgt, dal im Falle einer linearen Instabilitédt die instabilste Mode not-
wendigerweise zweidimensional sein mufl! Beachte jedoch, dafl die am schnellsten
wachsende Mode im iiberkritischen Gebiet fiir Re > Re, (echt gréfier) nicht unbe-
dingt zweidimensional sein muf};, weil das Squire-Theorem zwar die Existenz einer
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schneller wachsenden Mode bei einer kleineren Reynoldszahl sicher stellt, nicht
jedoch die Existenz einer schneller wachsenden zweidimensionalen Moden bei der-
selben Reynoldszahl.

Ein Beispiel fiir die zweidimensionale Instabilitédt einer parallelen Stromung ist
die Kelvin-Helmholtz-Instabilitat, die in Abb. 6.1 gezeigt wurde.

6.2.3. Die Orr-Sommerfeld-Gleichung

Das Squire-Theorem fiir viskose Stromungen berechtigt uns, das zweidimensiona-
le lineare Stabilitdtsproblem zu betrachten. Wenn wir die Stromfunktion wie in
(6.18) definiert verwenden, erhalten wir analog zur reibungsfreien Vortizitatsglei-
chung (6.20) die viskose fiir die Gesamtvortizitat Vortizitétsgleichung

1
(0 + V0,0, — V,0,) VU = ﬁv‘*m. (6.70)

Durch Trennung der Stérung ¢ von der Grundstrémung wie in (6.21) im reibungs-
freien Fall,

Uy, 1) = / Uy)dy + (x5, 1), (6.71)

erhalten wir eine Gleichung &hnlich wie die Rayleigh-Gleichung (6.28), nur dafl der
viskose Term Re !'V*) hinzugekommen ist

1

2,0, 17l _

V4. (6.72)
Durch Einfithrung von Normalmoden v = ¢(y)e!**=“) + c.c. erhalten wir die be-
kannte Orr-Sommerfeld-Gleichung (zweidimensionale Stérungen)

(U—c)[¢"— ko] —U"¢p= ﬁ (2 — k%)% ¢. (6.73)

Die vier Randbedingungen (no-slip) lauten

P(y12) = ¢'(y12) = 0. (6.74)

Um die zweidimensionale Dispersionrelation D(k,w;Re) = 0 zu erhalten, muf} die
Gleichung numerisch gelést werden. Beachte, daf3 der viskose Term die Symmetrie
der Eigenwerte ¢ bzgl. der reellen Achse zerstort. Die Eigenwerte der Rayleigh-
Gleichung traten in komplex konjugierten Paaren auf. Im viskosen Fall ist die Stro-
mung instabil, wenn mindestens ein Eigenwert existiert, fiir den e(k)] > 0 ist.
Bei einer Stromung in einem endlichen Gebiet (zum Beispiel zwischen zwei Plat-
ten) besteht die Menge der Eigenwerte {w;} (das Spektrum) nur aus diskreten
Werten. Man sagt: Das diskrete Spektrum ist vollstdndig. Andernfalls, z. B. bei
Grenzschichtstromungen (Blasius-Profil), ist das diskrete Spektrum unvollsténdig.
Neben dem diskreten Spektrum existiert auch noch ein kontinuierliches Spektrum.
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Im reibungsfreien Fall ist das diskrete Spektrum des linearen Stabilitdtsproblems
fiir ebene Scherstromungen unvollsténdig. Im Extremfall gibt es nur ein kontinuier-
liches Spektrum.'6

Man kann die Rayleigh-Gleichung durch den formalen Grenziibergang Re — oo
erhalten. Dieser Grenziibergang ist jedoch singuldr, da sich die Ordnung der Dif-
ferentialgleichung von 4 auf 2 verringert und wir keine 4 Randbedingungen mit
nur zwei linear unabhéngigen Losungen erfiillen konnen. Daher miissen die visko-
sen Terme zwingend in den diinnen Grenzschichten in Wandnéhe beriicksichtigt
werden. '’

Fiir die viskose ebene Couette-Stromung U(y) = y hat Romanov (1973) bewiesen,
da simtliche Normalmoden fiir £ > 0 und Re > 0 abklingen. Die ebene Couette
Stromung ist daher linear stabil fiir alle Reynoldszahlen. Dies gilt nicht fiir die ebene
Poiseuille-Strémung (6.59). Wenn man die Reynoldszahl mit der halben Kanalhohe
bildet, ist die kritische Reynoldszahl der ebene Poiseuille-Strémung Re,. = 5779 bei
k.= 1.021 und ¢ = 0.269 (Lanzerstorfer, 2012, fiir dltere Werte, siehe auch Tabelle
1.1). Die kritische Mode wird Tollmien-Schlichting- Welle genannt und ist in Abb.
6.7a dargestellt.'® Die entsprechende neutrale Kurve, entlang welcher S(c) = 0 ist,

6Fiir die ebene Couette-Stromung einer idealen Fliissigkeit ist das Spektrum rein kontinuierlich.
Die Orr-Sommerfeld-Gleichung liefert fiir U = ye, mit v =0

(c—y) [0 K]0 =0,
mit ¢(y = £1) = 0. Angenommen es ist ¢ ¢ [—1, 1], dann muf} gelten
02— 10,

mit der Losung ¢ = A cosh(ky) + Bsinh(ky) und ¢(y = £1) = 0. Daraus folgt aber ¢ = 0. In
diesem Fall gibt es keine nichttriviale (von Null verschiedene) Normalmode. Falls aber ¢ € [—1, 1]
ist, dann muf} gelten

(02 — k] ¢ = b(c—y),

denn (¢ — y)d(c — y) = 0. Die Amplitude wurde hier normiert. Die Losung ist die Greensche
Funktion von 97 — k?
sinh [k(c £ 1)] sinh [k(y F 1)]

0= e sinh (2k) ’

wobei fiir das obere Vorzeichen y € [c,1] und fiir das untere y € [—1,¢|. Da fiir jedes k die
Phasengeschwindigkeit einen beliebigen Wert im Intervall [—1, 1] annehmen kann, hat man ein
kontinuierliches Spektrum. Siehe dazu auch Drazin and Reid (1981), S. 150ff.

"Die viskosen Terme miissen auch in der Nihe von Singularititen y., an denen U(y.) = c ist,
beriicksichtigt werden.

18 Aufgrund des Rayleigh-Kriteriums (fiir ideale Fluide) miifite die Poiseuille-Stromung eigentlich
stabil sein, da U(y) keinen Wendepunkt besitzt. Die Instabilitit der Poiseuille-Stromung muf
daher mit der Viskositéit zusammenhéngen. Hinweise darauf gibt auch die kritische Mode in
Abb. 6.7a: Die kritische Mode ist symmetrisch beziiglich der Mittelebene y = 1. Auch beziiglich
einer Inversion der x-Achse ist die Mode nahezu symmetrisch. Deshalb ist die Transferrate von
kinetischer Energie (durch inertiale Effekte, farbig in der Abbildung) von der Grundstrémung
zur Storung nahezu Null. Nur die leichte Asymmetrie der Mode in unmittelbarer Wandnihe
fithrt in Summe zu einer positiven Energietransferrate, welche die viskose Dissipation (nicht
gezeigt) kompensieren kann.
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Abbildung 6.7.: (a) Stromlinien der kritischem Tollmien-Schlichting-Welle in der
Poiseuille-Stromung am kritischen Punkt mit k. = 1.021, w, = 0.269 bei Re = 5779 nach
Lanzerstorfer (2012). Die Energietransferrate —u - [u - Vug] = —uwvdug /9y ist in Farbe
dargestellt. Die Welle lduft nach links (entgegen der Richtung der Grundstrémung). (b)
Tollmien-Schlichting-Welle (mit endlicher Amplitude) in der ebenen Poiseuille-Stromung.
Gezeigt sind Stromlinien der Gesamtstromung iiber eine Wellenlédnge in einem mit der
Welle mitbewegten System (x-Achse gestaucht) (nach Orszag and Patera, 1983). (c¢) Neu-
tral stabile Tollmien-Schlichting-Welle (mit endlicher Amplitude dargestellt) vom unteren
Zweig der Instabilitdtszunge (Abb. 6.8b) in einer Plattengrenzschicht (Blasiusprofil) fir
Re; = Uxd1/v = 893 (d1: Verdriangungsdicke) und A = 27 /k = 404; (nach Schlichting,
1968). Die Phasengeschwindigkeit der Welle ist R(c) = 0.35 Ux.

ist in Abb. 6.8a gezeigt.

Fir die Hagen-Poiseuille-Rohrstromung (1.4) existiert kein Squire-Theorem.
Alle numerische Evidenz deutet jedoch darauf hin, daf§ auch die Rohrstromung
fiir alle Reynoldszahlen linear stabil ist. Ein strenger mathematischer Beweis fehlt
jedoch bisher.

In Abb. 6.7c ist die Uberlagerung des Blasius-Profils und einer neutral stabilen
Tollmien-Schlichting-Welle endlicher Amplitude gezeigt. Das Blasius-Profil wurde
quasi-konstant angenommen (keine Abhéngigkeit von x). Die Schnittpunkte der
Profile der totalen Stromung Uyes (durchgezogen) mit denjenigen der Grundstré-

19

19 Aufgrund der Geometrie sind die Normalmoden keine einfachen ebenen Wellen.
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6.2. Viskose Fluide
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Abbildung 6.8.: Kurven neutraler Stabilitdt fiir (a) die ebene Poiseuille-Strémung mit
Re. = 5772.2 bei k. = 1.020 und Phasengeschwindigkeit R(c.) = 0.2639 und (b) fiir
die Blasius-Grenzschicht mit Re, = 519.4 bei k. = 0.303 und Phasengeschwindigkeit
R(ce.) = 0.3965 (nach Schmid and Henningson, 2001). Die Reynoldszahl fiir die Blasius-
Grenzschichtstromung ist Re = U d1/v, wobei §; die Verdridngungsdicke ist. In den
grauen schattierten Gebieten ist die Grundstromung linear instabil. Die Linien markieren
konstante Wachstumsraten &(c) = const. Hier ist a = k die Wellenzahl.

mung U (gestrichelt) weisen darauf hin, dafi das Zentrum der Wirbel der neutral
stabilen Tollmien-Schlichting-Welle in etwa bei y &~ 0.9 liegt. Wenn die Amplitude
der T'S-Welle von infinitesimalen Werten ansteigt (was nicht wirklich realisierbar
ist), dann hat man an periodischen Stellen eine marginale Ablosung, d.h. es enste-
hen periodisch infinitesimal kleine Riickstrémungsgebiete direkt an der Wand. Dort
hat die Grundstromung (Blasiusprofil) auch einen Wendepunkt.

Trotz der linearen Stabilitédt der ebenen Couette-Stromung wird im Experiment
ein Umschlag der Stromung beobachtet, wobei die Stromung in einer komplizier-
ten Weise zeitabhéngig und dreidimensional wird. Selbst bei der ebenen Poiseuille-
Stromung findet dieser Umschlag schon bei Reynoldszahlen statt, die wesentlich
geringer sind als Re, = 5779. In diesem Zusammenhang ist es wichtig zu beachten,
da die Orr-Sommerfeld-Gleichung und das Squire-Theorem nur fiir infinitesimale
Storungen gelten (linearisierte Gleichungen). Zur vollsténdigen Behandlung des Sta-
bilitdtsproblems miissen aber alle Stérungen beriicksichtigt werden, insbesondere
auch solche mit grofler Amplitude. Wegen der damit verbundenen Nichtlinearitéiten
ist dieses allgemeine Stabilitdtsproblem nicht in geschlossener Form losbar. Es ist
jedoch moglich, eine Energie-Reynoldszahl Rep anzugeben, so dafl fiir Re < Reg
alle Storungen (siehe Abb. 1.13) exponentiell abklingen. Mit Hilfe der sogenann-
ten Energie-Stabilitits- Theorie kann die monotone Stabilitdtsgrenze nach unten hin
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6. Parallele Scherstromungen

abgeschétzt werden.
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