0. Absolute und konvektive
Stabilitat

In Kap. 2.4.2 hatten wir die Liapunov Stabilitidt der Losung eines dynamischen
Systems mit Hilfe Trajektorien im Phasenraum definiert. Danach ist eine Grund-
stromung Ug(x,t) stabil, falls es fiir ein beliebiges € > 0 ein d(e) > 0 gibt, so
daB

falls  ||U(x,0) — Ug(x,0)|| < d(e),
= Viso U (x,t) — Up(x,t)|] <e. (9.1)

Andernfalls ist die Grundstréomung Lyapunov-instabil. Hier ist ||.|| irgendeine Norm,
zum Beispiel die Maximum-Norm ||F(x,t)|| = maxgey F(x,t). Falls die Stromung
stabil ist, konnen wir also immer eine 0-Umgebung der Anfangsbedingungen finden,
so daf fiir anfingliche Stérungen innerhalb der §-Umgebung die Abweichungen von
der Grundlésung fiir alle Zeiten kleiner bleiben als ein vorgeschriebener Wert von
€, egal wie klein wir € wéhlen.

Wenn das System fiir ¢ — oo zu dem Grundzustand zuriickkehrt, d.h. e = 0,

lim |[U (@, 1) — Ug(@,1)|| = 0
—00
fir [|U(z,0) — Up(z,0)|| < 6, (9.2)

dann ist der Grundzustand asymptotisch stabil. Falls die Bedingung fiir jedes ¢ gilt,
also auch fiir beliebig starke Anfangsstorungen, dann ist die Grundstrémung sogar
asymptotisch global stabil. Falls es jedoch eine Schwelle gibt, so dafl asymptotische
Stabilitdt nur fiir 6 < Jy gilt, dann ist die Grundstromung bedingt stabil (siehe
auch Kap. 3.3.1).

Im folgenden werden wir uns auf die lineare Stabilitét beschréinken und betrach-
ten daher nur infinitesimale Stérungen der Grundstrémung. Wir hatten gesehen,
daf ein linear stabiles System auch Liapunov-stabil ist (siche Kap. 2.4.2). Lineare
Stabilitat impliziert jedoch nicht globale Stabilitdt. Die damit verbundenen Proble-
me hatte wir in Kap. 8 diskutiert.

Im Prinzip miiffiten wir im folgenden die linearisierten Navier-Stokes-Gleichungen
(6.62) betrachten wie zum Beispiel in Kap. 6.2. Dort hatten wir uns fiir die zeitli-
che Entwicklung interessiert. Hier wollen wir die lineare Stabilitdt aber allgemeiner
betrachten, indem wir die gesamte raumzeitliche Entwicklung analysieren. Ein Bei-
spiel, das man nicht direkt mit der zeitlichen Stabilitdtsanalyse behandeln kann, ist
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9. Absolute und konvektive Stabilitit

Abbildung 9.1.: Réumlich Entwicklung einer Scherschicht am Beispiel eines Interferenz-
musters der Stromung in einem Seifenfilm-Kanal (nach Bocanegra-Evans and Allen, 2005).
Die Dicke des Seifenfilms ist ein Maf} fiir die Vortizitéit (Chomaz and Cathalau, 1990).

in Abb. 9.1 gezeigt. Hier wichst die Amplitude nicht zeitlich an, sondern rdumlich
in eine ganz bestimmte Richtung (stromabwérts).!

Da die allgemeine Behandlung der Navier-Stokes-Gleichungen jedoch recht kom-
pliziert ist, sollen die grundlegenden Konzept an dem Modell der eindimensionalen
komplexen Ginzburg-Landau-Gleichung

demonstriert werden. Viele Bifurkationsprobleme der Stromungsmechanik kénnen
mit Hilfe der Ginzburg-Landau-Gleichung approximiert werden.” Dabei beschreibt
die GL-Gleichung die schwach nichtlineare Dynamik von Abweichungen von der
Grundlosung (Grundstromung) in der Nihe von Verzweigungen, also in der Néhe
der kritischen Reynoldszahl. Dabei werden die nichtlinearen Terme nur bis zur fiih-
renden Ordnung beriicksichtigt. In der Ginzburg-Landau-Gleichung ist die Abwei-
chung vom Grundzustand ¢y(x,t) = 0 ein Skalar und wird mit ¢(z,t) bezeichnet.
Anstelle der Reynoldszahl Re, tritt ein Kontrollparameter p € R auf (und der Pa-
rameter U € R), den man auch als reduzierte Reynoldszahl bezeichnen kann. Es
ist leicht, den advektiven, diffusiven und den nichtlinearen Term in der Gleichung
zu identifizieren.

Das ganze Kapitel basiert sehr stark auf der Arbeit von Huerre and Rossi (1998).

0.1. Lineare Stabilitat

Fiir die Analyse der linearen Stabilitit wird der Term |¢|*) vernachlissigt. Wir
erhalten dann

N J/

L

'hk: Kommt Gaster-Transformation irgendwo?

2Die erste Ableitung der GL-Gleichung fiir das Rayleigh-Bénard-Problem wurde von Newell
and Whitehead (1969) und Segel (1969) gegeben. Auch fiir das Taylor-Couette-System wurden
Amplitudengleichungen abgeleitet (Graham and Domaradzki, 1982). Fiir einen Uberblick iiber
die Musterbildung im Rahmen von Amplitudengleichungen, sieche Cross and Hohenberg (1993).
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Die Symmetrien des Systems werden von dem linearen Operator L widergespie-
gelt. Falls die Grundstromung stationér ist, ist L homogen in der Zeit (d.h., L héngt
nicht explizit von der Zeit ab, Zeitableitungen kénnen jedoch auftreten). Falls die
Stromung parallel ist, dann ist L homogen in = (d.h., L héngt nicht explizit von
x ab, aber Ortsableitungen bzgl. x kénnen auftreten). In diesen Féllen sind die
Gleichungen invariant unter beliebigen Translationen der Zeit (t — t +ty) oder des
Ortes (x — x + xp). Falls die Grundstréomung homogen in der Zeit im Ort oder in
beiden ist, kann man die Fourier-Laplace-Transformation nutzen, um das Problem
zu vereinfachen.

9.2. Einige grundlegende Definitionen

In der linearisierten GL-Gleichung (9.3) ist die Grundlésung ¢y = 0 homogen in
Zeit t und Raum z. Mit D = 0, — L koénnen wir die Gleichung (9.4) fur kleine
Abweichungen (x,t) in der Form schreiben

D(—i0,,10,; )¢ =0, mit D =08 —L=0,+ Udy — jt — Opa, (9.5)

wobei R den Satz der Kontrollparameter ;o und U bezeichnen soll. Die Entwicklung
der Losung héngt entscheidend von der Art der Storungen ab. Deshalb werden
wir nun eine additive Storung S(x,t) aufprigen. Bei Anwesenheit dieser Storung
miissen wir die angetriebene Gleichung

D(—i0,,i0y; R)y(x,t) = S(x, 1) (9.6)

betrachten. Hierbei ist es wichtig, das Kausalitdtsprinzip zu beachten: Fiir eine
Storung, die bei t = 0 eingeschaltet wird, muf$ die Antwort des Systems fiir t < 0
verschwinden, d.h. ¢(x,t < 0) = 0.

Im folgenden werden wir 3 verschiedene Arten des Antriebs betrachten

1. S(x,t) = F(x)d(t): Ein Storimpuls wirkt im ganzen Raum nur zur Zeit
t = 0, — Anfangswertproblem),

2. S(z,t) = 6(x)d(t): Ein lokalisierter Storimpuls bei = 0 zur Zeit t = 0.
Dann ist v die Greensche Funktion des Problems, mit der man Losungen fiir
allgemeinere Storungen konstruieren kann, und

3. S(z,t) = 6(x)0(t)e st Dies ist das Signalproblem (signaling problem): 1
ist die Antwort auf eine bei z = 0 lokalisierte oszillierende Stérung, die zum
Zeitpunkt ¢ = 0 eingeschaltet wurde).

Hierbei ist 6(¢) die Diracsche Deltafunktion und 6(¢) Stufenfunktion von Heaviside.
Falls wir die Greensche Funktion G(x,t) als Losung von D(—i0,,10:; R)G(x,t) =
d(x)d(t) kennen, dann kénnen wir die Losung von D(—id,,i0;; R)Y(x,t) = S(x,t)
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9. Absolute und konvektive Stabilitit

fiir beliebigen Antrieb S(z, ) im Prinzip als Faltungsintegral von S(z,t) mit G(z,t)
berechnen,® d.h.

+o0
U(z,t) = / S, t)G(x — 2t — ') da’ dt’. (9.7)

oo

Wir betrachten nun eine in Raum und Zeit lokalisierte Storung. Falls die Storung
die Form §(x)d(t) hat, sind drei Szenarien moglich:

1. lim;, o G(x,t) = O fiir alle /t = const.: Die Greensche Funktion ver-
schwindet entlang allen Strahlen; die Amplitude zerféllt asymptotisch in Zeit
und Raum und der Grundzustand ist linear stabil,

2. lim; oo G(x,t) = oo fiir wenigstens einem Strahl x/t = const.: Die
Greensche Funktion divergiert wenigstens entlang einem Strahl; die Ampli-
tude explodiert und der Grundzustand ist linear instabil. Fiir diesen Fall
werden zwei Unterklassen definiert:

3Dies kann man folgendermafien sehen. Offenbar ist

+o0o
D(=i0,i04; R)ib(x, £) =S(, £) = / S(x — o' t — £)5(')5(t') da’ dt

—00

+oo
:/ S(z —a',t —t')D(—i0,,10y; R)G(2', ') da’ dt’

—00

+oo
@ _ / [D(=10,,10p; R)S(x — o', t — ")) G(2', ) da’ dt’

—00

+oo
© / [D(—i8,,i0;, R)S(z — 2’ t — )] G, ¢') da’ dt’
~ B
:D(fiaz,iat;R)/ S(x—a' t —t"G(' ') da" dt’.

— 00

Fiir die partielle Integration in (a) haben wir angenommen, dal D nur ungerade Ableitungen
enthilt. Fiir gerade Ableitungen gibt es keine Anderung des Vorzeichens bei der geradzahligen
partiellen Integration. Aber auch bei der Abwilzung der Ableitungen von den gestrichenen zu
den ungestrichenen Variablen im Schritt (b) tritt dann kein Vorzeichenwechsel auf. Deshalb
erhélt man dasselbe Vorzeichen unabhéngig von der Ordnung der jeweiligen Ableitung. Indem
wir partiell integriert haben, haben wir angenommen, dafl der Antrieb S und eine gewisse
Anzahl seiner Ableitungen fiir x — +o00 und ¢t — Foo verschwinden. Diese Erklarung muf fiir
den Moment geniigen. Es folgt

+oo
P(x,t) :/ S(x—a' t — "G, t')da’ dt’,

— 00

oder, mit Transformation der Integrationsvariablen 2’ — x — 2’ und ¢/ — ¢ — ¢/

—+o0
P(x,t) :/ S )Gz — 2, t —t')da’ dt'.
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9.2. FEinige grundlegende Definitionen

a) lim;_,o, G(x,t) = 0 fiir &/t = 0: Die Amplitude wichst stromab-
warts. Am Punkt x = 0, an dem die Stérung initiiert wurde, zerfallt sie
zu Null. Die Strémung ist dann linear konvektiv instabil. Die Am-
plitude wird letztendlich an jedem festen Punkt x zerfallen, obwohl sie
anwéchst, wihrend sie stromabwérts transportiert wird.

b) lim; o G(x,t) = oo entlang =/t = 0: Die Amplitude wichst auch
am Punkt z = 0, an dem sie initiiert wurde, iiber alle Grenzen. Die St6-
rung wéchst an allen Orten x an, auch stromaufwirts. Der Grundzustand
ist dann linear absolut instabil.

Diese Definitionen hidngen davon ab, welches Bezugssystem man wéhlt. Aber
die uns interessierenden Problem wie Mischungsschichten und ebene Poiseuille-
Stromung sind nicht Galilei-invariant und wir konnen das Bezugssystem nicht frei
withlen.*

Abbildung 9.2 zeigt die typische zeitliche Entwicklung der Amplitude von Sto-
rungen, die konvektiv (a) oder absolut instabil sind (b).

4Beachte, daB die Navier-Stokes-Gleichungen selbst Galilei-invariant sind. Wenn wir die Glei-
chungen in ein Bezugssystem transformieren, das sich mit der konstanten Geschwindigkeit V'
bewegt, dann ist u' = u — V. Die transformierten Koordinaten lauten

t =t und ' =x-Vt
Mittels Kettenregel ergibt sich fiir die transformierten Ableitungsoperatoren

0 ot & / )
V= o0 (axj)aﬁ Z(ax]) =V

I

o (o) o o\ & 9 ,
5 (52 (5 s - -vv
\ ~ , 'L=1\77V. ,

Eingesetzt in die Navier-Stokes-Gleichung erhalten wir

1
Opu—V -Vu+u Vu=—-Vp+uV’u
p
Opu —V -V'u' +d - Vu+V -V = fEV’p’Jrl/Vﬂu’,
p

1
o +u V' = —-V'p + vV
p

Auch die Kontinuitédtsgleichung #ndert sich nicht. Aber die Randbedingungen, auf denen die
Geschwindigkeit vorgeschrieben ist, sind nicht invariant. Zum Beispiel transformieren sich feste
Randbedingungen w = 0 nach v/ = —V, so daf} das gesamte Problem nicht invariant unter
Galilei-Transformationen ist.
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9. Absolute und konvektive Stabilitit

(a) (b)

t
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x x
Abbildung 9.2.: Typische Entwicklung der Amplitude A(z,t) fiir Zeitpunkte t; < to < t3
einer Storung, die konvektiv (a) oder absolut instabil ist (b).

9.3. Dispersionsrelationen fiir reelle Wellenzahlen
und Frequenzen

Wir werden nun Losungen der linearisierten GL-Gleichung ohne Antrieb (9.4) su-
chen, um zu entscheiden, ob die Grundstromung stabil, konvektiv stabil, konvektiv
instabil oder absolut instabil ist.

9.3.1. Zeitliche Stabilitat

Da der Operator D homogen in Raum x und Zeit ¢ ist (zum Beispiel bei der ebenen
Poiseuille-Stromung), kénnen wir Normalmoden in der bekannten Form suchen und
setzen also an

Y(x,t) = Aeikr=et), (9.8)

Eingesetzt in die linearisiert GL-Gleichung (9.4) stellen wir fest, daff dies dquivalent
dazu ist, 9, durch ik und 0; durch —iw zu ersetzen. Als Ergebnis erhalten wir eine
algebraische Gleichung, welche die Beziehung zwischen £ und w festlegt. Dies ist
die Dispersionsrelation

D(k,w; R) = 0. (9.9)
Genau genommen, erhalten wir aus der Ginzburg-Landau-Gleichung (9.4)
D(k,w; u,U) = —iw + iUk — (un — k%) = 0. (9.10)

Es ist wichtig zu beachten, dafl im allgemeinen sowohl w als auch k komplex sein
konnen. Fiir geschlossene Systeme wird normalerweise k£ € R reell gewéihlt. Falls wir
diese Annahme hier treffen, sind die Losungen® w; der Dispersionsrelation (durch j
numeriert) normalerweise komplex, w; = wj + iwj, wobei der Strich den Real- und
der Doppelstrich den Imaginéarteil bezeichnen. In unserem einfachen Modellproblem
erhalten wir nur eine einzige Losung

wk;p,U) = Uk +i(p— k). (9.11)

UJ”

SFiir etwas kompliziertere Probleme kénnen unendlich viele aber diskrete Losungen der Disper-
sionsgleichung existieren.
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w
Uk
0‘ k
W w>0
0

Ty

Abbildung 9.3.: Dispersionsrelation fiir die li-
nearisierte GL-Gleichung und &£ € R reell. Nur
eine einzige Losung existiert.

Die Bedeutung dieses Resultats ist die folgende: Nicht-angetriebene Wellen mit
Wellenzahl k propagieren mit der Phasengeschwindigkeit w’/k = U und wachsen
exponentiell in der Zeit mit der Wachstumsrate w” = p — k% an.

Die Stabilitdt des Grundzustands erhalten wir folgendermaflen. Falls es eine Lo-
sung gibt mit w” > 0, dann ist der Grundzustand linear instabil, da es dann min-
destens eine Wellenzahl gibt, fiir welche eine entsprechende Storung verstéirkt wird.
Hier haben wir w”(k; u, U) = u — k* und der Grundzustand ist instabil fiir g > 0
(sieche Abb. 9.3). Falls 1 < 0 ist, sind alle Moden gedampft und der Grundzustand
ist linear stabil.

Die Bedingung fiir ein Verschwinden der Wachstumsrate lautet w” = 0. Falls
wir N Variablen haben, die rdumlichen Variablen (Wellenzahlen) und die Kon-
trollparameter, symbolisiert durch (k, R), dann spannen sie einen N-dimensionalen
Parameter-Raum auf. Die Bedingung w”(k; R) = 0 definiert dann eine (N — 1)-
dimensionale Hyperfliche in diesem Parameter-Raum. Diese Fldche nennt man
neutrale Fliache. Weil wir im allgemeinen mehrere oder sogar unendlich viele zeit-
liche Moden wj(k; R) haben, kénnen viele derartige Hyperfldchen existieren. Die
Einhiillende aller neutralen Hyperflichen wird dann die kritische Fldche genannt.

Im vorliegenden Beispiel haben wir nur eine neutrale Fliche w” = 0. Sie ist daher
identisch mit der kritischen Fliche. Sie ist hier zweidimensional und durch p = k?
gegeben, unabhéngig von U.

9.3.2. Raumliche Stabilitat

Man mufl aber nicht unbedingt £ € R reell widhlen. Man kann auch w € R reell
wahlen und Losungen der Dispersionsgleichung (9.10) suchen. Dann erhalten wir
komplexe Wellenzahlen k;(w; R) = K} + ik]. Die entsprechenden Moden werden
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9. Absolute und konvektive Stabilitit

rdumliche Moden genannt. Es sind Wellen, die harmonisch in der Zeit sind. Sie
haben die Wellenlinge \; = 27 /K (w; R) und besitzen die rdumliche Wachstumsrate
kK (w; R).

Fiir unser Beispiel der GL-Gleichung erhalten wir durch Lésen der quadratischen
Gleichung (9.10) fir k&

. 2 . 2
K +iUk + (%) = p+iw+ (%) : (9.12)
. . 2
1
=ky(w;p,U) = —%i\/,u—iriw—l— (%) = 35 [—iUi\/él(u—iriw)—U?}.

Um zu sehen, wie sich diese Zweige entwickeln, betrachten wir 4 = 0 und kleine
Frequenzen w < U?.5 Wir erhalten

17 1 4i
kewip = 0,0) = 5 [-iU £ Vi —T?| = 5 | -0 £ V=071 - =
1[ . ) Qiw  2uw? 3
= 5 _—1U:t1U (1_W+F+O(w )>]
1] . _ 2w 2iw? 3
=3 _—1Ui <1U—I—F+F+O(w ))] : (9.13)
Wir erhalten also fiir die Wellenzahlen (Realteil von k)
K, = i% +O(w?), (9.14a)
und fiir die rdumlichen Wachstumsraten (Imaginérteil von k4 )
" w2 4
-k = i + O(w?), (9.14b)
"
—k' =U+ — + O(w"). (9.14c)

3

Was bedeutet dies nun? Ohne Beschrankung der Allgemeinheit betrachten wir
w > 0. Dann entspricht die Losung k. einer Welle, die in positive z-Richtung
(K, > 0) propagiert, wéhrend k_ einer Welle entspricht, die in negative z-Richtung
propagiert (k" < 0). Da die rdumlichen Wachstumsraten in z-Richtung —£7 < 0
und —k” > 0 sind, ist die k,-Mode in z-Richtung schwach gedampft, wihrend die
k_-Mode in z-Richtung stark angefacht ist. Dies ist in Abb. 9.4 illustriert. Beachte,
dafl die Einhiillende stationar bleibt (die Frequenz hatten wir ja reell gewéhlt).
Die Wellen propagieren unter der stationdren Einhiillenden in positive (k) und
negative z-Richtung (k_).

Wenn g von Null in positiver Richtung anwéchst, dann schneidet der Imaginérteil
des k,-Zweigs die w-Achse bei w = 0 und beide Zweige, k, und k_, tendieren dazu,

6Dann kénnen wir die Wurzel V1 + 2 ~ 1+ x/2 — x2/8 + ... entwickeln.
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9.3. Dispersionsrelationen fiir reelle Wellenzahlen und Frequenzen

(a) reelle Wellenzahl £/, (b) rdumliche Wachstumsrate —k/,
1 ‘ ‘ ‘ 15
0.5 - i f 1 o+ T
/ o
K 0 : k0.5
—05 - 0 —
— +“"~\ B
-1 : ‘ : —0.5 : : :
-1 —0.5 0 0.5 1 —1 —0.5 0 0.5 1
w w
(¢c) ki-Zweig (d) k_-Zweig
2 10
1t ] 5
o
_ ”'”” | 5
~10 ‘ ‘ ‘
= 05 0 0.5 1 e ! 0o !
x x

Abbildung 9.4.: Dispersionsrelation fiir die linearisierte GL-Gleichung bei reeller Fre-
quenz w € R und fiir 4 = 0 und U = 1. (a) Wellenzahl %/, (b) Dampfungsrate k”.
(c,d) Qualitatives Verhalten der beiden Losungen: ki -Zweig (c) und k_-Zweig (d). Der
rote Pfeil gibt die Propagationsrichtung der Welle an. Beachte, daf3 die Einhiillende sta-
tionér bleibt. In Wirklichkeit sind die Verstdrkungsfaktoren fiir die GL-Gleichung vom
Betrag her wesentlich hoher, so dal man auf der gezeigten Léngenskala das Verhalten
nicht so gut erkennen kann. Die 4+/— Markierungen in Abb. 3.5 und 3.6 von Huerre and
Rossi (1998) sind nicht korrekt.

bei w = 0 zu verschmelzen (Abb. 9.4b). In diesem Bereich von p > 0 und fiir einen
Bereich niedriger Frequenzen um w = 0 wechselt die k£ -Mode von einer geddmpften
Welle in eine schwach verstirkte Welle.

Ein besonderes Verhalten kann man fiir g > U?/4 finden. In diesem Fall gibt es
einen Bereich reeller Wellenzahlen &' um k' = 0 herum, fiir den keine raumliche
Mode existiert! Dieses Verhalten werden wir aber erst spéter erkliren.”

"Man kann sich die Liicke in k" folgendermafen klar machen. Mit a = p — U?/4 > 0 ist nach
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