5. Lokale Stabilitdtsanalyse

Das Geschwindigkeitsfeld in der Umgebung des Stagnationspunktes lautet
A
U=L z= T 9:02 AU - §2Gs, (5.47)

wobei p < 1 die Elliptizitat (Exzentrizitét) der Stromlinien in der Ndhe des Stagna-
tionspunkts beschreibt. In dem hier betrachteten Fall sind die Stromlinien Ellipsen,
die in Ebenen senkrecht zu e; liegen. Der Fall 1 = 1 entspricht einer reinen Fest-
korperrotation (zirkulare Stromlinien). In diesem Grenzfall wird £ antisymmetrisch.

Durch Skalierung der Zeit (und damit U), kann man A = 1 setzen und erhélt

dann .
L -x= ;iﬂ "9392 — U - g293. (5.48)

Da wir die elliptische Instabilitdt schon in Abschnitt 4.8.3 behandelt haben, sei
an dieser Stelle lediglich auf die Originalarbeit von Lifschitz and Hameiri (1991)
verwiesen, die das Problem mittels Floquet-Ansatz gelost haben.

5.2.5. EinfluB der Viskositat

Wie in 5.1 angedeutet wurde, kann man im Rahmen der WKB-N&herung nicht
einfach die Viskositéit unabhéngig von e beriicksichtigen. Es ist jedoch moglich, den
Fall schwacher Viskositiat zu betrachten. Dazu nimmt man an, dafl

v =D (5.49)

Mit einer Léngenskala L = O(e/k) (siehe (5.4)) und fiir kleine Amplituden der St6-
rung a = O(e) entspricht dies der Bedingung, daf§ die Reynoldszahl Re = aL/v =
O(1) sein mufl. Man kann dann leicht nachrechnen, dafl in Gleichung (5.16¢) fiir
die Amplitude nur der zusitzliche Summand —rk?a auftaucht (Lifschitz, 1991),

da kk
— =—(IT—-2-+ ) L -a-7Ka. .
; ( |k:|2> L-a—rvka (5.50)

Wenn man diesen Term durch die Transformation
t

a(t) = a(t)exp (—17/ k2d7') (5.51)
to

eliminiert, ergibt sich wieder die Amplitudengleichung (5.16¢), jetzt nur fiir a.?!
In Analogie zu (5.17) erhélt man mit den zugrundeliegenden Betrachtungen von

21Beachte
d [, 2
— k dr = k().
& | wear =0
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5.2. Lokale Instabilitat von Stagnationspunkten

Lifschitz and Hameiri (1991) iiber die Stabilitit der Grundstréomung dann*

t
sup Lli)m exp (—17/ K2 (t; wo,kzo)d7'> la(t; wo,ko,ao)@ = 0.
& t

xg.kg.ag 0
|ko|=1,|ao|=1,k0-ap=0

(5.52)
Das heif3t, das Wachstum der Amplitude @ mufl den exponentiellen Dampfungsterm
iiberkompensieren. Dies ist eine hinreichende Bedingung fiir die lokale nichtlineare®
Instabilitét.

Aus dem Ergebnis kann man folgende Schlufifolgerungen ziehen. Instabilitaten
reibungsfreier Stromungen konnen fiir gewisse Werte von e (Maf fiir die Wellen-
lange der Storung) durch die Viskositdt unterdriickt werden. Sie kénnen fiir andere
Werte von e jedoch instabil bleiben. Nur falls k& fiir alle Storungen hinreichend
schnell in der Zeit anwichst (siehe (5.52)), kann eine ideale Instabilitiat vollstandig
unterdriickt werden. Damit kann man zeigen, dafl Stromungen mit hyperbolischem
oder elliptischem Stagnationspunkt im Limes schwacher Viskositédt instabil sind.
Da die Instabilitat der reibungsfreien Scherstromung nur algebraisch ist, wird diese
ideale Instabilitdt von jeder noch so schwachen Viskositédt durch die exponentielle
Dampfung eliminiert.

Schluf3folgerung: Alle reibungsfreien Stromungen, die einen reguléren
Stagnationspunkt besitzen, sind instabil, falls die Stagnationspunkte
nicht auf der Achse einer Festkorperrotation liegen.

Man kann auch allgemeine dreidimensionale Grundstromungen mittels lokaler
Stabilitdtsanalyse untersuchen. Dazu mufl man die Stabilitédtsgleichungen (5.16a)-
(5.16¢) entlang aller Stromlinien integrieren. Fiir jede Stromlinie mufl man dariiber
hinaus alle erlaubten Orientierungen von kg und ay untersuchen. Dies wurde in
den vergangenen Jahren schon fiir einige einfache Wirbelstrémungen gemacht. So
haben zum Beispiel Sipp and Jacquin (1998) die lokale Stabilitiat der Taylor-Green-
Wirbel (3.25) berechnet.?* Ein Vorteil der lokalen Analyse besteht darin, dafl man
die instabilste Stromlinie identifizieren kann. Dadurch lassen sich die Mechanis-
men der Instabilitdt oft leichter erkennen. So sind zum Beispiel deformierte Taylor-
Green-Wirbel (3.25) mit b, # b, instabil sowohl bzgl. der elliptischen wie auch der
hyperbolischen Instabilitit.

22Bei Lifschitz (1991) taucht noch ein Faktor |k| auf, da dort Instabilititsbedingungen fiir die
Vortizitat betrachtet wurden und nicht, wie hier, fiir das Geschwindigkeitsfeld.

ZLifschitz (1991) hat gezeigt, daf die nichtlineare Eulergleichung im Limes kleiner Wellenléingen
(k — o0) linear wird.

24Siehe auch Sipp et al. (1999) und Sipp and Jacquin (2000).
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