5.1. Ableitung der Stabilitédtsgleichungen

der ersten Gleichung skalar mit a # 0 erhalten wir daher die sogenannte Fikonal-

gleichung
do 0
dt_(athU.v)q)—O' (5.7)
Die Phase ® wird also nur passiv mit der Strémung transportiert. Damit mufl aber
auch der Druck verschwinden: m = 0. Es handelt sich also hier um sogenannte
drucklose Stromungen.® Durch Ortsableitung der Eikonalgleichung (5.7) erhalten
wir die Transportgleichung fiir den lokalen Wellenvektor

dd  dVo
I Vo = 0. .
Ver = 2 +(VU) - Vo =0 (5.8)

Diese Gleichung werden wir spéter benttigen.
In der néchsthéheren Ordnung O(€') ergibt sich aus (5.5a)—(5.5b) mit 7 = 0

da
E—l—a-VU—O (5.9a)
V-a=0. (5.9b)

Da nach (5.6b) a orthogonal zu V® sein muf}, erhalten wir die Transportgleichung
fiir die Amplitude, indem wir Gleichung (5.9a) mit Hilfe des transversalen Opera-

tors?
VoV
- [Vop
auf die transversale Richtung projizieren, wobei Z die Einheitsmatrix ist und
VOV = (0,9)(0;®) das dyadische Produkt. Dies liefert

da Vovo
— . NZL - ——=— ] =0. 11
(G +avo) (7S50 ) =0 (5.11)

(5.10)

Wenn wir die Orthogonalitétsbedingung (5.6b) im mitbewegten System ableiten
(also d/dt), erhalten wir

d da dVe

—(a-Vd) = — . VP T =0 5.12

@V =g Ve tae g (5.12)
Unter Ausnutzung der Transportgleichung fiir den lokalen Wellenvektor (5.8) er-
halten wir dann

da B dV® (5.)
E'VCD— a — = a (VU)-V9]. (5.13)

Diese Beziehung kann verwendet werden, um die Transportgleichung fiir die Am-
plitude (5.11) umzuschreiben zu

da VovVo
(dt ta VU) @ VU “ogm =0 (5.14)

3Siehe dazu auch die Ausfithrungen von Leblanc and Cambon (1997).
4Beachte, daB die Projektion (V®/|V®|)(V®/|V®|)-y die vektorielle Komponente von y liefert,
die parallel zum Vektor V& ist.
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5. Lokale Stabilitdtsanalyse

Mit der Notation k = V& erhalten wir schlielich aus (5.8) und (5.14) die Glei-
chungen

dk

b -k 1

T VU -k, (5.15a)
da k k

. 2a - VU - ——. 5.15b
qr = e VU 20 VU o (5.15b)

Diese Gleichungen beschreiben die zeitliche Entwicklung (im mitbewegten Koordi-
natensystem) einer lokalisierten Storung [a(x,t), k(x,t)], die zum Zeitpunkt ¢ = ¢
durch die einhiillende Amplitude a(x,t;) und den Wellenvektor k(zx,t;) gegeben
ist. Ein allgemeines Wellenpaket 148t sich aufgrund der Linearitdt der Gleichungen
durch Superposition bzw. Integration iiber alle @ und k konstruieren.

Mit Hilfe der Methode der Charakteristiken kann man diese Gleichungen auch
als ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen fiir die punktweisen Grofien
a(t) = alz(t)] und k(t) = k[x(t)] auffassen, die zum Zeitpunkt ¢t = toq bei x
die Anfangswerte ag = a(xo,ty) und ko = k(xo,ty) hatten und sich entlang der
Charakteristiken (hier die Trajektorien) x(t) bewegen.”

Wenn man VU =: L7 setzt,% erhilt man dann fiir die punktweisen Grofien
la(t), k(t), x(t)] das gewohnliche Differentialgleichungssystem

do

- 1
7 U, (5.16a)
dk -

— =L -k 5.16b
da kEk

——_|ZT=2"").L.a. 5.16
v (7)o (5:16¢)

Je nach Grundstromung wird man das System analytisch (nur in einzelnen Fillen
moglich) oder numerisch 16sen miissen. Dabei miissen im Prinzip alle moglichen An-
fangsorte xy, Anfangswellenvektoren ky, und Anfangspolarisationen ay untersucht
werden. Da die Gleichungen aber nicht von den Betridgen der Amplitude und des

®Formal miifite man dazu die charakteristischen Kurven im vierdimensionalen Raum [z(7), ¢(7)]
einfithren, die von einem Parameter 7 abhéngen und vom Punkt [z, tg] ausgehen. Durch die
Wahl

di(r) de(r)
- - 1 und P U
erhalt man dann 5 5
. dt dx Kettenregel d
aJrU.VidTaterT.v N dr’

6L ist so definiert, daB bei linearen Strémungen U = £ - x ist:
U; = Eijlﬂj = 8kUz = ﬁijaklﬂj = Eij(skj =L = L‘,EL

Wenn L von x abhéngt, ergibt sich U = f;o L(x) - de.
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5.2. Lokale Instabilitat von Stagnationspunkten

Wellenvektors abhéngen, reicht es aus, nur die Einheitsvektoren mit |ag| = 1 und
|ko| = 1 zu betrachten.

Lifschitz and Hameiri (1991) haben bewiesen, dafi die Grundstromung instabil
ist, d.h. daB die Losung der Eulergleichung zeitlich iiber alle Grenzen anwichst,
wenn mindestens eine Trajektorie existiert, entlang welcher die punktweise Ampli-
tude a unbegrenzt anwichst. Seien xj, ko und ag der Ort des Wellenpakets, die
Orientierung der Wellenfront und die Polarisiation der Amplitude zum Zeitpunkt
t = 0. Dann ist die Grundstromung instabil, wenn

sup lim \a(t;zco,ko,ao)\] = 00. (5.17)
z0.ko.ao t—00
|ko|=1,|ao|=1,ko-ao=0
Wenn diese Bedingung erfiillt ist, dann ist die Grundstromung auch linear instabil
im Sinne einer globalen Analyse, und es existiert ein instabiler Eigenwert (Realteil
> () des zugehorigen spektralen Problems.

Mit Hilfe des WKB-Ansatzes kann man die Viskositdat nicht direkt mitnehmen,
da der dissipative Term fiir ¢ — 0 alles andere dominieren wiirde. Wenn die Grund-
stromung jedoch keine ausgezeichnete Langenskala enthélt, wie es bei linearen Stro-
mungen (U o x) der Fall ist, dann kann man auch die Viskositat berticksichtigen.
Mit Hilfe einer Fourier-Transformation und der Charakteristikenmethode kommen
Lagnado et al. (1984) bei ihrer Stabilitdtsanalyse von hyperbolischen (linearen)
Stromungen auf dieselben Gleichungen wie (5.16a)—(5.16¢), wobei zusétzliche nur
der viskose Term —vk?a auf der rechten Seite der Amplitudengleichung (5.16¢) zu
ergénzen ist (siche auch Abschnitt 5.2.5).

Die Approximation der Stabilitéitsgleichungen durch den Term fithrender Ord-
nung des WKB-Ansatzes (5.4), also durch f = f(x,t)e®@t/¢ wird auch Approxi-
mation der geometrischen Optik genannt. Dies kommt daher, dafl man die geome-
trische Optik (Strahlenoptik) aus der Wellenoptik im Limes kleiner Wellenléangen
(hier € — 0) ableiten kann.

5.2. Lokale Instabilitat von Stagnationspunkten

Wir wollen nun die lokale Stabilitdtsanalyse auf ein wichtiges Problem anwenden
und betrachten die Stabilitdt von Stromungen in der Ndhe von nicht-entarteten
Stagnationspunkten xo. Fiir sie gilt: U(xy) = 0 und VU(xzy) # 0. Abkiir-
zend wollen wir den transponierten Geschwindigeitsgradiententensor schreiben als
L(z) = [VU (z)]".

Die Trajektorie eines Stagnationspunkts ist trivial: x(¢) = xq. Sie ist punktfor-
mig. Daher hingen die Gleichungen (5.16a)-(5.16¢) nur von der Matrix £ ab. Die
Stabilitéit des Stagnationspunktes ist also unabhéngig von der Stromung U (x) weit
weg vom Stagnationspunkt und hé&ngt nicht von den Bedingungen fiir  — oo ab.
Die Stromung in der unmittelbaren Umgebung des Stagnationspunkts ist dann
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5. Lokale Stabilitdtsanalyse

wobei wir hier 0.B.d.A. &y = 0 gesetzt haben und £ = L(z = 0). Die resultieren-
den Gleichungen sind dquivalent zu der Stabilitdtsanalyse einer linearen Strémung.
Der Fall reiner Rotation wurde in Abschnitt 4.7.1 bzw. 4.8.2 diskutiert, und die
elliptische Strémung wurde in Abschnitt 4.8.3 behandelt.

Der Geschwindigkeitsgradiententensor £ mufl verschiedene Bedingungen erfiillen.
Um dies zu sehen, zerlegen wir ihn in einen symmetrischen (£, : Dehnung) und einen
antisymmetrischen (£_: Rotation) Anteil £ = £, 4+ £_. Die Divergenzfreiheit der
Grundstromung, V - U = 0, erfordert

@UZ = &ﬁijxj = Eij@-xj = Eiﬂs@-j = ﬁu = Spurﬁ = SpurEJr = 0. (519)

Fiir die stationdre Grundstrémung gilt U - VU = —p 'VP,oder U - LT = L-U =
—p 'V P, bzw. L;;U; = —p~'9;P. Die Ableitung nach x ergibt (Gradientenbildung,
Ok) ergibt

LU= (L +L) - (Ly+L)=—p 0.0 (5.20)

——
Lk

Die rechte Seite ist ein symmetrischer Tensor (Vertauschung von k und ). Daher
muf} der antisymmetrische Teil der linken Seite der Gleichung verschwinden und
wir erhalten’

£+ . ﬁf - —ﬁf . £+. (521)

Der Ausdruck £_ - x ist das Geschwindigkeitsfeld einer starren Rotation. Er 148t
sich schreiben als®

L_-x=fXxux, (5.22)
mit f = Q/2 dem Vektor der Winkelgeschwindigkeit der starren Rotation. Daraus
folgt?

L. -f=0. (5.23
Dies bedeutet, dafl eine starre Rotation nie mit einer linearen Dehnung (~ |x|
in Richtung der Vortizitdt € einhergehen kann, denn Upen, - f = (L4 - ) - f

"Das heift nicht, daB8 £, - £_ antisymmetrisch ist.

8Es ist ja
faxs — faxo 0 —fs fo x1
fxx=| faz1— fizz | = I3 0 —fi || =2 |-
fize — fory —-fo f1 0 x3

antisymmetrisch

9Das kann man sehen, wenn man V x £ - (5.22) bildet. In Indexschreibweise erh#lt man so

Vx(Ly-fxz) = Vx(Ly-L_-x),
emnianﬁjjéjklkal = emmﬁnﬁjjﬁjfk:rk,
Gmni'fjklﬁj_j b = emniﬁj_j Ej_k Onk,
emi€nliife = emrili Lo

Die rechte Seite verschwindet, da Ej'jllj_k ein symmetrischer Tensor ist und im Produkt mit €,,x;
(vollstéindig antisymmetrischer Tensor) verschwindet. Die Symmetrie ergibt sich folgenderma-
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5.2. Lokale Instabilitat von Stagnationspunkten

x- L, f=0.!'YBei Anwesenheit von Rotation muf} eine linearen Dehnstrémung
immer in der Ebene senkrecht zu f bzw. 2 liegen.

Um die Gleichung (5.23) zu erfiillen gibt es folgende Moglichkeiten.

e Entweder ist det |£,| # 0, hat also drei von Null verschiedene Eigenwerte
(Fall 1). Dann muB f = 0 sein (reine Dehnstromung, keine Rotation, 2 = 0).

e Oder aber, es ist det | £, | = 0. Dann ist mindestens einer der drei Eigenwerte
gleich Null und der entsprechende Eigenvektor e mufl parallel zu f sein, denn
es ist auch £, - e = 0. In diesem Fall konnen die beiden anderen Eigenwerte
entweder reell sein (Fall 2), oder rein imaginir und konjugiert komplex (Fall
4). Schlielich kénnen noch alle drei Eigenwerte gleich Null sein (Fall 3).

Bevor wir die entsprechenden vier Fallunterscheidungen treffen, seien einige Be-
merkungen zu normalen und nicht-normalen Matrizen gemacht. Eine Matrix
L ist normal, genau dann wenn

L-Lh=Ct L, (5.24)

wobei 1 das Adjungierte (transponiert und konjugiert komplex) bedeutet. Falls
die Bedingung (5.24) nicht erfiillt ist, ist £ nicht normal. Wichtig ist, daf§ die Ei-
genvektoren normaler Matrizen orthogonal sind, wihrend die Eigenvektoren nicht-
normaler Matrizen nicht orthogonal sein miissen. Da die lineare Strémung hier
durch eine reelle Matrix mit Eigenschaft (5.21) beschrieben wird, ist £ normal,
wenn entweder £ = L, rein symmetrisch ist, oder wenn £ = £_ rein antisymme-
trisch ist.'* Wenn £ = L ist, sind daher die Eigenvektoren orthogonal, andernfalls
miissen sie es nicht sein. Im folgenden betrachten wir die 4 Félle, die auftreten
kénnen.

_ (5.21) _ symm., antisymm. ,_ — . ls
Ben: /;;fj/;jk = —/jijﬁjk = L']-Z-L'gj = E;rjllji. Es bleibt iibrig

ciméik  Lifr= LF fm = L fe=—L5fr =0,
——— ~—

0ij0mk —0ikOm; =0,
(5.19)

woraus (5.23) folgt.

0Eine uniaxiale Dehnung kann dagegen sehr wohl vorhanden sein, wie zum Beispiel beim Burgers-
Wirbel (Abschnitt 3.2.4). Die uniaxiale Dehnung U = —are, + 2aze, ist aber keine lineare
Funktion des Ortsvektors @, so wie im vorliegenden Fall.

HEs sei £L =Ly + L£_. Dann liefert die Bedingung (5.24) fiir normale reelle Matrizen

(£++£7)(£+*£7):(£+*£7)(£++£7) = L:Jr'ﬁf:ﬁf'EJr.

Fiir Matrizen, fiir die (5.21) erfiillen, kann dies nur gelten, wenn entweder £, = 0 oder £L_ =0
ist.
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5. Lokale Stabilitdtsanalyse

5.2.1. Reine Dehnung

Grundstrémung

Wenn det |[£,| # 0ist und f = 0, folgt L = 0 ((5.22), keine Rotation) und £ = L.
Dies entspricht dem Fall, in dem die Vortizitdt im Stagnationspunkt verschwindet.
Wir haben also eine reine dreidimensionale Dehnung vorliegen. Da £ symmetrisch
ist und reell, ist £ = L, ein selbstadjungierter Operator (ﬁi = L). Damit ist
L ein normaler Operator und die Eigenvektoren sind orthogonal. Aulerdem sind
die drei von Null verschieden Eigenwerte \; von £ = L, reell. Mit Spur £, = 0
(Inkompressibilitdt) muff dann gelten > \; = 0.
Es sei Ay > 0 und A3 < 0. Mit der Zerlegung des Ortsvektors

=T -ee +T- eey+T-eze; (5.25)

in die drei orthogonalen Richtungen, die durch die orthonormalen Eigenvektoren e;
gegeben sind, erhalten wir

U=L x=M\Nx ee+ ) x-ee;+ \3x - ezes. (5.26)

In der Nihe des Stagnationspunktes bilden die Stromlinien dreidimensionale Hy-
perbeln.'?

Stabilitat
Aus (5.26) erhalten wir (hier: £ = L7)
ﬁT -k = )\16181 -k + )\26282 -k + )\36363 - k. (527)

Wenn wir nun als Anfangswert fiir die k-Gleichung (5.16b) ko = e; wéhlen (siehe
auch Abb. 5.1), dann bleibt k||e; und wir erhalten

dk
E = —)\18161 -k = —)\1]{381, (528)

mit der Losung
k(t) = e exp(—Ait). (5.29)
Die Wellenlidnge 27 /k wird bei dieser Anfangsbedingungen also im Laufe der Zeit
grofer (A; > 0). Eingesetzt in die Amplitudengleichung (5.16¢) liefert dies
da
dt
12Um £ zu diagonalisieren mufl man eine Hauptachsentransformation machen. Dies erreicht man,

indem man £ von rechts mit der Matrix B = (eq, e, e3) multipliziert, die aus den drei Eigen-
vektoren besteht und von links mit B~'. Dann erhélt man

)\1 0 0 )\1%’1
B!l.£.B-B!.z-B= 0 X O cx' = | Doxb
L’ x’ 0 0 )\3 )\3$§

und die Eigenwerte geben die Dehnraten in der jeweiligen Koordinatenrichtungen an.

—(Z —2e1e1)- L - a. (5.30)
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