5. Lokale Stabilitatsanalyse

Das vorangegangene Kapitel war der klassischen linearen Stabilitdt gewidmet. Da-
bei wurden die Volumengleichungen linearisiert und man hat Losungen in Form
von Normalmoden gesucht. Diese Normalmoden erstrecken sich iiber den gesam-
ten Raum. Sie sind daher global und man konnte die Stabilitdtsanalyse auch eine
globale Stabilititsanalyse nennen.!

Eine andere Art der Stabilitidtsanalyse wurde von Lifschitz and Hameiri (1991)
eingefiihrt. Bei ihrem Ansatz, den man zur Untersuchung reibungsfreier Stromun-
gen verwenden kann, wird nur eine kleine unmittelbare Umgebung einer Stromlinie
untersucht. Daher handelt es sich um eine lokale Analyse. Bei dieser lokalen Sta-
bilitdtsanalyse wird der Grundstrémung eine kleine und sehr stark lokalisierte Sto-
rung in Form eines Wellenpakets iiberlagert. Diese Stérung ist charakterisiert durch
einen Wellenvektor und eine Amplitudenfunktion. Zur Analyse wird nun die zeitli-
che Entwicklung des Wellenpakets verfolgt wihrend es durch die Strémung entlang
einer Stromlinie transportiert wird. Lifschitz and Hameiri (1991) haben gezeigt, dafl
die Stromung linear instabil ist (im Sinne einer globalen Stabilitdtsanalyse), wenn
mindestens ein k-Vektor existiert, fiir den die Amplitude des Wellenpakets entlang
mindestens einer Stromlinie lokal instabil ist.

5.1. Ableitung der Stabilitatsgleichungen

Fiir die lokale Stabilitéitsanalyse gehen wir davon aus, dafl die Grundstromung
[U(x,t), P(x,t)] inkompressibel ist und der Eulergleichung

dU 1
VP = 1
T + pV 0, (5.1a)
V.U =0, (5.1b)
geniigt, wobei
d 0
——-—_L1U- 5.2
dt Ot v (5:2)

hier wieder die substantielle Ableitung bzgl. der Grundstrémung ist, d.h. die zeit-
liche Ableitung in dem Koordinatensystem, das mit der Grundstromung U mitbe-
wegt wird. Die linearisierten Gleichungen fiir kleine Storungen (u, p) lauten damit

'hk: oft ist dies aber im Phasenraum gemeint. checken.
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du 1
n +u- VU + ;Vp =0, (5.3a)
Vou=0. (5.3b)

Da es sich um ein ideales Fluid handelt, konnen Storungen auftreten, die auf belie-
big kleinen Skalen variieren. Daher ist insbesondere der Limes kleiner Wellenldngen
k — oo von Interesse. Um diesen Limes zu untersuchen, wird die zeitliche Entwick-
lung einer Storung in Form eines stark lokalisierten Wellenpakets betrachtet, das
rdumlich extrem schnell oszilliert. Dazu wird der Ansatz

(3en ) :\< ot )e@(w’”/iW(ﬁ% (5.4)

o)

gemacht und der Limes € — 0 betrachtet. Dieser Ansatz ist ein sogenannter WKB-
Ansatz (Wentzel-Kramers-Brillouin, siche Bender and Orszag (1978)). Der kleine
Parameter € ist ein Mafl fiir die Schnelle der rdumlichen Oszillationen. Beachte,
dafl @ und 7 nicht nach e entwickelt werden, sondern schon die Koeffizienten des
fithrenden Terms sind. Die Terme hoherer Ordnung O(e€) des Ansatzes werden hier
nicht weiter spezifiziert, da wir nur an der niedrigsten Ordnung interessiert sind, und
da man zeigen kann, daf diese Term die nachfolgende Analyse nicht beeinflussen.?

Wenn man den Ansatz in die Storungsgleichungen (5.3a)—(5.3b) einsetzt und sie
mit e multipliziert, erhélt man in fiihrender Ordnung

da do 1 -

8 e fea VU + = (eVr +inVd) | o/ = .

ey Tiag tea U+p(e T+irVe)| e 0, (5.5a)
(eV-a+ia-V®)c® = 0. (5.5b)

Beachte, daf§ die weiteren Terme der Ordnung O(e) aus (5.4) erst mit O(€?) in (5.5a)
eingehen, da der Phasenfaktor ¢/®*/¢ nur beim fiihrenden Term steht. In niedrigster
Ordnung O(€%) ergibt sich daraus

dd =«
—+ -V =0 5.6
a —i—pV , (5.6a)

a- Vo =0. (5.6b)

Die zweite Gleichung verlangt, dafl V& senkrecht auf der Amplitudenfunktion a
steht. Wenn man sich V& als lokalen Wellenvektor vorstellt, kann man leicht einse-
hen, dafl der Wellenvektor keine Komponente in Richtung der Stromung a haben
darf, da sonst die Inkompressibilitdt nicht gewéhrleistet ist. Nach Multiplikation

2Siehe jedoch Lifschitz and Hameiri (1991).
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