6. Parallele Scherstromungen

Die Stromung aus Diisen und durch Rohre, die Umstromung schlanker Koérper oder
diejenige zwischen ebenen Platten ist oft nahezu parallel mit u(x) ~ u(y). Da-
her sind parallele Strémungen von grofler grundsétzlicher und auch technischer
Bedeutung. Insbesondere ist die Stabilitdt und die rdumliche Entwicklung dieser
Stromungen von Interesse. Es zeigt sich, daf§ diese Stromungen eine Vielzahl un-
terschiedlicher Instabilitdten aufweisen konnen. Als ein Beispiel sei hier nur die
Kelvin-Helmholtz-Instabilitit genannt (sieche Abb. 6.1 und Kap. 4.1), bei der sich
die anfénglich gleichméfig in einer Scherschicht verteilte Vortizitdt im Laufe der
Zeit in einer Reihe geradliniger Wirbel mit gleichem Drehsinn konzentriert.

Bei vielen wandbegrenzten Scherstromungen ist die Situation jedoch komplizier-
ter: Zum Beispiel kann die laminare Grundstrémung direkt in eine turbulente Stro-
mung umschlagen, bevor die Reynoldszahl den kritischen Wert der linearen Theorie
erreicht. Die ebene Couette-Stromung ist sogar linear stabil fiir alle Reynoldszah-
len. Um einen kleinen Einblick iiber die vielfiltigen Phdnomen zu erhalten, werden
wir im folgenden zunéchst einige klassische Resultate fiir reibungsfreie Stromungen
ableiten. Danach werden wir uns viskosen Stromungen zuwenden und schliefSlich
zur Energie-Stabilitdt kommen.

Die Theorie fiir reibungsfreie Fluide kann in guter Ndherung auf schnelle Stro-
mungen (hohe Reynoldszahl) angewandt werden, wenn feste Rénder weit genug
entfernt sind. Ein typisches Beispiel hierfiir sind freie Scherstromungen. Im Ge-

()

Abbildung 6.1.: Kelvin-Helmholtz-Instabilitidt einer ebenen Scherschicht; (a) zwischen
zwei Schichten unterschiedlicher Dichte (reines Wasser iiber gefarbtem Salzwasser) im
Laborexperiment (nach Van Dyke, 1982) und (b) in der Atmosphére als Wellenwolke bei
Denver (nach Drazin and Reid, 1981). Beachte die Ahnlichkeit der Strukturen mit den
Stuart-Wirbeln fiir Kelvin’s Katzenaugen in Abb. 3.4.
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6. Parallele Scherstromungen

gensatz dazu muf fiir die Beschreibung wandbegrenzter Strémungen, wie z.B. der
Poiseuille-Stromung oder auch der Grenzschichtstromung, die Viskositdt beriick-
sichtigt werden.

6.1. Reibungsfreie Fluide

6.1.1. Das lineare Stabilitatsproblem

Wir betrachten eine reibungsfreie inkompressible Stromung. Es seien L, V, L/V,
und pV'? die charakteristischen Skalen fiir Linge, Geschwindigkeit, Zeit und Druck.
Dann konnen wir die Euler- und Kontinuitétsgleichung entdimensionalisieren, in-
dem wir die neuen Variablen ' = /L, U' = U/V, ¢ =tV/L und P’ = P/(pV?)
einfithren. Nach Weglassen des Strichs ergibt sich

QU +U-VU = —VP, (6.1a)
V.U =0. (6.1b)

Es ist leicht zu erkennen, dafl jede stationére parallele Stromung der Form

U(x,t) =U(y)e,, P(x,t) = P = const. (6.2)

eine Losung der Euler-Gleichungen ist, da der Druckgradient und der nichtlineare
Term identisch verschwinden (drucklose Stromung).

Die lineare Stabilitdt dieser Grundstromung wird bestimmt durch die Gleichun-
gen fiir infinitesimale Storungen

ou + U(y)0,u +v0,U(y)e, = —Vp, (6.3a)
Vou=0. (6.3b)

Da dieses lineare Problem invariant ist unter Translationen von x, z und ¢, konnen
wir die Losungen als Normalmoden ansetzen

( Z((if)) > = ( ’;((z?j)) > exp {i(kyx + k.2 — wt)} + c.c., (6.4)

wobei die Frequenz w und der Wellenvektor k = k,e,+k.e. im allgemeinen komplex
sein kénnen.! Die verbleibenden Unbekannten 4(y) und p(y) sind nur Funktionen
der Koordinate y. Es ist niitzlich, die komplexe Phasengeschwindigkeit in Strom-
richtung als

c =

(6.5)

d
ko

'Bisher (in Kapitel 4) hatten wir nur sogenannte zeitliche Moden betrachtet, wobei k € R? und
w € C. Die Konsequenzen der Verallgemeinerung auf k € €2 und w € C werden in Kap. 9
diskutiert.
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6.1. Reibungsfreie Fluide

zu definieren. Wenn man den Normalmodenansatz (6.4) in die Storungsgleichung
(6.3a) einsetzt, erhélt man

[—iw + lkIU(y)] ,&ei(kszrkzszt) + U/(y>@exei(kzx+kzszt) — _vﬁei(kzaﬂrkzszt)’ (66)

oder in Komponenten und zusammen mit der Kontinuitatsgleichung

ik, [U(y) —clu+U'(y)o = — ik.p, (6.7a)
ik, [U(y) — o — —op. (6.7b)
ik, [U(y) — ] 0 — —ikp, (6.7¢)
ik, + 0,0 + ik, w = 0. (6.7d)
Dies kann auch in Matrixform geschrieben werden
ike [U(y) — ] U'(y) 0 ik, i(y)
0 ik [U(y) = ] 0 9y oy) | _
0 0 kU -d k|| | O
A T

Wegen der Ableitungen 0, in y-Richtung ist dieses System von zweiter Ordnung
und wir miissen zwei Randbedingungen angeben. Fiir ein endliches Gebiet y; <
y < yy in y-Richtung sind dies die iiblichen Undurchléssigkeitsbedingungen fiir
ideale Stromungen

o(y1) = 0(y2) = 0. (6.9)

Falls das Gebiet unendlich ausgedehnt ist, miissen die Storungen fiir y — £o00 expo-
nentiell verschwinden. Die Gleichungen (6.8)—(6.9) definieren ein Eigenwertproblem:
Fiir gegebenes Geschwindigkeitsprofil U(y) und Wellenzahl k der Stérung sind die
Eigenwerte w (bzw. ¢) und die zugehoérigen Eigenfunktionen x(y) = (a, 0, w,p)T
zu bestimmen. Dazu miissen wir die Gleichungen bzgl. y integrieren. In der Pra-
xis wird dies durch eine Diskretisierung von (6.8) erreicht. Fiir eine hinreichende
Genauigkeit muf} typischerweise ein grofies aber endliches algebraisches System fiir
die Unbekannten x; = x(y;) (Werte an den Gitterpunkten y;, i € [1, N]) gelost
werden. Eine nicht-triviale Losung existiert, wenn die Koeffizientendeterminante
verschwindet

det A(k,w;U) = D(k,w;U) = 0. (6.10)

Diese Bedingung definiert die Dispersionsrelation. Wegen der groflen Anzahl N der
Unbekannten besitzt das System in der Regel sehr viele Eigenfunktionen (unendlich
viele Losungen fiir N — 00).
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6. Parallele Scherstromungen

6.1.2. Das Squire-Theorem

Um die vier Gleichungen (6.7a)—(6.7d) auf drei Gleichungen zu reduzieren, bilden
wir (6.7a) +(k,/k;)x (6.7¢) und erhalten

k2
U — ¢ (ke + ki) +U'D = —i (k + k—) P (6.11)
vV z ~
=ik S ke [k
=k2 [ky

wobei unter den geschweiften Klammern Definitionen fiir neue (transformierte) Gro-
Ben @, k, und p stehen. Es ist k? = k2 + k2. Unter Verwendung der neuen Grofien
lautet die Gleichung dann

(U — o]ikti 4+ Ut = —ikp. (6.12)

Diese Gleichung hat dieselbe Form wie (6.7a) fiir die z-Komponente, nur da8 k,
durch k ersetzt ist. Auch die Gleichung fiir die y-Komponente des Impulses (6.7h)
bleibt forminvariant, denn die Substitution des Drucks p durch pk,/ k fiihrt auch
hier zum Wechsel k, — k. SchlieBlich kann die Kontinuititsgleichung als

ikii 4 0,0 = 0 (6.13)

geschrieben werden.
Diese Schritte kann man in einer sogenannten Squire-Transformation (Squire,
1933) zusammenfassen
W=

kit = k@ + kb,

D= k%‘ﬁ’ (6.14)
U =1,
c=c.
Das transformierte Gleichungssystem lautet dann
kU —é&a+ Ut = —ikp, (6.15a)
ik[U—¢&o=—0,p, (6.15h)
ikt 4 0,0 = 0, (6.15¢)

mit den Randbedingungen 9(y;) = ©(y2) = 0. Durch die Squire-Transformation
haben wir die Gleichung fiir w in einer Art und Weise eliminiert, dal die Form der
restlichen Gleichungen unveréndert bleibt. Die Transformation liefert daher dassel-
be Ergebnis, als wenn wir von vornherein w = 0 gesetzt hétten. Aus jeder dreidi-
mensionalen Losung des Stabilitatsproblems (6.7a)—(6.7d) 148t sich daher durch An-
wendung der Squire-Transformation eine zweidimensionale Losung (6.15a)—(6.15¢)
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6.1. Reibungsfreie Fluide
des Problems erhalten. Die so gewonnene zweidimensionale Losung mufl natiirlich
einer anderen Dispersionsrelation geniigen. Sie lautet

D(k,&) = 0. (6.16)

Was kann nun iiber die Stabilitét der beiden korrespondierenden Losungen gesagt
werden? Dazu stellen wir den Zusammenhang zwischen @ und w her

k VE2 + k2
:wk—:wﬂ. (6.17)

ke
—_———
>1, reell

~ ~ ~ W
D= ké = ke = k—
w C C ]{]z

Wir sehen daran, da8 die (positive) Wachstumsrate der zweidimensionalen Nor-
malmode 6 = (@) > 0 = Y(w) groBer ist als diejenige der zugehorigen drei-
dimensionalen Mode.? Damit kénnen wir das Squire-Theorem fiir reibungsfreie
parallele Strémungen formulieren:

Fiir jede dreidimensionale Losung des linearen Stabilitdtsproblems exi-
stiert eine zweidimensionale Losung, die eine grofiere oder gleichgrofie
zeitliche Wachstumsrate besitzt (falls diese positiv ist). Daher muf die
Mode mit der groBiten (positiven) Wachstumsrate zweidimensional sein.

6.1.3. Das Wendepunkt-Theorem von Rayleigh
Die Rayleigh-Gleichung

Das Squire-Theorem besagt, dafi die gefdhrlichsten Storungen in reibungsfreien
Stromungen zweidimensional sind. Daher ist es sinnvoll, zweidimensionale Storun-
gen u = u(x,y,t)e,+v(z,y,t)e, ndher zu untersuchen. Im folgenden werden wir die
Stromfunktion verwenden, obwohl die Ergebnisse auch direkt aus (6.15a)—(6.15c¢)
gewonnen werden konnen.?

2Der letzte Ausdruck in (6.17) ist > 1 und nicht negativ, da wir die Konvention verwenden, daf}
k dasselbe Vorzeichen besitzt wie k. Dies ist erforderlich, damit beide Systeme (das urspriingli-
che dreidimensionale System und die Squire-transformierten Gleichungen) denselben Limes fiir
k. — 0 besitzen.

3Wenn man die Tilde weglifit und u = iv’/k mit Hilfe der Kontinuitétsgleichung (6.15¢) elimi-
niert (der Strich deutet hier die Ableitung nach y an), erhalten wir aus (6.15a) und (6.15b)

U= +Uv = —ikp,
kiU —=cv = —p.
Durch Elimination von p folgt daraus (vgl. (6.28))
(—[U = v +Uv) + kU —cjv = [U~¢] (kv —2")+U"v = 0
—_————
—V32v
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6. Parallele Scherstromungen

Sei das gesamte zweidimensionale Geschwindigkeitsfeld U ges(z,y,t) durch die
Stromfunktion V(z,y,t) gegeben,

Uges(z,y,t) = (0,¥)e, — (0, V)e,,. (6.18)

Dann ist die Kontinuitétsgleichung automatisch erfiillt, und die gesamte Vortizitéat
lautet = —V?2We,. Die Erhaltung der Vortizitit entlang der Stromlinien einer
idealen Stromung ( Wirbel konnen nicht entstehen und Wirbel konnen nicht verge-
hen) erfordert®

dQ2
i 0 + Upges - V] = 0. (6.19)

Durch Einsetzen von U g erhalten wir
[0; + (0,9)0,, — (0, ¥)9,] V¥ = 0. (6.20)

Durch Invertierung von (6.18) kann die Stromfunktion z.B. durch ein Integral tiber
die z-Komponente der Geschwindigkeit ausgedriickt werden. Wenn man (U ges)
0,V verwendet, ergibt sich

Uy, 1) = / (U o) dy = / Uly) dy + (e, 9, 1), (6.21)

wobei die Gesamtstromung in eine Grundstromung U = U(y)e, und eine Stérung,
ausgedriickt durch die Stromfunktion ¢ (z,y,t), zerlegt wurde. Einsetzen von (6.21)
in (6.20) und mit Hilfe der Zerlegung

0,V = iy, (6.22a)
O,V = U + 1, (6.22b)
VU = U + V%), (6.22¢)
ergibt sich
OV + (U 4 1,)0.V*) — b, 0,(U + V) = 0. (6.23)
W

Wenn man quadratische Terme in ¢ (rot) vernachléssigt (infinitesimale Stérungen),
gelangen wir zur linearen Stérungsgleichung

[0, + U0, V*p — U"p, = 0. (6.24)
Die Losungen sind Normalmoden

U(x,y.t) = py)e ™) + e, (6.25)

4Dirichlets Interpretation des Helmholtzschen Wirbelsatzes.

5Dies Ergebnis kann man direkt aus den Eulergleichungen erhalten, wenn man die Rotation
bildet und beachtet, daB V x (U ges - VUges) = Uges - VA — Q - VU ges. Fiir zweidimensionale
Stromungen ist - VU g = 0.
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6.1. Reibungsfreie Fluide

aus denen die Geschwindigkeitskomponenten der Storung folgen,

u(z,y,t) = ¢'(y)e ™) + cc, (6.26a)
v(z,y,t) = —ikp(y)e' "=~ 4 c.c. (6.26b)

Einsetzen des Ansatzes in (6.24) liefert

[—w + UK] (¢ — k*¢) — U"k¢ = 0, (6.27)
oder
" u'e
— k2¢ _ U(y) — = 0. (628)

Dies ist die Rayleigh-Gleichung fiir die y-Abhéngigkeit der Amplitude ¢ der Storung
(in Form einer Welle/Normalmode) einer parallelen reibungsfreien Stromung U (y).
Zusammen mit den Randbedingungen ¢(y;) = ¢(y2) = 0 (no penetration) ist (6.28)
das oben genannte Eigenwertproblem.

Die lineare Stabilitat des Grundstromungsprofils U(y) ist bestimmt durch die
zeitliche Mode® mit dem gréfiten Imaginirteil S(w) = S(ke). Falls nun ¢ eine
Losung (Eigenfunktion) der Rayleigh-Gleichung (6.28) ist mit Eigenwert ¢, dann
ist auch ¢* eine Losung mit Eigenwert ¢*. Daher sind die Eigenwerte ¢ von (6.28)
entweder reell oder konjugiert komplex.” Falls die Eigenwerte ¢ fiir alle k reell
sind, ist $(kc) = 0 und die Stromung ist neutral stabil. Falls dagegen ein komplex
konjugiertes Paar ¢ # ¢* von Eigenwerten existiert, ist die Stromung instabil, und
zu jeder stabilen Mode mit S(kc) < 0 existiert eine instabile Mode mit S(kc*) > 0.
Dann wird eine der zeitlichen Moden verstérkt, wihrend die andere geddmpft ist.®

Das Wendepunkt-Kriterium

Um allgemeine Aussagen iiber die Stabilitdt von Geschwindigkeitsprofilen U(y) ma-
chen zu kénnen, betrachten wir eine integrale Gleichung, die wir in Real- und Ima-
ginérteil aufspalten. Wenn wir die Rayleigh-Gleichung (6.28) mit ¢* multiplizieren
und iiber y integrieren, erhalten wir

/y2 [¢°¢" — k|¢]?] dy — /y2 U,/|¢|2dy = 0. (6.29)

" " U-c

6Zeitliche Moden sind durch k € R charakterisiert.

"Diese Symmetrie gilt nicht fiir viskose Stromungen.

8An dieser Stelle sei auf den allgemeinen Fall hingewiesen, bei dem k,w € C sind. Dann wird
formal auch y € C betrachtet. Falls nun fiir irgendeinen Wert y in der komplexen y-Ebene die
Geschwindigkeit U = ¢ wird, ist die Situation komplizierter. Dann verschwindet nédmlich der
Koeffizient vor dem Term mit der héchsten Ableitung ¢”. Obwohl diese Singularitéit in der kom-
plexen y-Ebene auftritt, beeinflult sie das Verhalten auf der reellen Achse! Diese Komplikation
werden wir aber, wenn iiberhaupt, dann erst beim viskosen Fall betrachten (spéter).
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