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Vorbemerkungen

Die vorliegenden Aufzeichnungen basieren auf dem SkriptumStr•omungslehre(Ver-
sion von 1999) von Professor Alfred Kluwick,1 der diese Vorlesung bis 2009 gehal-
ten hat. Ziel des Kurses, den ich vom WS 2010 bis zum WS 2015 abhielt,ist die
Vermittlung fundamentaler aerodynamischer Zusammenh•ange. Ausgehend von den
Grundgleichungen werden station•are inkompressible reibungsfreie und drehungs-
freie Str•omungen behandelt, deren L•osungen sich durch Superposition elementarer
L•osungen der Potentialgleichung ergeben. Diese Kenntnisse werdengenutzt, um
die Theorie d•unner Trag
 •ugelpro�le f•ur ebene inkompressible Str•omungen zu ent-
wickeln. Die Betrachtungen werden dann auf Trag
•ugel endlicher Streckung erwei-
tert. Danach werden Kompressibilit•atse�ekte betrachtet sowie schiefe St•o�e und
die Prandtl-Meyer-Expansion. Viskose E�ekte werden anhand derSchmier�lmstr •o-
mung behandelt, wonach die vereinfachten Gleichung auf laminare Grenzschichten
erweitert werden. Schlie�lich wird die Schichtstruktur turbulenter Grenzschichten
behandelt.

Die vorliegende Version stellt eine erste•uberarbeitete Version des Vorl•auferskrip-
tums dar. Der Text wurde •uberarbeitet und viele Abbildungen wurde neu erstellt.
An vielen Stellen wurden jedoch noch die urspr•unglichen Abbildungen eingebun-
den. Das Kapitel zur Numerik wurde g•anzlich gestrichen, da es mittlerweile ent-
sprechende Vorlesungen gibt, welche die Numerik in gr•o�erer Tiefe behandeln. F•ur
die Fehlersuche und das aufmerksame Lesen der ersten Fassung bin ich Herrn S.
Scheichl und Frau K. Edelho� sehr dankbar.

Die •Uberarbeitung des Skriptums ist noch nicht abgeschlossen. Einige Kapitel
der Originalversion wurden textlich noch nicht•uberarbeitet. Au�erdem wurde die
Vorlesung mit der Einf•uhrung des Bachelor/Master-Systems vonStr•omungslehre
zu Str•omungsmechanik 2umbenannt.

H. C. K.
im WS 2015

1Professor Alfred Kluwick verstarb am 2.2.2022 im Alter von 80 Jahren. Einen Nachruf �ndet
man unter diesem Link.
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1. Grundgleichungen

1.1. Grundgleichungen f•ur station •are, reibungsfreie
Str•omungen in integraler Form

Wir betrachten eine station•are, reibungsfreie Str•omung um einen ruhenden festen
K•orper. Wendet man die Erhaltungss•atze der Mechanik f•ur Masse, Impuls und
Energie auf ein raumfestesKontrollvolumen V an, welches den festen K•orper bein-
haltet (Abb. 1.1), so ergeben sich gewisse Bilanzgleichungen. Wenn im Volumen
keine Massequellen vorhanden sind, verschwindet der gesamte Massenstrom durch
die Ober
•acheS des Volumens und dieMassenbilanzlautet

I

S
�~u � d~S =

I

S
�~u � ~ndS =

I

S
�u n dS = 0: (1.1)

Hierbei bezeichnenS die geschlossene Ober
•ache des raumfesten Kontrollvolumens
V, � die Dichte des str•omenden Mediums undun = ~u�~n die auf den Normalenvektor
~n projizierte Str•omungsgeschwindigkeit~u. Der Normalenvektor zeigt konventions-
gem•a� aus dem Kontrollvolumen heraus.

Die •Anderung des Impulses pro Zeit (Kraft) ergibt sich aus derImpulsbilanz
I

S
�~u~u � d~S =

I

S
�~uu n dS = �

I

S
p~ndS +

Z

V
�~g dV + ~F : (1.2)

Der linke Teil der Gleichung beschreibt den Impulsstrom durchS, wobei �~u~u der
Tensor der Impulsstromdichte ist. Auf der rechten Seite stehen Kr•afte, die vom ther-

_Q

~g

~u

~n

~F

V

Abbildung 1.1.: Raumfestes Kontrollvolumen V um einen umstr•omten K•orper.
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1. Grundgleichungen

x

y

~n

S

Abbildung 1.2.: Zur Luftkraft um einen umstr •omten K•orper.

modynamischen Druckp bewirkt werden, sowie die Gewichtskraft (Erdbeschleuni-
gung ~g). ~F ist die auf das str•omende Medium wirkende Kraft, auchHaltekraft
genannt, die von einem K•orper in der Str•omung vermittelt wird. Dementsprechend
ist die auf den umstr•omten K•orper ausge•ubte Reaktionskraft ~R = � ~F .

Die Bilanz der Gesamtenergie (kinetische und innere) lautet

I

S
�u n

�
~u2

2
+ e

�
dS = �

I

S
p un dS +

Z

V
�~g � ~udV + P + _Q: (1.3)

Hier bedeutene die spezi�sche innere Energie (pro Masse),P die pro Zeiteinheit
von der Kraft ~F verrichtete Arbeit und _Q die pro Zeiteinheit zugef•uhrte W•arme
(durch W•armeleitung, Strahlung oder chemische Reaktion). Verwendet mandie aus
der Thermodynamik bekannte Beziehung f•ur die spezi�sche Enthalpieh = e+ p=�,
kann man auch schreiben

I

S
� u n

�
~u2

2
+ h

�
dS =

Z

V
�~g � ~udV + P + _Q: (1.4)

1.2. Luftkr •afte

Zieht man das Kontrollvolumen so weit zusammen, da� es der K•orperkontur selbst
entspricht (Abb. 1.2), so kann man die Impulsbilanz (1.2) als eine Beziehung f•ur
die auf den K•orper wirkende Kraft au�assen (auf der K•orperober
•ache istun = 0,
Gewichtskr•afte sind hier nicht ber•ucksichtigt)

~R = �
I

S
pd~S = �

I

S
(p � p1 )~ndS: (1.5)

Die ReaktionskraftR wird also nur durch den Druck bewirkt. Man kann den Druck
auch relativ zu einem festen Bezugspunkt nehmen (konstanter Umgebungsdruckp1

weit weg vom K•orper), da der konstante Druckp1 keinen Beitrag zur resultierenden
Gesamtkraft liefert: Das entsprechende Integral•uber die geschlossene Ober
•acheS
verschwindet.

2 H. C. Kuhlmann, A. Kluwi†
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1.3. Di�erentielle Form der Grundgleichungen f•ur station•are, reibungsfreie
Str•omungen

H•au�g wird die Druckst•orung p� p1 an der Ober
•ache des K•orpers als dimensi-
onslose Kenngr•o�e dargestellt. Dies ist der ortsabh•angigeDruckbeiwert (Druckko-
e�zient) cp(~x). Er wird de�niert als

cp =
p � p1

� 1 u2
1 =2

: (1.6)

Die Bezugsgr•o�e � 1 u2
1 =2 entspricht dem Staudruck im Falle einer inkompressiblen

Str•omung.
Dar•uber hinaus de�niert man noch dimensionlose Kennwerte f•ur den Auftrieb

(lift ) L = Ry = � Fy und den Widerstand (drag) D = Rx = � Fx , wobei ~ex die
Richtung der Anstr•omung ist und~ey die Richtung senkrecht dazu. DerAuftriebsbei-
wert cL und der WiderstandsbeiwertcD sind integrale Gr•o�en und werden de�niert
als

cL =
L

1
2 � 1 u2

1 A
; (1.7a)

cD =
D

1
2 � 1 u2

1 A
: (1.7b)

Dabei ist A eine charakteristischeFl•ache (z.B. die Trag
•ugel
 •ache beim Flugzeug
oder die Querschnitts
•ache senkrecht zur Anstr•omung bei einem Kraftwagen).

Den Auftrieb und den Widerstand erh•alt man durch Integration der entspre-
chenden Komponenten der Kraft pro Fl•ache p � p1 . So ist zum BeispielL =
�

H
S(p � p1 )~ey � ~ndS. Damit ergeben sich die Auftriebs- und Widerstandsbeiwerte

cL = �
1
A

I

S
cpny dS; (1.8a)

cD = �
1
A

I

S
cpnx dS: (1.8b)

Die Bedeutung dieser Kennwerte wird im Kapitel2.4 (Trag
 •ugeltheorie) klarer
werden.

1.3. Di�erentielle Form der Grundgleichungen f •ur
station •are, reibungsfreie Str•omungen

Um von den integralen Erhaltungsgleichungen auf die di�erentielle Form zu kom-
men, werden zun•achst alle Integrale in Volumenintegrale•uberf•uhrt. Dann wird ar-
gumentiert, da� das Ergebnis nicht von der Wahl des speziellen Kontrollvolumens
abh•angig sein darf, woraus folgt, da� die Bilanzgleichung auch punktweise, also f•ur
die jeweiligen Integranden erf•ullt sein mu�. Bei der Umwandlung der Ober
•achen-
integrale ben•otigen wir den Gau�schen Satz

Z

V
r � ~f dV =

I

S
~n � ~f dS =

I

S

~f � d~S: (1.9)

H. C. Kuhlmann, A. Kluwi†
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1. Grundgleichungen

Hierbei ist ~f (~x) 2 R3 eine beliebige stetig di�erenzierbare vektorwertige Funktion
in R3.1

Massenbilanz Unter der Voraussetzung, da� die Feldgr•o�en di�erenzierbar sind,
folgt aus der station•aren Massenbilanz (1.1) mit Hilfe des Gau�schen Satzes

I

S
�~u � d~S =

Z

V
r � (�~u ) dV = 0: (1.10)

Da das Kontrollvolumen beliebig gew•ahlt werden kann, mu� der Integrand ver-
schwinden. Daraus ergibt sich dieKontinuit •atsgleichungf•ur station•are Str•omungen
(~u = u~ex + v~ey + w~ez)

r � (�~u ) =
@
@x

(�u ) +
@
@y

(�v ) +
@
@z

(�w ) = 0 : (1.11)

In Komponentenschreibweise lautet die Kontinuit•atsgleichung auch

@
@xj

(�u j ) = 0 : (1.12)

Wir werden auch im weiteren die Indexschreibweise mit der Konventionverwenden,
da� •uber gleichlautende Indizes zu summieren ist (Einsteinsche Summenkonventi-
on).

Impulsbilanz Die station•are Impulsbilanz (mit ~F = 0)

I

S
�~u~u � ~ndS +

I

S
p~ndS =

Z

V
�~g dV

1Wenn man den Gau�schen Satz f•ur einen W•urfel im Limes V ! 0 betrachtet, kann die Divergenz
eines Vektorfelds de�nieren. Mit V = � x� y� z gilt (die jeweils konstanten Argumente von ~f
werden unterdr•uckt, i numeriert die sechs Seiten des W•urfels)

�
r � ~f

�
� x� y� z =

6X

i =1

f i Si = ~f (x + � x) � ~ex � y� z + ~f (x) � ~ex (� � y� z) + ~f (y + � y) � ~ey � x� z

+ ~f (y) � ~ey (� � x� z) + ~f (z + � z) � ~ez � x� y + ~f (z) � ~ez (� � x� y):

Es folgt

r � ~f = ~ex �
~f (x + � x) � ~f (x)

� x
+ ~ey �

~f (y + � y) � ~f (y)
� y

+ ~ez �
~f (z + � z) � ~f (z)

� z

=
@fx
@x

+
@fy
@y

+
@fz
@z

:
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1.3. Di�erentielle Form der Grundgleichungen f•ur station•are, reibungsfreie
Str•omungen

lautet in Indexschreibweise
I

S
�u i uj nj dS +

I

S
pni dS �

Z

V
�g i dV Gau�=

Z

V

�
@

@xj
(�u i uj ) +

@p
@xi

� �g i

�
dV = 0:

(1.13)
Wegen der Unabh•angigkeit vom Kontrollvolumen mu� die Gleichung punktweise
erf•ullt sein und es folgt die di�erentielle Impulsbilanz station•arer Str•omungen in
Divergenzform

@
@xj

(�u i uj ) = �
@p
@xi

+ �g i : (1.14)

Das Anwenden der Produktregel f•uhrt unter Ber•ucksichtigung der Kontinuit•atsglei-
chung (1.12) auf die Bewegungsgleichungen

uj
@ui
@xj

= �
1
�

@p
@xi

+ gi : (1.15)

Diese Bewegungsgleichung ist auch alsstation•are Eulergleichungbekannt.
Um die physikalische Bedeutung des Termsuj @ui =@xj besser zu verstehen, be-

trachten wir ein substantielles Fluidelement, das sich mit der Str•omung bewegt. Die
Position des Fluidelements seix i = x i (t). Seine Geschwindigkeit ist demnach

ui =
dx i

dt
= _x i : (1.16)

F•ur die Beschleunigung bei einer station•aren Str•omung folgt ausui = ui [x j (t)]

dui

dt
=

@ui
@xj

_x j = uj
@ui
@xj

: (1.17)

Die linke Seite der Bewegungsgleichung (1.15) ist also gerade die Beschleunigung
eines substantiellen Fluidelements. Man de�niert deshalb diesubstantielle Zeita-
bleitung(massenfeste Zeitableitung) f•ur station•are Str•omungen2

D
Dt

:= uj
@

@xj
= ~u � r : (1.18)

Dann lautet die Bewegungsgleichung

Dui

Dt
= �

1
�

@p
@xi

+ gi : (1.19)

2Die vollst•andige substantielle Ableitung f•ur zeitabh•angige Str•omungen~u(~x; t) lautet

D
Dt

:=
@
@t

+ uj
@

@xj
:

H. C. Kuhlmann, A. Kluwi†
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1. Grundgleichungen

Energiebilanz Die Energiebilanz (1.4) f•ur adiabatische Zustands•anderungen (_Q =
0) und bei Abwesenheit mechanischer Energiezufuhr (P = 0) lautet

I

S
�u j

�
1
2

ui ui + h
�

nj dS =
Z

V
�g i ui dV: (1.20)

Unabh•angigkeit vom Kontrollvolumen liefert die di�erentielle Form

@
@xj

�
1
2

�u j ui ui + �u j h
�

= �g i ui : (1.21)

Unter Ausnutzung der Kontinuit•atsgleichung (1.12) kann dieses Ergebnis weiter
umgeformt werden zu

1
2

ui ui
@

@xj
(�u j )

| {z }
=0

+
1
2

�u j @j u2
i + h

@(�u j )
@xj| {z }
=0

+ �u j
@h
@xj

= �g i ui ; (1.22)

oder, mit der Bewegungsgleichung (1.15),

�u i

�
uj

@ui
@xj

� gi

�

| {z }
� � � 1@p=@xi

+ �u j
@h
@xj

= 0: (1.23)

Mit der De�nition der substantiellen Zeitableitung f•ur station•are Str•omungen
D=Dt = uj @j (1.18) k•onnen wir diese Relation in der Form schreiben

Dh
Dt

�
1
�

Dp
Dt

= 0: (1.24)

schreiben. Unter Verwendung der Entropiede�nition

Tds = d h �
1
�

dp (1.25)

erhalten wir die di�erentielle Energiebilanz auch in der sehr kompakten Form

Ds
Dt

= 0: (1.26)

Wir k •onnen also festhalten: In einer adiabatischen (_Q = 0, keine thermische Ener-
giezufuhr) quasistatischen (P = 0, keine mechanische Energiezufuhr) Str•omung
•andert sich die Entropie entlang einer Stromlinie nicht. Derartige Str•omungen ent-
sprechend (1.26) nennt man isentrop. Falls die Entropie zus•atzlich noch r•aumlich
konstant ist (r s = 0), nennt man die Str•omung homentrop.

6 H. C. Kuhlmann, A. Kluwi†
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1.4. Stromfunktion und Geschwindigkeitspotential

Stromlinie:  (x; y) = const.

x

y

u

v
#

~u

Abbildung 1.3.: Stromlinie und Geschwindigkeitsvektor tangential dazu.

1.4. Stromfunktion und Geschwindigkeitspotential

1.4.1. Stromfunktion

Die Kontinuit •atsgleichung f•ur station•are zweidimensionale (ebene) Str•omungen

@(�u )
@x

+
@(�v )

@y
= 0 (1.27)

l•a�t sich mit Hilfe einer Stromfunktion  (x; y) identisch erf•ullen. Die Stromfunktion
ist de�niert durch

�u =
@ 
@y

;

�v = �
@ 
@x

:

(1.28a)

(1.28b)

Sie ist durch (1.28) nur bis auf eine beliebige Konstante bestimmt.
Wir betrachten nun Linien mit  (x; y) = const. Entlang dieser Linien ist d = 0.

Deshalb gilt auf diesen Linien

d =
@ 
@x

dx +
@ 
@y

dy = � �v dx + �u dy != 0: (1.29)

Hieraus folgt f•ur die Steigung dieser Linien

dy
dx

�
�
�
�
�
 =const :

= �
@ =@x
@ =@y

=
v
u

= tan #: (1.30)

Eine Linie  = const: ist also in jedem Punkt parallel zum Geschwindigkeitsvektor
~u und folglich eineStromlinie (Abb. 1.3). Dies kann man auch pr•ufen, indem man
zeigt, da� ~u und r  senkrecht aufeinander stehen:~u � r  = 0 (der Vektor r  ist
in jedem Punkt senkrecht zur Isolinie von ).
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1. Grundgleichungen

~r

'

~u

~u

x

y

Abbildung 1.4.: Wirbel in einem Fluid, das wie ein starrer K•orper rotiert.

Zur Behandlung allgemeiner r•aumlicher (dreidimensionaler) Str•omungen sind
zwei Stromfunktionen erforderlich. Eine Stromlinie wird dann durchdie Schnitt-
kurve zweier Fl•achen  1(x; y; z) und  2(x; y; z) festgelegt. Dieser Fall wird hier
aber nicht weiter behandelt.

1.4.2. Geschwindigkeitspotential

Als Vorbereitung zur Einf•uhrung desGeschwindigkeitspotentials� betrachten wir
einen starren Wirbel mit der Geschwindigkeitsverteilung~u = 
 r~e' und 
 = const :
(Abb. 1.4). Die kartesischen Geschwindigkeitskomponenten lauten

u = �j ~uj sin' = � 
 r sin' = � 
 y; (1.31a)

v = j~uj cos' = 
 r cos' = 
 x; (1.31b)

was auch aus~u = ~
 � ~x mit ~
 = 
 ~ez folgt. Hieraus folgt die Relation

@v
@x

�
@u
@y

= 2
 : (1.32)

O�enbar ist @v=@x� @u=@yein Ma� f •ur die lokale Drehungdes Fluids. Die obige
Relation legt nahe (dies l•a�t sich beweisen), da� eine zweidimensionale Str•omung
drehungsfreiist,3 genau dann wenn in jedem Punkt gilt

@v
@x

�
@u
@y

= 0: (1.33)

3Anstelle des Worts drehungsfrei wird auch manchmal wirbelfrei verwendet. Der Begri� dre-
hungsfrei ist aber eigentlich genauer, da der Begri� desWirbels oft umgangssprachlich verwen-
det wird und mathematisch verschieden de�niert werden kann. ZumBeispiel gibt es Wirbel, die
drehungsfrei sind (s. Kap.2.2).

8 H. C. Kuhlmann, A. Kluwi†
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1.4. Stromfunktion und Geschwindigkeitspotential

Die Verallgemeinerung dieser Bedingung f•ur r•aumliche Str•omungen lautet

rot ~u = r � ~u =

0

B
B
B
B
B
B
@

@w
@y

�
@v
@z

@u
@z

�
@w
@x

@v
@x

�
@u
@y

1

C
C
C
C
C
C
A

= 0: (1.34)

Das Vektorfeld~! := r � ~u wird auch Vortizit •at genannt. Die Vortizit•at ist ein Ma�
f•ur die lokale Drehung des Fluids. Sie entspricht der doppelten Winkelgeschwindig-
keit der Drehung, j~! j = 2 j~
 j (siehe (1.32)).

Aufgrund der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen gilt die Identit •at

r � (r � ) = rot (grad � ) =

0

@
@x

@y

@z

1

A �

0

@
@x �
@y �
@z�

1

A =

0

@
@yz � � @zy �
@zx � � @xz �
@xy � � @yx �

1

A = 0; (1.35)

unabh•angig von der skalaren Funktion� . Dies kann man auch als Operator-Identit•at
r � r = 0 schreiben.

Wenn sich ~u = r � als Gradient eines Potentials schreiben l•a�t, folgt die Wir-
belfreiheit r � ~u = 0. Umgekehrt ist die Wirbelfreiheit eine notwendige Bedingung
f•ur die Existenz eines Geschwindigkeitspotentials� . Ist das Raumgebiet einfach
zusammenh•angend, dann ist die Bedingung auch hinreichend.4 Wir k •onnen daher
folgern:

Ist ein Geschwindigkeitsfeld~u drehungsfrei (r � ~u = 0), dann existiert
ein Geschwindigkeitspotential� , so da� ~u = r � .

Drehungsfreie Geschwindigkeitfelder lassen sich deshalb durch einGeschwindig-

4Dies folgt aus dem Hauptsatz der Vektoranalysis: Jedes stetig di�erenzierbare Vektorfeld~u, das
mindestens wier � 2 f•ur r ! 1 abf•allt, l •a�t sich in einen wirbelfreien ( ~G) und einen quellenfreien
Anteil ( ~H ) zerlegen

~u = ~G + ~H = r � + r � ~B:

Die Anteile lassen sich darstellen als~G = r � (wirbelfrei) und ~H = r� ~B (divergenzfrei), wobei

r� B = 0 gew•ahlt werden kann. Dennr� ~G = r�r � = 0 und r� ~H = r�
�

r � ~B
�

= 0. ~B nennt

man auch Vektorpotential. Die beiden Anteile ~G und ~H lassen sich aus Poisson-Gleichungen
bestimmen, die man durch das Bilden der Divergenz bzw. Rotation erh•alt:

r � ~u = r � ~G = r � r � = r 2� ;

r � ~u = r � ~H = r �
�

r � ~B
�

= rr � ~B � r � r ~B = �r 2 ~B :

Hierbei haben wir in der zweiten Gleichung den Entwicklungssatz f•ur das zweifache Kreuzpro-
dukt verwendet. Ist r � ~u = 0, dann folgt ~B = 0 und man erh•alt ~u = r � .

H. C. Kuhlmann, A. Kluwi†
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1. Grundgleichungen

keitspotential � ausdr•ucken

~u = r � =

0

@
@�=@x
@�=@y
@�=@z

1

A : (1.36)

Bei ebenen Str•omungen ist w = 0 und @=@z= 0. Damit ist nach (1.34)
! x = ! y = 0 und die Vortizit •at ~! = !~e z zeigt immer in z-Richtung, senkrecht
zur Str•omungsebene. In zweidimensionalen Str•omungen gilt entlang der•Aquipoten-
tiallinien : d� = 0, d.h.

d� = � xdx + � ydy = 0 )
dy
dx

�
�
�
�
� =const :

= �
� x

� y
: (1.37)

F•ur drehungsfreie Geschwindigkeitsfelder kann man damit einen wichtigen Zusam-
menhang zwischen der Stromfunktion und dem Geschwindigkeitspotential� her-
stellen (siehe (1.30))

dy
dx

�
�
�
�
�

= �
� x

� y
= �

u
v

=
 y

 x
= �

dx
dy

�
�
�
�
 

: (1.38)

Dies bedeutet, da� Stromlinien und Potentiallinien senkrecht aufeinander stehen.
Man kann dies auch•uberpr•ufen, wenn man bedenkt, da� die Gradientenr � und
r  senkrecht auf den jeweiligen Isolinien stehen. Dann sieht man leicht

r � � r  =
�

u
v

�
�
�

� v
u

�
= 0: (1.39)

1.5. Wirbels•atze f•ur station •are Str•omungen

F•ur reibungsfreie station•are Str•omungen k•onnen einige generelle Aussagen getro�en
werden, bei welchen die Vortizit•at ~! eine entscheidende Rolle spielt. Diese Aussagen
werden daher Wirbels•atze genannt.

1.5.1. Croccoscher Wirbelsatz

Wenn man die Bewegungsgleichung (1.15) skalar mit ui multipliziert und der Ein
u�
der Schwerkraft vernachl•assigt (g = 0), erh•alt man bei Verwendung der substanti-
ellen Ableitung (1.18) f•ur station•are Str•omungen

D
Dt

�
~u2

2

�
= �

1
�

Dp
Dt

: (1.40)

Die Gleichung beschreibt die Erhaltung der mechanische Energie (ohne potentielle
Energie). Mit dieser Beziehung k•onnen wir in der Erhaltungsgleichung f•ur die Ge-
samtenergie f•ur isentrope Str•omungen (1.24) den Druckterm durch die kinetische

10 H. C. Kuhlmann, A. Kluwi†
Str •omungsmechanik 2



1.5. Wirbels•atze f•ur station•are Str•omungen

Energie ausdr•ucken und erhalten f•ur die Gesamtenergie, wie auch schon in (1.21),

D
Dt

�
~u2

2
+ h

�
= 0: (1.41)

Diese Gleichung kann man entlang der Stromlinie integrieren und erh•alt so die
aus der Stromfadentheorie bekannte Form des Energiesatzes (sieheGrundlagen der
Str•omungslehre)

~u2

2
+ h = C( ): (1.42)

Die Str•omung ist isoenergetisch. Hat C( ) auf allen Stromlinien = const: densel-
ben Wert C = C0, so spricht man von einerhomenergetischen Str•omung.

Wenn man die Vektorschreibweise f•ur die Impulsbilanz f•ur reibungsfreie statio-
n•are Str•omungen verwendet

~u � r ~u = �
1
�

r p (1.43)

und die Vektoridentit•at ~u � r ~u = r ~u2=2 + ~! � ~u ausnutzt,5 erh•alt man

~! � ~u+ r
~u2

2
= �

1
�

r p: (1.44)

Unter Verwendung der Entropierelation (1.25), Tds � dh = � � � 1dp, ergibt sich

~! � ~u+ r
�

~u2

2
+ h

�
= Tr s: (1.45)

Luigi Crocco
1906{1986

Diese Beziehung nennt man denCroccoschen Wirbelsatz. Im ho-
menergetischen Fall vereinfacht er sich zu

~! � ~u = Tr s: (1.46)

Die Bedeutung des Croccoschen Wirbelsatzes liegt darin, da�
er unter bestimmten Voraussetzungen (reibungsfrei, adiabatisch,
homenergetisch) einen Zusammenhang zwischen der Vortizit•at

5Um die Vektoridentit •at zu beweisen/nachzupr•ufen, kann man diex-Komponente der Impulsbi-
lanz auch in der Form schreiben (die blauen Terme heben sich auf)

u
@u
@x

+ v
@v
@x

� v
�

@v
@x

�
@u
@y

�

| {z }
= !

= �
1
�

@p
@x

:

Daraus erh•alt man
@

@x

�
~u2

2

�
� v! = �

1
�

@p
@x

:

In analogerweise verf•ahrt man mit den anderen Komponenten der Impulsbilanz.

H. C. Kuhlmann, A. Kluwi†
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1. Grundgleichungen

M1 > 1

! 6= 0

! 6= 0

! = 0

s1

s2 < s 1

s0

Abbildung 1.5.: Entropie und Zirkulation (qualitativ) bei einer zweidimen sionalen •Uber-
schallstr•omung um einen Trag
•ugel.

und thermodynamischen Gr•o�en herstellt. Daraus k•onnen wich-
tige Folgerungen f•ur station•are homenergetischeStr•omungen ab-
geleitet werden:

1. Jede drehungsfreie (~! = 0) Str •omung ist isentrop, denn wegen
r s = 0 ist sie sogar homentrop.

2. Jede nicht-isentrope (dann istr s 6= 0) Str •omung ist drehungs-
behaftet, d.h. es ist~! 6= 0.

3. Jede homentrope (r s = 0) ebeneStr•omung ist drehungsfrei, d.h.
! = 0. �

� Denn in 2D kann ~! � ~u = 0 nur dann erf •ullt sein, wenn ~! = 0 ist, denn
~! ? ~u. In 3D kann man ~! = ~! k + ~! ? in einen Anteil parallel und senkrecht
zu ~u zerlegen. Dann folgt aus der Homentropie nur~! ? = 0, da ohnehin
~! k � ~u = 0 ist.

Als Beispiel betrachten wir die •Uberschallstr•omung um ein Pro�l (Abb. 1.5).
In Kapitel 5 wird sp•ater gezeigt, da� die Sto�st•arke und die damit verbundene
Entropiezunahme mit zunehmendem Abstand vom Pro�l abnimmt.6 Deshalb ist
s2 < s 1. Die Entropie h•angt damit von der Stromlinie ab und es istr s 6= 0. Nach
dem Croccoschen Wirbelsatz ist deshalb die (homenergetische) Str•omung hinter der
Sto�welle drehungsbehaftet (! 6= 0).

6Die f•ur die St•arke des Verdichtungssto�es ist die Normalkomponente der Str•omung bez•uglich der
Sto�ebene relevant. Die Normalkomponenteun nimmt aber wegen der Kr•ummung des Sto�es
nach au�en hin ab. Deshalb ist der Entropieanstieg au�en geringer.
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1.5. Wirbels•atze f•ur station•are Str•omungen

C

dx

ut

~u

S

! n

Abbildung 1.6.: Der Flu� der Vortizit •at durch eine Fl•acheS mit Berandung C und Zir-
kulation entlang C.

1.5.2. Thomsonscher Wirbelsatz

F•ur die Ableitung eines weiteren Wirbelsatzes f•uhren wir die Zirkulation � ein
(Abb. 1.6). Sie wird de�niert als das geschlossene Linienintegral

� :=
I

C

~u � d~x =
I

C

ui dx i =
I

C

utdx: (1.47)

William
Thomson,
Lord Kelvin
1824{1907

Dabei besteht die Konvention, da� die geschlossene KurveC
im positiven mathematischen Sinn (entgegen dem Uhrzeigersinn)
durchlaufen wird. Hierbei ist ut = ~u � ~et die Tangentialkompo-
nente der Geschwindigkeit im betre�enden Punkt der Kurve und
d~x = ~etdx ein vektorielles Bogenelement. Die Zirkulation um ein
Pro�l oder einen Trag
 •ugel spielt eine zentrale Rolle f•ur die Auf-
triebskraft.

Der Stokessche Satzverkn•upft die Zirkulation mit der Vorti-
zit•at (Rotation des Geschwindigkeitsfelds)7

Z

S
~! � d~S =

Z

S

�
~r � ~u

�
� d~S !=

I

C
~u� d~x = � : (1.48)

Der Flu� der Vortizit •at durch die orientierte Fl•acheS mit dem
vektoriellen Fl•achenelement d~S ist gleich der Zirkulation entlang
der BerandungskurveC der Fl•acheS.

7Man kann die Vortizit •at auch als den Limes der Zirkulation pro Fl•acheS f•ur S = � x� y ! 0
de�nieren. Dann erh•alt man zum Beispiel f•ur die z-Komponente der Vortizit •at am Punkt ( x; y)
(Fl •ache in der (x; y)-Ebene)

[v(x + � x; y)� y + u(x; y + � y)( � � x) + v(x; y)( � � y) + u(x; y)� x] =(� x� y)

=
v(x + � x; y) � v(x; y)

� x
�

u(x; y + � y) � u(x; y)
� y

lim(� x; � y ) ! 0
����������!

@v
@x

�
@u
@y

= ! z :

H. C. Kuhlmann, A. Kluwi†
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1. Grundgleichungen

C(t = 0)

C(t > 0) = const:

Abbildung 1.7.: Die Zirkulation entlang einer substantiellen Kurve C in einer reibungs-
freien isentropen Str•omung bleibt im Laufe der Bewegung konstant.

Im Zweidimensionalen stehen sowohl~! � ~ez als auch d~S � ~ez senkrecht zur
(x; y)-Ebene. Dann gilt

Z

S

�
~r � ~u

�
� d~S =

Z

S

�
@v
@x

�
@u
@y

�
dS =

I

C
ui dx i : (1.49)

Ist nun das Geschwindigkeitsfeld auf der Fl•acheS in jedem Punkt di�erenzierbar
und verschwindet die Vortizit•at ~! = r � ~u = 0 in jedem Punkt der Fl•ache, so
verschwindet auch die Zirkulation und es ist � = 0. Verschwindet umgekehrt �
f•ur jede beliebigegeschlossene KurveC, so ist die Str•omung in dem betre�enden
Raumgebiet drehungsfrei (~! = 0).

Zur Berechnung eines Linienintegrals wird meistens der Weg~x(� ) entlang der
geschlossenen KurveC parametrisiert, zum Beispiel durch die auf eins normierte
Bogenl•ange� . Dann gilt f •ur das Linienelement entlang des WegsC

d~x(�; t ) =
@~x(t)
@�

d�: (1.50)

Hierbei ist die Zeit t nur ein Parameter, weil das Linienintegral immer f•ur einen
festen Zeitpunkt ausgef•uhrt wird.

Wir betrachten nun eine geschlossene substantielle Kurve, die sich unter dem
Ein
u� der Str •omung bewegt (Abb.1.7). Die Frage ist dann, wie sich die Zirkula-
tion �( t) entlang der geschlossenen substantiellen Kurve mit der Zeit•andert. Dazu
m•ussen wir d�=dt berechnen. Mit Hilfe der Parametrisierung� 2 [0; 1] erhalten wir

d�
dt

=
d
dt

I

C
ui dx i =

d
dt

Z 1

0
ui

@xi
@�

d� =
Z 1

0

d
dt

�
ui

@xi
@�

�
d�

=
Z 1

0

�
dui

dt
@xi
@�

+ ui
@

@�
dx i

dt

�
d� =

I

C

dui

dt
dx i +

Z 1

0
ui

@ui
@�

d�

=
I

C

Dui

Dt
dx i +

1
2

Z 1

0

@u2i
@�

d� = �
I

C

1
�

@p
@xi

dx i +
1
2

I

C

d (ui ui )

| {z }
=0

= �
I

C

1
�

dp
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1.5. Wirbels•atze f•ur station•are Str•omungen

= �
I

C

dh

| {z }
=0

+
I

C

Tds: (1.51)

Hier wurde die Tatsache ausgenutzt, da� das Integral eines totalen Di�erentials
entlang einer geschlossene Kurve immer verschwindet:

H
df = 0.

F•ur ein inkompressibles Fluid ist
H

� � 1dp = � � 1
H

dp = 0. Auch f •ur ein barotropes
Fluid mit � = � (p) verschwindet das Integral, da man� � 1(p)dp = d P durch eine
Druckfunktion ausdr•ucken kann, was wiederum auf ein vollst•andiges Di�erential
f•uhrt, dessen geschlossenes Linienintegral verschwindet. Unterder Voraussetzung,
da� die Str•omung homentrop ist, gilt

H
C Tds = 0 (dann ist auch � = � (p) eine

alleinige Funktion des Drucks, sieheBatchelor 1967), und man erh•alt den Thom-
sonschen Satz(Abb. 1.7)

d�
dt

= 0: (1.52)

Die Zirkulation einer substantiellen (massenfesten) Kurve in einer rei-
bungsfreien, homentropen Str•omung bleibt f•ur alle Zeiten erhalten.

Der Thomsonsche Satz wird auch alsKelvinsches Zirlulationstheorembezeichnet.
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2. Ebene station•are inkompressible
reibungsfreie und drehungsfreie
Str •omungen

2.1. Komplexes Potential

Augustin Louis
Cauchy
1789{1857

K•onnen Dichte•anderungen vernachl•a�igt werden, so lautet die
Massenbilanz (1.12) wegen� = const:

@u
@x

+
@v
@y

= 0: (2.1a)

Setzen wir weiter voraus, da� die Str•omung drehungsfrei ist,1

dann gilt nach (1.34)

@v
@x

�
@u
@y

= 0: (2.1b)

Dies sind o�enbar zwei Di�erentialgleichungen f•ur die beiden unbekannten Kompo-
nenten des Geschwindigkeitsfeldsu und v. Das Di�erentialgleichungssystem (2.1)
ist identisch mit den Cauchy-Riemannschen Di�erentialgleichungen. Aber nicht nur
die Geschwindigkeitskomponenten (u; v) gen•ugen Cauchy-Riemannschen Di�eren-
tialgleichungen, sondern auch das Paar aus Potential und Stromfunktion (  ; � ).
Denn aus den De�nitionen der Strom- und der Potentialfunktion

u =
@�
@x

=
@ 
@y

; (2.2a)

v =
@�
@y

= �
@ 
@x

; (2.2b)

folgt f•ur eine inkompressible drehungsfreie Str•omung unmittelbar

@ 
@x

+
@�
@y

= 0 und
@�
@x

�
@ 
@y

= 0: (2.3)

1Helmholtz (1858) hat gezeigt, da� ein ideales Fluid, welches sich anf•anglich in Ruhe be�ndet
und daher drehungsfrei ist, auch f•ur alle Zeiten drehungsfrei bleibt. •Aquivalent dazu folgt die
Drehungsfreiheit auch aus Kelvins Zirkulationstheorem (1.52) f•ur ein anf•anglich ruhendes Fluid.
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2. Ebene station•are inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie Str•omungen

x

iy

z � z = � x

� z = i� y

Abbildung 2.1.: Komplexe Ebene.

Georg Friedrich
Bernhard
Riemann
1826{1866

Um die Bedeutung der Cauchy-Riemannschen Di�erentialglei-
chungen zu verstehen, betrachten wir die komplexwertige Funk-
tion F (z) der komplexen Ver•anderlichenz = x + i y

F (z) := R(x; y) + i I (x; y); (2.4)

mit Real- und Imagin•arteil R(x; y) und I (x; y). Die komplexe
Ableitung von F nach z ist de�niert als

F 0(z) := lim
� z! 0

F (z + � z) � F (z)
� z

: (2.5)

O�enbar kann � z in verschiedenen Richtungen in der komple-
xen Ebene orientiert sein. Ist nunF 0(z) unabh•angig davon, in
welcher Weise (Orientierung) �z gegen 0 strebt, so nennt man

F (z) analytisch (oder holomorph).
Um die Bedingungen zu �nden, unter denen die AbleitungF 0 richtungsunab-

h•angig ist, betrachten wir zwei orthogonale Richtungen. W•ahlen wir � z = � x in
x-Richtung (Abb. 2.1), so erhalten wir

F 0(z) = lim
� x ! 0

�
R(x + � x; y) � R(x; y)

� x
+ i

I (x + � x; y) � I (x; y)
� x

�
=

@R
@x

+ i
@I
@x

:

(2.6)
W•ahlt man andererseits �z = i� y, so ergibt sich

F 0(z) = lim
� y! 0

�
R(x; y + � y) � R(x; y)

i� y
+ i

I (x; y + � y) � I (x; y)
i� y

�

= lim
� y! 0

�
� i

R(x; y + � y) � R(x; y)
� y

+
I (x; y + � y) � I (x; y)

� y

�

= � i
@R
@y

+
@I
@y

: (2.7)

Die notwendige Bedingung daf•ur, da� F (z) analytisch ist, lautet daher

@R
@x

+ i
@I
@x

= � i
@R
@y

+
@I
@y

: (2.8)
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2.2. Einfache komplexe Potentiale

Wenn man den Real- und den Imagin•arteil separat betrachtet erh•alt, man die Be-
dingungen

@R
@y

+
@I
@x

= 0; (2.9a)

@R
@x

�
@I
@y

= 0: (2.9b)

Dies sind gerade dieCauchy-Riemannschen Di�erentialgleichungen. Sie werden von
jeder analytischen Funktion erf•ullt. Da auch das Potential und die Stromfunktion
die Cauchy-Riemannschen Gleichungen erf•ullen, k•onnen wir � und  als Real- und
Imagin•arteil einer analytischen komplexen Funktion au�assen. Deshalb de�niert
man daskomplexe Geschwindigkeitspotential

F (z) := � + i  : (2.10)

Die Ableitung F 0 liefert den Zusammenhang mit dem Geschwindigkeitsfeld

F 0(z) =
dF (z)

dz
=

@�
@x

+ i
@ 
@x

= u � iv: (2.11)

Die Bedeutung f•ur die Str•omungsmechanik liegt darin, da� jede beliebige ana-
lytische Funktion einer reibungsfreien station•aren zweidimensionalen wirbelfreien
Str•omung entspricht, wobei die Geschwindigkeitskomponenten aus der Ableitung
des komplexen Potentials folgen. Da viele elementare Funktionen analytisch sind,
ergibt sich ein ganzer Zoo von Str•omungen, die man in geschlossener Form ange-
ben kann. Die AbleitungenholomorpherFunktionen F (z) nach z k•onnen analog zu
denjenigen f•ur reelle Funktionen gebildet werden.

2.2. Einfache komplexe Potentiale

2.2.1. Lineares Geschwindigkeitspotential F (z) = Az

Lineare FunktionenF (z) = Az sind holomorph. Es seiA = Ar + i A i 2 C komplex.
Dann erh•alt man die zugeh•origen Geschwindigkeitkomponenten gem•a� ( 2.11) aus
F 0(z) = A = u � iv. Daraus folgt

u = Ar ; (2.12a)

v = � A i : (2.12b)

Dieses Geschwindigkeitsfeld entspricht einer homogenen Str•omung, deren Richtung
durch das Verh•altnis A i =Ar gegeben ist (Abb.2.2). F•ur Geschwindigkeitspotential
und Stromfunktion erhalten wir

� = < (F ) = Ar x � A i y = ux + vy; (2.13a)

 = = (F ) = Ar y + A i x = uy � vx: (2.13b)
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2. Ebene station•are inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie Str•omungen

A iA i
A r

u
v

x

iy

~u

Abbildung 2.2.: Homogene Str•omung, die dem linearen PotentialF (z) = Az entspricht.

2.2.2. Potenz-Potential F (z) = zn

Auch Potenzen vonz sind holomorphe Funktionen. Wir betrachten hier reelle Ex-
ponentenn 2 R. F•ur viele Berechnungen ist die Polardarstellung komplexer Zahlen
z = rei ' sinnvoll. Hierbei ist r der Betrag vonz und ' der Polarwinkel (die Phase).
Damit ergibt sich

F (z) = zn = r nein' = r n (cosn' + i sin n' ) : (2.14)

F•ur das reelle Potential und die Stromfunktion folgt nach (2.10)

� = < (F ) = r n cosn'; (2.15a)

 = = (F ) = r n sinn': (2.15b)

Weiter erh•alt man ausF 0(z) = nzn� 1 und (2.11) die kartesischen Geschwindigkeits-
komponenten von~u = u~ex + v~ey

u = < (F 0) = nr n� 1 cos [(n � 1)' ] ; (2.16a)

v = �= (F 0) = � nr n� 1 sin [(n � 1)' ] : (2.16b)

Die Str•omung ist also periodisch in azimutaler Richtung mit Periode 2�= (n � 1).
Der Betrag der Geschwindigkeit lautet

j~uj =
p

u2 + v2 = jnjr n� 1: (2.17)

Um sich eine Vorstellung von der zugeh•origen Str•omung zu machen, betrachten
wir die Stromlinien  = const. F•ur die Stromlinie  = 0 mu� nach ( 2.15b) gelten
sinn' = 0. Die Stromlinien, auf denen = 0 ist, sind demnach gegeben durch
n' = m� , m 2 Z, oder

' j =0 = ' m = m
�
n

= 0; �
�
n

; �
2�
n

; : : : ; m 2 Z: (2.18)

Dies sind radiale Strahlen aus dem Ursprung. Um die Str•omungsrichtung zu
bestimmen, berechnen wir die radiale KomponenteU des Geschwindigkeitsfelds
~u = U~er + V ~e' aus (2.15a)

U = ~er � r � =
@�
@r

= nr n� 1 cosn': (2.19)
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2.2. Einfache komplexe Potentiale
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Abbildung 2.3.: Stromlinien f•ur F (z) = z2. Der Stromlinenabstand betr•agt �  = 0 :2.
Entlang der x-Achse ist die Str•omung ausw•arts gerichtet, entlang der y-Achse ist sie zum
Ursprung (0; 0) gerichtet.

Einw•arts- (U < 0) und Ausw•artsstr•omungen (U > 0) wechseln in' -Richtung
periodisch, wobei die Str•omung f•ur ' = 0 nach au�en gerichtet ist. F•ur n > 1
verschwindet die radiale GeschwindigkeitU im Ursprung. Dann be�ndet sich im
Ursprung (x; y) = (0 ; 0) ein Staupunkt der Str•omung. Nach au�en hin wird die
Str•omung schneller. F•ur n = 1 hat man eine homogene Str•omung (F (z) = z), und
f•ur n < 1 divergiert U f•ur r ! 0.

F (z) = z2 Als erstes Beispiel betrachten wir den Falln = 2 (Abb. 2.3). Dann ist
 = 0 auf den Strahlen' m = 0, � �= 2, � � und � 3�= 2. Entlang derTrennstromlinie
(Separationslinie) y = 0 ist die Str•omung parallel zu~ex , d.h. es istv = 0. Das Str•o-
mungsfeld ist symmetrisch bez•uglich der x-Achse. Entlang derx-Achse kann man
sich auch die Ober
•ache eines ebene K•orpers denken,•uber welche das Fluid rei-
bungsfrei gleitet. Die obere bzw. untere H•alfte des Stromlinienverlaufes beschreibt
dann die Str•omung in der N•ahe eines ebenenStaupunkts. Ein •ahnlicher Staupunkt
tritt auch bei der Pro�lumstr •omung auf (Abb. 2.7).

Gleichungen (2.16) f•ur die Staupunktstr•omung k•onnen wir auch schreiben als

u = 2r cos' = 2x; (2.20a)

v = � 2r sin ' = � 2y: (2.20b)

Damit ist j~uj = 2r . Der Betrag der Str•omungsgeschwindigkeit steigt also linear mit
dem Abstand von Staupunkt an.

F•ur h•oherer ganzzahlige Potenzenn steigt die Periodizit•at an und die radiale
Abh•angigkeit des Geschwindigkeitsfelds ist� r n� 1. Als Beispiel sind die Stromlinien
f•ur F (z) = z3 in Abb. 2.4 gezeigt.
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2. Ebene station•are inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie Str•omungen
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Abbildung 2.4.: Stromlinien f•ur F (z) = z3. Der Stromlinenabstand betr•agt �  = 0 :2.
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Abbildung 2.5.: Stromlinien f•ur F (z) = z2=3. Der Stromlinenabstand betr•agt �  = 0 :05.

F (z) = z2=3 F•ur den Fall n = 2=3 (Abb. 2.5) sind die Separationslinien = 0
durch ' m = 0, � 3�= 2, ... gegeben. Das Str•omungsfeld ist nicht 2� -periodisch.
Wenn wir aber die Str•omung nur in dem Sektor betrachten, der durch' 2 [0; 3�= 2]
gegeben ist, so kann man die Umstr•omung einerkonvexen Eckebeschreiben. F•ur
den Geschwindigkeitsbetrag erh•alt man

j~uj =
2
3

r � 1=3: (2.21)

Im Rahmen der Theorie inkompressibler reibungsfreier Str•omungen divergiert der
Betrag der Geschwindigkeit an jeder scharfen Kante (j~uj(~x = 0) ! 1 ).
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2.2. Einfache komplexe Potentiale

x

y

� 1
� 1

� 0:5

� 0:5

0

0

0:5

0:5

1

1

Abbildung 2.6.: Stromlinien f•ur F (z) = z1=2. Der Stromlinenabstand betr•agt �  = 0 :05.

Abbildung 2.7.: Str•omung um eine d•unne angestellte Platte (schematisch).

F (z) = z1=2 Senkt man den Wert vonn auf 1=2 ab (Abb. 2.6), so ist die Str•o-
mung 4� -periodisch. Die Ausw•artstr •omung bei' 0 = 0 hat sich bei ' 1 = 2� in eine
Einw•artsstr•omung gewandelt. Dies entspricht der Umstr•omung einer halbunendli-
chen in�nitesimal d•unnen Platte bei (x > 0; y = 0). Auch in diesem Fall divergiert
der Betrag der Geschwindigkeitj~uj = r � 1=2=2 an der scharfen Kante beir = 0.

Wenn man die Str•omung um eine d•unne angestellte Platte betrachtet (Abb.2.7),
sieht man, da� sich die lokale Str•omung um die scharfe Kante mittelsF (z) = z1=2

beschreiben l•a�t und die Str •omung in der N•ahe des Staupunkts durchF (z) = z2.

Die bei den Potentialstr•omungen mitn < 1 auftretende Divergenz der Str•omung
zeigt eine der Grenzen der Potentialtheorie auf. Dennj~uj ! 1 f•ur r ! 0 verletzt
die Voraussetzung kleiner Machzahlen (konstante Dichte). Kompressibilit•atse�ekte
in einer kleinen Umgebung vonr = 0 bewirken, da� die Str•omungsgeschwindig-
keit dort in Realit •at endlich bleibt. Dar•uber hinaus erf•ullen Potentialstr•omungen
nicht die Haftbedingung~u = 0 an festen Ober
•achen. In der N•ahe fester K•orper
ist die Viskosit•at nicht zu vernachl•assigen. Die Potentialtheorie ist daher eher ge-
eignet, die Str•omung in einer hinreichenden Entfernung eines umstr•omten K•orpers
zu beschreiben.
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2. Ebene station•are inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie Str•omungen

(a)

� = const:

 = const:

(b)

� = const:

 = const:

Abbildung 2.8.: Quellenstr•omung (a) und Potentialwirbel (b).

2.2.3. Logarithmisches Potential F (z) = A ln z

Auch der Logarithmus ist eine holomorphe Funktion. Daher betrachten wir F (z) =
A ln z, wobei A = Ar + i A i 2 C im allgemeinen komplex ist. Die Str•omung h•angt
qualitativ vom Real- und Imagin•arteil von A ab.

Quellen und Senkenstr•omung f•ur A 2 R Wenn = (A) = 0 ist, erh•alt man

F (z) = Ar ln z = Ar ln(r ei ' ) = Ar (ln r + i ' ) : (2.22)

Es folgt

� = < (F ) = Ar ln r; (2.23a)

 = = (F ) = Ar ': (2.23b)

Alle Stromlinien  = const: sind daher alle Strahlen aus dem Ursprung. Die•Aqui-
potentiallinien � = const: sind konzentrische Kreise um den Ursprung (Abb.2.8a).
Ist der Realteil Ar > 0, ist die radiale Str•omung positiv. Dann hat man eineQuel-
lenstr•omung(f•ur Ar < 0 liegt eineSenkenstr•omungvor).

Die azimutale GeschwindigkeitV = ~e' � r � = r � 1@�=@'= 0 verschwindet. F•ur
die radiale GeschwindigkeitskomponenteU erh•alt man

U = ~er � r � =
@�
@r

=
Ar

r
: (2.24)

F•ur r ! 1 klingt die radiale Geschwindigkeit ab:U(r ! 1 ) ! 0. F•ur r ! 0
divergiert U. Der Quellpunkt r = 0 ist daher ein singul•arer Punkt der L•osung. Die
L•osung ist dort nicht di�erenzierbar.

Die Str•omung ist •uberall inkompressibel, bis auf den Ursprungr ! 0, denn f•ur
r 6= 0 gilt

r � ~u = r � r � =
�

1
r

@r r@r +
1
r 2

@2
'

�
Ar ln r = 0: (2.25)
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2.2. Einfache komplexe Potentiale

F•ur r ! 0 divergiert auch das Potential.
Um die Quellst•arke zu bestimmen, berechnen wir das Volumen, das pro Zeitein-

heit durch einen Kreis mit RadiusR um den Ursprung str•omt. Wir erhalten den
Volumenstrom

q =
Z 2�

0
U(R)R d' =

Z 2�

0
Ar d' = 2�A r : (2.26)

Der Volumenstrom ist unabh•angig von r (inkompressible Str•omung). Der Faktor
Ar ist ein Ma� f •ur den Volumenstrom, auchQuellst•arke genannt,

Ar =
q

2�
: (2.27)

Damit gilt f •ur Potential und Stromfunktion einer Quelle in kartesischen Koordina-
ten

� =
q

2�
ln r =

q
2�

ln
p

x2 + y2;

 =
q

2�
' =

q
2�

arctan
� y

x

�
:

(2.28a)

(2.28b)

Da die Quelle im Ursprung lokalisiert ist, erh•alt man einen von Null verschiedenen
Volumenstrom nur f•ur geschlossene Kurven, die den Ursprung umschlie�en. Denn
mit Hilfe des Gau�schen Satzes in zwei Dimensionen gilt

I

C
~u � ~end� =

Z

S
r � ~udS

r 6=0
= 0: (2.29)

Potentialwirbel f •ur A 2 I Wenn A = i A i rein imagin•ar ist, erhalten wir

F (z) = i A i ln z = i A i (ln r + i ' ) = � A i ' + i A i ln r: (2.30)

Daraus ergibt sich das Potential und die Stromfunktion

� = < (F ) = � A i '; (2.31a)

 = = (F ) = A i ln r: (2.31b)

Die Isolinien des Potentials sind radiale Strahlen (Abb.2.8b). WegenU = @�=@r=
0 verschwindet die radiale Geschwindigkeit. Die Stromlinien = const: sind nun
konzentrische Kreise um den Ursprung. Die azimutale Geschwindigkeitskomponente
lautet

V =
1
r

@�
@'

= �
A i

r
: (2.32)

Wie im obigen Fall klingt die Str•omungsgeschwindigkeit f•ur r ! 1 auf Null ab
und im Ursprung be�ndet sich ein singul•arer Punkt des Str•omungsfeldes (jV (r !
0)j ! 1 ).

Diese rotierende Str•omung nennt manPotentialwirbel. Daher berechnen wir die
Zirkulation � f •ur einen Kreis mit RadiusR um den Ursprung (beachte die Vorzei-
chenkonvention)

� =
Z 2�

0
V(R)R d' =

Z 2�

0

�
�

A i

R

�
R d' = � A i

Z 2�

0
d' = � 2�A i : (2.33)
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2. Ebene station•are inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie Str•omungen

Die Zirkulation des Potentialwirbels, auchWirbelst•arke genannt, ist unabh•angig
von R und steht im Zusammenhang mit der KonstantenA i

A i = �
�
2�

: (2.34)

Somit gilt f •ur einen Potentialwirbel

� =
�
2�

' =
�
2�

arctan
� y

x

�
;

 = �
�
2�

ln r = �
�
2�

ln
p

x2 + y2:

(2.35a)

(2.35b)

F•ur eine Potentialstr•omung kann man die Zirkulation entlang einer beliebigen
geschlossene KurveC mit der Gesamtl•angeL leicht berechnen, denn

� C =
I

C
~u�d~x =

I

C
d~x�r � =

I

C

@�
@�|{z}
ut

d� =
I

C

d� = � (L)� � (0) = A i [' (0) � ' (L)] :

(2.36)
Das Linienintegral eines Gradientenfeldes (r � ) ist gerade die Potentialdi�erenz
zwischen den Endpunkten. Umschlie�t die geschlossene KurveC die Wirbelsingu-
larit •at im Ursprung nicht, dann hat sich der Winkel ' nicht ge•andert und es ist
' (L) = ' (0). Die Zirkulation ist dann Null: � C = 0. Umschlie�t die geschlossene
Kurve hingegen die Wirbelsingularit•at einfach, so hat sich der Winkel um �' = 2�
ge•andert und es gilt nach (2.36) � C = � 2�A i .

Da es sich um eine rotierende Str•omung handelt, betrachten wir auch die Vorti-
zit•at. F•ur r 6= 0 verschwindet die Vortizit•at2

! = ~ez �~! = ~ez �r� ~u = ~ez �r� [V(r )~e' ] = � A i~ez �r�
�

~e'

r

�
= � A i

1
r

@
@r

r
�

1
r

�
= 0:

(2.37)
Daher kann die Vortizit•at nur im Ursprung konzentriert sein. Mit dem Ansatz
! = 
 � (x)� (y) und mit Hilfe des Stokesschen Satzes erhalten wir3

� =
I

C
~u � d~x

(1.48)
=

Z

S
(r � ~u) � d~S =

Z

S
! dS =

Z

S

 � (x)� (y) dx dy = 
 : (2.38)

Die Zirkulation ist gleich der im Ursprung konzentrierten Vortizit•at.4 Da die Vor-
tizit •at nur im Ursprung konzentriert ist, wird der Potentialwirbel auchPunktwirbel

2F•ur die Vortizit •at gilt in Zylinderkoordinaten

~! = r � ~u =
�

1
r

@W
@'

�
@V
@z

�
~er +

�
@U
@z

�
@W
@r

�
~e' +

1
r

�
@(rV )

@r
�

@U
@'

�
~ez :

3Die Gr•o�e 
 hat die Dimension einer Vortizit •at multipliziert mit der Einheits
 •ache.
4Dies gilt im dimensionslosen Fall. � und 
 haben nat •urlich unterschiedliche Dimensionen.
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2.3. Superposition von L•osungen

(a) Potentialwirbel
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1
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2
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(b) Festk•orperrotation
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1
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3 4
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Abbildung 2.9.: Bei einem Potentialwirbel (a) rotiert ein Fluidelement um d as Wirbel-
zentrum. Das Fluidelement dreht sich dabei aber nicht um sich selbst. Bei einer Fest-
k•orperrotation, bei welcher die Vortizit •at ~! konstant ist, rotiert auch jedes Fluidelement
um sich selbst (b).

oder Fadenwirbel genannt. Die Vortizit•at ist ein Ma� f •ur die Drehrate substantieller
Fluidelemente. Daher erf•ahrt eine Fluidelement, das sich au�erhalb des Ursprungs
be�ndet, keine Drehung um sich selbst. Gleichwohl dreht es sich um das Zentrum
der Potentialwirbels (siehe Abb.2.9).

2.3. Superposition von L•osungen

Die Ausgangsgleichungen (2.1a) und (2.1b)

@u
@x

+
@v
@y

= 0;
@v
@x

�
@u
@y

= 0 (2.39)

lassen sich unter Verwendung von� und  auch schreiben als

@2�
@x2

+
@2�
@y2

= r 2� = 0; (2.40a)

@2 
@x2

+
@2 
@y2

= r 2 = 0: (2.40b)

Sowohl das Potential � als auch die Stromfunktion  gen•ugen der Laplace-
Gleichung.

Die Gleichungen (2.40a) und (2.40b) sind linear in � bzw.  . Sind zum Bei-
spiel � 1(x; y) und � 2(x; y) zwei verschiedene L•osungen von (2.40a), dann ist auch
die gewichtete Summe� 3 = a1� 1 + a2� 2 eine L•osung dieser Gleichung (ai belie-
bige Konstanten). Dies gilt auch f•ur die komplexen Potentiale. Man nennt diesen
SachverhaltSuperpositionsprinzip.

Aufgrund dieses Prinzips ist es m•oglich, aus bereits bekannten speziellen L•osun-
gen (z.B. f•ur Quelle und Wirbel) zu komplexeren Str•omungsformen zu kommen.
Wir betrachten einige einfache Beispiele.
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2. Ebene station•are inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie Str•omungen

2.3.1. Quelle in Parallelstr •omung

Wir betrachten nun die Superposition einer Parallelstr•omung inx-Richtung F1(z) =
u1 z mit einer Quelle im UrsprungF2(z) = ( q=2� ) ln z; q > 0. Dann erhalten wir
das komplexe Potential

F (z) = u1 z +
q

2�
ln z: (2.41)

Die Berechnung von� und  ergibt nach Gleichung (2.10) mit F (z) = u1 (x + i y)+
(q=2� ) (ln r + i ' )

� = < (F ) = u1 x +
q

2�
ln

p
x2 + y2; (2.42a)

 = = (F ) = u1 y +
q

2�
arctan

y
x

: (2.42b)

F•ur die Geschwindigkeitskomponenten erh•alt man

u =
@�
@x

= u1 +
q

2�
x

x2 + y2
; v =

@�
@y

=
q

2�
y

x2 + y2
: (2.43)

In gro�er Entfernung r 2 = x2 + y2 ! 1 vom Ursprung gilt daher

u ! u1

v ! 0

�
f•ur r ! 1 : (2.44)

Da die Str•omung der Quelle wier � 1 zerf•allt, dominiert f •ur r ! 1 die homogene
Str•omung.

Die Form der Stromlinien l•a�t sich nun nicht mehr so einfach bestimmen wie bei
den vorangegangenen Beispielen. Dennoch lassen sich relativ schnell einige Aussa-
gen•uber die Str•omung machen. Zun•achst kann man nach einem Staupunkt (x; y) =
(xS; yS) suchen. Er ist durch~u(xS; yS) = 0 charakterisiert. Die v-Komponente der
Str•omung ist antisymmetrisch bez•uglich y. Daher gilt v(y = 0) = 0. Deshalb suchen
wir einen Staupunkt mit yS = 0. Zusammen mit yS = 0 liefert die Bedingungu = 0

0 = u(xS; yS = 0) = u1 +
q

2�
1

xS
: (2.45)

Damit erhalten wir

(xS; yS) =
�

�
q

2�u 1
; 0

�
: (2.46)

Auf der x-Achse undx > 0 stromab der Quelle gilt = 0 ( ' = 0). Direkt strom-
auf der Quelle f•ur ' = � ist  = q=2 (siehe (2.28b)). Die Stromlinie mit  = q=2
l•auft in den Staupunkt ein. Daher besitzen auch die aus dem Staupunkt auslaufen-
den Stromlinien den Wert  = q=2. Da f•ur x ! 1 nach (2.44) alle Stromlinien
parallel zur x-Achse verlaufen, werden auch die aus dem Staupunkt herauslaufen-
den Stromlinine f•ur x ! 1 parallel zur x-Achse verlaufen. Das zwischen diesen
beiden Stromlinien be�ndliche Fluid stammt ausschlie�lich aus der Quelle.O�en-
bar mu� der Volumenstrom der Quelleq gleich dem Strom durch einen Querschnitt
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2.3. Superposition von L•osungen
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Abbildung 2.10.: Stromlinien einer Quelle in homogener Str•omung.

des durch die beiden Stromlinien = q=2 begrenzten Streifens der Breiteb f•ur
x ! 1 sein. Dies f•uhrt auf die Bedingung

q = bu1 ) b=
q

u1
: (2.47)

Damit haben wir ein qualitatives Bild der Str•omung erhalten. Berechnete Strom-
linien sind zusammen mit den berechneten Gr•o�en in Abb. 2.10gezeigt. Der Stau-
punkt S stellt einen Verzweigungspunktder Stromlinie  = q=2 dar. Die Str•o-
mung ist in jedem Punkt tangential zu Linien = const. Deshalb kann man jede
Stromlinie auch als Ober
•ache eines K•orpers deuten. Insbesondondere kann man
die Stromlinie  = q=2 als Kontur eines umstr•omten stumpfen K•orpers au�assen,
aus dem kein Volumenstrom austritt. Die Kurve = q=2 teilt dann die Str•omung
in einen Au�enbereich mit der Str•omung um den K•orper herum und in einen Innen-
bereich. Die Str•omung innerhalb des K•orpers ist im allgemeinen nur zur Erzeugung
der K•orperkontur wichtig.

2.3.2. Quelle und Senke in Parallelstr •omung

William John
Macquorn
Rankine
1820{1872

Durch die •Uberlagerung einer Parallelstr•omung und einer Quelle
haben wir die Umstr•omung eines halbunendlichen K•orpers erhal-
ten. Zur Modellierung der Str•omung um einen endlichen K•orper
ben•otigen wir neben Quellen auch noch Senken, so da� die ge-
samte Quellst•arke verschwindet

nX

i =1

qi = 0; (2.48)

wobei qi die St•arke der i -ten Quelle/Senke bezeichnet. Das ein-
fachste Beispiel ergibt sich durch die•Uberlagerung einer Quelle
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2. Ebene station•are inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie Str•omungen

mit einer Senke gleicher St•arke auf derx-Achse in einer Paral-
lelstr•omung. Wir erhalten dann die Umstr•omung einesRankine-

K•orpers.
Wir wollen daher der homogenen Parallelstr•omung in x-Richtung F1(z) = u1 z

nun eine SenkeF2 und eine QuelleF3 mit gleicher St•arke •uberlagern. Diese lassen
sich darstellen als

F2(z) =
q

2�
ln(z + a); Quelle beiz = � a; (2.49a)

F3(z) = �
q

2�
ln(z � a); Senke beiz = a: (2.49b)

Die •Uberlagerung l•a�t sich schreiben als

F (z) = u1 z +
q

2�
ln

z + a
z � a

= u1 (x + i y) +
q

2�
ln

(x + a) + i y
(x � a) + i y

: (2.50)

Daraus erhalten wir Potential und Stromfunktion (Superposition der Real- und
Imagin•arteile der Fi , Polardarstellung der Argumente von ln)

� = < (F ) = u1 x +
q

2�

�
ln

p
(x + a)2 + y2 � ln

p
(x � a)2 + y2

�
; (2.51a)

 = = (F ) = u1 y +
q

2�

�
arctan

y
x + a

� arctan
y

x � a

�
: (2.51b)

Die kartesischen Geschwindigkeitskomponenten lauten

u = � x = u1 +
q

2�

�
x + a

(x + a)2 + y2
�

x � a
(x � a)2 + y2

�
; (2.52a)

v = � y =
q

2�

�
y

(x + a)2 + y2
�

y
(x � a)2 + y2

�
: (2.52b)

Einige Nullstellen vonv liest man direkt ab: y = 0. Deshalb suchen wir Staupunkte
auf der x-Achse und setzenyS = 0. Mit u = 0 erh•alt man die Bedingung

0 = u1 +
q

2�

�
1

xS + a
�

1
xS � a

�
: (2.53)

Au
 •osen nachxS liefert die beiden Staupunktskoordinaten

xS = � a
r

1 +
q

u1 �a
: (2.54)

Die Stromlinien sind symmetrisch bez•uglich x = 0 und y = 0. Es stellt sich heraus,
da� die aus (x; y) = ( �1 ; 0) in den Staupunkt S1 bei x < 0 einlaufende Stromlinie
 = 0 entspricht (siehe Abb.2.11). Daher ist auch auf den beiden ausS1 auslaufen-
den Stromlinien = 0. Diese beiden Stromlinen, die in den StaupunktS2 einlaufen,
de�nieren die K•orperkontur. Die maximale K•orperdicke y = ym ergibt sich dann
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2.3. Superposition von L•osungen
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Abbildung 2.11.: Stromlinien einer Quelle und Senke gleicher St•arke in einer homogenen
Str•omung parallel zur Verbindungslinie.

aus der K•orperstromlinie an der Stellex = 0. Mit  = 0 und (x; y) = (0 ; ym ) erh•alt
man aus (2.51b) f•ur die dickste Stelle

0 = u1 ym +
q

2�

�
arctan

ym

a
� arctan

ym

(� a)

�
: (2.55)

Da arctan antisymmetrisch ist, erh•alt man die transzendente Gleichung

0 = u1 ym +
q
�

arctan
ym

a
: (2.56)

Sie l•a�t sich nicht mehr explizit nach ym au
 •osen, so da� die Stromlinien berechnet
werden m•ussen (Abb.2.11).

2.3.3. Dipol in Parallelstr •omung

Wir betrachten nun den Grenz•uberganga ! 0, wobei die Quellst•arke q zun•achst
festgehalten wird

F (z) = u1 z +
q

2�
ln

z + a
z � a

= u1 z +
q

2�
ln

1 + a=z
1 � a=z

= u1 z +
q

2�

h
ln

�
1 +

a
z

�
� ln

�
1 �

a
z

�i
: (2.57)

F•ur q = const: und z 6= 0 folgt f •ur a ! 0: F (z 6= 0) ! u1 z. Im Grenzfall l•oschen
sich Quelle und Senke endlicher St•arke aus.

Um im Limes a ! 0 eine endliche St•orung der Parallelstr•omung zu erhalten,
mu� gleichzeitig mit a ! 0 die Quellst•arke q ! 1 streben, so da� das Produkt
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2. Ebene station•are inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie Str•omungen

qa konstant bleibt. Um dies zu sehen, entwickeln wir den Logarithmus in (2.57) in
eine Taylor-Reihe um 1 f•ur ja=zj � 1. Die Taylor-Entwicklung lautet

ln (1 + � ) = ln(1) + � ln0(1) + : : : = � + O(� 2): (2.58)

Dann erhalten wir f•ur j� j = ja=zj � 1 (die Summanden mit geraden Potenzen von
a=z kompensieren sich)

F (z) � u1 z +
qa
�z

+ O
�

q

�
�
�
�
a3

z3

�
�
�
�

�
: (2.59)

Damit der nichttriviale Term erster Ordnung erhalten bleibt, mu� qa im Limes
a ! 0 von Null verschieden sein. F•ur m := qa = const: erhalten wir im Limes
a ! 0

F (z) = u1 z +
m
�z

: (2.60)

Die zum komplexen Potentialm=(�z ) geh•orende Str•omung nennt manDipolstr•o-
mung. Die Gr•o�e m hei�t Dipolmomentund ist ein Ma� f •ur die St•arke des Dipols.5

Wenn man den zweiten Summanden in (2.60) mit z� erweitert, erh•alt man

F (z) = u1 (x + i y) +
m
�

x � iy
x2 + y2

: (2.61)

Hieraus erhalten wir Potential und Stromfunktion

� = < (F ) = u1 x +
m
�

x
x2 + y2

; (2.62a)

 = = (F ) = u1 y �
m
�

y
x2 + y2

: (2.62b)

F•ur die Stromlinie mit  = 0 gilt

 =
�

u1 �
m
�

1
x2 + y2

�
y = 0: (2.63)

O�enbar ist die Symmetrielinie y = 0 eine Stromlinie mit  = 0. Dar •uber hinaus
erhalten wir auch eine nichttriviale Nullstelle von f•ur

x2 + y2 =
m

�u 1
=: R2: (2.64)

Dies ist ein Kreis mit dem RadiusR auf welchem ebenfalls = 0 gilt. O�enbar l •a�t
sich mit einem Dipol in Parallelstr•omung die ebene Umstr•omung eines Zylinders
mit Radius R beschreiben (siehe Abb.2.12).6

5Einen Dipol, der nicht zur x-Achse ausgerichtet ist, kann man durch eine Drehung erhalten, die
durch einen Phasenfaktorz ! zei ' 0 dargestellt werden kann. In der Elektrodynamik hat man
eine analoge Situation, wobeiq dem Betrag zweier entgegengesetzter Punktladungen entspricht.

6Die Ober
 •ache eines K•orpers in einer zweidimensionalen inkompressiblen reibungsfreien Str•o-
mung mu� eine Stromlinie sein. Daher gilt auf der K•orperkontur  = const. Im vorliegenden
Spezialfall ist diese Konstante gleich Null.
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2.3. Superposition von L•osungen

x

y

2R

Abbildung 2.12.: Stromlinien f•ur einen Dipol in einer Parallelstr•omung, wobei der Dipol
parallel zur Richtung der Anstr •omung ausgerichtet ist.

Mit Hilfe von R kann man das komplexe PotentialF sowie� und  auch schreiben
als

F (z) = u1

�
z +

m
�u 1

1
z

�
= u1

�
z +

R2

z

�
; (2.65a)

� = u1 x
�

1 +
R2

r 2

�
; (2.65b)

 = u1 y
�

1 �
R2

r 2

�
: (2.65c)

Durch Di�erenzieren dieser Gr•o�en kann man die Geschwindigkeitskomponenten
erhalten. Von besonderem Interesse ist die Tangentialgeschwindigkeit auf der Zy-
linderober
 •ache beir = R. F•ur die azimutale Geschwindigkeit aufr = R erhalten
wir aus dem Potential

V =
�

1
r

@�
@'

�

r = R

=
1
R

@
@'

�
u1

�
1 +

R2

r 2

�
r cos'

�

r = R

= �
1
R

�
u1

�
1 +

R2

r 2

�
r sin '

�

r = R

= � 2u1 sin': (2.66)

In den Staupunkten istV = 0. Sie liegen daher bei' s = 0; � . Die maximale Tangen-
tialgeschwindigkeit jV jmax = 2u1 wird bei ' = � �= 2 erreicht. Die Druckverteilung
auf der Zylinderober
•acher = R kann man aus der Bernoulli-Gleichung erhalten

~u2

2

�
�
�
�
r = R

+
p
�

=
u2

1

2
+

p1

�
; (2.67)
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2. Ebene station•are inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie Str•omungen
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Abbildung 2.13.: Verteilung der Tangentialgeschwindigkeit V (a) und des Druckbeiwerts
cp auf der Zylinderober
 •ache als Funktion der Koordinate x.

beziehungsweise
p � p1

�
=

1
2

(u2
1 � V 2): (2.68)

F•ur den Druckkoe�zienten cp gilt daher

cp =
p � p1

�u 2
1 =2

= 1 �
V 2

u2
1

: (2.69)

Diese Formel gilt allgemein, wobeiV die Tangentialgeschwindigkeit ist. Im hier
vorliegenden Fall istcp = 1 � 4 sin2 ' . Da die Druckverteilung bez•uglich x = 0 sym-
metrisch ist (siehe auch Abb.2.13), verschwindet der Widerstand des umstr•omten
Zylinders und f•ur den Widerstandsbeiwert (1.8b) gilt

cD = �
1

2R

I

S
cpnx dS = 0: (2.70)

Es l•a�t sich ganz allgemein zeigen, da� der Widerstand eines umstr•omten K•orpers
in einer reibungsfreien Str•omung verschwindet, wenn sehr weit stromabw•arts wie-
der die ungest•orte Str•omung herrscht. Dieses Ergebnis der Theorie reibungsfreier
Str•omungen steht im Widerspruch zur Erfahrung. Es wird daherD'Alembertsches
Paradoxongenannt. Der Widerspruch kann durch die Ber•ucksichtigung von inne-
ren Reibungse�ekten aufgel•ost werden. Im Fall einerreibungsfreienUmstr•omung
k•onnen Kr•afte auf die K•orperober
•ache nur durch den Druck•ubertragen werden.
Aufgrund der Symmetrie der Umstr•omung eines Zylinders bzgl.x = 0 kompensieren
sich diese.

Bleiben im Unendlichen St•orungen zur•uck (z.B. die Wirbelschleppe hinter einem
Fl•ugel endlicher Streckung oder Wellen, die von einem ebenen Pro�l bei einer •Uber-
schallstr•omung ausgehen), so liefert auch die Theorie reibungsfreier Fluide einen von
Null verschiedenen Widerstand.
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2.3. Superposition von L•osungen

2.3.4. Rotierender Zylinder in Parallelstr •omung

Das Potential (2.65a) beschreibt die symmetrische Umstr•omung eines Zylinders.
Wenn wir dieser Str•omung einen Potentialwirbel•uberlagern, bleibt die kreisf•ormige
Stromlinie, welche die Zylinderober
•ache beschreibt, erhalten. Durch die•Uberla-
gerung von (2.65a) und (2.30) erhalten wir die Umstr•omung eines Zylinders mit
Zirkulation

F (z) = u1

�
z +

R2

z

�
� i

�
2�

ln z: (2.71)

Potential und Stromfunktion lauten

� = u1 x
�

1 +
R2

r 2

�
+

�
2�

'; (2.72a)

 = u1 y
�

1 �
R2

r 2

�
�

�
2�

ln r: (2.72b)

F•ur die K•orperstromlinine gilt hier  (r = R) = � (� =2� ) ln R. Von besonderem
Interesse ist wieder die Tangentialkomponente der GeschwindigkeitV auf dem Kreis
r = R

V(' ) =
1
r

@�
@'

�
�
�
�
r = R

= � 2u1 sin' +
�

2�R
: (2.73)

Wir betrachten den Fall � < 0 (Potentialwirbel dreht im Uhrzeigersinn). Dann
herrschen auf der Oberseite des Kreises•Ubergeschwindigkeiten (im Vergleich zu
� = 0) und auf der Unterseite Untergeschwindigkeiten. Fallsj� j klein ist, liegen auf
der Unterseite des Kreises zwei Staupunkte, die durchV = 0 charakterisiert sind.
Aus (2.73) folgt damit

sin' S =
�

4�u 1 R
< 0 (2.74)

Diese Situation ist in Abb. 2.14 gezeigt. Wenn � weiter absinkt, fallen bei dem
kritischen Wert

� c = � 4�u 1 R (2.75)

die beiden Wurzeln von (2.74) (die beiden Staupunkte) bei' S = 3�= 2 zusammen.
F•ur noch st•arkere Zirkulation � < � c gibt es auf dem Kreis keinen Staupunkt mehr.
Dieser bildet sich dann in der freien Str•omung aus. Die beiden Situationen sind in
Abb. 2.15 illustriert.

Aus der azimutalen Geschwindigkeit (2.73) erhalten wir wie in (2.69) den Druck-
beiwert

cp(' ) = 1 �
V 2(' )

u2
1

= 1 � 4 sin2 ' +
2�

�u 1 R
sin' �

� 2

4� 2u2
1 R2

: (2.76)

F•ur den Widerstandsbeiwert erh•alt man dann aus (1.8b) unter Ber•ucksichtigung
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2. Ebene station•are inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie Str•omungen

x

y

S1 S2

Abbildung 2.14.: Zylinderumstr •omung mit Zirkulation f •ur 0 > � = � c=2 > � c =
� 4�u 1 R.

(a) � = � c

x

y

S

(b) � = 1 :05� c < � c < 0

x

y

S

Abbildung 2.15.: Zylinderumstr •omung mit Zirkulation f •ur � = � c = � 4�u 1 R (a) und
� = 1 :05� c < � c (b).

des nach au�en gerichteten Normalenvektors~n = (cos '; sin' )T

cD = �
1

2R

Z 2�

0
cpnxR d' (2.77)

= �
1
2

Z 2�

0

"

1 � 4 sin2 ' +
2� sin '
�u 1 R

�
�

�
2�u 1 R

� 2
#

cos' d' = 0;
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2.4. Methode der Singularit•atenbelegung (Pro�ltheorie)

in •Ubereinstimmung mit dem D'Alembertschen Paradoxon. F•ur den Auftriebsbei-
wert gilt nach (1.8a) und mit ny = sin '

cL = �
1
2

Z 2�

0

"

1 � 4 sin2 ' +
2� sin '
�u 1 R

�
�

�
2�u 1 R

� 2
#

sin' d': (2.78)

Wegen
R2�

0 sin2 ' d' = � folgt

cL = �
1
2

2�
�u 1 R

� = �
�

u1 R
: (2.79)

Nur der Mischterm, der durch das Zusammenwirken von Anstr•omung und Zirku-
lation zustande kommt, tr•agt zum Auftrieb bei. Mit ( 1.7a) ergibt sich hieraus die
Auftriebskraft pro axialer L•angeneinheit des Zylinders alsL = 2R(�u 2

1 =2)cL , also

L = � �u 1 � : (2.80)

Dieses Ergebnis nennt man auch denSatz von Kutta-Joukowski. Erstaunlicherweise
ist die Auftriebskraft unabh•angig vom RadiusR des Zylinders und h•angt entschei-
dend von der Zirkulation � um den Zylinder ab. Die Zirkulation spielt hier eine
Schl•usselrolle. Wir werden noch sehen, da� dieser Satz allgemein gilt, also auch f•ur
die Umstr•omung von beliebigen Pro�len. Die AuftriebskraftL ist eine leistungslose
Kraft, da sie senkrecht auf der Anstr•omrichtung ~u1 steht (~L � ~u1 = 0).

2.4. Methode der Singularit •atenbelegung
(Pro�ltheorie)

Mit Kenntnis der elementaren Str•omungsformen einer zweidimensionalen reibungs-
und wirbelfreien Str•omung k•onnen wir nun die Str•omung um Pro�le betrachten
(Abb. 2.16). Dabei wird angenommen, da� das Pro�l schlank ist. Schlank bedeu-
tet hier, da� die maximale Dicke dmax des Pro�ls klein gegen•uber seiner L•ange ist.
Wenn wir die L•angel des Pro�ls als Skala verwenden, ist dies gleichbedeutend mit
der Forderung� := dmax=l � 1. Dar•uber hinaus gehen wir auch von einem kleinen
Anstellwinkel " � 1 aus. Der Ursprung des Koordinatensystems wird konventions-
gem•a� in die Spitze (Nase) des Pro�ls gelegt. Wir betrachten den Grenzfall� � 1
und " � 1, weil dann nichtlineare Zusammenh•ange linearisiert werden k•onnen. Die-
ses Vorgehen erm•oglicht eine analytische L•osung und damit auch ein grundlegendes
Verst•andnis der Trag
•ugelumstr•omung.

F•ur das reelle Geschwindigkeitspotential macht man den Ansatz

� = u1 x + v1 y + u1 � (x; y; "; � ): (2.81)

Hierbei ist u1 � die von den Parametern" und � abh•angige Abweichung des Po-
tentials von demjenigen der ungest•orten Parallelstr•omung u1 x + v1 y. Man nennt
� deshalb auch dasSt•orpotential.
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2. Ebene station•are inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie Str•omungen

x

y

u1

v1
~u1

"

y = �h o(x)

y = � �h u(x)
0 1

Abbildung 2.16.: Ein d•unnes Pro�l der Dicke � , das unter einem kleinem Winkel " an-
gestr•omt wird.

Ist das Pro�l unendlich d•unn und verschwindet der Anstellwinkel (v1 = 0), dann
ist � = 0. Wir betrachten kleine Abweichungen von diesem Grenzfall. Dazu wird
� in eine Taylor-Reihe f•ur kleine � und " entwickeln. Wir erwarten (im Falle eines
regul•aren Verhaltens) in f•uhrender Ordnung einelineare Abh•angigkeit von � und
". Daher machen wir den Ansatz

� = � � 1(x; y) + "� 2(x; y); (2.82)

wobei � � 1(x; y) den Dicken- und W•olbungse�ekt und "� 2(x; y) den Anstelle�ekt
beschreiben. In dieser linearer N•aherung sind der Dicken- und der Anstelle�ekt un-
abh•angig voneinander. Der gesamte E�ekt ist eine Superposition.7 Bei diesem An-
satz (2.82) m•ussen wir au�erdem verlangen, da�� 1 und � 2 nicht divergieren, denn
dann w•urde die Annahme einer kleinen St•orung der homogenen Str•omung falsch
sein und der Ansatz (2.82) w•are so nicht m•oglich. Bevor wir geeignete Potentiale
angeben k•onnen, m•ussen wir kl•aren, welche Randbedingungen von den Potentialen
zu erf•ullen sind.

2.4.1. Randbedingungen

Wir beschreiben die Kontur der K•orpers durch zwei Funktionen �h o(x) und
� �h u(x) nach Abb. 2.16. Da die K•orperober
•ache nicht durchstr•omt werden kann,
mu� die Normalkomponente der Geschwindigkeit auf der Ober
•ache des K•orpers
verschwinden. Nur die tangentiale Komponente ist im allgemeinen von Null ver-
schieden. Die Forderung, da� der Geschwindigkeitsvektor tangential zur Pro�lober-

 •ache ist, ergibt f•ur die Ober- und die Unterseite des Pro�ls

v [x; �h o(x)]
u [x; �h o(x)]

= �
dho

dx
; (2.83a)

v [x; � �h u(x)]
u [x; � �h u(x)]

= � �
dhu

dx
: (2.83b)

Diese allgemeinen Bedingungen f•ur die kartesischen Geschwindigkeitskomponenten
sind nichtlinear in � und ".

7F•ur gr•o�ere Dicken und Anstellwinkel, sind beide E�ekte nicht mehr unabh•angig voneinander.

38 H. C. Kuhlmann, A. Kluwi†
Str •omungsmechanik 2



2.4. Methode der Singularit•atenbelegung (Pro�ltheorie)

Dickene�ekt Wenn wir den Ansatz (2.81) in die Randbedingungen (2.83) einset-
zen, erhalten wir zun•achst f•ur den Fall ohne Anstellung, d.h. f•ur v1 = 0 entspre-
chend" = 0, die Beziehung f•ur die Oberseite

u1 � � 1y [x; �h o(x)]
u1 + u1 � � 1x [x; �h o(x)]

= �
dho

dx
: (2.84)

Jetzt wollen wir die Forderung� � 1 ausnutzen. Dazu entwickeln wir� 1 bzw. die
Ableitungen von � 1 in eine Taylor-Reihe f•ur kleine y � 1

� 1y [x; �h o(x)] = � 1y(x; 0+ ) + �h o(x)� 1yy (x; 0+ ) + O(� 2); (2.85a)

� 1x [x; �h o(x)] = � 1x (x; 0+ ) + �h o(x)� 1xy (x; 0+ ) + O(� 2): (2.85b)

Damit erhalten wir

� � 1y(x; 0+ ) + O(� 2)
1 + � � 1x (x; 0+ ) + O(� 2)

= � � 1y(x; 0+ ) + O(� 2) != �
dho

dx
: (2.86)

Im Limes � ! 0 (Linearisierung, Vernachl•assigung der Terme� O(� 2)) erhalten
wir damit f •ur die Oberseite (0+ ) und in analoger Weise f•ur die Unterseite (0� )

� 1y(x; 0+ ) =
dho

dx
;

� 1y(x; 0� ) = �
dhu

dx
:

(2.87a)

(2.87b)

Durch die lineare N•aherung haben wir die Randbedingungen beiy = �h o bzw.
y = � �h u auf Bedingungen beiy = 0+ bzw. y = 0 � zur•uckgef•uhrt.

Anstelle�ekt F•ur ein angestelltes Pro�l gilt
v1

u1
= tan " = " + O("2) ) v1 = "u1 + O("2): (2.88)

Damit lautet das Gesamtpotential

� = u1 x +
�
"u1 + O("2)

�
y + u1 (� � 1 + "� 2): (2.89)

Wenn man die Randbedingung (2.83a) f•ur dieses Potential auf der Oberseite aus-
wertet, erhalten wir

v
u

=
� y

� x
=

"u1 + �u 1 � 1y(x; �h o) + "u1 � 2y(x; �h o) + O("2)
u1 + �u 1 � 1x (x; �h o) + "u1 � 2x (x; �h o)

= �
dho

dx
: (2.90)

Wenn man nun die Linearisierung (2.85a) von � 1y verwendet und auch� 2y f•ur kleine
y nach Taylor entwickelt, erh•alt man in f•uhrender Ordnung f•ur die Ober- (0+ ) und
die Unterseite (0� )

" + � � 1y(x; 0+ ) + "� 2y(x; 0+ ) = �
dho

dx
; (2.91a)

" + � � 1y(x; 0� ) + "� 2y(x; 0� ) = � �
dhu

dx
: (2.91b)
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2. Ebene station•are inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie Str•omungen

Der Koe�zientenvergleich bzgl. � liefert liefert das bekannte Ergebnis (2.87). Die
Koe�zienten von " liefern

� 2y(x; 0+ ) = � 1;

� 2y(x; 0� ) = � 1:

(2.92a)

(2.92b)

Diese Gleichungen entsprechen einer St•orgeschwindigkeitv = "u1 � 2y = � "u1 .
Diese St•orung kompensiert genau die vertikale Komponente der homogenenAn-
str•omung, so da� auf der Strecke (x; y) = ([0 ; 1]; 0) gilt: v = 0. Diese Bedingung
ist identisch mit der Randbedingung f•ur die Umstr•omung einer ebenen unendlich
d•unnen Platte der L•ange 1.

E�ekt der W •olbung Es ist zweckm•a�ig, das St•orpotential

� 1 = � 1d + � 1w (2.93)

in einen Dicken- und einen W•olbanteil aufzuspalten. Dazu zerlegen wir die Pro�l-
funktionen in einen symmetrischen Anteil (Dickenanteil) und einen antisymmetri-
schen Anteil (W•olbanteil)

ho =
1
2

(ho + hu) +
1
2

(ho � hu) = hd + hw ; (2.94a)

hu =
1
2

(ho + hu) �
1
2

(ho � hu) = hd � hw: (2.94b)

Wenn man diese Zerlegungen in (2.87) einsetzt und den Dicken- und den W•ol-
bungsbeitrag trennt, sieht man, da� der Dickenanteil� 1d den Randbedingungen

� 1d;y(x; 0+ ) =
dhd

dx
;

� 1d;y(x; 0� ) = �
dhd

dx
;

(2.95a)

(2.95b)

gen•ugen mu�. Diese Randbedingungen entsprechen der Umstr•omung eines symme-
trischen Pro�ls mit der Dicke hd. F•ur den W•olbe�ekt erh•alt man

� 1w;y (x; 0+ ) =
dhw

dx
;

� 1w;y (x; 0� ) =
dhw

dx
:

(2.96a)

(2.96b)

Die Randbedingungen (2.96) entsprechen der Umstr•omung einer unendlich d•unnen,
gew•olbten Platte (identische Geschwindigkeiten oben und unten mit Komponente
v 6= 0).

Die Str•omung um ein beliebiges schlankes und schwach angestelltes Pro�l kann
demnach durch die•Uberlagerung von Anstell-, Dicken- und W•olbungse�ekt gewon-
nen werden. Voraussetzung daf•ur ist, da� jeder der E�ekte klein ist. Das Potential
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2.4. Methode der Singularit•atenbelegung (Pro�ltheorie)

x

y

u1
v1

~u1 "

y = �h o(x)

y = � �h u(x)0 1
= x

y

u1
v1

~u1 "
0 1

+ x

y

u1

0 1

hd (x) = ( ho + hu )=2

+ x

y

u1

0 1

hw (x) = ( ho � hu )=2

Abbildung 2.17.: F•ur schlanke schwach angestellte Pro�le l•a�t sich die Str •omung aus-
dr•ucken durch eine•Uberlagerung der Str•omung um eine angestellte d•unne Platte (a), ein
nicht angestelltes symmetrisches Pro�l mit einer von Null verschiedener Dicke (b) und
eine nichtangestellte unendlich d•unne gew•olbte Platte (c).

des gesamten Problems ist dann gegeben durch die Superposition

� = u1 [x + "y + � � 1d(x; y) + � � 1w (x; y) + "� 2(x; y)]: (2.97)

Diese •Uberlagerung ist symbolisch in Abb.2.17dargestellt.

2.4.2. Dickene�ekt

Wir wollen nun das St•orpotential � 1d f•ur den Dickene�ekt explizit bestimmen. Da
das Potential � 1d der linearen Laplace-Gleichung gen•ugen mu�, k•onnen wir elemen-
tare Potentiale superponieren. Wir versuchen nun, Quellen und Senken derart auf
der x-Achse zu verteilen, da� die Randbedingungen (2.95) (Dickene�ekt) erf •ullt
werden. Dies k•onnen wir nicht durch diskrete Quellen/Senken erreichen. Vielmehr
ben•otigen wir eine kontinuierliche Verteilung der Quellen/Senken.

Wir betrachten zun•achst eine einzelne Quelle/Senke im Punkt (x; y) = ( �; 0) mit
der in�nitesimalen Quellst•arke dq. Der von dieser Quelle stammende Beitrag d� 1d

zum reellen St•orpotential � 1d ist nach (2.28a)

d� 1d =
dq
2�

ln
p

(x � � )2 + y2: (2.98)

Die Quellst•arkeverteilung wird zweckm•a�igerweise durch eineBelegungsfunktion
m(� ) ausgedr•uckt, welche die Quellst•arke am Ort � und pro L•ange in � -Richtung
(x-Richtung) beschreibt. Dies ist eine Art Quelldichte, die zun•achst noch unbekannt
ist. Dann ist

dq(� ) =
dq
d�

d� = m(� )d�: (2.99)

Das gesamte Potential� 1d erh•alt man nun durch Aufsummation, d.h. Integration,
•uber die zwischenx = 0 und x = 1 kontinuierlich angeordneten Elementarquellen

� 1d(x; y) =
1

2�

Z 1

0
m(� ) ln

p
(x � � )2 + y2 d�: (2.100)
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2. Ebene station•are inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie Str•omungen

f =
y

(x � � )2 + y2

�

1
y

1
2y

� y� y
x

�

f

0
0

20

40

60

80

100

0:2 0:4 0:6 0:8 1

Abbildung 2.18.: (a) Skizze der Funktion f (� ) = y
�
(x � � )2 + y2

� � 1 und (b) Auswertung
von f (� ) f •ur x = 0 :5 und y = 0 :1 (gr•un), 0.01 (blau), 0.001 (rot ) und 0.0001 (schwarz).

Durch Ableitung erh•alt man die zugeh•origen Komponenten der St•orgeschwindigkeit

� 1d;x =
1

2�

Z 1

0
m(� )

x � �
(x � � )2 + y2

d�; (2.101a)

� 1d;y =
1

2�

Z 1

0
m(� )

y
(x � � )2 + y2

d�: (2.101b)

Wenn wir die Randbedingung (2.95) f•ur � 1d auswerten, erhalten wir

lim
y! 0+

� 1d;y = lim
y! 0+

1
2�

Z 1

0
m(� )

y
(x � � )2 + y2

d� !=
dhd

dx
: (2.102)

Dies ist eine Bedingung zur Bestimmung der unbekannten Belegungsfunktion m(x)!
Wir nehmen an, da� das Integral und der Limes in (2.102) existieren. Dann kann
man beide Prozesse vertauschen. Deshalb betrachten wir zun•achst den Limes des
Integranden y=[(x � � )2 + y2] (bis auf den Faktor m(� ) 6= 0, siehe Abb. 2.18) und
�nden

lim
y! 0+

y
(x � � )2 + y2

=
�

0; f•ur � 6= x;
1 ; f•ur � = x:

(2.103)

Im Limes y ! 0+ wird also nur m(� = x) einen Beitrag zum Integral liefern.
Deshalb schreiben wir

lim
y! 0+

1
2�

Z 1

0
m(� )

y
(x � � )2 + y2

d� = lim
y! 0+

m(x)
2�

Z 1

0

y
(x � � )2 + y2

d�: (2.104a)

Mit der Transformation � = ( � � x)=y und mit d� = d �=y l•a�t sich dann das
Integral berechnen8

lim
y! 0+

m(x)
2�

Z (1� x)=y

� x=y

d�
1 + � 2

0<x< 1=
m(x)
2�

Z 1

�1

d�
1 + � 2

=
m(x)
2�

[arctan� ]1�1 =
m(x)

2
:

(2.104b)
8Es ist arctan0(x) = 1 =(1 + x2).
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2.4. Methode der Singularit•atenbelegung (Pro�ltheorie)

Bemerkung Im Rahmen der Theorie verallgemeinerter Funktionen (Distributio-
nen) l•a�t sich ein Zusammenhang mit derDiracschen � -Funktion herstellen. Tat-
s•achlich ist (2.103) eine M•oglichkeit, die Diracsche� -Funktion zu de�nieren

� (z) := lim
� ! 0

1
�

�
z2 + � 2

= lim
n!1

1
�

n
1 + n2z2

: (2.105)

Dann gilt f •ur jede di�erenzierbare Funktion f (z)

lim
� ! 0

1
�

Z 1

�1

�
z2 + � 2

f (z) dz =
Z 1

�1
� (z)f (z) dz = f (0): (2.106)

Paul Adrien
Maurice Dirac
1902{1984

Aus der linearisierten Randbedingung (2.102) erhalten wir zu-
sammen mit (2.104) die Quellenbelegung

m(� ) = 2
dhd(� )

d�
: (2.107)

Sie entspricht der doppelten Steigung des Pro�ls. Damit ist die
Belegungsfunktionm(x) auf die K•orperform zur•uckgef•uhrt wor-
den. Wenn das Pro�l eine geschlossene K•orperkontur aufweist,
mu� das Integral •uber die Quellbelegung verschwinden (siehe
auch (2.48)). Dann mu� gelten

Z 1

0
dq =

Z 1

0
m(� )d� = 2 [hd(� )]1

0 = 0: X (2.108)

Nachdem wir die Quellbelegung ermittelt haben, k•onnen wir die Geschwindig-
keitsst•orung berechnen. F•ur die kartesischen Komponenten der Geschwindigkeits-
st•orung auf der K•orperober
•achey = �h (x) � 1 gilt in erster N•aherung

� 1d;x [x; �h (x)] = � 1d;x (x; 0+ ) + O(� ); (2.109a)

� 1d;y [x; �h (x)] = � 1d;y(x; 0+ ) + O(� ) =
dhd

dx
+ O(� ): (2.109b)

Dabei ist der f•uhrende Term der x-Komponente der St•orgeschwindigkeit (siehe
(2.101a))

� 1d;x (x; 0+ ) = lim
y! 0+

1
2�

Z 1

0
m(� )

x � �
(x � � )2 + y2

d� (2.110)

F•ur alle Punkte x 6= � gilt nun

lim
y! 0+

x � �
(x � � )2 + y2

=
1

x � �
: (2.111)

O�enbar hat der Integrand im Limes eine Polstelle bei� = x, welche durch diejenige
Quelle verursacht wird, die genau in dem Punkt lokalisiert ist. Um das Integral
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2. Ebene station•are inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie Str•omungen

(a) Hauptwert existiert

x

�

m(� )

� 1d;x

1
x � �

(b) Hauptwert existiert nicht

x

�

m(� )

� 1d;x

1
x � �

Abbildung 2.19.: Wenn die Belegungsfunktionm(� ) unstetig ist, f •uhrt dies zu einer lo-
garithmischen Singularit•at der Tangentialgeschwindigkeit � 1d;x .

dennoch berechnen zu k•onnen, spalten wir es in zwei Anteile auf (links und rechts
von der Singularit•at) und erhalten

� 1d;x (x; 0+ ) =
1

2�
lim

" ! 0+

� Z x� "

0

m(� )
x � �

d� +
Z 1

x+ "

m(� )
x � �

d�
�

=:
1

2�
�
Z 1

0

m(� )
x � �

d�:

(2.112)
Das so de�nierte Intergal nennt man denCauchyschen Hauptwert. Er wird auch
durch das Symbol

R
� gekennzeichnet.9

Beispiel f•ur den Cauchyschen Hauptwert Wenn m(x) stetig ist, dann ist das
Integral (2.112) (die x-Komponente der St•orgeschwindigkeit) im Bereichx 2]0; 1[
regul•ar. Um das zu sehen, nehmen wir an, da�m(x) st•uckweise konstant ist und
nur an der Stellex0 einen Sprung hat, und zwar vonm� nach m+ . Wir wollen nun
das gesamte Integralf (x) an einer Stellex < x 0 auswerten. F•ur das erste Integral
•uber [0; x � " ] erhalten wir dann

f 1(x) =
Z x� "

0

m(� )
x � �

d� = m�
Z x� "

0

1
x � �

d� = � m� [ln (x � � )]x� "
0

= � m� ln(x � (x � " )) + m� ln(x � 0) = � m� ln(" ) + m� ln(x):

9Beachte, da� der Cauchysche Hauptwert i.a. nicht invariant unter Transformationen der Integra-
tionsvariablen ist. Im Englischen wird der Cauchysche Hauptwert (HW) auch mit PV ( principal
value) bezeichnet.
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2.4. Methode der Singularit•atenbelegung (Pro�ltheorie)

F•ur das zweite Integral bekommen wir

f 2(x) =
Z 1

x+ "

m(� )
x � �

d� = m�
Z x0

x+ "

1
x � �

d� + m+
Z 1

x0

1
x � �

d�

= � m�
Z x0

x+ "

1
� � x

d� � m+
Z 1

x0

1
� � x

d�

= � m� [ln (� � x)]x0
x+ " � m+ [ln (� � x)]1

x0

= � m� ln(x0 � x) + m� ln [(x + ") � x] � m+ ln(1 � x) + m+ ln(x0 � x)

=
�
m+ � m�

�
ln(x0 � x) + m� ln(" ) � m+ ln(1 � x):

F•ur die Summe (und im Limes" ! 0) erhalten wir dann (dieroten divergierenden
Terme kompensieren sich)

�
Z 1

0

m(� )
x � �

d� = m� ln(x) +
�
m+ � m�

�
ln jx � x0j � m+ ln(1 � x):

Die Betragstriche beijx � x0j ergeben sich, wenn man das Integral auch f•ur x > x 0

auswertet.
Man sieht: F•ur eine konstante Belegung be�ndet sich beix = 0 und x = 1 je

ein Sprung von 0 aufm� bzw. von m+ auf 0. An diesen Stelle divergiertf (x) loga-
rithmisch mit dem Abstand vom singul•aren Punkt. Falls die Belegungm(x) einen
Sprung im Innern aufweist (z.B. bei einer st•uckweise konstanten Belegung), f•uhrt
dies zu einer weiteren logarithmischen Singularit•at an der Sprungstellex0 (siehe
auch Abb. 2.19). Daraus folgern wir, da� die x-Komponente der St•orgeschwindig-
keit im o�enen Intervall ]0 ; 1[regul•ar ist, wenn die Belegungsfunktion stetig ist.

Beispiele

1. Parabelbogenzweieck: Hierbei ist hd(x) = x(1� x) f•ur 0 � x � 1. Aus (2.107)
folgt

m(� ) = 2(1 � 2� ): (2.113)

2. Keilstufe: F•ur eine Keilstufe ist

hd(x) =

8
<

:

0; f•ur x < 0;
x; f•ur 0 � x � 1;
1; f•ur x > 1;

(2.114)

Mit ( 2.107) ergibt sich die Belegungsfunktion

m(� ) = 2 ; f•ur 0 � x � 1: (2.115)
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(a) Parabelbogenzweieck
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� 1d;x (x)

x
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(b) Keilstufe
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Abbildung 2.20.: Umstr•omung schlanker K•orper am Beispiel eines Parabelbogenzwei-
ecks (a) und einer Keilstufe (b). Gezeigt sind das Dickenpro�l d(x) rot gestrichelt, die
Belegungsfunktion m(x) blau und die x-Komponente der St•orgeschwindigkeit � 1d;x (x)
(schwarz). Beachte f•ur (a) die Stammfunktion

R
�=(x � � ) d� = � � � x ln(x � � ).

Die Ergebnisse sind in Abb.2.20gezeigt. An den Endpunktenx = 0; 1 der beiden
Pro�le sind die Ableitungen des Dickenpro�lsh0

d und daher die Belegungsfunktion
unstetig. Wie wir oben gesehen haben, sind damit logarithmische Singularit •aten
der Geschwindigkeitsst•orung � 1d;x (x; 0+ ) verbunden. O�enbar divergiert das St•or-
potential f•ur x ! 0 und f•ur x ! 1. Dies bedeutet, da� die urspr•unglich getro�ene
Annahme einerkleinen St•orung in einer gewissen Umgebung der beiden Endpunk-
ten dieser Pro�le nicht mehr gilt. Die Str•omung wird sich daher in der Umgebung
dieser Punkte anders verhalten als von der Theorie schlanker Pro�le vorhergesagt.
Dies ist auch anschaulich klar: Denn wir erwarten ja in einer kleinen Umgebung
des Staupunktesu � 0 und nicht u = u1 + O(� ). Um u1 zu kompensieren reicht
eine kleine St•orung nicht aus. Allerdings ist die •Ubereinstimmung der reibungs-
freie N•aherung mit der realen Str•omung auch noch in unmittelbarer Umgebung des
Staupunktes sehr gut (siehe Abb. VIII,3 auf S. 443 inOswatitsch 1976).

Schlie�lich k•onnen wir noch die Druckverteilung aus der Bernoulligleichung be-
rechnen. Wie in (2.69) erh•alt man f•ur den Druckbeiwert

cp = 1 �
~u2

u2
1

= 1 �
u2 + v2

u2
1

= 1 �
(u1 + u1 � x )2 + ( u1 � y)2

u2
1

= 1 � 1 � 2� x � � 2
x � � 2

y :

In erster N•aherung gilt daher (� = � � 1 + "� 2 mit �; " � 1)

cp = � 2� x + O(� 2; "2; � " ) = � 2
u � u1

u1
+ O(� 2; "2; � " ): (2.116)

Der Druckbeiwert ist demnach proportional zur Geschwindigkeitsst•orung � x (x; 0� ).
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x

y

u1

v1

~u1 "
0 1�

d�

Abbildung 2.21.: Angestellte d•unne Platte. Die Wirbeldichtebelegung auf der L•ange d�
betr•agt d�.

2.4.3. Anstelle�ekt

Die Str•omung um eine Platte verschwindender Dicke kann nicht durch eine Quell-
verteilung erzeugt werden. Auf die Platte wirkt aber eine Auftriebskraft und diese
ist nach dem Satz von Kutta-Joukowski (2.80) mit der Zirkulation � um die Platte
verbunden. Daher werden wir den Anstelle�ekt mit Hilfe einer Wirbelverteilung
beschreiben.

Dazu betrachten wir einen einzelnen Punktwirbel bei (x; y) = ( �; 0) mit der
Wirbelst•arke d�. Der Beitrag d � 2 zu � 2 ist dann nach (2.35)

d� 2 =
d�
2�

arctan
y

x � �
: (2.117)

Wir wollen nun Punktwirbel kontinuierlich auf der x-Achse in dem Intervall [0; 1]
verteilen. Die Wirbelst•arkenverteilung wird zweckm•a�igerweise durch eine Bele-
gungsfunktion 
 (� ) ausgedr•uckt (Wirbelst •arke pro L•ange). Die Wirbelst•arke d�,
die sich aus dem L•angenelement d� ergibt, ist demnach (siehe Abb.2.21)

d�( � ) =
d�
d�

d� = 
 (� )d�: (2.118)

F•ur das Potential � 2 erh•alt man daher

� 2(x; y) =
1

2�

Z 1

0

 (� ) arctan

y
x � �

d�; (2.119)

Die Beitr•age dieses Potentials zu den Geschwindigkeitskomponenten ergeben sich
durch Ableitung

� 2;x = �
1

2�

Z 1

0

 (� )

y
(x � � )2 + y2

d�; (2.120a)

� 2;y =
1

2�

Z 1

0

 (� )

x � �
(x � � )2 + y2

d�: (2.120b)

F•ur die noch unbekannte Wirbelverteilung
 (x) folgt aus der linearisierten Rand-
bedingung (2.92) die Bestimmungsgleichung

lim
y! 0+

1
2�

Z 1

0

 (� )

x � �
(x � � )2 + y2

d� = � 1; (2.121)

beziehungsweise
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Albert Betz
1885{1968

1
2�

�
Z 1

0

 (� )

d�
x � �

= � 1: (2.122)

Wir m•ochten diese Gleichung gerne nach
 (� ) au
 •osen. Das Pro-
blem ist ein Spezialfall (g(x) = 2 � ) der sogenanntenBetzschen
Integralgleichung

g(x) = � �
Z 1

0

f (� )
x � �

d�: (2.123)

Die allgemeine L•osung der Betzschen Di�erentialgleichung lautet
im Intervall 0 � x � 1

f (x) =
C1p

x(1 � x)
�

1

� 2
p

x(1 � x)
�
Z 1

0
g(� )

p
� (1 � � )
� � x

d�; (2.124)

wobei C1 eine beliebige Konstante ist. In unserem Fall istg(x) = 2 � und wir
erhalten


 (x) =
C1p

x(1 � x)
�

2
�

1
p

x(1 � x)
�
Z 1

0

p
� (1 � � )
� � x

d�
| {z }

� (1� 2x)=2

: (2.125)

oder nach Integration


 (x) =
C1p

x(1 � x)
�

1 � 2x
p

x(1 � x)
=

C1 + 2x � 1
p

x(1 � x)
: (2.126)

Da die KonstanteC1 nicht festgelegt ist, ist auch die Wirbelverteilung
 (x) durch
die Randbedingungnicht eindeutig festgelegt.

Bevor wir C1 einen bestimmten Wert zuweisen, berechnen wir zun•achst formal die
St•orung der Tangentialgeschwindigkeit auf der Oberseite der Platte bei (y = 0+ ).
Nach (2.120a) und mit Hilfe von (2.104) erhalten wir

� 2;x jy=0 + = � lim
y! 0+

1
2�

Z 1

0

 (� )

y
(x � � )2 + y2

d�
(2.104)

= �

 (x)

2
; (2.127)

Bemerkenswert an dieser Gleichung ist, da� die St•orung der Tangentialgeschwin-
digkeit � 2;x (xP ; 0+ ) an einem Punkt xP auf der Ober
•ache des Pro�ls nur von der
Wirbelbelegung
 (xP ) an eben diesem Punkt abh•angt. Die Geschwindigkeitsfelder
von Potentialwirbeln, die an anderen Punktenx 6= xP lokalisiert sind, besitzen am
Punkt xP keine tangentiale Komponente. Die normalen Komponenten aller Wir-
bel kompensieren lediglichv1 (s. (2.121)). An der Form von (2.120a) erkennt man
au�erdem, da� die x-Komponente der St•orgeschwindigkeit antisymmetrisch bzgl.
y = 0 ist, also � 2;x jy=0 + = � � 2;x jy=0 � .
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(a)

x

y

~u1

(b)

x

y

~u1

Abbildung 2.22.: Stromlinienverlauf f•ur beliebigesC1 (a) und experimentell beobachteter
Stromlinienverlauf (b).

Mit Hilde des Zusammenhangs zwischenu(x; 0� ) und � 2;x erhalten wir damit

u(x; 0+ ) � u1

"u1
= � 2;x (x; 0+ ) =

8
>><

>>:

0; x < 0;

�

 (x)

2
= �

C1 + 2x � 1

2
p

x(1 � x)
; 0 � x � 1;

0; x > 1:

(2.128)

Da nur auf der Platte Wirbel angeordnet sind (
 (x) = 0 f •ur x < 0 und x > 1),
verschwindet die tangentiale Geschwindigkeitsst•orung � 2;x f•ur x < 0 und x > 1.
Nur zwischen beiden Seiten der Platte kann ein Drucksprung auftreten. F•ur die
Gr•o�e des Drucksprungs, siehe (2.116).

Um C1 zu �xieren und die L•osung
 (x) eindeutig zu bestimmen, verwenden wir
den experimentellen Befund, da� bei kleinen Anstellwinkeln" die Str•omung an der
Platte anliegt und glatt von der Hinterkante bei x = 1 abstr•omt. Das Fluid str•omt
also nicht um die scharfe Hinterkante herum, siehe Abb.2.22. Im Rahmen der hier
betrachteten reibungsfreien Str•omung kann dieses Verhalten nur durch die ad-hoc
Bedingung

u(1; 0� ) = u1 (2.129)

ber•ucksichtigt werden. Diese Bedingung nennt manKutta-Joukowski-Bedingung.10

Daher verlangen wir, da� die tangentiale Geschwindigkeitsst•orung (2.128) f•ur x ! 1
verschwindet. Dies f•uhrt auf die Beziehung

0 = lim
x! 1

u(x; 0+ ) � u1

"u1
= lim

x! 1

"

�
C1 + 2x � 1

2
p

x(1 � x)

#

= lim
x! 1

"
(1 � C1)=2 � x

p
x(1 � x)

#

: (2.130)

Diese Bedingung wird f•ur C1 = � 1 erf•ullt. Dann geht die tangentiale Geschwin-
digkeitsst•orung wie �

p
1 � x ! 0 gegen Null. Wir erhalten also die tangentiale

St•orgeschwindigkeit

� 2;x (x; 0+ ) =
u(x; 0+ ) � u1

"u1
=

8
<

:

r
1 � x

x
; 0 � x � 1;

0; sonst:
(2.131)

10Das experimentell beobachtete glatte Abstr•omen von einer scharfen Hinterkante ist auf die
Wirkung der Viskosit •at auf kleinen L•angenskalen zur•uckzuf•uhren.
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2. Ebene station•are inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie Str•omungen

x

�
cp(x; 0+ )

2"

�
1

p
x

�
p

1 � x

0
0 0:2 0:4 0:6 0:8

1

1

2

3

4

5

Abbildung 2.23.: Negativer Druckbeiwert auf der Oberseite einer angestellten d•unnen
Platte nach (2.133).

Die zugeh•orige Wirbeldichteverteilung lautet daher


 (x) = � 2

r
1 � x

x
: (2.132)

Druckverteilung F•ur den Druckkoe�zienten in linearer N•aherung (2.116) gilt da-
mit

cp(x; 0� ) = � 2� x (x; 0� ) = � 2"� 2;x (x; 0� ) = � 2"

r
1 � x

x
: (2.133)

Das Verhalten ist in Abb. 2.23dargestellt. Auf der Oberseite der Platte verh•alt sich
cp f•ur x ! 0+ wie

cp(x; 0+ ) � �
2"
p

x
: (2.134)

F•ur x ! 1� ergibt sich
cp(x; 0+ ) � � 2"

p
1 � x: (2.135)

Die Lage des Staupunktes auf der Plattenunterseite (Abb.2.24) berechnet sich aus
u(xS; 0� ) = 0. Wenn wir diese Bedingung in (2.131) verwenden (� 2;x antisymme-
trisch bzgl. y = 0), erhalten wir

u(xS; 0� ) � u1

u1
= � "

r
1 � xS

xS

u(xS ;0� )=0
= � 1: (2.136)

Dies f•uhrt auf

xS

1 � xS
= xS (1 + xS � : : :) = "2 � 1 ) xS � "2: (2.137)

Der Staupunkt liegt also sehr dicht an der Vorderkante.
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x

y

0
1

"

~u1 xS � "2

Abbildung 2.24.: Lage des StaupunktsxS � "2.

x

y

0

1

~n S

Abbildung 2.25.: Ober
 •acheS •uber welche integriert wird, um den Auftrieb zu berech-
nen.

Auftrieb Die Berechnung des Auftriebes erfolgt•uber den Auftriebsbeiwert. F•ur
ihn erhalten wir (siehe Abb.2.25, gleicher Beitrag von der Ober- und der Untersei-
te)11

cL = �
I

cpny d� = � 2
Z 1

0
cp(x; 0+ )dx: (2.138)

Wenn man cp aus (2.133) einsetzt, ergibt sich

cL = 4"
Z 1

0

r
1 � x

x
dx = 4"

� p
x(1 � x) +

1
2

arcsin(2x � 1)
� 1

0

= 4"
�
2

; (2.139)

also
cL = 2�": (2.140)

Der Auftriebsbeiwert ist also proportional zum Anstellwinkel" . Daraus erh•alt man
den Auftrieb. Wenn wir cp mittels (2.116) durch die Geschwindigkeitsst•orung aus-
dr•uckt, kann man den Auftrieb auch durch die Zirkulation ausdr•ucken (Referenz-

 •acheA = 1)

L =
1
2

�u 2
1 cL =

1
2

�u 2
1 2

Z 1

0
cp(x; 0� )dx

(2.116)
= � 2�u 1

Z 1

0

�
u(x; 0� ) � u1

�
dx

| {z }
� =2

:

(2.141)
11Hier ist kein Umlaufsinn der Integration zu ber•ucksichtigen, da es sich ja um ein Ober
•achen-

integral handelt.
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2. Ebene station•are inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie Str•omungen

x

y

~u1

0

1"

"

Fn

Ft

L

xD

Abbildung 2.26.: Auftrieb L senkrecht zur Anstr•omung sowie normale (Fn ) und tan-
gentiale Kraft (Nasensog Ft ) auf die angestellte d•unne Platte. Die Kr •afte greifen im
Druckpunkt xD = 1=4 an.

Wir erhalten also in •Ubereinstimmung mit dem Satz von Kutta-Joukowski (2.80)
(angestr•omter Zylinder mit Zirkulation)

L = � �u 1 � : (2.142)

Damit wird der Satz von Kutta-Joukowski auch f•ur d•unne Pro�le best•atigt.

Druckpunkt Schlie�lich k•onnen wir noch den Angri�spunkt der Auftriebskraft
berechnen, der auch alsDruckpunkt xD bezeichnet wird. Dazu bestimmen wir zu-
n•achst das Moment um die Vorderkante der Platte beix = 0. Der zugeh•orige
Momentenbeiwertist

cM = 2
Z 1

0
cp(x; 0� )xdx = 4"

Z 1

0

r
1 � x

x
xdx = 4"

Z 1

0

p
x(1 � x)dx

= 4"
�

1
2

�
x �

1
2

� p
x(1 � x) +

1
8

arcsin(2x � 1)
� 1

0

= 4"
�
8

; (2.143)

also
cM =

�
2

": (2.144)

•Uber M = Lx D bzw. cM = cL xD ergibt sich daraus die Lage des Druckpunkts zu

xD =
cM

cL
=

(�= 2)"
2�"

=
1
4

: (2.145)

Wegen des D'Alembertschen Paradoxons verschwindet der Widerstand D. Die
Auftriebskraft L ist senkrecht zur Anstr•omrichtung de�niert. Oben hatten wir aber
nur die Kr•afte senkrecht zur Platte berechnet. F•ur kleine Anstellwinkel " gilt jedoch
f•ur die Kr•afte normal und tangential zur Platte (siehe Abb.2.26)

Fn = L cos" � L; (2.146a)

Ft = � L sin" � � "L: (2.146b)
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x

y

~u1

0 1

Abbildung 2.27.: Angestr•omtes gew•olbtes Pro�l.

F•ur die entsprechenden Beiwerte gilt also

cn � cL ; (2.147a)

ct � � "cL = � 2�" 2: (2.147b)

Da die Kraft in einer reibungsfreien Str•omung nur senkrecht zur Platte wirken
kann, enth•alt diese aerodynamische Kraft die Auftriebskraft als dominierenden An-
teil, aber auch eine kleine tangentiale Kraft, in Richtung der Nase desPro�ls.
Diese bemerkenswerte Tatsache h•angt mit der Umstr•omung der scharfen Platten-
vorderkante zusammen, durch die es zur Ausbildung eines sogenannten Nasensogs
Ft kommt (siehe auch Kap. VIII.5 auf S. 448 vonOswatitsch 1976).

2.4.4. W •olbungse�ekt

Die W•olbung eines Pro�les ergibt sich aus dem antisymmetrischen Anteil der Pro-
�lfunktionen

hw =
1
2

(ho � hu): (2.148)

Analog zur Umstr•omung der angestellten Platte wird die L•osung in Form einer Wir-
belbelegung dargestellt. Ist die W•olbung gering (� � 1), so kann n•aherungsweise
mit einer Wirbelbelegung auf derx-Achse gearbeitet werden. Dann ergibt sich f•ur
den W•olbungse�ekt in analoger Weise zum Anstelle�ekt (siehe (2.119) und (2.120))
das Potential und seine Ableitungen

� 1w =
1

2�

Z 1

0

 w(� ) arctan

y
x � �

d�; (2.149a)

� 1w;x = �
1

2�

Z 1

0

 w(� )

y
(x � � )2 + y2

d�; (2.149b)

� 1w;y =
1

2�

Z 1

0

 w(� )

x � �
(x � � )2 + y2

d�: (2.149c)

Um 
 w(x) zu bestimmen, setzen wir die linearisierte Randbedingung (2.96) in
(2.149c) ein

� 1w;y (x; 0� ) =
1

2�
�
Z 1

0

 w(� )

d�
x � �

=
dhw

dx
: (2.150)

Diese Beziehung stimmt mit der Betzschen Integralgleichung (2.123) •uberein, wenn
man identi�ziert

f (� ) = 
 w(� ) und g(x) = � 2�
dhw

dx
: (2.151)
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Mit dieser Identi�kation k •onnen wir die L•osung von (2.150) f•ur f (x) = 
 w(x) direkt
aus der allgemeinen L•osung (2.124) ablesen


 w(x) =
C2p

x(1 � x)
+

2
�

1
p

x(1 � x)
�
Z 1

0

p
� (1 � � )
� � x

dhw

d�
d� = � 2

u(x; 0+ ) � u1

�u 1
:

(2.152)
Im letzten Schritt wurde 
 w(x) aus (2.149b) bestimmt, wie in (2.128). Die freie
Konstante C2 mu� wieder mit Hilfe der Kutta-Joukowski-Bedingung (2.129) bei
x = 1 bestimmt werden


 w(1) = � 2
u(1; 0+ ) � u1

�u 1
= 0: (2.153)

Daraus folgt

C2 = �
2
�

�
Z 1

0

p
� (1 � � )
� � 1

dhw

d�
d� =

2
�

�
Z 1

0

s
�

1 � �
h0

w(� )d�: (2.154)

Wenn man die so bestimmten Vortizit•atsbelegung (2.152) in das St•orpotential
(2.149) einsetzt, hat man das W•olbungsproblem vollst•andig gel•ost. Insbesondere
erh•alt man die Geschwindigkeitsst•orung in x-Richtung an der Plattenober
•ache
direkt aus (2.152) als

u(x; 0+ ) � u1

u1
= �

C2�

2
p

x(1 � x)
�

1
�

�
p

x(1 � x)
�
Z 1

0

p
� (1 � � )
� � x

h0
wd�: (2.155)

2.4.5. Zusammenfassung der Ergebnisse f•ur d•unne Pro�le

Ein Pro�l sei durch die beiden Koordinatenfunktionen

yo(x) = �h o(x); (2.156a)

yu(x) = � �h u(x); (2.156b)

gegeben, wobei der Dickenparameter� � 1 klein sei. Das Pro�l der L•ange 1 sei der
ungest•orten Anstr•omung (u; v) = ( u1 ; v1 ) ausgesetzt mit dem kleinen Anstellwin-
kel

" � tan " =
v1

u1
� 1: (2.157)

Mit der Zerlegung des Pro�ls (2.156) in Dicken- und W•olbanteil

hd =
ho + hu

2
und hw =

ho � hu

2
(2.158)
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ergibt sich die Verteilung vonu auf der Pro�lober- und -unterseite zu

u(x; 0� ) � u1

u1
=

�
�

�
Z 1

0

h0
d(� )

x � �
d�

| {z }
Dickene�ekt( 2.112)

� "

r
1 � x

x| {z }
Anstelle�ekt ( 2.131)

(2.159)

�
�

�
p

x(1 � x)

"

�
Z 1

0

s
�

1 � �
h0

wd� + �
Z 1

0

p
� (1 � � )
� � x

h0
wd�

#

| {z }
W •olbungse�ekt ( 2.155)

:

F•ur die Verteilung von v auf der Ober
•ache des Pro�ls ergab sich direkt aus den
Randbedingungen (2.92), (2.95) und (2.96)

v(x; 0� )
u1

= � [� h0
d(x) + h0

w(x)] : (2.160)

Die aus der Anstellung" 6= 0 resultierende konstante vertikale Geschwindigkeitv1

wird gerade durch die vertikale St•orgeschwindigkeit an der Ober
•ache des Pro�ls
kompensiert.

Der Druckbeiwert an der Pro�lober
 •ache h•angt gem•a� ( 2.116) mit der Geschwin-
digkeitsst•orung in x-Richtung zusammen

cp(x; 0� ) = � 2
u � u1

u1
(x; 0� ): (2.161)

Daraus ergibt sich der Kraftbeiwert iny-Richtung

cL = �
I

cpnyd� = �
Z 1

0

�
cp(x; 0+ ) � cp(x; 0� )

�
dx; (2.162)

der in erster N•aherung identisch ist mit dem Auftriebsbeiwert.

2.4.6. Beliebig dicke Pro�le und K •orper

F•ur die Belegung der (auch im Innern des K•orpers liegenden) Pro�lachse hatten
wir bisher implizit die Voraussetzung getro�en, da� die analytische Fortsetzung
der Potential- oder Stromfunktion in das Innere des K•orpers m•oglich ist. Bei Un-
stetigkeiten der K•orperober
•ache kann diese Annahme im allgemeinen nicht mehr
gemacht werden. Die Belegung der Achse bringt au�erdem nur bei schlanken K•or-
pern entscheidende Vorteile. Im allgemeinen Fall beliebig dicker K•orper lassen sich
die Belegungsdichten auf der Achse nicht mehr auf einfache Weise auf die Pro-
�lfunktionen zur •uckf•uhren. Es ist dann besser, von vornherein eine Belegung der
K•orperober
•ache zu w•ahlen.

Es seiC die geschlossene Pro�lkontur mit scharfer Hinterkante unds die Bogen-
l•ange entlang des Pro�ls mit Ursprung an der HinterkanteH . Ein Punkt auf dem
Pro�l ist durch [ � (s); � (s)] gegeben. Eine Wirbelbelegung
 (s) auf der Pro�lkontur
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Abbildung 2.28.: Dickes Pro�l mit scharfer Hinterkante H , das mit u1 angestr•omt wird.

C f•uhrt dann zu der Stromfunktion  (x; y) in Form des Ober
•achenintegrals (siehe
(2.35), Anstr •omung mit u1 aus der negativenx-Richtung)

 (x; y) = u1 y �
1

2�

I

C


 (s) ln
p

[x � � (s)]2 + [ y � � (s)]2

| {z }
r

ds: (2.163)

Zur Bestimmung der Geschwindigkeitsverteilung auf der•au�eren Ober
 •ache des
Pro�ls mu� man von au�en den Punkt ~x = ( x; y)T ! ~xP gehen lassen, wobei~xP

ein Punkt auf dem Pro�l ist. Das Integral verstehen wir im folgenden als Hauptwert;
der Punkt P wird also ausgenommen.

Die Belegung mu� so gew•ahlt werden, da� die Normalgeschwindigkeit auf der
Kontur in jedem Punkt verschwindet (Randbedingung). Deshalb istes sinnvoll, die
Normal- und Tangentialkomponenten der Geschwindigkeit an der Pro�lober
 •ache
zu betrachten. Dazu betrachtet man [x(t; n); y(t; n)] in jedem Punkt P als Funk-
tion der tangentialen (t) und normalen (n) Koordinate.12 F•ur die tangentiale und
normale Geschwindigkeitskomponenten lt. Abb.2.28gilt dann

utP =
@ 
@n

; (2.164a)

unP = �
@ 
@t

: (2.164b)

F•ur die Geschwindigkeit in Normalenrichtungn erh•alt man in einem Punkt P auf

12Beachte, da� die Koordinaten (t; n ) mit den Koordinaten ( x; y) durch eine Drehung um den
Winkel # im Zusammenhang stehen. F•ur unsere De�nition des Winkels # (siehe Abb. 2.28) gilt

�
x
y

�
=

�
cos# � sin#
sin# cos#

�
�
�

t
n

�
:

Damit sind z.B. @y=@t= sin # und @x=@t= cos#.
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2.4. Methode der Singularit•atenbelegung (Pro�ltheorie)

der Kontur C aus (2.163)

unP = �
@ 
@t

�
�
�
�
�
P

= � u1
@y
@t

�
�
�
�
�
P| {z }

sin #

+
1

2�

I

C


 (s)
@ln r

@t

�
�
�
�
�
P

ds; (2.165)

wobei das Integral als Hauptwert zu interpretieren ist. Damit die Pro�lober
 •ache
nicht durchstr•omt wird, mu� man fordern unP = 0. Dies ist eine Bedingung f•ur

 (s). Genauer gesagt stellt (2.165) eine Integralgleichung zur Bestimmung der un-
bekannten Wirbeldichte 
 (s) dar. Man kann sie nur numerisch l•osen. Dazu ist es
sinnvoll, die Ableitung der Funktion im Integranden auszuf•uhren. Dies f•uhrt auf

@ln r
@t

�
�
�
�
P

=

2

6
4

(x � � )
@x
@t

+ ( y � � )
@y
@t

(x � � )2 + ( y � � )2

3

7
5

P

=
(x � � ) cos# + ( y � � ) sin#

(x � � )2 + ( y � � )2
: (2.166)

F•ur die Kr•afte auf den Trag
•ugel ist die tangentiale Geschwindigkeit verantwort-
lich. Die Berechnung vonut im Punkt P auf der Kontur C f•uhrt auf

utP =
@ 
@n

�
�
�
�
�
P

= u1
@y
@n

�
�
�
�
�
P| {z }

cos#

�
1

2�

I

C

 (s)

@ln r
@n

ds
| {z }

Hauptwert

�

 P

2| {z }
von P

: (2.167)

Hierbei ist � 
 P =2 die von der Wirbeldichte im Punkt P induzierte Tangentialge-
schwindigkeit genau wie in (2.128),13 w•ahrend

�
1

2�

I

C

 (s)

@ln r
@n

ds

die von allen anderen Wirbeln auf dem Pro�l im PunktP induzierte Tangentialge-
schwindigkeit beschreibt, wobei

@ln r
@n

=
� (x � � ) sin# + ( y � � ) cos#

(x � � )2 + ( y � � )2
: (2.168)

Wenn man die Wirbelbelegung
 (s) durch L•osung von (2.165) bestimmt hat, kann
man sie in (2.167) einsetzen und die tangentiale Geschwindigkeitsverteilung bestim-
men.

Zur numerischen L•osung von (2.165) kann man das Pro�l in N •aquidistante In-
tervalle der Bogenl•ange � s = const: aufteilen und 
 in jedem Teilintegral mit Hilfe

13Dieser Term ist erforderlich, weil wir das Integral als Hauptwert betrachten, wobei der Punkt
P ausgenommen ist. Wenn wir den PunktP beim Integral ber•ucksichtigen w•urden, erg•abe sich
im Limes x ! xP derselbe Beitrag (siehe (2.128)). Von der Vortizit •atsbelegung am PunktP
bleibt im Limes ~x ! ~xP etwas •ubrig, weil man den Punkt ~x von au�en auf einen Punkt P auf
der Kontur gehen l•a�t; siehe auch Schneider(1978).

H. C. Kuhlmann, A. Kluwi†
Str •omungsmechanik 2

57



2. Ebene station•are inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie Str•omungen

Panel

Kontrollpunkte i
Wirbel j

123

N
N + 1

Abbildung 2.29.: M•ogliche Anordnung der Punkte bei der Panel-Methode: Punkte, an
denen die Normalgeschwindigkeit verschwinden soll (Kontrollpunkte) sind blau darge-
stellt. Punkte, an denen diskrete Wirbel plaziert werden sind rot . Die Punkteverteilung
kann an stark gekr•ummten Stellen verdichtet werden.

der Mittelpunktsregelapproximieren. Diese Strategie wirdPanel-Methodegenannt.
F•ur das i -te Intervall erh•alt man so

un;i = � u1 sin#i +
� s
2�

NX

j =1


 j
(x i � � j ) cos#i + ( yi � � j ) sin#i

(x i � � j )2 + ( yi � � j )2

!= 0; i = 1; 2; :::; N

(2.169)
Dies ist ein System linearer Gleichungen f•ur die N unbekannten Wirbelbelegungen

 1; : : : ; 
 N . Das Gleichungssystem in der Form (2.169) ist singul•ar, da in (2.169)
die Matrixelemente f•ur i = j singul•ar sind. Daher w•ahlt man die Punkte ~xi , an
denen die Randbedingung erzwungen werden soll, verschieden von den Punkte ~� j ,
an denen die Vortizit•at konzentriert ist (z.B. an den End- und den Mittelpunkten
eines Panels, siehe Abb.2.29).

Da die Gesamtzirkulation � =
P

i 
 i � s bei ebenen reibungsfreien Str•omungen
unbestimmt ist (vgl. Kutta-Joukowski (2.129)), kann man davon ausgehen, da� das
lineare Gleichungssystem (2.169) einfach unbestimmt ist. Um eine eindeutige L•o-
sung zu erhalten, verwendet man deshalb wieder dieKutta-Joukowski-Bedingung
und fordert ein glattes Abstr•omen von der scharfen Hinterkante. Dies ist•aquiva-
lent mit der Forderung, da� der Druck an der Hinterkante auf Oberseite des Pro�ls
identisch mit demjenigen auf der Unterseite ist.14 Da die tangentiale Geschwindig-
keit bei einer Umstr•omung der Hinterkante (beachte die Richtung von~t auf der
Ober- und Unterseite des Pro�ls) an der HinterkanteH sprunghaft das Vorzeichen
wechselt, fordert man, da� dort ein Staupunkt liegt:ut;H = 0. Wenn man diese Be-
dingung in die diskretisierte Version von (2.167) einsetzt, ergibt sich die zus•atzliche

14Die Kutta-Joukowski-Bedingung kann man auf verschiedene Artenimplementieren. Da die Str•o-
mung sensitiv von dieser Bedingung abh•angt, ist hierbei gro�e Sorgfalt erforderlich. Eine M•og-
lichkeit besteht darin, zu fordern, da� die Tangentialgeschwindigkeiten auf den beiden Panels
N; N + 1 und 1; 2 (oben und unten) gleich sind. Dabei mu� auch die Panel-L•ange auf der Ober-
und der Unterseite gleich gew•ahlt werden. Dies resultiert in ut; 1 = � ut;N . Das Minuszeichen
kommt von der Orientierung des Tangentialvektors.
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2.4. Methode der Singularit•atenbelegung (Pro�ltheorie)

Gleichung

ut;H = u1 cos#H �

 H

2
�

� s
2�

NX

j =1


 j
� (xH � � j ) sin#H + ( yH � � j ) cos#H

(xH � � j )2 + ( yH � � j )2

!= 0:

(2.170)
Die gesuchten Wirbeldichten
 j ergeben sich dann als eindeutige L•osung des er-
weiterten N + 1-dimensionalen linearen Gleichungssystems. Daraus folgen die Tan-
gentialgeschwindigkeitenut;i an den St•utzstellen i auf der Pro�lober
 •ache•uber die
diskretisierte Version von (2.167). Hieraus kann man die Druckverteilung ermitteln
und damit die Kr•afte auf den Trag
•ugel.
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2. Ebene station•are inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie Str•omungen
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3. Der Trag
 •ugel endlicher
Streckung

Die Druckunterschiede zwischen der Ober- und der Unterseite eines angestellten
Trag
 •ugels f•uhren dazu, da� eine Str•omung in Spanweitenrichtung existiert, die von
unten nach oben um die Enden des Trag
•ugels herum gerichtet ist. Diese Str•omung
ist besonders gro� in der N•ahe der Trag
•ugelenden. Aufgrund dieser zus•atzlichen
Geschwindigkeitskomponente in Spannrichtung besitzen die resultieren Str•omun-
gen auf der Ober- und der Unterseite des Trag
•ugels eine leicht unterschiedliche
Richtung. Direkt nach der Hinterkante des endlichen Trag
•ugels entsteht so eine
Wirbelschicht mit Vortizit •at in Hauptstromrichtung (Abb. 3.1). Da die Wirbel-
schicht an den Enden des Trag
•ugels pl•otzlich aufh•ort, wickelt sie sich von den
Enden her auf (Idealsierung: Kaden-Spirale, sieheSa�man (1992)) und entwickelt
sich im weiteren Nachlauf infolge des viskosen Impulsaustausches zuden bekannten
Nachlaufwirbeln. Die Entstehung der Wirbelschicht erfolgt sehr•ahnlich wie bei der
Umstr•omung einer querbewegten Platte (siehe Abb.3.2).

Die f•ur die kontinuierliche Erzeugung der Nachlaufwirbel erforderliche Energie
•au�ert sich in einem erh•ohten Widerstand. Tats•achlich ist dieserinduzierte Wider-
stand gr•o�er als der viskose Widerstand und ist im Langsam
ug sogar gr•o�er als
50% des Gesamtwiderstands. Um den E�ekt der Nachlaufwirbel aufden Auftrieb
und den Widerstand zu berechnen, werden wir uns im folgenden mit elementaren
Eigenschaften dreidimensionaler reibungsfreier Wirbelstr•omungen besch•aftigen.

Abbildung 3.1.: Entstehung einer Wirbelschicht
hinter dem Trag
 •ugel durch die unterschiedlichen
Str•omungsrichtungen der beiden von der Ober- und
Unterseite des Trag
•ugels stammenden und zusam-
mengef•uhrten Fluidmassen.

~!~uoben

~uunten
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3. Der Trag
 •ugel endlicher Streckung

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Abbildung 3.2.: Darstellung desKa�el •o�el-Experiments mit Original-Bildern aus Klein
(1910). Ein bewegtes Ruder induziert eine Str•omung um das Ende herum (b). Wenn man
das Ruder entfernt (c), hat man dort eine Wirbelschicht (d), weil die Stromlinien nicht
senkrecht auf dem Ruder standen. Die Wirbelschicht wickeltsich vom Ende her auf (e)
und f•uhrt schlie�lich •uber viskosen Impulsaustausch zu einem Wirbel (f).

3.1. Mathematisch-physikalische Grundlagen

3.1.1. Helmholtzsche Wirbels •atze

F•ur die nachfolgenden Betrachtungen werden einige De�nitionen ben•otigt, welche
sich auf die Vortizit•at ~! = r � ~u beziehen. Ganz analog zu Stromlinien, Strom-
r•ohren und Stromf•aden, die auf~u basieren, werden Wirbellinien, Wirbelr•ohren und
Wirbelf•aden de�niert.

Eine Wirbellinie ist eine Raumkurve, deren Tangentialvektor in jedem Punkt die
Richtung der Vortizit •at ~! aufweist. Als Wirbelr•ohre bezeichnet man eine R•ohre,
deren Mantel von Wirbellinien gebildet wird. EinWirbelfaden ist eine Wirbelr•oh-
re, die so schlank ist, da� die Feldgr•o�en •uber alle Querschnitte n•aherungsweise

~!

Wirbellinie
Abbildung 3.3.: Eine Wirbellinie ist in je-
dem Punkt tangential zum Vektor der Vor-
tizit •at ~! .
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3.1. Mathematisch-physikalische Grundlagen

~!

~!~!

Wirbellinien
S0

SC1

C2

Abbildung 3.4.: Wirbelr •ohre mit de�nierender Fl •ache S0. Die Kurve C1 umschlie�t die
Wirbelr •ohre einfach. Die KurveC2 liegt vollst •andig auf der Mantel
 •ache der Wirbelr•ohre,
umschlie�t sie aber nicht.

konstant sind.
Die Integration der Identit•at r � ~! = r � (r � ~u) = 0 •uber ein beliebiges Volumen

liefert unter der Verwendung des Gau�schen Satzes
Z

V
r � ~! dV =

Z

S(V )
~! � d~S = 0: (3.1)

Wenn man dieses Resultat auf das Volumen einer Wirbelr•ohre anwendet, welches
durch die QuerschnitteS0 und S begrenzt wird (Abb. 3.4), erh•alt man (die Man-
tel
 •ache liefert keinen Beitrag, da~n � ~! = 0)

Z

S
~! � d~S =

Z

S0

~! � d~S = const: (3.2)

Diese Gleichung (3.2) wird als erster Helmholtzscher Wirbelsatzbezeichnet.1 Das
Integral ist der Flu� der Vortizit •at durch die Fl•acheS. F•ur einen Wirbelfaden ist
~! •uber den QuerschnittS n•aherungsweise konstant. Dann vereinfacht sich (3.2) zu

~! � ~n S = ! nS = const: (3.3)

Die Anwendung des Stokesschen Satzes auf (3.2) ergibt
Z

S1

~! � d~S =
Z

S1

(r � ~u) � d~S =
I

C1

~u � d~� = � 1 = const: (3.4)

wobei C1 eine beliebige geschlossene Kurve ist, die den Wirbelfaden einfach um-
schlie�t. Damit kann man den Helmholtzschen Satz auch anders formulieren:

Die Zirkulation entlang jeder geschlossenen Kurve, die einfach um einen
Wirbelfaden gewunden ist, besitzt ein und denselben Wert �.

1Dieses Ergebnis ist analog zur Massenerhaltung bei einer station•aren Stromr•ohre.
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3. Der Trag
 •ugel endlicher Streckung

Dieser Sachverhalt wird alszweiter Helmholtzscher Wirbelsatzbezeichnet. Die An-
wendung des Stokesschen Satzes auf eine geschlossene KurveC2 auf der Mantel
 •a-
che einer Wirbelr•ohre, welche den Wirbelfadennicht umschlie�t (siehe Abb. 3.4),
liefert

� 2 =
I

C2

~u � d~� =
Z

S2

(r � ~u) � ~n
| {z }

=0

dS = 0: (3.5)

Ringwirbel am •Atna.

Aus den Helmholtzschen Wirbels•atzen ergeben sich folgende
Konsequenzen:

1. Wegen (3.2) bleibt der Vortizit •ats
u� entlang einer
Wirbelr •ohre erhalten. Deshalb kann eine Wirbelr•oh-
re oder ein Wirbelfaden nicht einfach im Raum en-
den. Wirbelr•ohren und Wirbelf•aden m•ussen daher ent-
weder geschlossen sein (wie bei einem Ringwirbel {
Rauchring), oder sie enden auf den Berandungen des
Fluidvolumens (z.B. Tornado auf der Erde).

2. Aus (3.5) folgt zusammen mit dem Thomsonschen
Satz (1.52), da� der Mantel eines Wirbelfadens im-
mer aus denselben Fluidteilchen gebildet wird, also ei-
ne substantielle Fl•ache ist. Denn nach dem Thomson-
schen Satz•andert sich die Zirkulation entlang einer
beliebigen geschlossenen substantiellen Linie nicht.

3.1.2. Biot-Savart Gesetz

F•ur einen weiteren wichtigen Zusammenhang gehen wir vom (hier unbewiesenen)
Hauptsatz der Vektoranalysis aus (siehe Fu�note4 auf S. 9). Er besagt, da� jedes
stetige Vektorfeld ~u in einem einfach zusammenh•angenden Gebiet eindeutig be-
stimmt ist, wenn •uberall im Innern r � ~u und r � ~u bekannt sind undun auf dem
Rand angegeben ist; siehe zum BeispielWieghardt (1974) oder Sa�man (1992).

Danach l•a�t sich die Geschwindigkeit~u aus einem skalaren Potential� und einem
Vektorpotential ~A in der Weise

~u = r � + r � ~A (3.6)

darstellen, wobei

� (~r) = �
1

4�

Z

V

q(~r0)
j~r � ~r0j

dV 0 (3.7)

ist, mit der Quelldichteq = r � ~u, und

~A(~r) =
1

4�

Z

V

~! (~r0)
j~r � ~r0j

dV 0 (3.8)

mit der Wirbeldichte (Vortizit •at) ~! = r � ~u.
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3.1. Mathematisch-physikalische Grundlagen

~! (~r0)

Wirbellinie

~r
~r0

~r � ~r0

~u(~r)

dr 0

�

O

P

Abbildung 3.5.: Geometrie beim Biot-Savart-Gesetz. Die vom Linienelementdr 0mit Vor-
tizit •at ~! 0 induzierte Geschwindigkeit~u(~r) steht senkrecht auf der Ebene, die durch d~r und
~r � ~r0 aufgespannt wird.

Eine inkompressible Str•omung ist quellenfreiq = r � ~u = 0. Deshalb l•a�t sich ein
inkompressibles Geschwindigkeitsfeld allein durchr � ~A ausdr•ucken.2 Wenn wir
diese Darstellung verwenden und (3.8) in (3.6) einsetzen, erhalten wir3

~u = r � ~A =
1

4�

Z
r �

~! (~r0)
j~r � ~r0j

dV 0 = �
1

4�

Z
~! (~r0) � r

1
j~r � ~r0j

dV 0 (3.9)

=
1

4�

Z
~! (~r0) � (~r � ~r0)

j~r � ~r0j3
dV 0:

Dies ist dasBiot-Savart-Gesetz(siehe Abb.3.5)

~u =
1

4�

Z
~! (~r0) � (~r � ~r0)

j~r � ~r0j3
dV 0: (3.10)

Das Biot-Savart-Gesetz wollen wir nun auf einen Wirbelfaden mit Linienele-
ment d~l0 spezialisieren. Wenn au�erhalb des Wirbelfadens~! = 0 ist, braucht man
nur •uber den Wirbelfaden selbst zu integrieren. Dazu beachten wir einend•unnen
Schlauch mit senkrechter Querschnitts
•ache ~S um den Wirbelfaden herum. Dann
ist ~S k ~! k d~l0 und es gilt

~! dV 0 = ~! ~S � d~l0 = ~! � ~S d~l0 = �d ~l0: (3.11)

Eingesetzt in (3.8) erh•alt man

~A =
�
4�

Z
d~l0

j~r � ~r0j
: (3.12)

2Die nichttrivialen zweidimensionalen L•osungen der Potentialgleichungen in Kap.2.2.3 waren
immer auf Quellen oder auf singul•are Vortizit •atsverteilungen zur•uckzuf•uhren.

3Im letzten Schritt haben wir hierbei verwendet

r
1

j~r � ~r0j
= r

h
(~r � ~r0)2

i � 1=2
= �

1
2

h
(~r � ~r0)2

i � 3=2
2 (~r � ~r0) � r ~r = �

~r � ~r0

j~r � ~r0j3
:
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x

y

z

' 1

' 2

~r0 r 0d'

�
~!d~l0

'a

Abbildung 3.6.: Induzierte Geschwindigkeit am Ort ~r = 0 im Abstand a von einem ge-
radlinigen Wirbelfaden (rot ).

und aus (3.10) wird

~u = r � ~A = �
�
4�

Z
(~r � ~r0) � d~l0

j~r � ~r0j3
: (3.13)

Die Integration ist •uber die gesamte L•ange des Wirbelfadens zu erstrecken. Meist
handelt es sich um ein geschlossenes Integral (Ringwirbel).

Beispiel Berechne die von einem geraden Wirbelfaden induzierte Geschwindigkeit
~w in einem Punkt im Abstand a vom Wirbelfaden! Dazu wollen wir die Integration
•uber d~l0 auf eine Integration •uber ' zur•uckf•uhren. Wenn wir den Ursprung des
Koordinatensystems in den Punkt legen an dem die Geschwindigkeit berechnet
werden soll, ist~r = 0. Nach Abb. 3.6 gilt dann

~r0 =
a

sin '
~er 0; d~l0 = d l0~ex = �

r 0d'
sin '

~ex : (3.14)

Desweiteren gilt mit ~er 0 = cos'~e x + sin '~e y

~r0 � d~l0 = �
a

sin '
r 0d'
sin'

~er 0 � ~ex| {z }
(� ~ez ) sin '

r 0= a= sin '
=

a2d'
sin2 '

~ez: (3.15)

Aus (3.13) erh•alt man dann mit r 0 = a=sin' und Integration in positiver x-
Richtung (von ' 2 nach ' 1)

~u =
�
4�

~ez

Z ' 1

' 2

sin3 '
a3

| {z }
r 0� 3

a2

sin2 '
d' =

�
4�a

~ez

Z ' 1

' 2

sin ' d' = �
�

4�a
(cos' 1 � cos' 2) ~ez:

(3.16)
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3.2. Wirbelsystem eines Trag
•ugels endlicher, gro�er Streckung

F•ur einen unendlich langen Wirbelfaden ist' 1 = 0 und ' 2 = � und man erh•alt f •ur
die induzierte Geschwindigkeit

~u = w~ez = �
�

2�a
~ez: (3.17)

Dieses Ergebnis ist konsistent mit dem Geschwindigkeitsfeld eines Potentialwirbels
(2.32). F•ur einen einseitig unendlich langen Wirbelfaden mit' 1 = 0 und ' 2 = �= 2
ergibt sich im Ursprung (x; y) = (0 ; 0)

w = �
�

4�a
: (3.18)

3.2. Wirbelsystem eines Trag
 •ugels endlicher, gro�er
Streckung

Wenn man die Rotation der Eulergleichung bildet, erh•alt man mit r � r p = 0 und
unter Beachtung der Vektoridentit•at4 ~u� r ~u = 1

2r ~u2 � ~u � ~!

@~!
@t

+ r �
�

1
2

r ~u2 � ~u � ~!
�

=
@~!
@t

� r � (~u � ~! ) (3.19)

Entwicklungssatz
=

@~!
@t

� [~u(r � ~! ) � ~! (r � ~u) � ~u � r ~! + ~! � r ~u]

=
@~!
@t

+ ~u � r ~! � ~! � r ~u =
D~!
Dt

� ~! � r ~u = 0: (3.20)

Hieran sieht man: Wenn die Vortizit•at zum Zeitpunkt t = 0 verschwindet, so ver-
schwindet sie f•ur alle Zeiten. Wirbel k•onnen also nicht entstehen. Wegen der oben
gezeigten Wirbels•atze k•onnen sie aber auch nicht vergehen. Wie entsteht aber die
f•ur den Auftrieb erforderliche Zirkulation um einen Trag
•ugel?

Die Zirkulation um den Trag
 •ugel entsteht beim Anfahr-Vorgang (Beschleuni-
gung) des Flugzeugs. Viskose E�ekte sorgen daf•ur, da� die Kutta-Bedingung erf•ullt
wird, was zu einem Wirbel um den Trag
•ugel f•uhrt. Dieser Wirbel um den Trag
•u-
gel wird gebundener Wirbelgenannt. Aufgrund des zweiten Helmholtzschen Wirbel-
satzes (Konstanz der Zirkulation entlang eines Wirbelfadens) kannder gebundene
Wirbel nicht einfach am Ende des Trag
•ugels aufh•oren. Daher bildet sich einefreie
Wirbelschicht hinter einem Trag
 •ugel endlicher Streckung aus. An der Stelle, an
welcher die Bewegung des Trag
•ugel begann, schlie�en sich die beiden Wirbelb•an-
der. Am Ort des Anfahrens hinterl•a�t der Trag
 •ugel daher einenAnfahrwirbel. Als

4Dies sieht man folgenderma�en:

~u � ~! = � ijk uj ! k = � ijk � klm uj @l um = � ijk � lmk uj @l um = ( � il � jm � � im � jl ) uj @l um

= uj @i uj � uj @j ui =
1
2

@i uj uj � uj @j ui ; � :
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x

y

b=2

d�

gebundene Wirbellinie

freie Wirbellinie

l(y)

�
d�

0

Abbildung 3.7.: Die Wirbellinien des gebunden Wirbels gehen an der Hinterkante des
Trag
 •ugels in freie Wirbellinien •uber und bilden dort •uber die gesamte Spannweite eine
Wirbelschicht.

Folge der freien Wirbel werden am Ort des Trag
•ugels Abw•artsgeschwindigkeiten
wi induziert. Zu ihrer Berechnung kann von Gleichung (3.18) f•ur halbunendliche
gerade Wirbelf•aden ausgegangen werden.

Die folgenden Betrachtungen gehen davon aus, da� die Spannweiteb gro� ist ge-
gen•uber der mittleren Fl•ugeltiefe�l . Dann ist die Fl•ugelstreckung� = b=�l � 1 gro�.
Wir wollen nun den Ein
u� eines Wirbelbandes der Breite d� bei y = � auf die
Luftkr •afte untersuchen. Am Ende wird dann•uber die gesamte Breiteb der Wir-
belschicht integriert. Aus Gleichung (3.18) folgt f •ur den vom (freien) Wirbelband
(Wirbelfaden) zwischeny = � und y = � + d� mit der Zirkulation d� herr •uhrenden
Beitrag dwi (y) zur induzierten Vertikalgeschwindigkeit wi (y) an der Stelley mit
a = � � y

dwi (y) =
d�
4�

1
(y � � )

=
1

4�
d�
d�

d�
(y � � )

: (3.21)

Durch Integration •uber das gesamte Wirbelband ergibt sich daher im Abstandy
von der x-Achse die Vertikalgeschwindigkeit

wi (y) =
1

4�
�
Z b=2

� b=2

� 0(� )
y � �

d�: (3.22)

Diese Geschwindigkeit ist im Intervally 2 [� b=2; b=2] im Regelfall negativ. Damit
ist also eine Abw•artsgeschwindigkeit mit Betragjwi j verbunden. Die Zirkulations-
verteilung �( y) ist aber noch unbekannt.
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3.3. Prandtlsche Integralgleichung f•ur die Zirkulationsverteilung

~u1

~wi

dRdL

dD i

� e

� i

� i

� g

Nullauftriebsrichtung

Abbildung 3.8.: Geometrieverh•altnisse zur Erkl•arung des induzierten Widerstands. Be-
achte, da� alle Gr•o�en von der Spannweiten-Koordinatey abh•angen. Die Kr•afte dR, dL
und dD i sind Kr•afte pro L•ange dy.

3.3. Prandtlsche Integralgleichung f •ur die
Zirkulationsverteilung

Da die Zirkulationsverteilung �( y) und die indizierte Geschwindigkeitwi (y) von der
Spannweitenkoordinatey abh•angen, wird auch der Auftriebsbeiwerty-abh•angig
sein, so da� man auch den Anstellwinkel und die Fl•ugeltiefe variabel l•a�t. Wir
suchen dann die Zusammenh•ange zwischen diesen Gr•o�en.

F•ur ein Fl•achenelement des Trag
•ugels mit der Breite dy in Spannrichtung und
der Tiefe l(y) betr•agt der Beitrag zum Auftrieb L an der Stelley

dL(y) =
�u 2

1

2
cL (y) l(y)dy

| {z }
Fl •ache

: (3.23)

Dabei gilt f•ur den lokalen Auftriebsbeiwert der lineare Zusammenhang (siehe
(2.140), cL � � )

cL (y) = c0
L 1 (y)� e(y); (3.24)

welcher ein Funktion der Spannweitenkoordinatey ist. Hierbei ist c0
L 1 (y) =

(dcL =d� )1 (� 2� f•ur •ubliche Trag
 •ugelpro�le) die •Anderung von cL mit dem An-
stellwinkel � f•ur einen Trag
 •ugel unendlicher Spannweite (vergl. Pro�ltheorie). Der
Anstellwinkel � e ist der e�ektive Anstellwinkel.

Die am Ort des Trag
•ugels induzierte Vertikalgeschwindigkeitwi (y) f•uhrt zu einer
•Anderung der Richtung der e�ektiven Anstr•omung. Dies entspricht einer Reduk-
tion des lokalengeometrischen Anstellwinkels� g um den sogenannteninduzierten
Anstellwinkel � i (y). Es resultiert ein e�ektiver Anstellwinkel � e(y) = � g(y) � � i (y).
Die Verh•altnisse sind in Abb.3.8dargestellt. F•ur den induzierten Anstellwinkel gilt

� i (y) � tan � i =
wi

u1
=

1
4�u 1

�
Z b=2

� b=2

� 0(� )
y � �

d�: (3.25)
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Pro�ltheorie

Trag
 •ugeltheorie

Abbildung 3.9.: Konventionen der positiven Rich-
tung der Zirkulation f •ur die Trag
 •ugeltheorie (ent-
sprechend der tats•achlichen Zirkulation) und die
Pro�ltheorie (mathematisch positiv).

Die resultierende Luftkraft dR f•ur den Fl•ugelabschnitt der Breite dy steht senkrecht
auf der e�ektiven Anstr•omrichtung. Mit dem Satz von Kutta-Joukowski folgt

dR(y) = �u 1 �( y)
| {z }

Auftrieb pro L •ange

dy: (3.26)

Aufgrund der die Vorzeichenkonvention f•ur die Zirkulation in der Trag
 •ugeltheorie
haben wir hier das Vorzeichen von � gewechselt (siehe Abb.3.9 und vgl. (2.142)).
Wenn man diesen Beitrag zur Luftkraft zerlegt in einen Anteil dL senkrecht zu~u1

(Beitrag zur Auftriebskraft) und einen Anteil parallel zu ~u1 (Beitrag zum Wider-
stand), erh•alt man

dL(y) = d R(y) cos� i (y)
j � i j� 1

� dR(y) = �u 1 �( y)dy; (3.27a)

dD i (y) = d R(y) sin � i (y)
j � i j� 1

� dR(y)� i (y) = �u 1 �( y)� i (y)dy: (3.27b)

Die Luftkraft d R hat somit eine Komponente in Richtung der ungest•orten An-
str•omung, entsprechend eineminduzierten WiderstanddD i , der von dem Fl•ugelab-
schnitt mit der Breite dy herr•uhrt.

Somit erh•alt man f•ur den Auftrieb und den induzierten Widerstand des Gesamt-

 •ugels durch Integration•uber die Spannweiteb

L = �u 1

Z b=2

� b=2
�( y)dy; (3.28a)

D i = �u 1

Z b=2

� b=2
�( y)� i (y)dy

(3.25)
=

�
4�

Z b=2

� b=2
�( y)

 

�
Z b=2

� b=2

� 0(� )
y � �

d�

!

dy: (3.28b)

In erster N•aherung hat die Wirbelschleppe also keinen Ein
u� auf die Auftriebs-
kraft. Sie bewirkt aber einen induzierten Widerstand. Dieser kann so verstanden
werden, da� die von der resultierenden Luftkraft verrichtete Arbeit laufend in der
Wirbelschleppe als kinetische Energie gespeichert und abtransportiert wird.

Mit den Gleichungen (3.28) sind Auftrieb und Widerstand eines Trag
•ugels
gro�er aber endlicher Streckung auf die Zirkulationsverteilung �(y) zur•uckgef•uhrt
worden. Man kann die Auftriebskraft sowohl•uber die Kutta-Joukowski-Beziehung
(3.28a) als auch•uber den Auftriebsbeiwert entsprechend (3.23) beschreiben

L =
Z b=2

� b=2

�u 2
1

2
c0

L 1 (y)� e(y)l(y)dy: (3.29)
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3.3. Prandtlsche Integralgleichung f•ur die Zirkulationsverteilung

Ein Vergleich mit (3.28a) liefert einen (auch lokal g•ultigen) Zusammenhang zwi-
schen �(y) und dem e�ektiven Anstellwinkel � e(y) beziehungsweise dem induzierten
Anstellwinkel � i (y)

� e(y) = � g(y) � � i (y) =
2�( y)

u1 l (y)c0
L 1 (y)

: (3.30)

Ludwig Prandtl
1875{1953

Diese Gleichung k•onnen wir nach� g(y) = � e(y) + � i (y) au
 •o-
sen und den e�ektiven und den induzierten Anstellwinkel mittels
(3.30) und (3.25) identi�zieren. Wir erhalten so die Prandtlsche
Integralgleichung(Prandtl, 1918)

� g(y) =
2�( y)

u1 l (y)c0
L 1 (y)

| {z }
� e(y)

+
1

4�u 1
�
Z b=2

� b=2

� 0(� )
y � �

d�

| {z }
� i (y)

: (3.31)

Die Prandtlsche Integralgleichung ist eine Beziehung zwischen
den vier Gr•o�en Zirkulationsverteilung �( y), Fl •ugeltiefe l(y),
geometrischer Anstellwinkel� g(y) und c0

L 1 (y). Sie hat eine ein-
deutige L•osung, welche im allgemeinen numerisch bestimmt wer-

den mu�.
Man unterscheidet zweiHauptaufgaben der Trag
•ugeltheorie:

1. Entwurfsaufgabe

a) gegeben: �(y), l(y), c0
L 1 (y)

gesucht:Trag
 •ugelverwindung� g(y)

b) gegeben: �(y), � g(y), c0
L 1 (y)

gesucht:Fl•ugeltiefel(y)

2. Nachrechnungsaufgabe

gegeben:l(y), � g(y), c0
L 1 (y)

gesucht: Zirkulationsverteilung �(y)

Elliptische Zirkulationsverteilung Von besonderer praktischer Bedeutung ist die
elliptische Zirkulationsverteilung

�( y) = � 0

s

1 �
�

2y
b

� 2

: (3.32)

Man kann n•amlich zeigen, da� die elliptische Zirkulationsverteilung den induzierten
Widerstand bei konstantem Auftrieb L = const: minimiert. Dazu mu� man das
Funktional D i [�( y)] betrachten und zeigen, da�D i f•ur (3.32) extremal wird. Dies
ist ein Variationsproblem: Die erste Variation�D i [�( y)] = 0 mu� verschwinden.
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�
� 0

;
wi

� 0=b

y=b

� 1� 1

� 0:5

� 0:5

0

0

0:5

0:5

1

1

1:5

Abbildung 3.10.: Elliptische Zirkulationverteilung ( rot ) und zugeh•orige induzierte Ge-
schwindigkeit (blau); Skizze (links) und Rechnung (rechts).

Die Auswertung von (3.22) und (3.28) liefert f •ur die elliptische Zirkulationsver-
teilung5

wi (y) = �
� 0

2b
= const: f•ur � b=2 � y � b=2; (3.33a)

L =
�
4

�u 1 b� 0; (3.33b)

D i =
�
8

� � 2
0 =

2L2

��u 2
1 b2

: (3.33c)

Die Zirkulation �( y) und die induzierte Geschwindigkeitwi (y) sind in Abb. 3.10
dargestellt. Die induzierte Geschwindigkeit ist•uber die gesamte Spannweite kon-
stant und negativ. F•ur jyj > b=2 erh•alt man aber einen Aufwindwi > 0.6

Schlie�lich folgt aus der Prandtlschen Integralgleichung (3.31) f•ur einen unver-
wundenen Fl•ugel (� g = const:), mit c0

L 1 = const: und mit ( 3.32), da� die Fl •ugeltiefe
proportional zur Zirkulationsverteilung ist: l(y) � �( y). Damit ist auch der Fl•ugel-

5Wenn man � 0(� ) aus (3.32) berechnet und in (3.22) einsetzt, erh•alt man

wi (y) = �
� 0

�b 2 �
Z b=2

� b=2

� d�

(y � � )
p

1 � (2�=b)2
:

Mit der Substitution � = ( b=2) cos� mit d � = � (b=2) sin� und y = ( b=2) cos� wird dann

wi (� ) =
� 0

2�b
�
Z 0

�

cos�
cos� � cos�

d� = �
� 0

2b
;

da das Integral den Wert � � hat. Mit derselben Substitution kann man den Auftrieb L mittels
(3.28a) berechnen. Mit dem induzierten Anstellwinkel � i = jwi j=u1 = � 0=(2bu1 ) erh•alt man
aus (3.28b) auch den induzierten Widerstand D i .

6Der Aufwind wird von Enten bei ihrem keilf •ormigen Formations
ug ausgenutzt.
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3.3. Prandtlsche Integralgleichung f•ur die Zirkulationsverteilung

grundri� elliptisch

l(y) = l0

s

1 �
�

2y
b

� 2

: (3.34)

Die Minimierung des Widerstands bei konstantem Auftrieb wurde zuerst bei der
Heinkel He 70 verwendet, die damit 1933 verschiedene Geschwindigkeitsrekorde
aufstellte. Der elliptische Trag
•ugel wurde ab 1938 auch bei derSupermarine Spit-
�re verwendet.

Sei F die Fl•ugelgrundri�
 •ache. Dann de�niert man dieFl•ugelstreckung(Seiten-
verh•altnis) als

� :=
b2

F
=

b
�l
; (3.35)

wobei �l = F=bdie mittlere Fl •ugeltiefe ist. Mit L = 1
2 �u 2

1 cL F und D i = 1
2 �u 2

1 cD i F
lassen sich die Ergebnisse f•ur wi = u1 � i aus (3.33a) und D i aus (3.33c) auch in
der Form schreiben

� i =
cL

� �
; (3.36a)

cD i =
c2

L

� �
: (3.36b)

Den funktionalen ZusammenhangcD i (cL ) nennt man dieFl•ugelpolare. Ein Beispiel
ist in Abb. 3.11gezeigt.
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Abbildung 3.11.: Fl •ugelpolare eines
NACA-2412-Pro�ls: Theoretische Po-
lare cwi (ca) (durchgezogene Kurve)
und gemessene Polarecw(ca) (Symbo-
le � ). Bei � g = 22:4� �ndet ein Str •o-
mungsabri� statt (nach Schlichting &
Truckenbrodt 1967).
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4. Kompressible Str •omungen

4.1. Gasdynamische Gleichung f•ur station •are
Str•omungen

Die Impuls-, Energie, und Kontinuit•atsgleichung f•ur station•are reibungsfreie und
isentrope Str•omungen lauten

~u � r ~u = �
1
�

r p (4.1a)

~u � r s = 0; (4.1b)

r � (�~u ) = 0 : (4.1c)

Die Schallgeschwindigkeitist de�niert als

c2 :=
@p
@�

�
�
�
�
�
s

: (4.2)

Wegen derIsentropiebeziehung(4.1b) ist die Entropie s entlang von Stromlinien
konstant. Aus der De�nition der Schallgeschwindigkeit folgt dann, da� entlang einer
Stromlinie gilt dp = c2d� , oder

~u � r p = c2~u � r �: (4.3)

Damit k•onnen wir � und p aus den Gleichungen eliminieren. Denn wenn wir (4.1c)
ausdi�erentieren

� r � ~u+ ~u � r � = 0
(4.3)
) � r � ~u = �

1
c2

~u � r p; (4.4)

(4.1a) auf ~u projizieren

~u � [~u � r ~u] = �
1
�

~u � r p (4.5)

und aus beiden Gleichungen~u� r p eliminieren, erhalten wir

~u � [~u � r ~u] = c2r � ~u: (4.6)

Dies ist die station•are Form der gasdynamischen Gleichung. In zwei Dimensionen
mit ~u = u~ex + v~ey l•a�t sie sich schreiben als

(u2 � c2)
@u
@x

+ uv
�

@u
@y

+
@v
@x

�
+ ( v2 � c2)

@v
@y

= 0: (4.7)
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F•ur die Berechnung von kompressiblen Str•omungen setzen wir im folgenden |
wie bei den fr•uher behandelten inkompressiblen Str•omungen | die kinematische
Bedingung der Drehungsfreiheit voraus

! z =
@u
@y

�
@v
@x

= 0: (4.8)

Dar•uber hinaus gilt f•ur ideale Gase der Energiesatz in der Form (c2 = { p=�; { =
cp=cv)

u2 + v2

2
+

c2

{ � 1
=

u2
1

2
+

c2
1

{ � 1
= const:; (4.9)

wobei der Index 1 die konstanten Gr•o�en in der homogenen Anstr•omung (mit
v1 = 0) kennzeichnet.

4.2. Linearisierte gasdynamische Gleichung f•ur
station •are Str•omungen

Motiviert durch die Fragestellung nach der Umstr•omung von d•unnen Pro�len be-
trachten wir nun kleine Abweichungen von einer reinen Parallelstr•omung (schwach
gest•orte Parallelstr•omung) mit dem Ziel, die Gleichungen zu vereinfachen. Deshalb
nehmen wirv � u1 an. Das Verh•altnis v=u1 de�niert dann einen kleinen dimen-
sionslosen Parameter� � 1 (vergleiche auch den Dickenparameter in Kap.2.4), so
da� die Abweichungen von der homogenen Anstr•omung

v
u1

= O(� );
u � u1

u1
= O(� );

c � c1

c1
= O(� );

p � p1

p1
= O(� ) (4.10)

von der OrdnungO(� ) sind. Wenn man

u = u1 + ( u � u1 ); (4.11a)

c = c1 + ( c � c1 ); (4.11b)

in die gasdynamische Gleichung (4.7) einsetzt, erh•alt man mit u1 = O(1) und
c1 = O(1)

h
u2

1 + 2u1 (u � u1 )
| {z }

O(� )

+ ( u � u1 )2

| {z }
O(� 2)

� c2
1 + O(� )

i @(u � u1 )
@x| {z }
O(� )

+ [ u1 + O(� )] v|{z}
O(� )

�
@u
@y

+
@v
@x

�

| {z }
O(� )

+
�
� c2

1 + O(� )
� @v

@y
|{z}
O(� )

= 0: (4.12)

Hierbei wurde vorausgesetzt, da� die St•orungen u � u1 , c � c1 und v sowie de-
ren Ableitungen von der Gr•o�enordnung O(� ) sind. In niedrigster Ordnung O(� )
verbleibt daher

�
u2

1 � c2
1

� @u
@x

� c2
1

@v
@y

= 0: (4.13)

76 H. C. Kuhlmann, A. Kluwi†
Str •omungsmechanik 2



4.2. Linearisierte gasdynamische Gleichung f•ur station•are Str•omungen

Nach Division durchc2
1 erhalten wir die linearisierte gasdynamische Gleichung

�
1 � M2

1

� @u
@x

+
@v
@y

= 0: (4.14)

Sie hat die physikalische Bedeutung einer Kontinuit•atsgleichung, was man auch
schon an (4.6) sieht. Hierbei ist M1 = u1 =c1 die Anstr•om-Machzahl.

F•ur den Energiesatz (4.9) erh•alt man in analoger Weise in erster (linearer) Ord-
nung O(� )

c � c1 = �
{ � 1

2
M1 (u � u1 ): (4.15)

Linearisiert man au�erdem diex-Komponente der Bewegungsgleichung (4.1a) mit
� = � 1 + O(� ), so erh•alt man

u1
@u
@x

= �
1

� 1

@p
@x

: (4.16)

Diese Gleichung k•onnen wir einmal in x-Richtung integrieren und erhalten unter
Ber•ucksichtigung der Randbedingungp = p1 f•ur u = u1

u1 (u � u1 ) = �
1

� 1
(p � p1 ): (4.17)

Im Rahmen der linearisierten Gleichungen h•angt der Druckbeiwert •uber diese Be-
ziehung in einfacher Weise mit der Geschwindigkeitsst•orung zusammen1

cp =
p � p1

� 1 u2
1 =2

= � 2
u � u1

u1
: (4.18)

Zusammenfassend lauten die linearisierten Kontinuit•ats- (4.14), Energie- (4.15) und
Impuls-Gleichungen (4.18)

�
1 � M2

1

� @u
@x

+
@v
@y

= 0; (Kontinuit •at)

c � c1 = �
{ � 1

2
M1 (u � u1 ); (Energie)

cp = � 2
u � u1

u1
: (Impuls)

(4.19a)

(4.19b)

(4.19c)

Da das Geschwindigkeitsfeld drehungsfrei ist, verschwindet die Vortizit •at ! =
uy � vx = 0 und das Geschwindigkeitsfeld l•a�t sich aus einem Potential ableiten.
F•uhrt man wie im Kapitel 2.4 (Pro�ltheorie) ein St •orpotential � im Gesamtpoten-
tial ein

� = u1 x + u1 � (x; y); (4.20)

1Derselbe Druckkoe�zient ergab sich auch schon im Rahmen der d•unnen Pro�le bei inkompres-
siblen Str•omungen, siehe (2.116).
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so erh•alt man die Geschwindigkeitsst•orung aus dem St•orpotential

� x =
u � u1

u1
; (4.21a)

� y =
v

u1
: (4.21b)

Setzt man die Ableitungen des St•orpotentials (4.21) in die linearisierte gasdynami-
sche Gleichung, die Energiegleichung und die Gleichung f•ur cp ein, dann kann man
(4.19a){( 4.19c) als Gleichungen f•ur das St•orpotential schreiben

(1 � M2
1 )� xx + � yy = 0;

c � c1

c1
= �

{ � 1
2

M2
1 � x ;

cp = � 2� x :

(4.22a)

(4.22b)

(4.22c)

Diese Gleichungen gelten kleine f•ur St•orungen sowohl f•ur Unter- (0 � M1 < 0:8)
wie auch f•ur •Uberschallanstr•omungen (1:2 � M1 < 3). Eine genauere Betrachtung
(siehe Kap.4.4) zeigt jedoch, da� sie nicht f•ur den schallnahen Bereich gelten. F•ur
schallnahe Str•omungen wird 1� M2

1 klein und ist nicht mehr O(1). In Kap. 4.4
wird gezeigt, da� man dann noch weitere Terme aus der vollen gasdynamischen
Gleichung ber•ucksichtigen mu�. An der linearisierten gasdynamischen Gleichung
(4.22a) sieht man aber schon, da� sie f•ur M1 < 1 elliptisch (Kap. 4.3) und f•ur
M1 > 1 hyperbolisch ist (Kap.4.5).

4.3. Prandtl-Glauert-Transformation

F•ur Unterschallstr•omungen mit M1 < 1 kann man einen Zusammenhang zwischen
der kompressiblen Str•omung und einer zugeordneten inkompressiblen Str•omung
herstellen. Dazu schreiben wir die linearisierte gasdynamische Gleichung und die
Bedingung f•ur Drehungsfreiheit in der erweiterten Form

(1 � M2
1 )

@
@x

�
u � u1

u1

�
+

@
@y

�
v

u1

�
= 0; (4.23a)

@
@y

�
u � u1

u1

�
�

@
@x

�
v

u1

�
= 0: (4.23b)

Der einzige Unterschied zu dem inkompressiblen Gleichungen bestehtin dem soge-
nannten Prandtl-Faktor

� :=
q

1 � M2
1 < 1: (4.24)
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4.3. Prandtl-Glauert-Transformation

Um ihn durch eine Transformation zu eliminieren, schreibt man das Gleichungssys-
tem in der Form

@
@x

�
�

u � u1

u1

�
+

@
@(� y)

�
v

u1

�
= 0; (4.25a)

@
@(� y)

�
�

u � u1

u1

�
�

@
@x

�
v

u1

�
= 0: (4.25b)

Mit der a�nen Transformation 2

x i = x;
�

u � u1

u1

�

i

= �
�

u � u1

u1

�
;

yi = �y;
�

v
u1

�

i

=
v

u1
;

(4.26a)

(4.26b)

kann man die Gleichungen dann auch in der Form

Hermann Glauert
1892{1934

@
@xi

�
u � u1

u1

�

i

+
@

@yi

�
v

u1

�

i

= 0; (4.27a)

@
@yi

�
u � u1

u1

�

i

�
@

@xi

�
v

u1

�

i

= 0; (4.27b)

schreiben. Diese Gleichungen sind formal identisch mit denjeni-
gen f•ur inkompressible Str•omungen (M1 � 0). Der Index i steht
demnach f•ur inkompressibel.

Mit der Prandtl-Glauert-Transformation (4.26) ist eine einein-
deutige Beziehung zwischen einer inkompressiblen (Index i) und
einer entsprechenden kompressiblen (Index k) Unterschallstr•o-
mung (M1 < 1) hergestellt (siehe Abb.4.1). Man kann nun zwei
F•alle unterscheiden.

Gleiches Pro�l Ist die Pro�lform vorgegeben, so ergeben sich daraus die Rand-
bedingungen f•ur v=u1 auf der Belegungsliniey = yi = 0 (siehe Kap. 2.4.1). An
(4.26) erkennt man, da� die transversale Geschwindigkeitv nicht von � beein
u�t
wird und damit unabh•angig von der Machzahl ist. Die Verteilung der longitudina-
len Geschwindigkeitu auf der Belegungslinie errechnet sich im kompressiblen Fall
aus der L•osung der inkompressiblen Str•omung gem•a�

�
u � u1

u1
(x; 0� )

�

k

=
1
�

�
u � u1

u1
(x; 0� )

�

i

: (4.28)

2Eine a�ne Abbildung bewahrt Kollinearit •at, Parallelit •at und Teilverh •altnisse. Dies bedeutet,
da� das Abbild von Punkten, die auf einer Gerade liegen, auch auf einer Geraden liegen, da�
parallele Graden auch wieder auf parallele Geraden abgebildet werdenund da� die relativen
Abst•ande von Punkten auf einer Geraden erhalten bleiben.
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4. Kompressible Str•omungen

~xi

~xk

~u0
i

~u0
k

~v0
i

~v0
k

x

y

Abbildung 4.1.: Gr•o�en, die durch die Prandtl{
Glauert-Transformation in Beziehung zueinander
gesetzt werden. In der schematischen Darstellung
bezeichnen die gestrichenen Gr•o�en die skalierten
St•orungen, z.B. ~u0

k = [( u � u1 )=u1 )]k .

F•ur den Druck- und Auftriebsbeiwert ergibt sich in analoger Weise

(cp)k =
1
�

(cp) i und (cL )k =
1
�

(cL ) i : (4.29)

F•ur die St•orungen an einem beliebigen Punkt (xk ; yk) (siehe Abb. 4.1) gilt
uk � u1

u1
(xk ; yk) =

1
�

ui � u1

u1
(x i ; yi) =

1
�

ui � u1

u1
(xk ; �y k); (4.30a)

vk

u1
(xk ; yk) =

vi

u1
(x i ; yi) =

vi

u1
(xk ; �y k): (4.30b)

Wir k •onnen daher schlie�en, da� die Druckst•orungen und die Geschwindigkeits-
st•orungen u, die durch ein und dasselbe schlanke, gering angestelltes Pro�l bei
kompressibler Str•omung verursacht werden, um den Faktor 1=� gr•o�er sind als
im inkompressiblen Fall. Die St•orungen wachsen also mit Erh•ohung der Machzahl
sehr stark an. Wegenyi = �y k mit � < 1 verl•auft die zugeordnete inkompressible
Str•omung 
acher, w•ahrend die kompressible Str•omung vergleichsweise aufgebl•aht
erscheint.

Gleiche Kr•afte Andererseits kann man fragen, um welchen Faktor man die Dicke
eines Pro�ls (bei gleicher Pro�lform) •andern mu�, um in kompressibler und in
inkompressibler Str•omung identische Kr•afte zu erreichen. Dazu mu� o�enbar der
Faktor � � 1 in (4.28) und (4.29) kompensiert werden. Die Geschwindigkeits- und
Druckst•orungen sind proportional zum Dickenparameter� , denn

u � u1

u1
= � x = � � 1;x ; (4.31)

wobei bei� 1 das St•orpotential f•ur den Dickene�ekt ist. Dann kann man gleiche Kr•af-
te erreichen, wenn man die Dicke� k = �� i des Pro�ls in kompressibler Str•omung
um den Faktor � geringer w•ahlt als die Dicke des Pro�ls in der inkompressiblen
Str•omung. Denn es ist

cp;k(� k) = � 2
�

u � u1

u1

�

k

= � 2� k

�
@�1
@x

�

k

= � 2�� i

�
@�1
@x

�

k

(4.28)
= � 2�� i

1
�

�
@�1
@x

�

i

= � 2� i

�
@�1
@x

�

i

= cp;i (� i): (4.32)
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4.3. Prandtl-Glauert-Transformation

Abbildung 4.2.: Aufsicht auf zwei Fl•ugelformen,
auf welche identische Kr•afte wirken. Dazu mu� die
Spannweite (wie auch die Dicke des Pro�ls) im Fal-
le einer kompressiblen Str•omung (blaue Form) um
einen Faktor � im Vergleich zum inkompressiblen
Fall (graue Form) gestaucht sein. Hier gezeigt f•ur
� =

p
1 � 0:52 = 0 :866.

M1 = 0

M1 = 0 :5

y

x

x

� 1d;x (x; 0)

� 0:2

0

0 0:2 0:4 0:6 0:8

1

1 1:2
� 2

� 1

2

Abbildung 4.3.: Umstr•omung eines Parabelbogenzweiecks f•ur M 1 = 0 (schwarz), M1 =
0:5 (blau gestrichelt) und M 1 = 0 :8 (rot gestrichelt) im G•ultigkeitsbereich der Prandtl-
Glauert-Transformation. Vergleiche auch Abb. 2.20a.

F•ur die kompressible Str•omung ben•otigt man also schlankere Pro�le. Im dreidi-
mensionalen Fall kann die Koordinate in Spannweitenrichtung ganz analog zur Ko-
ordinate in Dickenrichtung behandelt werden. Um in der kompressiblen Str•omung
gleiche Kr•afte wie im inkompressiblen Fall zu erhalten, mu� man deshalb nicht nur
die Dicke um eine Faktor� reduzieren, sondern auch die Spannweite. Dies ist in
Abb. 4.2 illustriert.

F•ur M ! 1 bzw. � ! 0 divergiert der Druckbeiwert. Diese unphysikalische Di-
vergenz des Drucks wird auchPrandtl-Glauert-Singularit•at genannt. Daher ist die
Prandtl-Glauert-Transformation nur f•ur einen nach oben begrenzten Bereich von
Anstr•om-Machzahlen g•ultig (M <

� 0:8). Die normierte Geschwindigkeitsst•orung in
x-Richtung bei x = 0 ist in Abb. 4.3 f•ur ein Parabelbogenzweieck gezeigt. Bei gege-
bener Pro�ldicke nimmt die Geschwindigkeitsst•orung f•ur ansteigende Machzahlen
mit dem Faktor � � 1 zu.

H. C. Kuhlmann, A. Kluwi†
Str •omungsmechanik 2

81



4. Kompressible Str•omungen

4.4. G•ultigkeitsbereich der Prandtl-Glauert
Transformation

F•ur M1 ! 1 geht � ! 0 und 1=� ! 1 . Es erhebt sich damit die Frage nach
der G•ultigkeit der linearisierten gasdynamischen Gleichung (4.22a) und damit der
Prandtl-Glauert-Beziehungen (4.26). Um zu sehen, ob die obige Vernachl•assigung
der Terme h•oherer Ordnung in� gerechtfertigt ist, wenn M1 ! 1 bzw. � ! 0 geht,
betrachten wir den ersten Term der vollen nichtlinearen gasdynamischen Gleichung
(4.7)

(u2 � c2)
@u
@x

=
h
u2

1 � c2
1 + 2u1 (u � u1 ) � 2c1 (c � c1 ) + : : :

| {z }
St•orungen durch das Pro�l

i @u
@x

: (4.33)

Unter der Annahme kleiner St•orungen entsprechend (4.10) skaliert die Geschwin-
digkeitsst•orung wie (u � u1 )=u1 = O(� ). Wenn aberu1 in die N•ahe der Schallge-
schwindigkeit c1 kommt wird auch � ein kleiner Parameter und nach der Prandtl-
Glauert Transformation sollte dann die kompressibele Geschwindigkeitsst•orung wie
(u � u1 )=u1 = O(�=� ) skalieren. Aus dem Energiesatz (4.15) erh•alt man dann die
Gr•o�enordnungsabsch•atzung

�
{ � 1

2

�
u � u1

u1

�
(4.15)
=

1
M2

1

c � c1

c1
= O

�
�
�

�
: (4.34)

Wenn man diese Skalierung in (4.33) ber•ucksichtigt, erh•alt man die genauere Ab-
sch•atzung

u2 � c2

c2
1

= M 2
1 � 1

| {z }
� � 2

+

(4.15) ) ({ +1)M 2
1 (u� u1 )=u1z }| {

2M2
1

u � u1

u1| {z }
� �=�

� 2
c � c1

c1| {z }
� M 2

1 (�=� )

+ : : : (4.35)

Die Vernachl•assigung des zweiten und dritten Terms der Gr•o�enordnung O(�=� ) in
der linearisierten gasdynamischen Gleichung (4.14) ist also nur unter der Voraus-
setzung

� 2 �
�
�

=
�

p
1 � M2

1

(4.36)

gerechtfertigt, also nur f•ur � 3=� � 1. F•uhrt man den schallnahen•Ahnlichkeitspa-
rameter K := � 2=� 2=3 = ( � 3=� )2=3 � 1 ein, so lautet die Bedingung (4.36)

K =
1 � M2

1

� 2=3
� 1: (4.37)

Die Prandtl-Glauert Transformation ist daher nur dann g•ultig, wenn der schallnahe
•AhnlichkeitsparameterK wesentlich gr•o�er ist als 1.

Steigt jedoch M1 an, so da� K = O(1), dann kann (u2 � c2)@u=@xnicht mehr
linearisiert werden. Der zweite Termuv(@u=@y+ @v=@x) in der gasdynamischen
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4.4. G•ultigkeitsbereich der Prandtl-Glauert Transformation

Gleichung (4.7) bleibt weiterhin von der Gr•o�enordnung � 2 (siehe (4.12)) und damit
vernachl•assigbar. Der dritte Term (v2� c2)@v=@yin gasdynamischen Gleichung (4.7)
kann weiterhin durch � c2

1 @v=@yapproximiert werden, dav nicht mit � skaliert.
Unter der Verwendung des linearisierten Energiesatzes (4.15) und des St•orpotentials
(4.21) erh•alt man dann eine genauere Form der gasdynamischen Gleichung (siehe
(4.35)) �

1 � M2
1 � ({ + 1)M 2

1 � x
�

� xx + � yy = 0: (4.38)

Sie ist nichtlinear. Im schallnahen Bereich istK = O(1) und M1 � 1. Daher kann
man M2

1 � x durch � x approximieren
�
1 � M2

1 � ({ + 1) � x

�
� xx + � yy = 0: (4.39)

Dies ist dieschallnahe Form der gasdynamischen Gleichung.
Wie kommt man nun auf den schallnahen•Ahnlichkeitsparameter K ? Im allge-

meinen versucht man, die Anzahl der Parameter eines Problems durch Skalierung
zu reduzieren.3 In die gasdynamische Gleichung f•ur schlanke Pro�le in der N•ahe der
Schallgeschwindigkeit (4.39) geht der kleine Dickenparameter� (•uber die Randbe-
dingungen) und der kleine Parameter� ein. Mit Hilfe der Skalierung

X = x; Y = � 1=3y; � = � 2=3�; (4.40)

kann man (4.39) so umformen, da� alle Terme der Gleichung von gleicher Gr•o�en-
ordnung sind, auch in den Randbedingungen. Dann erh•alt man aus (4.39)

�
1 � M2

1 � ({ + 1) � 2=3� X

�
� XX + � 2=3� Y Y = 0; (4.41)

beziehungsweise �
1 � M2

1

� 2=3
| {z }

K

� ({ + 1) � X

�
� XX + � Y Y = 0: (4.42)

Hierin sind nun alle Gr•o�en von O(1). Die linearisierten Randbedingungen lauten

v(X; 0+ )
u1

= �h 0
o(X ); (4.43a)

v(X; 0� )
u1

= � �h 0
u(X ); (4.43b)

oder in skalierter Form mit v = u1 � y

� 2=3� Y (X; 0� )� 1=3 = � �h 0
o;u(X ): (4.44)

Damit erhalten wir letztendlich das Gleichungssystem

[K � ({ + 1) � X ] � XX + � Y Y = 0; (4.45a)

� Y (X; 0+ ) = h0
o(X ); (4.45b)

� Y (X; 0� ) = � h0
u(X ): (4.45c)

3So wird man bei der Navier-Stokes-Gleichung auf die Reynoldszahl gef•uhrt.
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4. Kompressible Str•omungen

F•ur verschiedene� und � aber gleiche Werte vonK ergeben sich dann bei gegebenen
Pro�lfunktionen ho;u dieselben L•osungen f•ur das skalierte Potential� (X; Y ). Diese
Tatsache wird alsschallnahes•Ahnlichkeitsgesetzbezeichnet.

Wir versuchen nun, f•ur ein d•unnes Pro�l diejenige Anstr•ommachzahl zu bestim-
men, f•ur welche die Prandtl-Glauert-Transformation noch g•ultig ist. Dabei de�nie-
ren wir die untere kritische Anstr•ommachzahlM1 krit als jene Anstr•ommachzahl,
f•ur die an einer bestimmten Stelle des Pro�ls erstmals Schallgeschwindigkeit er-
reicht wird. An dieser Stelle ist dannumax = c = c� .4 Dann gilt f •ur die maximale
Geschwindigkeitumax

M1 ! M1 krit ()
umax � u1

u1
!

c� � u1

u1
=

1 � M �
1

M �
1

; (4.46)

wobei wir M�
1 := u1 =c� de�niert haben. Aus der Pro�ltheorie (Dickene�ekt) ken-

nen wir die Beziehung5 �
umax � u1

u1

�

i

= C�; (4.47)

wobei die positive KonstanteC von der Pro�lform abh•angt. Im kompressiblen Fall
gilt nach der Prandtl-Glauert-Transformation

�
umax � u1

u1

�

k

=
1
�

�
umax � u1

u1

�

i

=
C�

p
1 � M2

1

: (4.48)

Setzt man n•aherungsweise voraus, da� die Prandtl-Glauert-Transformationbis zur
unteren kritischen Machzahl M1 krit g•ultig ist, dann gilt (dies ist die Bedingung f•ur
M1 krit , aber der Index 'krit' wird hier noch unterdr•uckt)

C�
p

1 � M2
1

=
1 � M �

1

M �
1

: (4.49)

Aus dem Energiesatz zwischen1 und dem Punkt, an dem die maximale Geschwin-
digkeit umax = c� erreicht wird,

u2
1

2
+

c2
1

{ � 1
=

c� 2

2
+

c� 2

{ � 1
(4.50)

erh•alt man mit j1 � M1 j � 1 nach einigen Umformungen6 die N•aherung

M �
1

2 � 1 �
2

{ + 1
(M2

1 � 1): (4.51)

4Beachte, da� die so de�nierte untere kritische Anstr•om-Machzahl M1 krit = ( u1 =c1 )krit nicht
identisch ist mit der lokalen kritischen Machzahl M� = umax =c� = 1 und auch verschieden ist
von M�

1 := u1 =c� .
5Es ist (u � u1 )=u1 = � � 1x , siehe (2.82) und (2.81).
6Wenn man den Energie-Satz durchu1 dividiert, den Kehrwert bildet und nach M � 2

1 � 1 au
 •ost,
bekommt man

M � 2
1 � 1 =

�
M2

1 � 1
� 2

2 + ( { � 1)M2
1

:

Wegenj1� M1 j � 1 kann man im zweiten Faktor der rechten Seite M2
1 durch 1 approximieren,

denn der erste Faktor
�
M2

1 � 1
�

ist auch schon klein.
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4.5. Schwach gest•orte •Uberschallparallelstr•omung

Da auch M�
1 nur wenig von 1 verschieden ist, folgt7

C�
p

1 � M2
1

�
1

{ + 1
(1 � M2

1 ); (4.52)

beziehungsweise
� 2=3

1 � M2
1| {z }

1=K

�
�

1
({ + 1) C

� 2=3

: (4.53)

Schlie�lich ist (setzte nun endlich M1 = M 1 krit und entwickle mit M1 krit = 1 � � )

1 � M2
1 krit � 2(1 � M1 krit ) � [({ + 1) C� ]2=3 ; (4.54)

oder, ausgedr•uckt durch K ,

K krit � [({ + 1) C]2=3 = O(1): (4.55)

F•ur ein Parabelbogenzweieck (siehe S.45 in Kap. 2.4.2) ist zum Beispiel C = 4=�
und demnach

1 � M1 krit �
1
2

�
4({ + 1)

�
�
� 2=3

: (4.56)

Bei einem Dickenparameter von� = 0:1 ergibt das eine untere kritische Anstr•om-
machzahl von M1 krit = 0:77,8 unterhalb der die Prandtl-Glauert-Transformation
f•ur dieses spezielle Pro�l angewandt werden kann.

4.5. Schwach gest•orte •Uberschallparallelstr •omung

Zur Berechnung der•Uberschallstr•omung um d•unne Pro�le (siehe Abb. 4.4) legen
wir wieder die linearisierte Form der gasdynamischen Gleichung (4.22a)

(1 � M2
1 )� xx + � yy = 0 (4.57)

zugrunde. F•ur M1 > 1 hat diese Gleichung jedoch fundamental andere Eigen-
schaften als f•ur den Fall M1 < 1. Im Unterschallbereich ist die Gleichung von
elliptischem Typ (wie z.B. bei der station•aren Di�usion). St•orungen machen sich
dann im gesamten Raumgebiet bemerkbar. Im•Uberschallbereich•andert sich das
Vorzeichen vor dem Term mit der zweiten Ableitung nachx. Dann ist die Gleichung
von hyperbolischem Typus (wie z.B. bei der eindimensionalen Wellengleichung im
(x; t )-Raum). St•orungen breiten sich in diesem Fall nur in einem bestimmten Be-
reich aus, dem sogenanntenEin
u�gebiet . Das Verhalten ist in Abb. 4.5 skizziert.

7Setze in (4.49) und (4.51) M �
1 = 1 � � und entwickle den Nenner von (1� M �

1 )=M �
1 in (4.49).

Der Vergleich liefert M �
1

2 � 1 � (� 2)(1 � M �
1 )=M �

1 .
8In der alten Version des Skriptums wurde der Faktor 4 nicht ber•ucksichtigt was in einer zu
hohen kritischen Anstr•ommachzahl M1 krit = 0 :9 resultierte.
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u1 > c 1

x

y

Abbildung 4.4.: •Uberschallstr•omung um ein d•unnes Pro�l.

(a)

u1 < c 1 u1 t
c1 t

(b)

u1 t

c1 t
u1 > c 1

� 1

gest•ortungest•orte
Au�enstr •omung

Abbildung 4.5.: Ein
u�gebiete bei Unterschall- (a) und bei •Uberschallstr•omung (b).

Das Ein
u�gebiet wird von Machlinien (Charakterisiken im mathematischen Sin-
ne, Abb.4.6) begrenzt, welche unter demMachwinkel� 1 gegen•uber der ungest•orten
Au�enstr •omung geneigt sind, und zwar gem•a�

sin� 1 =
c1

u1
=

1
M1

: (4.58)

Der Wertebereich von� 1 ist gegeben durch

1 � M1 < 1 )
�
2

� � 1 > 0: (4.59)

F•ur die Machlinien gilt y = � tan � 1 x. Betrachtet man parallele Kurvenscharen
mit x-Achsenabschnitten� bzw. � , erh•alt man

� = x � y cot � 1 ;

� = x + y cot � 1 :

(4.60a)

(4.60b)

Die Machlinien werden also durch die Werte von� und � festgelegt. Man bezeichnet
diejenigen Machlinien, auf denen� = const: ist, als linkslaufende Machlinien, und
diejenigen mit � = const: als rechtslaufende Machlinien. Als Beispiel ist in Abb.4.7
die •Uberschallstr•omung um einen Keil skizziert.

Aus physikalischen Gr•unden erscheint es sinnvoll, die linearisierte gasdynamische
Gleichung mit Hilfe von (4.60) auf Machlinien-Koordinaten � (x; y) und � (x; y) zu
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x

y
�

�

u1

� 1

� 1

rechtslaufende ML

linkslaufende ML

� =
co

ns
t:

�
=

const:
Abbildung 4.6.: Links- und rechtslaufende Machlinien (ML).

M1 > 1

x

y � = 0

� = 0

gest•ort

ungest•ort

Abbildung 4.7.: •Uberschallstr•omung um einen Keil.

transformieren. F•ur die Ableitungen gelten die Relationen9

@
@x

=
�

@�
@x

�
@
@�

+
�

@�
@x

�
@
@�

=
@
@�

+
@
@�

; (4.61a)

@
@y

=
�

@�
@y

�
@
@�

+
�

@�
@y

�
@
@�

= � cot � 1
@
@�

+ cot � 1
@
@�

; (4.61b)

@2

@x2
=

@2

@�2
+ 2

@2

@�@�
+

@2

@�2
; (4.61c)

@2

@y2
= cot 2 � 1

�
@2

@�2
� 2

@2

@�@�
+

@2

@�2

�
: (4.61d)

9Beachte die Kettenregel, z.B.

@
@x

F [� (x; y); � (x; y)] =
@F
@�

@�
@x|{z}
=1

+
@F
@�

@�
@x|{z}
=1

:
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Nach (4.58) gilt sin � 1 = M � 1
1 und damit

cot2 � 1 =
1 � sin2 � 1

sin2 � 1
= M 2

1 � 1: (4.62)

Wenn man diese Beziehungen in die linearisierte gasdynamische Gleichung (4.22a)
einsetzt, erh•alt man die einfache Di�erentialgleichung

@
@�

@
@�

� = 0: (4.63)

Dies ist gerade die sogenannteNormalform einer zweidimensionalen hyperbolischen
Di�erentialgleichung zweiter Ordnung. Sie besitzt die allgemeine L•osung

� (�; � ) = F (� ) + G(� ); (4.64)

wobei F und G beliebige Funktionen sind. Das in die urspr•unglichen Koordinaten
transformierte Ergebnis lautet

� (x; y) = F (x � y cot � 1 ) + G(x + y cot � 1 ): (4.65)

Mit cot � 1 =
p

M2
1 � 1 ist diese L•osung auch alsD'Alembertsche L•osung der

Wellengleichungbekannt.
Mit Hilfe der gewonnenen Erkenntnis wollen wir nun die St•orungen berechnen,

die von einem Pro�l ausgehen. Aufgrund des hyperbolischen Charakters der Dif-
ferentialgleichung (4.63) kann man die Gebiete oberhalb und unterhalb des Pro�ls
getrennt betrachten (Abb. 4.8).

(i) y > 0: St•orungen, die von der Pro�loberseite ausgehen F•ur y > 0 kom-
men alle rechtslaufenden Machlinien� = const: aus dem ungest•orten Gebiet vor
dem Pro�l. Deshalb mu� die Funktion G(� ) � 0 identisch verschwinden. F•ur das
St•orpotential verbleibt

� (x; y) = F (� ) = F
�

x � y
q

M2
1 � 1

�
: (4.66)

Die bereits bekannte Randbedingung

� y(x; 0+ ) = �h 0
o(x) (4.67)

f•uhrt mit � (x; 0+ ) = x auf

� y jx;0+ =
dF
d�

@�
@y

�
�
�
�
x;0+

= F 0@�
@y

�
�
�
�
� = x

= F 0(x) ( � cot � 1 )

= F 0(x)
�

�
q

M2
1 � 1

�
= �h 0

o: (4.68)
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x

y

� = 0

� = 0

�
=

const:

ungest•ort
F = G = 0

P
y = �h o(x)

y = � �h u(x)

Abbildung 4.8.: Links- ( � ) und rechtslaufende Machlinien (� ). Auf allen Machlinien, die
aus dem ungest•orten Gebiet kommen ist F = 0 bzw. G = 0. Der rot (gr•un) hinterlegte
Bereich kann nur durch St•orungen von der Oberseite (Unterseite) des Pro�ls beein
u�t
werden.

Nach Integration ergibt sich

F (x) = �
�

p
M2

1 � 1
ho(x) auf x 2 [0; 1]: (4.69)

Zusammenfassend kann man schreiben

� (x; y) = �
�

p
M2

1 � 1
ho

�
x � y

q
M2

1 � 1
�

; (4.70a)

v
u1

= � y(x; y) = �h 0
o

�
x � y

q
M2

1 � 1
�

; (4.70b)

u � u1

u1
= � x (x; y) = �

�
p

M2
1 � 1

h0
o

�
x � y

q
M2

1 � 1
�

: (4.70c)

(ii) y < 0: F � 0 In analoger Weise erh•alt man f•ur die Unterseitey < 0

� (x; y) = G
�

x + y
q

M2
1 � 1

�
; (4.71)

und wieder •uber die entsprechende Randbedingung� y(x; 0� ) = � h0
u(x)�

� (x; y) = �
�

p
M2

1 � 1
hu

�
x + y

q
M2

1 � 1
�

; (4.72a)

v
u1

= � y(x; y) = � �h 0
u

�
x + y

q
M2

1 � 1
�

; (4.72b)

u � u1

u1
= � x (x; y) = �

�
p

M2
1 � 1

h0
u

�
x + y

q
M2

1 � 1
�

: (4.72c)

H. C. Kuhlmann, A. Kluwi†
Str •omungsmechanik 2

89



4. Kompressible Str•omungen

x

x

x

y

cp

u � u1

u1

u1 (u
; v

; �
) =

co
ns

t :

Abbildung 4.9.: Qualitativer Verlauf der
Geschwindigkeitsst•orung (u� u1 )=u1 und
des Druckbeiwerts cp auf der Oberseite
eines parabolischen Pro�ls. Entlang der
Machlinien, die sich bis ins Unendliche er-
strecken, sindu und v konstant.

Aus den Gleichungen f•ur Pro�lober- und Pro�lunterseite ergibt sich die wichtige
Formel von Ackeret

u � u1

u1
= �

1
p

M2
1 � 1

v
u1

; y ? 0: (4.73)

Jakob Ackeret
1898{1981

Bemerkenswert ist die Tatsache, da� dieu- und v-St•orungen
in einem Raumpunkt (x; y) nur von der Neigung des Pro�ls
(h0

o;u) im Punkt ( x � y
p

M2
1 � 1; 0� ) abh•angen. Zusammenfas-

send kann gesagt werden:

1. St•orungen auf der Pro�loberseite und Pro�lunterseite k•on-
nen unabh•angig voneinander berechnet werden.

2. Die vom Pro�l ausgehenden St•orungen auf rechts- und
linkslaufenden Machlinien sind konstant. Sie erstrecken
sich daher bis ins Unendliche und bewirken damit einen
nichtverschwindendenPro�lwiderstand (Abb. 4.9).

Abschlie�end folgt die Bestimmung der auf das Pro�l wirkenden Luftkr•afte. F•ur
den Druckbeiwert erh•alt man

cpo = � 2
u � u1

u1
(x; 0� ) =

2�
p

M2
1 � 1

h0
o(x); (4.74a)

cpu =
2�

p
M2

1 � 1
h0

u(x): (4.74b)
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(a)

x
y

0

1

�h u(1)

(b)

x
y

0

1

�h u(1)

Abbildung 4.10.: Vergleich eines angestellten Pro�ls (a) mit einer angestellten Platte (b).

Der Auftriebsbeiwert bestimmt sich aus dem negativen Ober
•achenintegral •uber
den Druckbeiwert. F•ur die Normalenvektoren auf der Pro�loberseite und der Pro-
�lunterseite kann n•aherungsweiseny(x; 0+ ) ' 1 undny(x; 0� ) ' � 1 gesetzt werden.
Damit ergibt sich

cL = �
I

S
cpnydS = �

Z 1

0
(cpo � cpu)dx =

2�
p

M2
1 � 1

Z 1

0

�
dhu

dx
�

dho

dx

�
dx: (4.75)

Ausgewertet erhalten wir

cL =
2�

p
M2

1 � 1

�
hu(1) � hu(0) � ho(1) + ho(0)

�
: (4.76)

Ohne Einschr•ankung kann immer ho(0) = hu(0) = 0 vorausgesetzt werden (die
Pro�lspitze liegt damit im Koordinatenursprung). Es verbleibt dann

cL =
2�

p
M2

1 � 1

�
hu(1) � ho(1)

�
: (4.77)

F•ur geschlossene Pro�le gilthu(1) = � ho(1) und daher

cL =
4

p
M2

1 � 1
�h u(1): (4.78)

Damit h•angt der Auftrieb nur von der Lage des Endpunkteshu(1) des Pro�ls ab.
Ein um den Winkel � = tan[ �h u(1)] � �h u(1) angestelltes Pro�l endlicher Dicke
erzeugt damit denselben Auftrieb wie eine gleich stark angestellted•unne ebene
Platte, unabh•angig von der Pro�lw•olbung. Die d•unne, ebene Platte hat dabei noch
den geringstm•oglichen Widerstand und ist damit (wenn man von konstruktiven
Schwierigkeiten und den Eigenschaften im Unterschallbereich absieht) das ideale
•Uberschallpro�l (Abb. 4.10).

Zur Berechnung des Widerstandsbeiwerts verwenden wir die N•aherung

nx (x; 0+ ) ' � �
dho

dx
; nx (x; 0� ) ' � �

dhu

dx
: (4.79)
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(a) •Uberschall
cp

0
11=2

x

cpu =
2�

p
M2

1 � 1

cpo = �
2�

p
M2

1 � 1

L

(b) Unterschall

cp

0
11=4

x

L

Abbildung 4.11.: Druckbeiwerte und Auftriebskraft einer angestellten ebenen d•unnen
Platte f •ur •Uberschall- (a) und Unterschallstr•omung (b) (vergleiche Abb. 2.23).

Damit erhalten wir den Widerstandsbeiwert

cD = �
I

S
cpnxdS =

2� 2

p
M2

1 � 1

Z 1

0

" �
dho

dx

� 2

+
�

dhu

dx

� 2
#

dx: (4.80)

Als Beispiel betrachten wir eine angestellte d•unne Platte mit den Pro�lko-
ordinaten ho(x) = � x und hu(x) = x (Abb. 4.10b). Mit dem Anstellwinkel
� = tan[ �h u(1)] � �h u(1) erh•alt man die Kraftbeiwerte (h0

o = � h0
u = � 1; ho(1) =

� hu(1) = � 1)

cpo;u = �
2�

p
M2

1 � 1
; (4.81a)

cL =
4�

p
M2

1 � 1
(vergleiche Unterschall:cL = 2�� ); (4.81b)

cD =
4� 2

p
M2

1 � 1
(vergleiche Unterschall:cD = 0) : (4.81c)

Der Auftriebsbeiwert steigt linear mit dem Anstellwinkel � an, w•ahrend der Wi-
derstandsbeiwert quadratisch mit� ansteigt. Der Widerstandsbeiwert f•allt bei Er-
h•ohung der Machzahl (M1 > 1) ab. Er kommt aber von sehr hohen Werten und
bleibt (auch in Realit•at) deutlich gr•o�er als im Unterschallbereich.

Ein qualitativer Vergleich der lokalen Druckbeiwerte f•ur •Uber- und Unterschall-
str•omungen ist in Abb.4.11gezeigt. Beim•Ubergang von einer Unterschall- zu einer
•Uberschallstr•omung verschiebt sich der Kraftangri�spunkt vonx = 1=4 zu x = 1=2
(und umgekehrt). Diese Verschiebung wird alsDruckpunktwanderungbezeichnet.
Bei •uberschalltauglichen Luftfahrzeugen mu� diesem Umstand mit entsprechenden
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Trimm- und/oder Steuerma�nahmen Rechnung getragen werden.10

10Dies k•onnte der Grund gewesen sein, warum Felix Baumgartner am 15.10.2012 beim Duchbre-
chen der Schallmauer w•ahrend seines Sprungs aus 39 km H•ohe ins Trudeln kam.
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5. Nichtlineare E�ekte bei
•Uberschallstr•omung

5.1. Schiefer Verdichtungssto�

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, da� die Neigung der Machlinien imFall
schwach gest•orter Parallelstr•omung nur von der Anstr•ommachzahl M1 abh•angig
ist. Die Machlinien werden nicht von der Pro�lform beein
u�t (lineare T heorie).
Bei einer starken Umlenkung der•Uberschallstr•omung treten jedoch nichtlineare
E�ekte auf. Wird die Str •omung an einer konkaven Ecke um den Str•omungswinkel
# umgelenkt, so bildet sich von der Ecke her ein schiefer Verdichtungssto� unter
dem Sto�winkel 
 im Str•omungsfeld aus. Hinter dem Verdichtungssto� sind die
Machlinien unter einem Winkel ^� 6= � geneigt (Abb. 5.1).

Um die Feldgr•o�en vor und nach dem schiefen Verdichtungssto� miteinander in
Beziehung setzen zu k•onnen, benutzen wir die Eigenschaft, da� die Tangential-
komponente der Str•omungsgeschwindigkeit•uber den Sto� hinweg stetig ist, das
hei�t da� vt = v̂t ist. Wenn man den schiefen Sto� in einem Koordinatensystem
betrachtet, welches sich mit der konstanten Geschwindigkeitvt in der Sto�ebene
bewegt (Galileitransformation der Sto�beziehungen f•ur den senkrechten Verdich-
tungssto�), verbleiben nur noch die normalen Komponenten der Geschwindigkeit
und man hat in dem bewegten System einen senkrechten Verdichtungssto�. Folglich
k•onnen die entsprechenden Ergebnisse f•ur den senkrechten Verdichtungssto� aus
der Grundlagen-Vorlesung hier sofort verwendet werden, wenn man ber•ucksichtigt,
da� diese im Fall des schiefen Sto�es f•ur die Normalkomponente der Str•omungsge-

(a)

M1

� # � 1

(b)

M1

Sto�

�

�̂


 #

M̂

Abbildung 5.1.: Machlinien (blau) und schiefer Verdichtungssto� (rot ) im Rahmen der
linearen Theorie f•ur kleine St•orungen (a) und im Rahmen der nichtlinearen Theorie f•ur
gro�e St•orung (b).
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(a)

~v ~̂v
vt vt

vn v̂n

(b)

x

~v

~̂v
vt

vt

vn

v̂n






#

Abbildung 5.2.: Zerlegung der Geschwindigkeiten bei einem schiefen Sto� inKomponen-
ten normal und senkrecht zur Sto�ebene. (a): In einem Koordinatensystem, in dem der
Sto� senkrecht auf der x-Achse steht und (b) in einem Koordinatensystem, in dem die
Anstr •omrichtung ~v parallel zur x-Achse ist.

schwindigkeit gelten (Abb. 5.2). Die Normalkomponente berechnet sich•uber den
Sto�winkel 
 aus

Mn =
vn

c
=

v
c

sin
 = M sin 
: (5.1)

Es ist daher in den Gleichungen f•ur den senkrechten Sto� die Machzahl M durch
Mn = M sin 
 zu ersetzen, um die f•ur den schiefen Verdichtungssto� g•ultigen Glei-
chungen (f•ur ideale Gase) zu erhalten1

�
�̂

=
v̂n

vn
= 1 �

2
{ + 1

�
1 �

1
M2 sin2 


�
; (5.2a)

p̂
p

= 1 +
2{

{ + 1

�
M2 sin2 
 � 1

�
; (5.2b)

T̂
T

=
p̂
p

�
�̂

c2= { RT=
ĉ2

c2

=
1

M2 sin2 


�
1 +

2{
{ + 1

�
M2 sin2 
 � 1

�
� �

1 +
{ � 1
{ + 1

�
M2 sin2 
 � 1

�
�

;

(5.2c)

p̂0

p0
=

�̂ 0

� 0
=

�
1 +

2{
{ + 1

�
M2 sin2 
 � 1

�
� �

1
{ � 1

�
1 �

2
{ + 1

�
1 �

1
M2 sin2 


�� �
{

{ � 1
;

(5.2d)
ŝ � s

cv
= ln

p̂
p

� { ln
�̂
�

: (5.2e)

Ein senkrechter Verdichtungssto� kann nur in einer•Uberschallstr•omung existieren.
Auf den schiefen Sto�•ubertragen gilt daher

M sin 
 > 1: (5.3)

1In Gleichung (5.2d) sind p0 und � 0 die Ruhegr•o�en.
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Dies schr•ankt den Sto�winkel 
 auf den Wertebereich ein

arcsin
�

1
M

�
< 
 <

�
2

: (5.4)

An (5.2a) sieht man, da� die untere Grenze
 = arcsin(M � 1) einem Sto� mit ver-
schwindender St•arke entspricht. Im Limes geht der Sto� in eine Machlinie mit
 = �
•uber. Die obere Grenze (
 = �= 2) ergibt den Sto� mit dem gr•o�tm •oglichen Druck-
anstieg, entsprechend dem senkrechten Verdichtungssto�.

Multipliziert man v̂n=vn aus (5.2a) mit v2
n , so erh•alt man unter Verwendung des

Energiesatzes2

vn v̂n = v2
n

v̂n

vn

(5.2a)
=

v2
n

M2 sin2 

| {z }

= c2

�
{ � 1
{ + 1

M2 sin2 

| {z }

v2
n =c2

+
2

{ + 1

�

=
{ � 1
{ + 1

v2
n +

2
{ + 1

c2 +
{ � 1
{ + 1

v2
t �

{ � 1
{ + 1

v2
t

| {z }
=0

Energiesatz
= c� 2 �

{ � 1
{ + 1

v2
t : (5.5)

Es gilt also diePrandtl-Relation

vn v̂n +
{ � 1
{ + 1

v2
t = c� 2; (5.6)

welche eine Verallgemeinerung der Prandtl-Relationvv̂ = c� 2 f•ur den senkrechten
Verdichtungssto� ist.

Legt man den schiefen Verdichtungssto� so in ein Koordinatensystem, da� die
Anstr•omrichtung mit der x-Richtung zusammenf•allt, gelten die Beziehungen (siehe
Abb. 5.3)

vn = u sin
; (5.7a)

vt = u cos

u aus (5.7d)

= û cos
 + v̂ sin
; (5.7b)

v̂n = vn �
v̂

cos

; (5.7c)

tan 
 =
u � û

v̂
: (5.7d)

2Der Energiesatz lautet (Vergleich zu Energie im kritischen Zustand)

v2
n + v2

t

2
+

c2

{ � 1
=

c� 2

2
+

c� 2

{ � 1
=

1
2

{ + 1
{ � 1

c� 2:

Hieraus folgt
{ � 1
{ + 1

�
v2

n + v2
t

�
+

2
{ + 1

c2 = c� 2:
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PSfrag
y

x

vt

v̂n

~̂v
v̂

vn

û

u

~v






#

Abbildung 5.3.: Zerlegung der Geschwindigkeitsvektoren~v und ~̂v vor und nach dem Sto�
(rot ). Die Zerlegung erfolgt einerseits in die (x; y)-Komponenten (u; v) bzw. (û; v̂) sowie
in die normalen und tangentialen Komponeten.

Wenn manvn , vt und v̂n aus (5.7) in the Prandtl-Relation (5.6) einsetzt, erh•alt man

u sin

�

u sin
 �
v̂

cos


�
= c� 2 �

{ � 1
{ + 1

(û cos
 + v̂ sin
 )2 : (5.8)

Mit Hilfe von ( 5.7d) kann man 
 aus (5.8) eliminieren und man erh•alt nach einigen
Umformungen die sogenannteSto�polare3

Adolf Busemann
1901{1986

�
v̂
c�

� 2
"

1 +
2

{ + 1

�
u
c�

� 2

�
uû
c� 2

#

=
�

uû
c� 2 � 1

� �
u
c�

�
û
c�

� 2

:

(5.9)

Sto�polaren wurden zuerst von Busemann eingef•uhrt. Glei-
chung (5.9) ist eine Beziehung zwischen den normierten Ge-
schwindigkeitskomponenten (^u=c� ; v̂=c� ) nach dem Sto�. Die nor-
mierte Anstr•omgeschwindigkeitu=c� fungiert als vorgegebener

Parameter. Eine Sto�polare ist also eine Kurve in der Ebene der normierten Ge-
schwindigkeitskomponenten ^u=c� und v̂=c� . Sie spezi�ziert die m•oglichen Geschwin-
digkeitskomponenten nach dem Sto� f•ur gegebene Anstr•ombedingung. Der normier-
te Parameter ist die Machzahl M� = u=c� . F•ur sie gilt (siehe Fu�note 2 oder die

3Alternativ zu ( 5.7) kann man auch die Gleichungen

vt

vn
=

v̂
u � û

;
vt

u
=

v̂
vn � v̂n

; u2 = v2
n + v2

t ; v̂2 = v̂2
n + v2

t :

verwenden, die sich aus•ahnlichen Dreiecken in Abb. 5.3 ergeben.
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Abbildung 5.4.: Form der Polaren in der Hod-
graphenebene (qualitativ).

û

v̂

M̂ = M̂
�

= 1

M ! 1

0
PQ

M̂

Grundvorlesung)
1

M � 2 =
c� 2

u2
=

{ � 1
{ + 1

+
2

{ + 1
1

M2 ; (5.10)

wobei M = 1 , M � = 1 und M ! 1 , M � !
p

6. Mit M � wird der •Uberschall-
Machzahlbereich also nur auf den endlichen Bereich [1;

p
6] abgebildet. Es ist nur

eine Skalierung.
Die Gesamtheit der Polaren f•ur alle Machzahlen ergibt eine Kurvenschar. Die

Ebene (û=c� ; v̂=c� ), in welcher diese Kurvenschar liegt, nennt man auchHodogra-
phenebene. Die Polare ist eine Strophoide.4

Zun•achst betrachten wirv̂ = 0 und û 6= 0. Dann liefert (5.9) zwei L•osungen: Den
senkrechten Verdichtungssto� mit (u=c� )( û=c� ) = M � M̂

�
= 1 (Punkt Q in Abb. 5.4)

und den in�nitesimalen Sto� mit û = u (Punkt P in Abb. 5.4).5 F•ur M ! 1 geht
M � = u=c� !

p
({ + 1) =({ � 1) =

p
6. Wenn man dies in der Gleichung f•ur die

Sto�polaren (5.9) verwendet, erh•alt man eine Kreisgleichung um einen Punkt auf
der û=c� -Achse.6 Diese Polaren sind qualitativ in Abb.5.4 gezeigt.

F•ur gegebenen Umlenkwinkel# ist tan # = v̂=û. Deshalb m•ussen die Kompo-
nenten der Str•omungsgeschwindigkeit nach dem Sto� auf der Geraden ^v = û tan #
liegen (rote Kurve in Abb. 5.5). Die Schnittpunkte dieser Geraden mit der Polaren

4Eine Strophoide in der (x; y)-Ebene gen•ugt der Gleichung (a + x)x2 � (a � x)y2 = 0.
5Die Fortsetzung der Polaren hinter den Kuspen, also f•ur û > u beschreiben das inverse Problem,
wobei (û; v̂) die Str•omung vor dem Sto� und (u; v) die Str•omung hinter dem Sto� sind. Diesen
Fall blenden wir hier aus.

6F•ur M � = u=c� =
p

6 erh•alt man aus (5.9)

�
v̂
c�

� 2 �
6 �

p
6

û
c�

�
=

�
û
c�

p
6 � 1

� � p
6 �

û
c�

� 2

:

Polynomdivision der rechten Seite durch
p

6(û=c� ) � 6 und quadratische Erg•anzung f•uhrt auf

�
v̂
c�

� 2

+
�

û
c� �

7

2
p

6

� 2

=
�

7

2
p

6

� 2

� 1:

Die Polare f•ur M ! 1 is damit ein Kreis um û=c� = 7 =(2
p

6) = 1 :429 mit Radiusq �
7=(2

p
6)

�
]2 � 1 = 1:021.
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5. Nichtlineare E�ekte bei •Uberschallstr•omung

û û

v̂

v̂

0

S

W

#

u
 W

vt

v̂n

P

Q

Abbildung 5.5.: Die Schnittpunkte von v̂ = û tan # (rot ) mit der Polaren (schwarz) erge-
ben die beiden L•osungen f•ur den schwachen (W) und f•ur den starken Sto� (S). F•ur den
schwachen Sto� ist die Rekonstruktion des Sto�winkels 
 S dargestellt. Vergleiche dazu
auch Abb. 5.3. F•ur den starken Sto� kann man analog vorgehen.

f•ur gegebene Anstr•om-Machzahl ergeben die beiden L•osungen, die einem schwachen
(W) und einem starken Sto� (S) entsprechen (Abb.5.5). Die Sto�winkel 
 W bzw.

 S, unter dem der schwache bzw. starke Sto� zurx-Achse auftritt, sind gegeben
durch die Geraden durch den Ursprung, welche senkrecht auf derVerbindungslinie
P W bzw. P S steht (blau f•ur den schwachen Sto� (W) in Abb.5.5). Die Konstruk-
tion ist klar, wenn man sich •uberlegt, da� die Kuspe bei (û; v̂) = ( u; 0) liegt und
die Komponentenû und v̂ durch den Punkt W (S) �xiert sind (Analogie zu Abb.
5.3).

F•ur einen verschwindenden Umlenkwinkel# geht der schwache Sto� in eine Mach-
linie •uber. Dann wandert der PunktW ! P und 
 W ! arcsin(M � 1). Daher ist die
Tangente an die Polare im PunktP gegen•uber der v̂-Achse geneigt, entsprechend
dem Komplement des Machwinkels. F•ur den starken Sto� geht
 S ! �= 2 f•ur # ! 0.

Eine quantitative graphische Darstellung der Sto�polaren (5.9) ist in Abb. 5.6ge-
zeigt (siehe auch AnhangA). F•ur eine Anstr•om-Machzahl M = 1 gilt die Beziehung
u2 + v2 = c2, welche auch in der Form

�
u
c�

� 2

+
�

v
c�

� 2

= M 2 = M � 2 = 1 (5.11)

geschrieben werden kann und alsSchallkreisin der Geschwindigkeitsebene (Hodo-
graphenebene) eingezeichnet ist. Diese allgemeine Beziehung gilt auch f•ur (û; v̂).
F•ur Punkte innerhalb des Schallkreises hat man hinter dem Sto� eine Unterschall-
geschwindigkeit, f•ur Punkte au�erhalb des Schallkreises hat man hinter dem Sto�
eine •Uberschallgeschwindigkeit. F•ur u ! c� (M � ! 1) zieht sich die Polare auf den
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5.1. Schiefer Verdichtungssto�

M = M � = 1 M � =
p

6

M � =
p

6

û=c�

v̂
c�

� 1

� 0:5

0

0

0:5

1

1 2

Abbildung 5.6.: Berechnete Polaren nach (5.9) (schwarz) f•ur { = 1 :4. In rot sind der
Schallkreis M = M � = 1 und die maximale Machzahl nach dem Sto� M�

max =
p

6 einge-
zeichnet. Diese maximale Machzahl M� =

p
6 wird f•ur Anstr •om-Machzahl M = u=c ! 1

erreicht. Die gezeigten Polaren enstprechenu=c� = M � = 1 :05, 1.2, 1.4, 1.6, 1.8, 2, 2.2,
2.4495.

Abbildung 5.7.: Wenn der Punkt W
auf dem Schallkreis (rot ) liegt, hat
man hinter dem schwachen Sto� ge-
rade M̂ = 1 ( gr•un: Polare). F•ur # =
#max (blau) fallen schwacher und star-
ker Sto� zusammen und f•ur # >
#max existiert keine L•osung mit ebe-
ner Sto�front mehr.

v̂
c�

û=c�

M̂ = 1

#max # : M̂ = 1

Punkt ( û=c� ; v̂=c� ) = (1 ; 0) zusammen. Der Maximalwert der normierten Geschwin-
digkeit ist gegeben durch (siehe (5.10))

M �
max =

vmax

c�
=

r
{ + 1
{ � 1

{ =1 :4=
p

6 = 2:4495: (5.12)

Wenn der Umlenkwinkel gr•o�er wird, wandern die Punkte S und W aufeinander
zu bis der starke und der schwache Sto� zusammenfallen (# = #max). F•ur # > # max

existiert keine L•osung der beschriebenen Form mehr (Abb.5.7). In Realit •at l•ost
dann der Sto� von der Spitze des K•orpers ab und bildet sich in gebogener Form vor
dem K•orper aus.
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5. Nichtlineare E�ekte bei •Uberschallstr•omung

(a)

#

p̂
p
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(b)
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0
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#
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1:1
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1:4

M = 1 :6

Abbildung 5.8.: Druckverh•altnis-Umlenkwinkel-Polaren (Herzkurven). Gezeigt ist das
Druckverh•altnis p̂=p als Funktion des Umlenkwinkels # f•ur gro�e Anstr •om-Machzahlen
M = 2, 3, 4 und 5 (a) und kleine Anstr •om-Machzahlen M = 1:1: : : 1:6 (b).

Zwischen den drei Gr•o�en (
; #; M) kann man den funktionalen Zusammenhang

cot # = tan 

�

({ + 1)
2

M2

(M2 sin2 
 � 1)
� 1

�
(5.13)

�nden. Dies ist dieselbe Relation, die schon in der Grundlagenvorlesung abgeleitet
wurde, hier nur aufgel•ost nach dem Umlenkwinkel. Eine graphische Darstellung von
(5.13) �ndet sich im Anhang in Abb. A.2.

Eine andere m•ogliche Darstellungsform der Sto�polaren ist das sogenannteHerz-
kurvendiagramm, das in Abb. 5.8 gezeigt ist. In dem Diagramm sind die Polaren in
einer Ebene gezeichnet, die durch das Druckverh•altnis p̂=pund den Umlenkwinkel
# aufgespannt wird. Dazu verwendet man die Rankine-Hugoniot-Beziehung (5.2b),
welche (p̂=p;M; 
 ) in Beziehung setzt, und l•ost nach sin
 auf. Dies setzt man in
(5.13) ein und erh•alt eine l•angliche aber explizite Beziehung zwischen (^p=p; #;M),
bei welcher M als Parameter dient.

Zur graphischen Darstellung der Herzkurven-Polaren, ist es einfacher, f•ur feste
Machzahl M den Sto�winkel 
 im Bereich arcsin(1=M) < 
 < � � arcsin(1=M)
zu variieren (Parametrisierung der Polare) und den Druckanstieg ^p=pnach (5.2b)
gegen den Umlenkwinkel# nach (5.13) aufzutragen. F•ur 
 = arcsin(1=M) hat man
die eine Machwelle, f•ur 
 = � � arcsin(1=M) hat man die andere Machwelle. Beide
Situationen entsprechen dem Punkt (^p=p; #) = (1 ; 0). F•ur 
 = �= 2 hat man einen
senkrechten Sto� entsprechend dem Punkt (^p=p; #) = [1+(2 { =({ +1))(M 2 � 1)); 0].

Beispiel Als Beispiel betrachten wir die Str•omung um einen Keil (Abb.5.9). Ge-
geben sei der Anstr•omzustand mit M = 3, p = 1 bar, T = 288 K, der Umlenkwinkel
(Str•omungswinkel) sei# = 20� . Gesucht sind der Sto�winkel
 , Druck p̂, Tempera-
tur T̂ und MachzahlM̂ sowie der Ruhedruck ^p0 nach dem schiefen Sto�.
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5.1. Schiefer Verdichtungssto�

Abbildung 5.9.: •Uberschallstr•omung um einen Keil
mit schr•agem Sto�.

#M

p, T

L•osung Den Sto�winkel 
 erh•alt man f•ur die schwache L•osung aus dem Sto�-
polarendiagramm wie in Abb.5.5 oder aus (5.13) bzw. Abb. A.2. Es ergibt sich

 = 37:5� . Mit ( 5.1) erh•alt man dann die senkrechte Machzahl Mn

Mn = M sin 
 = 1:826; (5.14)

und daraus mit der Isentropentabelleoder mittels (5.10) M �
n = 1:55. Die Prandtl-

Relation f•ur den senkrechten Sto�,uû = c� 2 bzw. M�
nM̂

�
n = 1, liefert sofort M̂

�
n =

1=M �
n = 0:64. Mit der Isentropentabelle f•ur den Unterschallbereich erh•alt man dann

M̂n = 0:61. Mit der Isentropentabelle f•ur den •Uberschall erh•alt man f•ur Mn = 1:826
das Verh•altnis der Ruhedr•ucke p̂0=p0 = 0:80.7

Um das Druckverh•altnis p̂=p zu erhalten kann man die Rankine-Hugoniot-
Beziehung (5.2b) zusammen mit (5.14) verwenden, oder man erweitert

p̂
p

=
p̂
p̂0|{z}

0:78

0:80z}|{
p̂0

p0

1=0:167
z}|{
p0

p
= 3:7; (5.15)

wobei die einzelnen Werte aus der Isentropentabelle stammen (obere Werte: •Uber-
schall Mn = 1:826, untere Werte: UnterschallM̂n = 0:61). Damit wird p̂ = 3:7 bar.

Hierbei ist zu bemerken, da� z.B. der Wert f•ur das Verh•altnis p0=p �ktiv ist
und nichts mit den tats•achlichen Werten in der Str•omung zu tun hat, da p0 als
Ruhegr•o�e nicht Galilei-invariant ist. Hingegen sind thermodynamische Gr•o�en wie
T, p und s oder auch Verh•altnisse von Ruhegr•o�en sehr wohl Galilei-invariant.

In analoger Weise erh•alt man das Temperaturverh•altnis mittels (5.2c) oder durch

7F•ur adiabatische Zustands•anderungen zwischen zwei Zust•anden 1 und 2 gilt die Energiebilanz

u2
1

2
+ h1 =

u2
2

2
+ h2 = h0:

Hierbei ist die Ruheenthalpieh0 eine Erhaltungsgr•o�e. Dasselbe gilt wegenh0 = cpT0 auch f•ur
die Ruhetemperatur T0. F•ur den Druck gilt dies allerdings nur im Falle isentroper Zustands•an-
derungen. Beim Durchgang des Gases durch einen Sto� nimmt die Entropie aber zu. Daher ist
p̂0=p0 6= 1.
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5. Nichtlineare E�ekte bei •Uberschallstr•omung

(a) M̂ > 1

(b) M̂ < 1

Abbildung 5.10.: Struktur der Sto�fronten bei der Keilumstr •omung.

Erweiterung

T̂
T

=
T̂

T̂0|{z}
0:93

T̂0

T0|{z}
1

1=0:60
z}|{
T0

T
= 1:55; (5.16)

so da� nach dem Sto� die TemperaturT̂ = 447 K herrscht.
Die Auswertung des Geschwindigkeitsdreiecks in Abb.5.3, welches den Di�e-

renzwinkel 
 � # enth•alt, ergibt v̂n = v̂ sin(
 � #). Daraus folgt nach Division durch
ĉ

M̂ =
M̂n

sin(
 � #)
= 2:03: (5.17)

Die Machzahl nach dem Sto� ist in diesem Fall gr•o�er als M̂ = 1, im Gegensatz
zum senkrechten Verdichtungssto�, bei welchem immer̂M < 1 gilt.

Zur Berechnung der tats•achlichen Werte der Ruhegr•o�en verwenden wir wieder
die Isentropentabelle und erhalten

M = 3 : )
p
p0

= 0:027 ) p0 = 36:7 bar; (5.18)

104 H. C. Kuhlmann, A. Kluwi†
Str •omungsmechanik 2



5.2. Prandtl-Meyer Expansion

Abbildung 5.11.: Re
exion eines schiefen Verdichtungssto�es an einer ebenen Wand und
entsprechende Konstruktion mittels der Sto�polaren.

Abbildung 5.12.: (a) Grenzfall der regul•aren Sto�re
exion ( # = #max ) und (b) Sto�kon-
�guration f •ur # > # max .

und daher p̂0 = 0:8p0 = 29:6 bar.

M = 3 : )
T
T0

= 0:357 ) T0 = T̂0 = 806:7 K: (5.19)

Die Ruhetemperatur entspricht der Temperatur in einem Staupunkt der Str•omung.
Die qualitative Lage des Sto�es ist in Abb.5.10f•ur die verschiedenen F•alle skiz-

ziert.
Mit den bisher erarbeiteten Ergebnissen l•a�t sich die Re
exion eines schiefen

Verdichtungssto�es an einer festen, ebenen Wand leicht ermitteln. Die graphische
L•osung ist in Abb. 5.11dargestellt. F•ur # > # max erreicht man den Sonderfall der
sogenanntenMachre
exion (Abb. 5.12). Die Berechnung des Str•omungsfeldes stellt
in diesem Fall eine schwierige Aufgabe dar, die•uber den Rahmen dieser Vorlesung
hinausgeht.

5.2. Prandtl-Meyer Expansion

Bisher wurde bei der Behandlung von nichtlinearen E�ekten bei•Uberschallstr•o-
mungen die Umstr•omung konkaver Ecken betrachtet. Erf•ahrt die •Uberschallstr•o-
mung hingegen eine Umlenkung um eine konvexe Ecke, kommt es zur Ausbildung
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5. Nichtlineare E�ekte bei •Uberschallstr•omung

x

y

r

�

~vv

u

q1

q2

Abbildung 5.13.: Zerlegung des Geschwindig-
keitsvektors in Polarkoordinaten (rot ) und in
kartesische koordinaten (blau).
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�
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@�

d�
�

dr + :::

�
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@(q2r )
@r
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�
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Abbildung 5.14.: (a) Massenstrom durch ein Kontrollvolumen in Polarkoordinaten. (b)
Berechnung der Zirkulation d� in Polarkoordinaten.

eines sogenanntenPrandtl-Meyer-F•achersoder einfachExpansionsf•achers, in dem
die Str•omung kontinuierlich und ohne Entropiezuwachs, also verlustfrei, expandiert
und daher beschleunigt.

Theodor Meyer
1882{1972

Es zeigt sich, da� man die Str•omung um eine konvexe Ecke am
einfachsten in zylindrischen Polarkoordinaten beschreibt. Daher
formulieren wir die Grundgleichungen f•ur ebene, station•are Str•o-
mungen in Polarkoordinaten (r; � ). Nach Abb. 5.13gilt

x = r cos�; y = r sin�: (5.20)

Wenn man den Geschwindigkeitsvektor~v am Punkt ~x in eine ra-
diale Komponenteq1 und eine azimutale Komponenteq2 zerlegt
(Abb. 5.13), so gilt f•ur die kartesischen Komponenten (u; v)

u = q1 cos� � q2 sin�; v = q1 sin� + q2 cos�: (5.21)

Die Massenbilanz f•ur das in Abb. 5.14a gezeichnete Kontrollvolumen lautet somit
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5.2. Prandtl-Meyer Expansion

in Polarkoordinaten
@
@r

(�q 1r ) +
@

@�
(�q 2) = 0 : (5.22)

F•ur die Zirkulation d� ergibt sich (siehe Abb. 5.14b)

d� =
@
@r

(q2r )drd� �
@q1
@�

drd�: (5.23)

F•ur drehungsfreie Str•omungen (d� = 0) gilt daher

@
@r

(q2r ) �
@q1
@�

= 0: (5.24)

Auf analoge Weise | oder durch direkte Anwendung von (5.20) und (5.21) |
lassen sich auch die Bewegungsgleichungen und die gasdynamische Gleichung in
Polarkoordinaten herleiten.

Im folgenden ben•otigen wir nur die volle nichtlinearegasdynamische Gleichung,
die hier ohne Beweis angegeben wird. In Zylinderkoordinaten lautet sie (vgl. (4.7))

(c2 � q2
1)

@q1
@r

+ ( c2 � q2
2)

1
r

@q2
@�

�
q1q2

r
@q1
@�

� q1q2
@q2
@r

+ c2 q1

r
= 0: (5.25)

Schlie�lich lautet der Energiesatz in Zylinderkoordinaten (c2 = { RT)

q2
1 + q2

2

2
+

c2

{ � 1
= const: (5.26)

Die Gleichungen (5.22) bis (5.26) stellen ein vollst•andiges Gleichungssystem f•ur q1,
q2, � und c dar.

Das Problem der Strahlerweiterung an einer scharfen Kante ist unabh•angig von
einer L•angenskala. Es ist skaleninvariant. Deshalb kann man annehmen, da� es L•o-
sungen gibt, die nicht von der L•angenskala abh•angen. Aus diesem Grund suchen
wir L •osungen, die unabh•angig von r sind und nur vom Polarwinkel � abh•angen.
Dazu setzen wir@q1=@r= @q2=@r= 0. Dann ergibt sich zun•achst aus der Dre-
hungsfreiheit (5.24)

q2 =
@q1
@�

: (5.27)

Gleichung (5.25) reduziert sich auf

(c2 � q2
2)

@q2
@�

� q1q2
@q1
@�

|{z}
q2

+ c2q1 = 0; (5.28)

also

(c2 � q2
2)

�
@q2
@�

+ q1

�
= 0: (5.29)

Diese Gleichung hat zwei verschiedene L•osungen, je nach dem, welcher der beiden
Faktoren verschwindet.
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5. Nichtlineare E�ekte bei •Uberschallstr•omung

x

y

�

r

q2 = � c < 0

Abbildung 5.15.: Wegen q2 = � c sind die radialen
Strahlen identisch mit Machlinien.

Fall 1: @q2=@� = � q1: Um q1 zugunsten vonq2 zu eliminieren, leiten wir nach
� ab,

@2q2

@�2
+

@q1
@�

|{z}
q2

= 0; (5.30)

und erhalten die L•osung

q2 = � A sin� + B cos�; (5.31a)

q1 = A cos� + B sin�: (5.31b)

In (5.21) eingesetzt ergibt dies einfach eine homogene Str•omung

u = A; v = B: (5.32)

Diese homogene L•osung kann nicht die Umlenkung der Str•omung beschreiben. Sie
beschreibt aber die homogene Str•omung parallel zur ebenen Wand vor der Umlenk-
stelle. Um die Umlenkung der Str•omung hinter der scharfen Kante zu beschreiben,
betrachten wir den zweiten Fall.

Fall 2: jq2 j = c: Dies ist die interessantere L•osung. Daq2 lediglich die azimu-

tale Komponente der Geschwindigkeit ist, kann die L•osungjq2j = c nur bei •Uber-
schallstr•omungenj~vj � c auftreten. Da bei einer Zerlegung der Geschwindigkeit in
Komponenten parallel und senkrecht zu den Machlinien die senkrechte Geschwin-
digkeitskomponente gerade die Schallgeschwindigkeit ist (siehe (4.58) und Abb.
4.5), folgt aus jq2j = c und der Unabh•angigkeit von r , da� die radialen Strahlen
(� = const:) Machlinien darstellen (Abb. 5.15)!

Zur Berechnung der Geschwindigkeitskomponenten betrachten wir den Energie-
satz (5.26)8

q2
1 + q2

2

2
+

c2

{ � 1| {z }
q2

2 =({ � 1)

=
v2

max

2
: (5.33)

8Betrachte die Energieerhaltung f•ur den Ruhezustand und den Zustand, in dem alle Energie in
kinetische Energie umgesetzt wurde (Expansion in Vakuum). Dann ist 0+ c2

0=({ � 1) = v2
max =2.

Mit c2 = { RT folgt vmax =
p

2{ RT0=({ � 1), wobei T0 die Ruhetemperatur ist.
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5.2. Prandtl-Meyer Expansion

Hieraus erhalten wir die azimutale Geschwindigkeitq2 als Funktion der radialen
Geschwindigkeitq1

q2 = �

r
{ � 1
{ + 1

q
v2

max � q2
1: (5.34)

Im folgenden betrachten wir eine negative azimutale Geschwindigkeit(negatives
Vorzeichen,q2 < 0). Dies entspricht der Situation, in der eine Str•omung in positiver
x-Richtung in negativer y-Richtung umgelenkt wird. Zur Bestimmung vonq1 und
q2 ben•otigen wir noch eine zweite Gleichung. Deshalb setzen wirq2 aus (5.34) in
die Drehungsfreiheit (5.27) ein und erhalten eine Gleichung f•ur q1 allein

@q1
@�

= �

r
{ � 1
{ + 1

q
v2

max � q2
1: (5.35)

Die Gleichung kann man durch Trennung der Variablen l•osen9 mit dem Ergebnis

q1 = vmax sin

" r
{ � 1
{ + 1

(C � � )

#

; (5.36)

wobei C eine Integrationskonstante ist.
Zur Bestimmung der Integrationskonstante betrachten wir im folgenden nur den

speziellen Fall einer Anstr•omung mit M = 1 (Abb. 5.16). Durch die Expansion
hinter der Kante wird das Gas auf•Uberschallgeschwindigkeit beschleunigt. In der
Anstr•omung mit M = 1 verlaufen die Machlinien parallel zury-Achse. Auf der
y-Achse bei� = �= 2 ist daher die Azimutalgeschwindigkeitq2 = � c und die Ra-
dialgeschwindigkeit verschwindet dort (Abb.5.16). F•ur M = 1 und � < �= 2 wird
die Str•omung umgelenkt und die radiale Geschwindigkeit erh•oht sich.10 Deshalb
fordern wir

q1

�
� =

�
2

�
= 0: (5.37)

Damit wird C = �= 2 und wir erhalten

q1 = vmax sin

" r
{ � 1
{ + 1

� �
2

� �
�

#

;

q2 = � vmax

r
{ � 1
{ + 1

cos

" r
{ � 1
{ + 1

� �
2

� �
�

#

;

(5.38a)

(5.38b)

wobei man die Azimutalgeschwindigkeit (5.38b) aus (5.34) erh•alt oder entsprechend
(5.27) durch Ableiten von (5.38a) nach � .

9Unter Beachtung der Stammfunktion
Z

dx
p

a2 � x2
= arcsin

� x
a

�
erh•alt man arcsin

�
q1

vmax

�
= �

r
{ � 1
{ + 1

� + C0:

10F•ur eine Anstr•omung mit M > 1 sind die Machlinen geneigt (� < �= 2) und die Str•omung wird
erst f•ur Polarwinkel � < � umgelenkt.
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5. Nichtlineare E�ekte bei •Uberschallstr•omung

x

y

� = �= 2

� q2 = c
q1(�= 2) = 0

Abbildung 5.16.: Als Randbedingung f•ur die Inte-
gration von (5.35) setzt man q1(� = �= 2) = 0 im
Fall einer Anstr •omung mit M = 1.

x

y

�

�

q2

q1

~v

�

� # > 0

lin
ks

l. Mach
lin

ie

Abbildung 5.17.: Winkel bei der Str•omungsumlenkung um eine scharfe konvexe Ecke
mit Umlenkwinkel � #, Polarwinkel � und Machwinkel � . Die Anstr •omung erfolgt in
x-Richtung mit M = 1.

Wir wenden uns nun der Berechnung des lokalen Umlenkwinkels# zu, den die lokale
Str•omungsrichtung gegen•uber derx-Achse macht. Aus der Skizze in Abb.5.17folgt

� # = � � � =
� �

2
� �

�
�

� �
2

� �
�

> 0: (5.39)

Man kann # allein durch die lokale Machzahl M ausdr•ucken. Dazu berechnen wir
zun•achst �= 2 � � . Es gilt

M2 =
~v2

c2
=

q2
1 + q2

2

c2

c2= q2
2=

q2
1 + q2

2

q2
2

= 1 +
q2

1

q2
2
;

) M2 � 1 =
q2

1

q2
2

(5.38)
=

{ + 1
{ � 1

tan2

" r
{ � 1
{ + 1

� �
2

� �
�

#

: (5.40)

Hieraus folgt

�
2

� � =

r
{ + 1
{ � 1

arctan

" r
{ � 1
{ + 1

p
M2 � 1

#

: (5.41)
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5.2. Prandtl-Meyer Expansion

Zur Berechnung von�= 2 � � beachten wir

q2

j~vj
=

c
j~vj

=
1
M

= sin � ) tan
� �

2
� �

�
= cot � =

p
sin� 2 � � 1 =

p
M2 � 1;

(5.42)

und somit �
2

� � = arctan
p

M2 � 1: (5.43)

Wenn wir (5.41) und (5.43) in (5.39) einsetzen, erhalten wir den lokalen Umlenk-
winkel # als Funktion der lokalen Machzahl M

� # =

�= 2� �
z }| {r

{ + 1
{ � 1

arctan

" r
{ � 1
{ + 1

p
M2 � 1

#

�

�= 2� �
z }| {
arctan

p
M2 � 1: (5.44)

Die Funktion � #(M) wird Prandtl-Meyer-Funktion genannt.11 Die Prandtl-Meyer-
Funktion gibt den Str•omungswinkel als Funktion der Machzahl an, bezogen auf die
Str•omungsrichtung bei M = 1.

Wenn man M durch M� ausdr•uckt,12 erh•alt man

� # =

r
{ + 1
{ � 1

arctan

s
M � 2 � 1

2
{ � 1 � (M � 2 � 1)

� arctan

s
{ + 1
{ � 1

M � 2 � 1
2

{ � 1 � (M � 2 � 1)
:

(5.45)

Der maximale Umlenkwinkel ergibt sich bei der Expansion ins Vakuum (Abb. 5.18).
Am Ende der Expansion bei� = � min ist q2 = c = 0. Aus (5.38b) mit q2 = 0 folgt

q2 = 0
(5.38b)

)

r
{ � 1
{ + 1

� �
2

� � min

�
=

�
2

) � min = �
�
2

" r
{ + 1
{ � 1

� 1

#

:

(5.46)

Wegenq2 = c = 0 ist auch der Machwinkel� = 0 und aus der De�nition � # = � � �
folgt j#max j = � � min , so da�

j#max j =
�
2

" r
{ + 1
{ � 1

� 1

#

: (5.47)

11In der vor-numerischen Zeit hatte es sich als sinnvoll erwiesen, die Funktion Ch(M) so zu
de�nieren, da� Ch(M) := 1000 + # ist. Dabei sind # und Ch in Winkelgraden anzugeben.

12Au
 •osen von (5.10) nach M2 liefert

M2 =
M � 2 � 1

1 � ({ � 1)
�
M � 2 � 1

�
=2

:
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5. Nichtlineare E�ekte bei •Uberschallstr•omung

M = 1

M = 1

Vakuum

#max

x

y

Abbildung 5.18.: Maximaler Umlenkwin-
kel bei der Expansion ins Vakuum. Die
Machlinien sind gestrichelt dargestellt.

F•ur Luft ( { = 1:4) ergibt sich damit der maximale Umlenkwinkelj#max j = 2:2769 =
130:45� .

Die Str•omungseigenschaften bei der Prandtl-Meyer-Expansion kann man bequem
in der Hodographenebeneablesen (Abb.5.19, siehe auch AnhangA), die durch u=c�

und v=c� aufgespannt wird. In dieser Ebene sind Linien konstanter Machzahl M �

Kreise um den Ursprung. Man kann nun den Umlenkwinkel#(M � ) nach (5.45) als
Polarwinkel in der Hodographenebene auftragen. Jeder Punkt dieser Kurve ent-
spricht dann der lokalen Machzahl M� (radiale Koordinate) bei gegebenem loka-
len Umlenkwinkel # (Polarwinkel). Gleichzeitig kann man die zugeh•origen karte-
sischen Komponenten der lokalen Geschwindigkeit (u=c� ; v=c� ) ablesen. Die Kurve
u� (M) ; v� (M), die sich f•ur Anstr •ommachzahl M = 1 ergibt, ist blau dargestellt.
Entlang der Kurve variiert die lokale Machzahl von M = 1 bei# = 0 bis M ! 1
bei # = #max = � 130:45� . Die beiden schwarzen Kurven sind um� �= 4 gegen-
•uber der blauen verschoben. Eine der Kurven schneidet dieu=c� -Achse bei einer
endlicher Machzahl. Der weitere Verlauf beschreibt dann die Expansion bei einer
Anstr•om-Machzahl, die gerade dem Schnittpunkt mit deru=c� -Achse entspricht.
Die gepunkteten Kurven beschreiben die Expansion bei positiven Werten von #
(Expansion in die positivey-Richtung). Alle Kurven haben die Form von Epizy-
kloiden.

Beispiel: Expansionsf•acher an konvexer Ecke (Abb. 5.20) Gegeben ist der An-
str•omzustand mit M1 = 1:40 und die Umlenkung mit # = � 20� . Gesucht sind
die Machzahl Me und der Machwinkel � e am Ende der Umlenkung sowie die Ver-
h•altnisse pe=p1 , � e=� 1 und Te=T1 . Bei welcher Machzahl hat die Str•omung eine
Umlenkung von# = � 10� erreicht?

L•osung Zur L•osung bedient man sich des Diagramms in der Hodographenebene
bzw. der tabellierten Werte der auf den Ruhezustand (Index 0) bezogenen nor-
mierten Zustandsgr•o�en als Funktion des Umlenkwinkels� #. Diese Gr•o�en sind in
Tabelle A.4 (Anhang A) gelistet.

1. Zun•achst mu� man denjenigen Winkel bestimmen, um den man die Kurve
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5.2. Prandtl-Meyer Expansion

u=c�

v=c�

� 3
� 3

� 2

� 2

� 1

� 1

0

0

1

1

2

2

3

3

� 130�

M � = 1

M � =
p

6

Abbildung 5.19.: Hodographenebene f•ur die Expansion einer •Uberschallstr•omung. Die
blaue Kurve gibt die kartesischen Geschwindigkeitskomponentenals Funktion des Um-
lenkwinkels # f•ur den Fall einer Anstr•omung mit M = 1 an. Im Laufe der Expansion
erh•oht sich die lokale Machzahl bis M ! 1 (bei Expansion ins Vakuum). Die Punk-
te, an denen die lokalen Machzahlen M = 1; 2; : : : ; 10 betragen, sind als blaue Kreise
eingetragen.

Abbildung 5.20.: Str•omungsumlenkung
und Expansionsf•acher an einer kon-
vexen Ecke.

f•ur M = 1 drehen mu�, damit die Anstr •om-Machzahl M1 auf der x-Achse
liegt. Dies ist gerade der Winkel, um welchen eine Anstr•omung mit M = 1
umgelenkt wird, wenn sie durch Expansion auf M1 = 1:4 beschleunigt wurde.
Aus Tabelle A.4 (Anhang A) ergibt sich f•ur M = 1 :4: #T1 = � 9� . Weiter ist
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5. Nichtlineare E�ekte bei •Uberschallstr•omung

Abbildung 5.21.: Rechtslaufende Machlinie � (x; y) = const : und lokale Koordinaten
(x; y).

kann man ablesen:� 1 = 45� 350 und

p1

p0
= 0:3142;

� 1

� 0
= 0:4374;

T1

T0
= 0:7184: (5.48)

2. Wenn man nun die blaue Kurve f•ur M = 1 um den Winkel #T1 = � 9� dreht,
ist hat man auf der x-Achse gerade M = M1 = 1:4. Mit dem vorgegebenen
Umlenkwinkel # = � 20� f•ur M = 1 :4 m•u�te eine Str•omung mit M = 1 um den
Winkel #T e = � 9� � 20� = � 29� umgelenkt werden, um dieselbe Machzahl
nach der Expansion zu erreichen. Dann ergibt sich wieder aus der Tabelle
Me = 2:096 und� e = 28� 300. Damit ergeben sich die Werte

pe

p0
= 0:1099 )

pe

p1
= 0:350; (5.49a)

� e

� 0
= 0:2066 )

� e

� 1
= 0:472; (5.49b)

Te

T0
= 0:5322 )

Te

T1
= 0:741: (5.49c)

3. Die Machlinie f•ur # = � 10� bestimmt sich •uber #T = � 9� � 10� = � 19� zu

M = 1 :741; � = 35� 30 (5.50)

und daher
# + � = 25� 30: (5.51)

5.3. Charakteristikenverfahren

Die bisher gewonnenen Ergebnisse k•onnen noch erheblich verallgemeinert werden.
Um dies zu sehen, greifen wir aus einem beliebigen Str•omungsfeld eine Machlinie
heraus, und f•uhren kartesische Koordinaten so ein, da� diex- und y Achsen im
betrachteten Punkt tangential und normal auf die Machlinie stehen (Abb. 5.21). In
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5.3. Charakteristikenverfahren

diesem Koordinatensystem lautet die gasdynamische Gleichung (4.7) mit v = c

(u2 � c2)
@u
@x

+ uv
�

@u
@y

+
@v
@x

�

| {z }
2@v=@x;(4.8)

+ ( v2 � c2)
| {z }

=0

@v
@y

= 0; (5.52)

also

(u2 � c2)
@u
@x

+ 2uc
@v
@x

= 0: (5.53)

Man beachte, da� in dieser Beziehung nur mehr die Ableitungen nach einer Rich-
tung, in Richtung tangential zur Machlinie auftreten. Dies bedeutet, da� u, c und
v auf einer Machlinie nicht beliebig vorgegeben werden k•onnen, sondern eineVer-
tr •aglichkeitsbedingungerf•ullen m•ussen.

Der Energiesatz l•a�t sich ja wegen der Bedingungv = c so schreiben

u2 + v2

2
+

c2

{ � 1
=

u2

2
+

{ + 1
2({ � 1)

c2 =
c2

0

{ � 1
: (5.54)

L•angs der Machlinie besteht somit ein eindeutiger Zusammenhang zwischen u und
c

c = c(u): (5.55)

Damit kann (5.53) durch Trennung der Variablen im Prinzip gel•ost werden,

�
u2 � c2(u)

2uc(u)
du = d v: (5.56)

Die gesuchte L•osung k•onnen wir in der Formv = f (u) schreiben, wobeiu und v nun
wieder die •ublichen Komponenten der Str•omungsgeschwindigkeit in kartesischen
Koordinaten bedeuten, oder zweckm•a�igerweise als

# = g(M � ) (5.57)

formulieren. In dieser Form kennen wir die L•osung allerdings bereits. Um dies zu
erkennen, betrachten wir noch einmal eine Prandtl-Meyer-Eckenstr•omung (Abb.
5.22). Bekannterma�en gilt nach Gleichung (5.45) # = Ch(M � ) � const:, also

g(M � ) = Ch(M � ) � const:; (5.58)

oder
Ch(M � ) � # = const: auf � = const: (5.59)

Dies ist die integrierte Form derVertr •aglichkeitsbedingungl•angs rechtslaufenden
Machlinien.

Das entsprechende Resultat f•ur linkslaufende Machlinien erh•alt man aus der
Betrachtung der Prandtl-Meyer-Expansion um eine Ecke wie in Abb.5.23gezeigt.
Man erkennt unmittelbar, da� nur # durch � # ersetzt werden mu�. Dies ergibt
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5. Nichtlineare E�ekte bei •Uberschallstr•omung

Abbildung 5.22.: Prandtl-Meyer-Eckenstr•omung.

Abbildung 5.23.: Prandtl-Meyer-Eckenstr•omung.

schlie�lich
Ch(M � ) � # = 2� auf � = const:;
Ch(M � ) + # = 2� auf � = const:;

(5.60)

wobei die sogenanntenRichtungsbedingungen

dy
dx

�
�
�
�
�

= tan( # + � ); (5.61a)

dy
dx

�
�
�
�
�

= tan( # � � ): (5.61b)

gelten.
Als Anwendungsbeispiel dieser Ergebnisse betrachten wir den Fall, da� auf einer

Kurve C die Werte von # und M� vorgegeben sind (Abb.5.24). Hierbei k•onnen
folgende Gebiete unterschiedene werden:

I: Abh •angigkeitsgebiet Die L•osung im Punkt 6 h•angt nur von den Anfangsdaten
auf C zwischen den Punkten 2 und 3 ab,

II: Fortsetzungsgebiet Hier liegt die L•osung eindeutig durch die Anfangsdaten
auf C fest,

III: Ein
u�gebiet Die L•osung liegt durch die Anfangsdaten aufC nicht eindeutig
fest, wird aber durch sie beein
u�t.
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5.3. Charakteristikenverfahren

Abbildung 5.24.: Abh•angigkeits- (I), Fortsetzungs- (II) und Ein
u�gebiet (III ).

Aus der Skizze in Abb.5.24 ist unmittelbar ersichtlich, da� die Konstanten �
und � die folgenden Bedingungen erf•ullen.

� 1 = � 5 = � 8 = � 10; (5.62a)

� 2 = � 6 = � 9: (5.62b)

� 3 = � 7; (5.62c)

� 4 = � 7 = � 9 = � 10; (5.62d)

� 3 = � 6 = � 8; (5.62e)

� 2 = � 5: (5.62f)

Aus der Au
 •osung der Gleichungen (5.60)

Ch(M � ) = � + �; (5.63a)

# = � � � (5.63b)

folgen dann sofort die Zustandsgr•o�en in 5-10, z.B.

#9 = � 2 � � 4; (5.64a)

Ch(M �
9) = � 2 + � 4: (5.64b)

Die Lage des Punktes 9 �ndet man durch die Anwendung von Gleichung(5.61).
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5. Nichtlineare E�ekte bei •Uberschallstr•omung

Abbildung 5.25.: Sto�polare und Vertr •aglichkeitsbedingung.

5.4. Schwache St•o�e

Da schwache St•o�e in erster und zweiter N•aherung als isentrop angesehen wer-
den k•onnen,13 stimmt die Neigung und Kr•ummung der Charakteristiken und der
Sto�polaren in der Geschwindigkeitsebene im ungest•orten Zustand •uberein.

Taylorreihenentwicklung der Vertr•aglichkeitsbedingung um den ungest•orten Zu-
stand u = u1, v = 0 ergibt:

v = a(u1 � u) �
b
2

(u1 � u)2 + O
�
(u1 � u)3

�

| {z }
(� )

: (5.65)

Der durch (� ) gekennzeichnete Term weicht von jenem f•ur die Sto�polare ab; die
Entropiezunahme im Sto� ist von der Gr•o�enordnung O [(u1 � u)3].

Die Orthogonalit•atsrelationen lauten (ohne Beweis)

dV
du

= � cot(# � � ); (5.66)

daher gilt

dV
du

�
�
�
�
u= u1

= � a = � cot � 1; (5.67a)

dV
du

�
�
�
�
u= û1

= � a + b(u1 � û1) = � cot(#̂1 � �̂ 1); (5.67b)

daraus ergibt sich der Sto�winkel wegen (5.7d)

cot 
 =
v̂1

u1 � û1
(5.68)

13Siehe auch die dynamischen Adiabaten und Isentropen bei eindimensionaler, station•arer Str•o-
mung bei idealen Gasen, Skriptum zuGrundlagen der Str•omungslehre
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5.5. Schlanke Pro�le (Einfache Wellen)

Abbildung 5.26.: Pfriemsche Regel.

Abbildung 5.27.: Schlanker K•orper und Machlinien.

zu

cot 
 = a �
b
2

(u1 � û1) + : : : =
a
2

�
1
2

[� a + b(u1 � û1)] = �
1
2

cot(#̂1 � �̂ 1): (5.69)

Allgemein gilt

cot 
 = �
1
2

h
cot(� 1 � #1) + cot( �̂ 1 � #̂1)

i
: (5.70)

Diese Beziehung wird alsPfriemsche Regel(bisector rule) bezeichnet (Abb.5.26).

5.5. Schlanke Pro�le (Einfache Wellen)

Wie in Abschnitt 4.5 betrachten wir die Str•omung um ein schlankes Pro�l (Abb.
5.27). Im Gegensatz zu fr•uher wollen wir aber nicht mehr die Gleichungen lineari-
sieren, sondern die in Abschnitt5.3erhaltenen nichtlinearen Ergebnisse verwenden.

Wir betrachten hier nur die Str•omung auf der Oberseite des Pro�ls. Die Behand-
lung der Str•omung auf der Unterseite erfolgt ganz analog. Da alle rechtslaufenden
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5. Nichtlineare E�ekte bei •Uberschallstr•omung

Abbildung 5.28.: Schwache St•o�e und Machlinien.

Machlinien aus dem Gebiet der ungest•orten Anstr•omung# = 0, M � = M �
1 kommen,

gilt

� 1 =
1
2

Ch(M �
1 ): (5.71)

Auf der linkslaufenden Machlinie durchP gilt nach Gleichung (5.63)

# = � � � 1 = const: = #W ; (5.72)

also
� = #W + � 1 ; (5.73)

daher
Ch(M � ) = � + � 1 = #W + 2� 1 = #W + Ch(M �

1 ): (5.74)

Somit gilt auf jeder Machlinie � = const:

# = #W ; (5.75a)

Ch(M � ) = #W + Ch(M �
1 ): (5.75b)

Dies bedeutet, da� # und M� und alle Feldgr•o�en auf linkslaufenden Machlinien
konstant sind. Daraus wiederum folgt, da� linkslaufende Machlinien Geraden dar-
stellen (Abb. 5.28).

Im allgemeinen•andert sich die Sto�st•arke mit y (sie nimmt mit zunehmendem
y ab), das hei�t, da� d s=d im allgemeinen von 0 verschieden ist und daraus folgt
wieder, da� die Str•omung stromabw•arts von St•o�en i.a. rotationsbehaftet ist (Croc-
coscher Wirbelsatz). Bei schlanken Pro�len kann dieser E�ekt wegen der Kleinheit
der Entropie•anderungen n•aherungsweise vernachl•assigt werden.
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5.5. Schlanke Pro�le (Einfache Wellen)

Abbildung 5.29.: St•o�e und Prandtl-Meyer-Expansion.

Abbildung 5.30.: Ackeret-Theorie.
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6. D•unne Reibungsschichten

In diesem Kapitel wollen wir uns mit dem Ein
u� der inneren Reibung auf Str •o-
mungen besch•aftigen. Um den Rechenaufwand gering zu halten, beschr•anken wir
uns auf den Fall d•unner Reibungsschichten, bei denen sich die Feldgr•o�en in der
Hauptstr•omungsrichtungx wesentlich langsamer•andern als quer dazu. Str•omungen
dieser Art sind bei vielen praktischen Problemen von Bedeutung (hydrodynamische
Schmierung, Grenzschichtstr•omung), lassen aber wesentliche Vereinfachungen der
Grundgleichungen zu. Die folgenden Betrachtungen setzen eine ebene (zweidimen-
sionale) Geometrie und station•are Zust•ande voraus.

Betrachten wir also einen schmalen Spalt (Abb.6.1) mit einer Querschnitts
 •ache
A(x), die langsam variiert, d.h. f•ur welche dA=dx � 1. Wenn A(x) langsam in
x variiert, dann wird auch die x-Komponente der Geschwindigkeit langsam inx-
Richtung variieren: @u=@x� 1 (in einer geeigneten Skalierung).

Die Grundgleichungen umfassen die Massenbilanz

@�u
@x

+
@�v
@y

= 0; (6.1)

und die Bewegungsgleichungen. Diex-Komponente der Bewegungsgleichung k•on-
nen wir an dem Gleichgewicht der Kr•afte in x-Richtung ablesen, die in Abb.6.2
dargestellt ist. Hierbei ist � xy die Schubspannung und� xx die viskose Normalspan-
nung in x-Richtung als Folge der inneren Reibung. Die auf das Volumen wirkende
Kraft in x-Richtung lautet pro Volumen � x� y

Fx = �
@p
@x

+
@�xx

@x
+

@�xy

@y
: (6.2)

Abbildung 6.1.: Schmaler Spalt.
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6. D•unne Reibungsschichten

Abbildung 6.2.: Bilanzierung aller in x-Richtung wirkenden Kr •afte (Druck- und Rei-
bungskr•afte) auf ein in�nitesimales Volumenelement.

Da sich die Feldgr•o�en in x-Richtung nur sehr langsam•andern, gilt
�
�
�
�
@�xx

@x

�
�
�
� �

�
�
�
�
@�xy

@y

�
�
�
� : (6.3)

Unter Vernachl•assigung des kleinen Terms@�xx =@x vereinfacht sich die x-
Komponente der Bewegungsgleichung zu

�u
@u
@x

+ �v
@u
@y

= �
@p
@x

+
@�xy

@y
: (6.4)

Um den Spanungstensor durch die Geschwindigkeiten auszudr•ucken, nehmen wir
an, da� es sich bei dem str•omenden Medium um einNewtonsches Fluidhandelt.
Dann gilt im Rahmen der hier betrachteten N•aherung

� xy = �
@u
@y

; (6.5)

wobei � (�; T ) die dynamische Viskosit•at ist.
Da die Stromlinien nur sehr schwach gekr•ummt sind, ist der Druckgradient in y-

Richtung sehr klein. Die Bewegungsgleichung iny-Richtung vereinfacht sich daher
zu

@p
@y

= 0; (6.6)

oder p = p(x). Damit lauten die approximierten Bewegungsgleichungen

�u
@u
@x

+ �v
@u
@y

= �
@p
@x

+
@
@y

�
�

@u
@y

�
;

p = p(x):

(6.7a)

(6.7b)

124 H. C. Kuhlmann, A. Kluwi†
Str •omungsmechanik 2



Abbildung 6.3.: Bilanzierung der W•armequellen (mitbewegtes Koordinatensystem).

Im allgemeinen wird zur Beschreibung der Str•omung noch derEnergiesatz(1.
Hauptsatz der Thermodynamik in einem mit dem betrachteten Fluidelement mit-
bewegten Bezugssystem) ben•otigt. Die dem Volumenelement zugef•uhrte W•arme
und die am Element verrichtete Arbeit pro Zeiteinheit ist (siehe Abb.6.3, qy ist die
W•armestromdichte iny-Richtung)

1
dxdy

�
�

@qy
@y

dxdy + � xy
@u
@y

dxdy
�

= �
@qy
@y

+ � xy
@u
@y

: (6.8)

Mit diesen Energiequellen erh•alt man aus (1.24)

�
�

Dh
Dt

�
1
�

Dp
Dt

�
= �

@qy
@y

+ � xy
@u
@y

: (6.9)

Hierbei wurde schon die f•ur d•unne Schichten zul•assige N•aherung

�
�
�
�
@qx
@x

�
�
�
� �

�
�
�
�
@qy
@y

�
�
�
� (6.10)

ber•ucksichtigt (die W•armestromdichte variiert nur langsam inx-Richtung).
Im weiteren setzen wir die G•ultigkeit des Fourierschen W•armeleitungsgesetzes

voraus

qy = � �
@T
@y

; (6.11)

wobei � (�; T ) die W•armeleitf•ahigkeit ist. Dann erh•alt man schlie�lich den Energie-
satz in der Form

�
�

Dh
Dt

�
1
�

Dp
Dt

�
=

@
@y

�
�

@T
@y

�
+ �

�
@u
@y

� 2

: (6.12)
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6. D•unne Reibungsschichten

Abbildung 6.4.: Geometrie eines Gleitschuhs mit Spaltweiteh(x).

6.1. Grundlagen der hydrodynamischen
Schmierungstheorie

Die F•ahigkeit eines Gleitlagers oder Spurlagers, Belastungen aufzunehmen, ohne
da� es dabei zu einer Ber•uhrung zwischen Welle und Lagerschale kommt, beruht auf
dem hohen Druck, der sich bei der Str•omung einer z•ahen Fl•ussigkeit (Schmiermittel,
z.B. •Ol) zwischen zwei relativ zueinander bewegten Fl•achen einstellt, wenn die
Spaltweite klein ist und die Fl•achen leicht zueinander geneigt sind. Da es uns hier
nur um die grunds•atzlichen Eigenschaften solcher Str•omungen geht, wollen wir im
folgenden den Ein
u� von Dichte•anderungen vernachl•assigen und setzen� = const.
Dar•uber hinaus beschr•anken wir uns auf die Untersuchung der Str•omung in einem
Spalt der H•oheh(x) zwischen einem Gleitschuh und einer bewegten ebenen Wand
(Abb. 6.4).

6.1.1. Skalierte Gleichungen

In nahezu allen wichtigen F•allen von praktischer Bedeutung k•onnen die oben abge-
leiteten Grundgleichungen noch weiter vereinfacht werden. Um daszu sehen, f•uhren
wir in den Gleichungen (6.1), (6.4) und (6.5) vor•ubergehend dimensionslose Gr•o�en
ein, die wir durch einen Stern (� ) kennzeichnen,

u = Uu� ; v = V v� ; p = � 0
UL
H 2

p� ;

� = � 0� � ; x = Lx � ; y = Hy � ; (6.13)

wobei H und � 0 charakteristische Werte vonh und � darstellen. Damit wird aus
der Kontinuit •atsgleichung (6.1)

@u�

@x�
+

V L
UH

@v�

@y�
= 0: (6.14)
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6.1. Grundlagen der hydrodynamischen Schmierungstheorie

Diese Beziehung ist nur dann sinnvoll, wennV L=(UH) = O(1) die Gr•o�enordnung
O(1) aufweist. Deshalb k•onnen wir ohne Einschr•ankung die vertikale Geschwindig-
keitsskala

V = U
H
L

(6.15)

w•ahlen. Sie skaliert also mit dem kleinen H•ohen-zu-L•angenverh•altnis H=L. Die x-
Komponente der Bewegungsgleichung (6.7a) l•a�t sich damit schreiben als

U
L

�
u� @u�

@x�
+ v� @u�

@y�

�
= �

� 0

�H 2

@p�

@x�
+

� 0

�H 2

@
@y�

�
� � @u�

@y�

�
; (6.16)

oder, mit � 0 = �� ,

Re�

�
u� @u�

@x�
+ v� @u�

@y�

�
= �

@p�

@x�
+

@
@y�

�
� � @u�

@y�

�
; (6.17)

wobei

Re� =
UL
�

�
H
L

� 2

(6.18)

die um den kleinen Faktor (H=L)2 reduzierte Reynoldszahlbedeutet.

6.1.2. Schleichende Str•omung

Meist ist Re� � 1. Dann spricht man vonschleichender Str•omung. Dann k•onnen
die Tr•agheitkr•afte vernachl•assigt werden und die Bewegungsgleichung inx-Richtung
reduziert sich auf das Gleichgewicht zwischen Druck- und Schubspannungskr•aften

0 = �
@p�

@x�
+

@
@y�

�
� � @u�

@y�

�
; (6.19)

oder unter Verwendung dimensionsbehafteter Gr•o�en

0 = �
@p
@x

+
@
@y

�
�

@u
@y

�
: (6.20)

Integration von (6.20) •uber y liefert dann wegenp = p(x)

�
@u
@y

= y
dp
dx

+ C1(x): (6.21)

Zur weiteren Vereinfachung sei noch� = const: angenommen. Dann kann noch eine
weitere Integration ausgef•uhrt werden

�u =
y2

2
dp
dx

+ C1(x)y + C2(x): (6.22)
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6. D•unne Reibungsschichten

Die Randbedingungen f•ur das Gleitschuh-Problem (6.4) lauten

u(y = 0) = U; (6.23a)

u [y = h(x)] = 0 : (6.23b)

Wenn man diese Randbedingungen in der allgemeinen L•osung verwendet, erh•alt
man f•ur die Integrationskonstanten

C2(x) = �U = const:; (6.24a)

C1(x) = �
h
2

dp
dx

�
�U
h

: (6.24b)

Damit erhalten wir das Geschwindigkeitspro�l

u(x; y) =
1

2�
dp
dx

(y2 � yh)
| {z }

� 0

+
U
h

(h � y)
| {z }

� 0

: (6.25)

Der erste Term auf der rechten Seite entspricht dem Hagen-Poiseuille-Anteil der
Str•omung, die durch den Druckgradienten dp=dx verursacht wird. Der zweite Term
entspricht dem Couette-Anteil der Str•omung, der durch die Relativbewegung der
Berandungen bewirkt wird. Die beiden E�ekte treten hier als Superposition auf,
weil (6.20) eine lineare Di�erentialgleichung f•ur u(y) ist.

Um die x-Abh•angigkeit von p(x) und damit von u(x; y) zu erhalten, betrachten
wir den Volumenstrom pro Tiefeneinheit_V. Dazu integrieren wiru(x; y) •uber y und
bekommen

_V =
Z h

0
udy = �

h3

12�
dp
dx

+
Uh
2

: (6.26)

Die Kontinuit •atsgleichung fordert _V(x) = const. Aus d _V =dx = 0 folgt

d
dx

�
h3

�
dp
dx

�
= 6U

dh
dx

: (6.27)

Gleichung (6.27) ist ein Spezialfall der sogenanntenReynoldsgleichungf•ur Spaltstr•o-
mungen.1 Wenn man (6.26) formal nach dp=dx au
 •ost, kann man auch schreiben

dp
dx

=
12�
h3

�
Uh
2

� _V
�

= 6�U
h � �h

h3
; (6.28)

wobei �h = 2 _V =Udie Bedeutung einer Integrationskonstante hat.2 Damit haben wir
p(x) auf h(x) zur•uckgef•uhrt.

1Dies ist nicht zu verwechseln mit den Reynolds-gemittelten Gleichungen f•ur turbulente Str •o-
mungen.

2 �h bedeutet hier nicht eine Mittelung des Spalth•ohe. Es ist die Spalth•ohe, bei welcher der Druck
eine Extremum (Maximum) hat.
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6.1. Grundlagen der hydrodynamischen Schmierungstheorie

Abbildung 6.5.: Keilspalt.

6.1.3. Keilspalt

Um die Druck- und Geschwindigkeitsverteilung zu berechnen, betrachten wir den
Spezialfall, da� die Weite des Schmierspalts linear mitx variiert. Dann ist

h(x) = h0

�
1 �

x
A

�
(6.29)

mit A = const. Mit den Geometrieparametern aus Abb.6.5 ergibt sich die Bezie-
hung

dh = �
h0

A
dx = �

h1

A � L
dx: (6.30)

Zur Charakterisierung der Geometrie de�nieren wir den Verengungsparameter

K := ( h0 � h1)=h1 > 0: (6.31)

Dann gilt

K =
h0

h1
� 1 =

A
A � L

� 1 =
L

A � L
(6.32)

und man erh•alt

dx = �
L

h1K
dh: (6.33)

Wenn man diese Beziehung in der Gleichung f•ur den Druckgradienten (6.28) ver-
wendet, erh•alt man

dp = �
6�UL
h1K

�
1
h2

�
�h
h3

�
dh: (6.34)

Einfache Integration liefert

p[h(x)] = �
6�UL
h1K

�
�

1
h

+
�h

2h2
+ C

�
: (6.35)

Wenn man die Randbedingungen

p(x = 0) = p(h = h0) = 0 ; (6.36a)

p(x = L) = p(h = h1) = 0 ; (6.36b)
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6. D•unne Reibungsschichten

einsetzt, erh•alt man zwei Gleichungen f•ur die beiden Integrationskonstanten�h und
C

0 = �
1
h0

+
�h

2h2
0

+ C; (6.37a)

0 = �
1
h1

+
�h

2h2
1

+ C: (6.37b)

Die Au
 •osung dieser in�h und C linearen Gleichungen liefert

�h =
2h0h1

h0 + h1
; (6.38a)

C =
1

h0 + h1
: (6.38b)

Damit erhalten wir

p[h(x)] =
6�UL
h1K

�
1
h

�
h0h1

h2(h0 + h1)
�

1
h0 + h1

�
: (6.39)

Wenn man dimensionslose Gr•o�en mit L •angenskalaH � h1 in y-Richtung ver-
wendet, lauten die dimensionslose Spaltweite und der dimensionslose Druck (siehe
(6.13)), dem wir noch einen Faktor 6 spendieren,

h� =
h
h1

; (6.40a)

p� =
h2

1

6�UL
p: (6.40b)

Damit ergibt sich die dimensionslose Druckverteilung

p� =
1
K

�
1
h�

�
K + 1

(K + 2) h� 2 �
1

K + 2

�
: (6.41)

Wie man aus (6.28) unmittelbar erkennt, tritt das Maximum des Druckes beih = �h
auf. Wenn man diese Bedingung auswertet, erh•alt man

p�
max =

K
4(K + 1)( K + 2)

; (6.42a)

pmax =
6�UL
h1K

(h0 � h1)2

4h0h1(h0 + h1)
: (6.42b)

Die Druckverteilung entlang dem Spalt und die charakteristischen Geschwindig-
keitspro�le sind in Abb. 6.6 dargestellt.

Als Ma� f •ur die vom Schmierspalt•ubertragene Kraft f•uhren wir den mittleren
Druck �p ein

�p =
1
L

Z L

0
pdx: (6.43)
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6.1. Grundlagen der hydrodynamischen Schmierungstheorie

Abbildung 6.6.: Druckverteilung entlang dem Keilspalt und typische Geschwindig-
keitspro�le. An der mit �h bezeichneten Stelle ist die Spaltweiteh = �h und das Ge-
schwindigkeitspro�l linear (Couette).

Wenn man die Integration•uber dx durch Integration •uber dh entsprechend (6.33)
ausdr•uckt und f•ur p (6.39) verwendet, ergibt sich

L �p = �
L

h1K

Z h1

h0

p(h) dh =
6�UL 2

h2
1K 2

Z h0

h1

�
1
h

�
h0h1

h2(h0 + h1)
�

1
h0 + h1

�
dh; (6.44)

und nach Integration

h2
1

6�UL
�p =

1
K 2

�
ln h +

h0h1

h(h0 + h1)
�

h
h0 + h1

� h0

h1

=
1

K 2

�
ln

h0

h1
�

2(h0 � h1)
h0 + h1

�
:

(6.45)

Arnold Johannes
Wilhelm
Sommerfeld
1868{1951

Wenn man dieSommerfeldzahlals Ma� f •ur den mittleren Druck
einf•uhrt

So :=
�ph2

1

6�UL
; (6.46)

und in (6.45) K verwendet, dann erh•alt man den normierten
mittleren Druck in der Form

So =
1

K 2

�
ln(1 + K ) �

2K
K + 2

�
: (6.47)

Dies ist das •Ahnlichkeitsgesetz f•ur die Str•omung durch einen
Gleitschuh. In Abb. 6.7 ist So(K ) f•ur verschiedene Tiefen (in
z-Richtung) gezeigt.
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6. D•unne Reibungsschichten

(a)

K

6So

0
0

0:05

0:1

0:15

0:2

2 4 6 8

(b)

Abbildung 6.7.: (a) Sommerfeldzahl als Funktion des VerengungsparametersK (Keil-
spalt) nach (6.47). In (b) ist der Ein
u� des Tiefen-/L •angenverh•altnis (Parameter b=L)
des Gleitschuhs dargestellt (ausCameron 1976).

K 0 0.5 1 1.5 2 3 4

X � 0.5 0.5404 0.5687 0.5902 0.6074 0.6338 0.6536

Tabelle 6.1.: Normierte Kraftangri�spunkte X � als Funktion des SpaltparametersK .

F•ur K = O(1) (h0=h1 & 2) ist auch So =O(1). Gleichung (6.46) liefert dann

�p = O
�

6�UL
h2

1

�
: (6.48)

Bei kleinen Spalth•ohen k•onnen also sehr gro�e Kr•afte •ubertragen werden.

Die Berechnung des Kraftangri�spunktesX erfolgt •uber das Drehmoment bzgl.
x = 0

�pLX =
Z L

0
p(x)x dx; (6.49)

und f•uhrt zu dem Ergebnis (siehe z.B.Cameron(1976), S. 53)

X � =
X
L

=
2(3 + K )(1 + K ) ln(1 + K ) � K (6 + 5K )

2K [(2 + K ) ln(1 + K ) � 2K ]
: (6.50)

Diese Funktion ist in Abb. 6.8 dargestellt. Einige numerische Werte sind in Tabelle
6.1 angegeben.
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6.2. Laminare Grenzschichten

0

PSfrag

K

X=L
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2 4 6 8 10

Abbildung 6.8.: Angri�spunkt der Kraft X=L im Schmier�lm eines Keilspalts als Funk-
tion des SpaltparametersK .

6.2. Laminare Grenzschichten

Wie wir schon fr•uher gesehen haben, ist dieReynoldszahl

Re =
UL
�

(6.51)

ein wichtiges Ma� f•ur die relative Bedeutung von Tr•agheits- (� U2=L) zu Reibungs-
kr•aften (� �U=L 2) in der Str•omung eines Fluids, wobeiU eine charakteristische
Geschwindigkeit undL eine charakteristische L•ange darstellen. Diekinematische
Viskosit•at wird mit � bezeichnet.

Betrachtet man den Grenz•ubergang� ! 0 bei festen Werten vonU und L, so er-
kennt man, da� f•ur Re ! 1 der Ein
u� der Reibung unbedeutend ist und somit die
Str•omung n•aherungsweise als reibungsfrei betrachtet werden kann. Es gelten dann
die Ergebnisse der Potentialtheorie, die wir in den fr•uheren Abschnitten behandelt
haben. Es ist aber Vorsicht geboten, denn diese Aussage gilt nicht inunmittelbarer
N•ahe fester W•ande. Denn die Haftbedingung kann von einer reibungsfreien Str•o-
mung nicht erf•ullt werden. Vor dem viskosen Termr 2~u steht n•amlich der Faktor
Re� 1 ! 0. Wenn man den viskosen Term vernachl•assigt, verliert die Di�erenti-
algleichung die Terme mit den h•ochsten Ableitungen. Die h•ochsten Ableitungen
bestimmen aber die Anzahl der Randbedingungen. Daher kann die reibungsfreie
Str•omung (ohne den viskosen Term) nicht alle drei Randbedingungen (u; v; w) = 0
(Relativgeschwindigkeiten) erf•ullen.

F•ur sehr kleine Viskosit•at, oder besser f•ur gro�e Reynoldszahlen Re� 1, erfolgt
die Geschwindigkeitsabnahme auf den Wert 0 an der Wand in einer d•unnen Schicht
nahe der Wand. Diese Schicht wirdGrenzschichtgenannt. Vergleiche zwischen der
Potentialstr•omung und der Grenzschichtstr•omung sind in Abb.6.9und 6.10gezeigt.
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6. D•unne Reibungsschichten

Abbildung 6.9.: Vergleich der Str•omung in der N•ahe fester W•ande: (a) reibungsfreie Str•o-
mung, (b) schnelle reibungsbehaftete (viskose) Str•omung.

Abbildung 6.10.: Unterschied zwischen Potential und Grenzschichtstr•omung in Wandn•a-
he.

Die Str•omung innerhalb der Grenzschicht wird durch die bereits hergeleiteten Be-
ziehungen f•ur d•unne Reibungsschichten beschrieben. Au�erhalb der Grenzschicht,
wo die Beziehungen der Potentialtheorie gelten, sind im allgemeinen die Beschleu-
nigungsterme in den Bewegungsgleichungen von Bedeutung. Dies legt nahe, da� sie
auch in der Grenzschicht ber•ucksichtigt werden m•ussen. Aus den Gleichungen f•ur
d•unne Reibungsschichten in dimensionsloser Form erkennt man, da� dies gleichbe-
deutend ist mit (siehe (6.18))

Re� =
UL
�|{z}
Re

�
�
L

� 2

= O(1); (6.52)

wobei� eine charakteristische Grenzschichtdicke bedeutet. Daraus folgt unmittelbar
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6.3. Laminare Grenzschicht an einer ebenen Wand in einer inkompressiblen
Str•omung

eine Absch•atzung f•ur die Grenzschichtdicke

� = LO
�

1
p

Re

�
= O

 r
�L
U

!

: (6.53)

In •Ubereinstimmung mit den fr•uheren •Uberlegungen gilt�=L � 1 f•ur Re � 1. Die
zu l•osendenGrenzschichtgleichungenlauten damit (vgl. (6.7) und (6.12))

@�u
@x

+
@�v
@y

= 0; (6.54a)

�
�

u
@u
@x

+ v
@u
@y

�
= �

dp
dx

+
@
@y

�
�

@u
@y

�
; (6.54b)

�c p

�
u

@T
@x

+ v
@T
@y

�
= u

dp
dx

+
@
@y

�
�

@T
@y

�
+ �

�
@u
@y

� 2

: (6.54c)

Wegen@p=@y= 0 (siehe (6.6)) wird der Druck p(x) in der Grenzschicht durch die
reibungslosen Au�enstr•omung (Potentialtheorie) aufgepr•agt. Der Druck kann aus
der Au�enstr •omung •uber die Bernoulli-Gleichung f•ur eine Wandstromlinie mit der
reibungsfreien WandgeschwindigkeitU(x) in Beziehung gesetzt werden

�
dp
dx

= �U
dU
dx

: (6.55)

6.3. Laminare Grenzschicht an einer ebenen Wand in
einer inkompressiblen Str•omung

Um das Problem zu vereinfachen, wollen wir in diesem Abschnitt annehmen, da�
die Dichte•anderungen vernachl•assigbar klein sind, so da�� = const: ist. Im Rah-
men dieser N•aherung ist es dann vielfach auch gerechtfertigt, die•Anderungen der
Sto�werte � und � mit der Temperatur T zu vernachl•assigen und� = const: und
� = const: zu setzen. Weiter nehmen wir an, da� die Str•omung einer ebenen Plat-
te folgt. Die Potentialtheorie liefert hierf•ur eine konstante Wandgeschwindigkeit
U = U1 = const:, die gleich der ungest•orten Anstr•omgeschwindigkeitU1 ist. Aus
(6.55) folgt dann, da� auch der Druck p = const konstant ist. Damit vereinfachen
sich die Grenzschichtgleichungen (6.54) zu

@u
@x

+
@v
@y

= 0; (6.56a)

u
@u
@x

+ v
@u
@y

= �
@2u
@y2

; (6.56b)

u
@T
@x

+ v
@T
@y

= �
@2T
@y2

+
�
cp

�
@u
@y

� 2

; (6.56c)
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x

� (x)
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Abbildung 6.11.: Grenzschichtdicke� nach (6.69) als Funktion des Abstands x von der
Vorderkante einer angestr•omten Platte (gestrichelt). Die Geschwindigkeitspro�le sind in
blau angedeutet. Alle L•angen sind in Einheiten von 4�=U1 angegeben. Das Geschwin-
digkeitsde�zit ist grau angedeutet.

wobei � die thermische Di�usivit •at ist. Die Randbedingungen lauten

y = 0 : u = v = 0 (Haftbedingung); (6.57a)

T = TW oder
@T
@y

= 0 (adiabatische Wand); (6.57b)

y = 1 : u = U1 ; T = T1 : (6.57c)

Wegen der Konstanz der Sto�werte kann die Geschwindigkeitsverteilung unabh•angig
von der Temperaturverteilung berechnet werden. Wir werden unshier mit der Be-
stimmung der Geschwindigkeitsverteilung in der Grenzschicht besch•aftigen, f•ur die
Ermittlung der Temperaturverteilung wird auf die weiterf•uhrende VorlesungW•ar-
me•ubertragung verwiesen. Die Str•omungsverh•altnisse in Wandn•ahe sind in Abb.
6.11skizziert.

Zur Bestimmung der Geschwindigkeitsverteilung in der Grenzschichtist zweck-
m•a�ig, die Stromfunktion  

u =
@ 
@y

; v = �
@ 
@x

; (6.58)

in gewohnter Weise einzuf•uhren. Dann lautet die Bewegungsgleichung inx-Richtung
(6.56b)

 y  yx �  x  yy = � yyy : (6.59)

Dies ist eine nichtlineare partielle Di�erentialgleichung dritter Ordnung mit den
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Str•omung

Randbedingungen

 (y = 0) = 0 ; (6.60a)

 y(y = 0) = 0 ; (6.60b)

 y(y = 1 ) = U1 : (6.60c)

Wie schon in Kap.6.1.1versuchen wir, die Gleichung und ihre L•osung in dimensi-
onsloser Form darzustellen. Wegenu = @ =@y= O(U1 ) mu� die Stromfunktion in
der Grenzschicht von der Gr•o�enordnung  = O (U1 � ) sein. Mit der Gr•o�enord-
nung der Grenzschichtdicke� =

p
�L=U 1 (6.53) skalieren wir deshalb die Strom-

funktion mit der Skala
p

�LU 1

 =
p

�LU 1  � (x � ; y� ); (6.61)

wobei wir die dimensionslosen Koordinaten

x � =
x
L

; und y� =
y
�

=

r
U1

�L
y (6.62)

verwenden.
Bisher hatten wir die L•angeL der Platte nicht spezi�ziert. F •ur den Fall einer

halbunendlichausgedehnten PlatteL ! 1 darf die L•osung nicht von der L•ange
L abh•angen. Damit  f•ur alle Werte von x � und y� unabh•angig von L ist, darf  
nur von der •Ahnlichkeitsvariablen

� =
y�

p
x �

=
y
p

U1 =� L
p

x=L
= y

r
U1

�x
(6.63)

abh•angen. Die •Ahnlichkeitsvariable � ist derart aus x � und y� konstruiert, so da�
L aus � eliminiert ist. Dar •uber hinaus mu� f•ur eine vollst•andige Elimination von
L auch noch der Faktor

p
L vor  � in (6.61) kompensiert werden. Um dies zu

erreichen, machen wir den•Ahnlichkeitsansatz

 � (x � ; y� ) =
p

x � f (� ) )  (x; y) =
p

�U 1 xf (� ): (6.64)

Wenn wir diesen Ansatz in (6.59) einsetzen und die partiellen Ableitungen

u =  y = U1 f 0(� ); (6.65a)

 yy = U1

r
U1

�x
f 00(� ); (6.65b)

 yyy =
U2

1

�x
f 000(� ); (6.65c)

� v =  x =
1
2

r
U1 �

x
(f � �f 0); (6.65d)

 xy =
U1

2x
(f � �f 0)0 = �

U1

2x
�f 00; (6.65e)
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f 0 = u=U1

f 00� � xy

(�f 0� f )=2 � v

0
0

0:2

0:4

0:6

0:8

1

1:2

2 4 6 8 10�

Abbildung 6.12.: Blasius-Pro�l u(� ) (blau) f •ur die Grenzschichtstr•omung entlang einer
halbunendlichen, ebenen Platte. Au�erdem ist die Abh•angigkeit der Normalgeschwindig-
keit v (gr•un) und der SchubspannungTxy (rot ) von � gezeigt.

beachten, erhalten wir die gew•ohnliche Di�erentialgleichung f•ur f (� )

2f 000+ f f 00= 0: (6.66)

Dies ist dieBlasius-Gleichung(Blasius 1908). Die L•osung mu� den Randbedingun-
gen

f (0) = 0 ; (6.67a)

f 0(0) = 0 ; (6.67b)

f 0(1 ) = 1 : (6.67c)

gen•ugen. Die Blasius-Gleichung ist eine gew•ohnliche aber nichtlineare Di�erenti-
algleichung und mu� numerisch gel•ost werden. Die L•osung ist Abb. 6.12 gezeigt.
Abbildung 6.13zeigt einen Vergleich mit gemessenen Werten.

F•ur die v-Komponente am Grenzschichtrand� ! 1 erh•alt man

v1 := v(� ! 1 ) =

r
U1 �

x
(�f 0 � f )

2

�
�
�
�
�
1

� 0:8604
r

�x
U1

: (6.68)

Die Grenzschichtdickel•a�t sich nicht in eindeutiger Weise angeben, da die Rei-
bungswirkung in der Str•omung nach au�en nur asymptotisch abnimmt. Das Ge-
schwindigkeitspro�l u(� ) geht f•ur � ! 1 asymptotisch in U1 •uber. Daher kann
man � (x) als den Abstand von der Platte de�nieren, an dem die Geschwindigkeit
u = 0:99u1 ist. Aus den numerischen Ergebnissen und nach Nach Abb.6.12 liegt
dieser Punkt bei� = 5:0. Mit ( 6.63) gilt dann

� 99(x) � 5:0
r

�x
U1

: (6.69)
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Str•omung

Abbildung 6.13.: Geschwindigkeitspro�l der Plattengrenzschichtstr•omung { Vergleich
von Theorie und Experiment (Landau & Lifschitz 1991).

(a)
y

u_V

� 1

(b)
y

u
_V

� 99

Abbildung 6.14.: Die Verdr•angungsdicke� 1(x) ist die Dicke, um welche ein reibungsfrei
str•omendes Fluid verdr•angt werden mu� (a), damit der Volumenstrom (graue Fl •ache _V)
im gleichen Ma�e verringert wird wie durch den Ein
u� der Rei bung in einer viskosen
Grenzschicht der Dicke� 99(x) (b).

Diese De�nition der Grenzschichtdicke hat den Nachteil, da�� von der geforderten
Genauigkeit abh•angt.

Ein physikalisch sinnvolleres Ma� f•ur die Grenzschichtdicke stellt dieVerdr•an-
gungsdicke� 1 dar. Durch das Anwachsen der Grenzschichtdicke inx-Richtung wird
eine immer dicker werdende Fluidschicht um dasGeschwindigkeitsde�zitU1 � u
verlangsamt (grau in Abb. 6.14). Dadurch wird der Volumenstrom in x-Richtung
um

R1
0 (U1 � u) dy vermindert. Als Folge mu� das Fluid seitlich ausweichen, was

zu der v-Komponente in der Grenzschicht f•uhrt. Zur Beschreibung des Verdr•an-
gungse�ekts wird dieVerdr•angungsdicke� 1(x) eingef•uhrt. Dazu betrachtet man die
reibungsfreieStr•omung •uber eine ebene Platte mit endlichen Dicke� 1. Gegen•uber
einer unendlich d•unnen Platte ist der Volumenstrom•uber die endlich dicke Platte
um

R� 1

0 U1 dy = U1 � 1 verringert (Abb. 6.14a). In einer Grenzschicht•uber einer un-
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6. D•unne Reibungsschichten

endlich d•unnen Platte ist der Volumenstrom gegen•uber der reibungsfreien Str•omung
auch vermindert, und zwar um

R1
0 (U1 � u)dy (Abb. 6.14b). Die Verdr•angungsdicke

einer Grenzschicht ist dann so de�niert, da� der Verdr•angungse�ekt einer reibungs-
freien Str•omung •uber einer dicken Platte mit der Dicke � 1(x) gleich ist mit dem
Verdr•angungse�ekt in einer Grenzschicht•uber einerunendlich d•unne Platte (Abb.
6.14). F•ur die so de�nierte Verdr•angungsdicke gilt dann (konstante Dichte)

� 1U1 =
Z 1

0
(U1 � u)dy; (6.70)

also

� 1 :=
Z 1

0

�
1 �

u
U1

�
dy: (6.71)

Mit u=U1 = f 0(� ) und dy = ( �x=U 1 )1=2d� ergibt sich

� 1 =
r

�x
U1

Z 1

0
(1 � f 0)d� =

r
�x
U1

[� � f ]� !1 : (6.72)

Durch Di�erentiation nach x ergibt sich

d� 1

dx
=

1
2

r
�

U1 x
[�f 0 � f ]� !1 ; (6.73)

und durch Vergleich mit (6.68) �ndet man

U1
d� 1

dx
= v1 (x): (6.74)

Diese Beziehung gilt ganz allgemein und zeigt die physikalische Bedeutung von � 1.
F•ur den Fall der ebenen Platte erh•alt man

� 1(x) = 1 :72
r

�x
U1

� 0:344� � 99(x): (6.75)

Zur Bestimmung des Reibungswiderstand der angestr•omten Platte ist schlie�lich
die Wandschubspannung von gro�er Bedeutung. F•ur sie gilt

� Wand
w = �

@u
@y

�
�
�
�
y=0

= �U 1
@�
@y

|{z}p
U1 =�x

f 00(0) = �U 1

r
U1

�x
f 00(0); (6.76)

Daraus ergibt sich f•ur den lokalen Reibungsbeiwertc0
f :

c0
f (x) :=

� w

�U 2
1 =2

= 2f 00(0)
r

�
U1 x

� 0:664
r

�
U1 x

: (6.77)
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Es ist zweckm•a�ig, die lokalen Reynoldszahl

Rex =
U1 x

�
(6.78)

einzuf•uhren. Damit k•onnen die wichtigsten Ergebnisse zusammengefa�t werden

c0
f =

0:664
p

Rex
; (6.79a)

v1

x
=

0:8604
p

Rex
; (6.79b)

� 1

x
=

1:7208
p

Rex
: (6.79c)

Der Reibungswiderstand f•ur eine Plattenseite und einen Streifen mit L•angeL von
der Vorderkante in x-Richtung und Breite b in z-Richtung lautet

D = b
Z L

0
� w(x)dx: (6.80)

F•uhrt man den WiderstandsbeiwertcD ein

cD =
2D

(�U 2
1 =2) bL

; (6.81)

so erh•alt man f•ur den Widerstandsbeiwert der ebenen Platte der L•angeL

cD =
1:328
p

ReL
; (6.82)

wobei ReL die mit der Plattenl•ange gebildete Reynoldszahl ist.

6.3.1. Ein
u� des Druckgradienten auf das Grenzschichtpro �l:
Abl •osung der Str•omung

Wir haben bisher nur den Sonderfall behandelt, da� der in die Grenzschichtgleichun-
gen eingehende Druck konstant ist (Plattengrenzschicht). Meist•andert sich auch
der Druck mit der Lau
 •ange x, im allgemeinen m•ussen dann die Grenzschicht-
gleichungen numerisch gel•ost werden. •Ahnlichkeitsl•osungen lassen sich aber �nden
(ohne Beweis), wenn die aus der reibungsfreien Theorie bestimmtenWandgeschwin-
digkeit die Form

U(x)
U1

= K 1+ m

�
2

(1 + m)
x
L

� m

(6.83)

hat, wobei K > 0 und U1 > 0 beliebige Konstanten darstellen undm ein kleiner
Exponent ist. Mit

u
U(x)

= f 0(� ); (6.84a)

� = y

r
(m + 1)

2
U(x)
�x

; (6.84b)
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6. D•unne Reibungsschichten

Abbildung 6.15.: Geschwindigkeitspro�l und Schubspannung f•ur die Falkner-Skan-
Gleichung (6.85) nach Gersten & Herwig (1992).

gen•ugt f dann der gew•ohnlichen Di�erentialgleichung

f 000+ f f 00+ � (1 � f 02) = 0 ; (6.85)

die als Falkner-Skan-Gleichungbezeichnet wird und wobei� = 2m=(m + 1). Mit
diesen Gleichungen l•a�t sich der E�ekt einer beschleunigten (m; � > 0; p0(x) < 0)
und verz•ogerten Str•omung (m; � < 0; p0(x) > 0) beschreiben. Die Randbedingungen
lauten wie fr•uher

f (0) = f 0(0) = 0 ; (6.86a)

f 0(1 ) = 1 : (6.86b)

Einige numerische Ergebnisse sind in Abb.6.15dargestellt. Man kann zeigen, da�
im Falle eines Druckanstiegs f•ur � 0:199 < � < 0 neben L•osungen, in denen die
Geschwindigkeitu stets positiv ist, weitere L•osungen existieren (nichtlineare Glei-
chung), f•ur welche das Geschwindigkeitspro�l R•uckstr•omgebiete aufweist.

In unmittelbarer Wandn•ahe sind u und v sehr klein. Dann kann man in der
Impulsgleichung inx-Richtung (6.54b) die nichtlinearen Terme vernachl•assigen, da
sie quadratisch klein sind. Damit gilt in Wandn•ahe ganz allgemein (unabh•angig von
einer •Ahnlichkeitsl•osung)

dp
dx

=
@2u
@y2

�
�
�
�
y=0

: (6.87)

F•ur die Plattengrenzschicht mit p0 = 0 gilt an der Wand @2u=@y2 = 0. Das Ge-
schwindigkeitspro�l weist an der Wand einen Wendepunkt auf. F•ur p0(x) < 0 (Be-
schleunigung) ist die Kr•ummung des Geschwindigkeitspro�ls•uberall negativ und
es existiert kein Wendepunkt. Im Fallp0(x) > 0 (Verlangsamung) weist das Pro�l
einen Wendepunkt auf (Abb.6.16).

Bei einem weiterem Druckanstieg in Stromrichtung wird die Str•omung in Wand-
n•ahe weiter verlangsamt bis sie an einem PunktA zum Stillstand kommt. Weiter
stromab kommt es dann zu einem R•uckstr•omgebiet (Abb. 6.17). Dieser Vorgang
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Str•omung

Abbildung 6.16.: Geschwindigkeitspro�le f•ur beschleunigte (gestrichelt) und verz•ogerte
Grenzschichten (lang gestrichelt). Im Falle einer Verz•ogerung tritt ein Wendepunkt (WP)
auf.

y

x

Abbildung 6.17.: Schematische Darstellung der Str•omung in der N•ahe des Abl•osepunk-
tes. Die Stromlinien sind blau, die Pro�le der Horizontalgeschwindigkeit hellblau, die
separierende Stromlinie gestrichelt und die Linie verschwindender Horizontalgeschwin-
digkeit gepunktet. Beachte, da� die y-Achse stark gestreckt ist.

wird Abl•osunggenannt. Die L•osung der klassischen Grenzschichttheorie endet im
Abl•osepunkt A. In diesem Punkt verschwindet die Wandschubspannung� w , denn
dann ist @u=@y

�
�
y=0

= 0. Das R•uckstr•omgebiet kann man mit der klassischen Grenz-
schichttheorie nicht mehr behandeln. Da der Abl•osepunkt in einem Gebiet liegen
mu�, in dem @2u=@y2 > 0 ist, mu� die Abl •osestelle im Gebiet eines Druckanstiegs
(p0(x) > 0) liegen.

In vielen F•allen m•ochte man die Abl•osung der Str•omung vermeiden, weil da-
mit ein betr•achtlicher Anstieg des Widerstands verbunden ist (Trag
•ugel) oder
weil sich die Topologie der Str•omung in ung•unstiger Weise•andert (z. B. bei einer
Di�usorstr •omung). Wenn die Str•omung vom Trag
•ugel abrei�t, wird ein weiterer
Druckanstieg der•au�eren Str•omung hinter dem Abl•osepunkt verhindert. Damit re-
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6. D•unne Reibungsschichten

(a) (b) (c)

(d) (e)

Abbildung 6.18.: Zylinderumstr •omung bei Re = U1 d=� = 9 :6 (a), 13.1 (b), 26 (c), 41
(d) und 2 000 (e). Die Aufnahmen (a){(d) stammen von S. Taneda(siehe auchTaneda
1955, 1956) und (e) stammt von H. Werl�e (ONERA) ( Werl�e & Gallon 1972, Van Dyke
1982). F•ur Re >

� 47 wird die Str•omung zeitabh•angig und es entsteht im Nachlauf die

K�arm�ansche Wirbelstra�e.

duziert sich aber die Druckkraft in Vorw•artsrichtung, was netto zu einem h•oheren
Widerstand f•uhrt. Dies ist der Druck- oder Formwiderstand im Unterschied zum
Reibungswiderstand. Um die Abl•osung zu verhindern, darf sich der Trag
•ugel nur
sehr langsam verj•ungen.

Wie hinter umstr•omten K•orpern verlangsamt sich auch beim Di�usor die•au�ere
Str•omung. Der damit verbundene Druckanstieg kann auch hier zur Abl•osung f•uhren.
Die Verlangsamung der Str•omung wird zum Teil durch den Verdr•angungse�ekt der
Grenzschicht wettgemacht, so da� eine hinreichend langsame Erweiterung nicht zur
Abl•osung f•uhren mu�.

Die Entwicklung der abgel•osten Str•omung hinter einem quer angestr•omten Zylin-
der bei Erh•ohung der Reynolds-Zahl ist in Abb.6.18gezeigt. Abgel•oste Str•omungen
sind meist zeitabh•angig. Sie treten insbesondere an scharfen Kanten auf.

6.4. Impulssatz f •ur inkompressible Grenzschichten

Wir gehen von der Kontinuit•atsgleichung und der Bewegungsgleichung inx-
Richtung f•ur inkompressible Grenzschichten aus.

@u
@x

+
@v
@y

= 0; (6.88a)
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u
@u
@x

+ v
@u
@y

= �
1
�

dp
dx

+ �
@2u
@y2

; (6.88b)

�
1
�

dp
dx

= U
dU
dx

: (6.88c)

Unter Ber•ucksichtigung der Kontinuit•atsgleichung kann die Bewegungsgleichung
auch in der Form

@
@x

(u2) +
@
@y

(uv) = U
dU
dx

+ �
@2u
@y2

: (6.89)

geschrieben werden. Multiplikation der Kontinuit•atsgleichung mitU(x) liefert

@
@x

(Uu) +
@
@y

(Uv) = u
dU
dx

: (6.90)

Subtraktion dieser beiden Beziehungen ergibt

@
@x

[u(U � u)] +
@
@y

[v(U � u)] + ( U � u)
dU
dx

= � �
@2u
@y2

: (6.91)

Formale Integration •uber y in den Grenzen [0; 1 ) (Integration •uber die Grenz-
schicht) liefert (der zweite Term verschwindet wegenv(y = 0) = 0 und u(y = 1 ) =
U)

Z 1

0

@
@x

[u(U � u)]dy
| {z }

d
dx

R1
0 u(U� u) dy

+ v(U � u)j10| {z }
! 0

+
dU
dx

Z 1

0
(U � u)dy = � �

@u
@y

�
�
�
�

1

0| {z }
� w =�

; (6.92)

mit

� w = ��
@u
@y

�
�
�
�
y=0

: (6.93)

Es gilt f•ur die Verdr•angungsdicke

U� 1 =
Z 1

0
(U � u)dy: (6.94)

Weiter de�nieren wir die Impulsverlustdicke� 2(x) durch

U2� 2 =
Z 1

0
u(U � u)dy: (6.95)

Damit folgt
d

dx
(U2� 2) + U

dU
dx

� 1 =
� w

�
(6.96)

und schlie�lich
d� 2

dx
+

1
U

dU
dx

(2� 2 + � 1) =
� w

�U 2
: (6.97)
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6. D•unne Reibungsschichten

Abbildung 6.19.: •Ubergang von einer laminaren zu einer turbulenten Grenzschichtstr •o-
mung.

Dies ist der Impulssatz f•ur Grenzschichtennach von K�arm�an (1921) von K�arm�an
(1921). Nach Einf•uhrung des sogenanntenFormparameters

H :=
� 1

� 2
(6.98)

l•a�t er sich auch in der Form

d� 2

dx
+

1
U

dU
dx

� 2(2 + H ) =
c0

f

2
(6.99)

schreiben. Diese Form des Impulssatzes gilt nicht nur f•ur laminare Grenzschichten,
sondern auch f•ur turbulente Grenzschichten! Die Geschwindigkeitu ist im turbu-
lenten Fall jedoch durch den zeitliche Mittelwert �u zu ersetzen.

Mit Hilfe dieser integralen Formulierung des Impulssatzes f•ur Grenzschichten
kann man wichtige Kenngr•o�en erhalten, ohne die urspr•unglichen Grenzschicht-
gleichungen numerisch l•osen zu m•ussen. Insbesondere l•a�t ( 6.99) Genauigkeitsab-
sch•atzungen von N•aherungen zu, bei denen z.B. das Geschwindigkeitspro�l in der
Grenzschicht durch eine einfache Funktion (Potenzfunktion oderWinkelfunktion)
approximiert wird.

6.5. Turbulente Grenzschicht an einer ebenen Wand
f•ur inkompressible Str •omungen

Experimente und Theorie zeigen, da� die laminare Grenzschicht bei hinreichend
gro�en Werten von Rex nicht mehr stabil gegen•uber kleinen St•orungen ist. F•ur
Rex > Rexkrit mit

Rexkrit � 5 � 105 (6.100)

ist die Grenzschichtstr•omung turbulent (Abb. 6.19).
•Ahnlich wie die turbulente Rohrstr•omung (sieheGrundlagen der Str•omungslehre)

ist auch die turbulente Grenzschichtstr•omung einer strengen Behandlung zur Zeit
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6.5. Turbulente Grenzschicht an einer ebenen Wand f•ur inkompressible
Str•omungen

Abbildung 6.20.: Pro�l der mittleren Str •omung (qualitativ) in einer turbulenten Grenz-
schicht.

noch nicht zug•anglich. Wir beginnen daher auch hier zun•achst mit einer Dimensi-
onsanalyse. Da sich die Grenzschichtdicke mit der Lau
•angex nur langsam•andert,
gehen wir n•aherungsweise von der Vorstellung einer turbulenten Scherstr•omung an
einer ebenen Wand aus (Abb.6.20).

F•ur die zeitlich gemittelten Werte der Str•omungsgeschwindigkeiten ist dann

�u = �u(y); �v = 0: (6.101)

Wegen des verschwindenden Druckgradientenp0(x) � 0 ergibt sich dar•uber hinaus

� = const: = � w : (6.102)

Da wir sehr gro�e Reynoldszahlen voraussetzen, wird der Ein
u� der inneren Rei-
bung vernachl•assigt. Die Schubspannung� wird dann allein durch den turbulenten
Impulstransport hervorgerufen. Ma�gebend daf•ur ist der Geschwindigkeitsgradient
d�u=dy der zeitlich gemittelten Str•omung.

Jetzt lautet die Frage: Wie mu� d�u=dy von y abh•angen, damit durch den turbu-
lenten Impulstransport in der Scherstr•omung eine konstante Schubspannung erzeugt
wird? Dazu setzen wir voraus, da� d�u=dy eindeutig durch die Vorgabe der Gr•o�en
� w , � und y festliegt,

d�u
dy

= f (� w; �; y ): (6.103)

Aus den Gr•o�en � w und � kann eine Gr•o�e mit der Dimension einer Geschwindigkeit
gebildet werden, die sogenannteSchubspannungsgeschwindigkeitu� ,

u� :=
r

� w

�
: (6.104)

Durch Dimensionsanalyse (siehe SkriptumGrundlagen der Str•omungslehre) �ndet
man

d�u
dy

= C1
u�

y
; (6.105)
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6. D•unne Reibungsschichten

Abbildung 6.21.: Pro�l der mittleren Str •omung (qualitativ) in einer turbulenten Grenz-
schicht.

Integration dieser Beziehung ergibt

�u
u�

= C1 ln
y
y0

(6.106)

mit den beiden KonstantenC1 und y0. Aus (6.106) folgt �u(y ! 0) ! �1 , d.h.
die obige Dimensionsanalyse liefert in unmittelbarer Wandn•ahe ein unphysikalisches
Ergebnis. Dieser Widerspruch wird aufgel•ost, wenn man beachtet, da� an der Wand
y = 0 die turbulenten Schwankungen verschwinden m•ussen (u0 ! 0, v0 ! 0), weil
in Wandn•ahe die innere Reibung von Bedeutung ist. Die Schicht in der N•ahe der
Wand, in der der Ein
u� der Z •ahigkeit dominant wird, nennt manWandschicht.

In der laminaren Unterschicht gilt n•aherungsweise

� = � w � ��
d�u
dy

: (6.107)

Wegen� w=� = u�
2 gilt somit

d�u
dy

�
u�

2

�
: (6.108)

In der turbulenten Scherschicht gilt hingegen

d�u
dy

�
u�

y
: (6.109)

Die f•ur die Beschreibung der Str•omung in der Wandschicht wesentlichen Gr•o�en
sind � w , � und � . Daraus l•a�t sich eine einzige Gr•o�e mit der Dimension einer
L•ange bilden:

�
r

�
� w

=
�
u�

: (6.110)

Somit ist
y0 = C

�
u�

; (6.111)
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6.5. Turbulente Grenzschicht an einer ebenen Wand f•ur inkompressible
Str•omungen

Abbildung 6.22.: Wandrauhigkeit.

Abbildung 6.23.: Struktur der mitleren turbulenten Str •omung in Wandn•ahe.

wobei C eine weitere positive Konstante bedeutet. Einsetzen in (6.106) ergibt

�u
u�

= C1 ln
yu�

C�
= C1 ln

yu�

�
+ C1 ln

1
C

; (6.112)

oder kurz
�u

u�
= C1 ln

yu�

�
+ C2: (6.113)

Diese Beziehung wird alslogarithmisches Wandgesetzbezeichnet. F•ur glatte W•ande
(Abb. 6.22)

k � y0 �
�
u�

(6.114)

erh•alt man aus Experimenten

C1 =
1
{

= 2:5; C2 � 5:5: (6.115)

Wir wenden uns nun wieder der Berechnung der turbulenten Grenzschichtstr•o-
mung zu. Dazu gehen wir von der Annahme aus, da� (6.113) an jeder Stellex
zur n•aherungsweisen Berechnung des Geschwindigkeitspro�ls herangezogen werden
kann, da sich die Feldgr•o�en in der Grenzschicht nur langsam mit der Lau
•ange
x •andern. Dann gilt (6.113). Allerdings h•angt die Schubspannungsgeschwindigkeit
nun von der Lau
•angex ab

u� = u� (x): (6.116)
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6. D•unne Reibungsschichten

F•ur den Grenzschichtrandy = � gilt n •aherungsweise �u � U1 , so da�

U1

u�
= C1 ln

�u �

�
+ C2: (6.117)

Um die gesuchte Abh•angigkeit u� = u� (x) zu erhalten, ben•otigt man den Zusam-
menhang zwischen� und x. Dieser Zusammenhang kann mit Hilfe des Impulssatzes
abgesch•atzt werden. Aus (6.117) und (6.113) folgt zun•achst

U1 � �u
u�

= C1 ln
�
y

: (6.118)

Dies bedeutet
U1 � �u � u� ; f•ur y � �: (6.119)

Somit gilt n•aherungsweise

� 2 �
Z �

0

�u
U1

�
1 �

�u
U1

�
dy �

Z �

0

�
1 �

�u
U1

�
dy � � 1: (6.120)

Weiter ist

� 1 �
Z �

0

U1 � �u
U1

dy � � C1
u�

U1

Z �

0
ln

y
�

dy

� � C1
u� �
U1

Z 1

0
ln

y
�

d
� y

�

�
� � C1

u� �
U1

y
�

�
ln

y
�

� 1
� �

�
�
�

�

0

; (6.121)

und somit

� 2 � � 1 � C1
u� �
U1

: (6.122)

Der Impulssatz (6.99) lautet

d� 2

dx
=

c0
f

2
=

u�
2

U2
1

: (6.123)

Da sich u� nur langsam mit x •andert, kann die Integration sofort n•aherungsweise
ausgef•uhrt werden,

� 2 �
u�

2

U2
1

x: (6.124)

� , � 1 und � 2 wachsen also nahezulinear mit x an!
Wir sind nun in der Lage, den gesuchten Zusammenhang zwischenc0

f (bzw. u� )
und x anzugeben. Mit (6.122) gilt

� �
U1 � 1

C1u�
�

u� x
C1U1

: (6.125)
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6.5. Turbulente Grenzschicht an einer ebenen Wand f•ur inkompressible
Str•omungen

(a) (b)

Abbildung 6.24.: Widerstandsdiagramm f•ur eine l•angsangestr•omte ebene Platte (eine
Seite, Breite b, L•angex). (a) glatte Platte. (b) rauhe Platte. Hierbei bedeuten (1) lami-
nare Str•omung, (2) turbulent mit laminarem Anlauf, (3) turbulent (g latt), (4) turbulent
(rauh), (5) turbulent (vollausgebildete Rauhigkeitsstr •omung) (nachSchlichting & Gersten
1997).

Damit folgt aus (6.117) unmittelbar
s

2
c0

f

� C1 ln
u�

2x
�U 1 C1

+ C2 � C1 ln
c0

f U1 x

2C1�
+ C2

� C1 ln(c0
f Rex ) + C2 � C1 ln(2C1) (6.126)

oder
1

q
c0

f

�
C1p

2
ln(c0

f Rex ) + C: (6.127)

Unter der Verwendung der f•ur glatte W•ande g•ultigen Werte von C1 und C2 (siehe
Grundlagen der Str•omungslehre), erh•alt man den experimentell gut best•atigten
Zusammenhang

1
q

c0
f

= 1:7 ln
�
c0

f Rex

�
+ 3:0: (6.128)

Der Widerstandsbeiwert ist dann (siehe Abb.6.24)

cD =
2D

�U 2
1 bx

=
1
x

Z x

0
c0

f (x0)dx0: (6.129)

So wie bei den in der VorlesungGrundlagen der Str•omungslehreuntersuchten
turbulenten Rohrstr•omungen kann in•ahnlicher Weise auch die turbulente Str•o-
mung •uber rauhe W•ande behandelt werden. Bez•uglich der Ergebnisse sei auf die
einschl•agige Literatur verwiesen, z.B.Gersten & Herwig(1992) oder Schlichting &
Gersten(1997).
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A. Diagramme und Tabellen

Abbildung A.1.: Sto�polarendiagramm f•ur Luft ( { = 1 :4) (aus Oswatitsch 1976).
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A. Diagramme und Tabellen

Abbildung A.2.: Sto�winkel in Abh •angigkeit von Str•omungsumlenkwinkel und Anstr•om-
machzahl f•ur Luft ( { = 1 :4) (aus Liepmann & Roshko 1957).
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Abbildung A.3.: Charakteristikendiagramm f•ur Luft ( { = 1 :4) (aus Oswatitsch 1976).
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A. Diagramme und Tabellen

Abbildung A.4.: Tabelle zum Charakteristikendiagramm f•ur Luft ( { = 1 :4) (aus Oswa-
titsch 1976).
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