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Das Frontispiz zeigt die Bewegung einer Kugel in Luft mit M = 401 nach A. C.
Charters (Van Dyke 1983. Mit Hilfe des Schattenverfahrens kann die zweite Ablei-
tung der Dichte sichtbar gemacht werden. Neben dem Bug-Stob¢w shock ist ein
schwacher Sto zu sehen, der von der Stelle ausgeht, an der diee®tung von der
Kugel separiert. Au erdem kann man eine sogenannté -Welle sehen, ein Sto, der
sich vom turbulenten Nachlauf ést. Die beiden starken Si e sind als Doppelknall
zu heren.


http://www.fluid.tuwien.ac.at

Vorbemerkungen

Die vorliegenden Aufzeichnungen basieren auf dem Skriptustromungslehre(Ver-
sion von 1999) von Professor Alfred Kluwick,der diese Vorlesung bis 2009 gehal-
ten hat. Ziel des Kurses, den ich vom WS 2010 bis zum WS 2015 abhigdt, die
Vermittlung fundamentaler aerodynamischer Zusammemmge. Ausgehend von den
Grundgleichungen werden statioare inkompressible reibungsfreie und drehungs-
freie Stremungen behandelt, deren @sungen sich durch Superposition elementarer
Lesungen der Potentialgleichung ergeben. Diese Kenntnisse werdgmutzt, um
die Theorie cinner Trag wgelpro le fer ebene inkompressible Semungen zu ent-
wickeln. Die Betrachtungen werden dann auf Tragugel endlicher Streckung erwei-
tert. Danach werden Kompressibiliatse ekte betrachtet sowie schiefe $te und
die Prandtl-Meyer-Expansion. Viskose E ekte werden anhand deéschmier Imstre-
mung behandelt, wonach die vereinfachten Gleichung auf laminare éhzschichten
erweitert werden. Schlie lich wird die Schichtstruktur turbulenter Grenzschichten
behandelt.

Die vorliegende Version stellt eine ersteberarbeitete Version des Vo#uferskrip-
tums dar. Der Text wurde eberarbeitet und viele Abbildungen wurde neu erstellt.
An vielen Stellen wurden jedoch noch die urspnglichen Abbildungen eingebun-
den. Das Kapitel zur Numerik wurde @nzlich gestrichen, da es mittlerweile ent-
sprechende Vorlesungen gibt, welche die Numerik inegerer Tiefe behandeln. Fir
die Fehlersuche und das aufmerksame Lesen der ersten Fassungidhn Herrn S.
Scheichl und Frau K. Edelho sehr dankbar.

Die Uberarbeitung des Skriptums ist noch nicht abgeschlossen. Einigeyitel
der Originalversion wurden textlich noch nichteberarbeitet. Au erdem wurde die
Vorlesung mit der Einfuhrung des Bachelor/Master-Systems voistremungslehre
zu Stremungsmechanik 2umbenannt.

H. C. K.
im WS 2015

1Professor Alfred Kluwick verstarb am 2.2.2022 im Alter von 80 Jahren Einen Nachruf ndet
man unter diesem Link
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1. Grundgleichungen

1.1. Grundgleichungen fur station are, reibungsfreie
Stremungen in integraler Form

Wir betrachten eine statiorare, reibungsfreie S®mung um einen ruhenden festen
Kerper. Wendet man die Erhaltungsatze der Mechanik &ir Masse, Impuls und
Energie auf ein raumfeste&ontrollvolumenV an, welches den festen éper bein-
haltet (Abb. 1.1), so ergeben sich gewisse Bilanzgleichungen. Wenn im Volumen
keine Massequellen vorhanden sind, verschwindet der gesamte $84astrom durch
die Ober acheS des Volumens lIJnd dieP\/IassenIbiIanjautet

4 dS= 4 HAdS = u,dS=0: (1.1)
S S S
Hierbei bezeichners die geschlossene Obesiche des raumfesten Kontrollvolumens
V, die Dichte des stemenden Mediums undi, = + A die auf den Normalenvektor
1 projizierte Stremungsgeschwindigkeits. Der Normalenvektor zeigt konventions-
gema aus dem Kontrollvolumen heraus.
Die Anderung des Impulses pro Zeit (Kraft) ergibt sich aus deimpulsbilanz
I I
Hd dS = Hu, dS = pAdS + gdVv + F: (1.2)
S S S \%
Der linke Teil der Gleichung beschreibt den Impulsstrom durcls, wobei tt der
Tensor der Impulsstromdichte ist. Auf der rechten Seite stehenrkifte, die vom ther-

Abbildung 1.1.: Raumfestes KontrollvolumenV um einen umstremten Kerper.

E.S, KMPWINLY’ v _Kmmu, 1
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1. Grundgleichungen

Y

Abbildung 1.2.: Zur Luftkraft um einen umstr emten Kerper.

modynamischen Druckp bewirkt werden, sowie die Gewichtskraft (Erdbeschleuni-
gung g). F ist die auf das stemende Medium wirkende Kraft, auchHaltekraft
genannt, die von einem krper in der Stewmung vermittelt wird. Dementsprechend
ist die auf den umstemten Kerper ausgebte ReaktionskraftR = F.

Die Bilanz der Gesamtenergie (kinetische und innere) lautet

I I Z

Un ﬁ+e ds = pu, dS + g t4dV+ P+ Q (1.3)
S 2 S V

Hier bedeutene die spezi sche innere Energie (pro Massel, die pro Zeiteinheit
von der Kraft F verrichtete Arbeit und Q die pro Zeiteinheit zugefihrte Warme
(durch Warmeleitung, Strahlung oder chemische Reaktion). Verwendet male aus
der Thermodynamik bekannte Beziehungef die spezi sche Enthalpieh = e+ p=,
kann man auch schreiben
I & Z
un, —+h dS= g ddvV+ P+ Q (1.4)
S 2 \%

1.2. Luftkr afte

Zieht man das Kontrollvolumen so weit zusammen, da es derefperkontur selbst
entspricht (Abb. 1.2), so kann man die Impulsbilanz {.2) als eine Beziehungefr
die auf den Kerper wirkende Kraft au assen (auf der Kerperober ache istu, =0,
Gewichtskmfte sind hier nicht bemicksichtigt)

R = pdS = (p pL)ndS: (1.5)
S S

Die ReaktionskraftR wird also nur durch den Druck bewirkt. Man kann den Druck
auch relativ zu einem festen Bezugspunkt nehmen (konstanter \gebungsdruckp,
weit weg vom Kerper), da der konstante Druckp, keinen Beitrag zur resultierenden
Gesamitkraft liefert: Das entsprechende Integralber die geschlossene ObacheS
verschwindet.

2 T CT KPS " KM
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1.3. Di erentielle Form der Grundgleichungen ér stationare, reibungsfreie
Stremungen

Heau g wird die Drucksterungp p; an der Ober ache des lorpers als dimensi-
onslose Kenngw e dargestellt. Dies ist der ortsablngige Druckbeiwert (Druckko-
e zient) c,(x%). Er wird de niert als

P P .
]_U%:Z.

Co = (1.6)
Die Bezugsge e ; u? =2 entspricht dem Staudruck im Falle einer inkompressiblen
Stremung.

Dareber hinaus de niert man noch dimensionlose Kennwertedif den Auftrieb
(lift) L = Ry = F, und den Widerstand @drag) D = Ry = F,, wobei € die
Richtung der Anstremung ist und+g, die Richtung senkrecht dazu. DeAuftriebsbei-
wert ¢, und der Widerstandsbeiwertcp sind integrale G® en und werden de niert
als

L
CL = 7% Y A; (1.7a8)
D

Dabei ist A eine charakteristischeFlache (z.B. die Trag mgel ache beim Flugzeug
oder die Querschnittsache senkrecht zur Answmung bei einem Kraftwagen).
Den Auftrieb und den Widerstand erlalt man durch Integration der entspre-
chgnden Komponenten der Kraft pro Fdchep p; . So ist zum BeispielL =
s(p p: )8 ndS. Damit ergeben sich die Auftriebs- und Widerstandsbeiwerte
I

C = 1 Cony dS; (1.8a)
A |'s

Co = L Cony dS: (1.8b)
A s

Die Bedeutung dieser Kennwerte wird im Kapitel2.4 (Trag wgeltheorie) klarer
werden.

1.3. Di erentielle Form der Grundgleichungen f wur
station are, reibungsfreie Stremungen

Um von den integralen Erhaltungsgleichungen auf die di erentielle Far zu kom-
men, werden zumachst alle Integrale in Volumenintegraleiberfehrt. Dann wird ar-
gumentiert, da das Ergebnis nicht von der Wahl des speziellen Komillvolumens
abhangig sein darf, woraus folgt, da die Bilanzgleichung auch punktweisalso #r
die jeweiligen Integranden e#fllt sein mu . Bei der Umwandlung der Ober achen-
integrale berotigen wir den Gau schen Satz

Z I [

r fdv= =a fdS= f dS: (1.9)
\Y S S

E.S, KMPWINLY’ v _Kmmu, 3
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1. Grundgleichungen

Hierbei ist (%) 2 R2 eine beliebige stetig di erenzierbare vektorwertige Funktion
in R3.1

Massenbilanz Unter der Voraussetzung, da die Feldge en di erenzierbar sind,
folgt aus der statiormren Massenbilanz 1.1) mit Hilfe des Gau schen Satzes
I Z
4 dS= r (d)dV =0: (1.10)

S \%

Da das Kontrollvolumen beliebig gewhlt werden kann, mu der Integrand ver-
schwinden. Daraus ergibt sich di&ontinuit atsgleichunger stationare Stromungen

(= ug + vg + we)
@

r (u):@@§u)+@v)+ @@éw)zo: (1.11)

In Komponentenschreibweise lautet die Kontinuatsgleichung auch
@
—(uj)=0: 1.12
@?(( i) (1.12)

Wir werden auch im weiteren die Indexschreibweise mit der Konventiorerwenden,
da wber gleichlautende Indizes zu summieren ist (Einsteinsche Summenkenti-
on).

Impulsbilanz  Die stationare Impulsbilanz (mit F = 0)
I I Z

44 AdS+ pRdS = g dVv
S S \%

Wenn man den Gau schen Satz ér einen Werfel im Limes V ! 0 betrachtet, kann die Divergenz
eines Vektorfelds de nieren. Mit V = x y z gilt (die jeweils konstanten Argumente von f~
werden unterdruckt, i numeriert die sechs Seiten des \Wfifels)

X6
r  x vy z= fiS=Ffx+ x) & y z+f(x) &( y z2)+f(y+ y) 8 x z
i=1

+T(y) 8§( x z2)+f(z+ z) & x y+T(2) &( x y)

Es folgt
C o= (x+ x)z f*(x)_lrﬁy Ay + y))/ r(y)+ez (z+ z; (2)
= @+ @+ @:
@x @y @z

4 CCTKNPIUSUL W KINME
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1.3. Di erentielle Form der Grundgleichungen ér stationare, reibungsfreie

Stremungen
lautet in Indexschreibweise
I I Z Z
uiun ds+ n; dS dv & @ uiu; +Qp . dv =0:
Juun Sp. Vg. . @K(") @x gi
(2.13)

Wegen der Unablangigkeit vom Kontrollvolumen mu die Gleichung punktweise
erfullt sein und es folgt die di erentielle Impulsbilanz statiorarer Stremungen in
Divergenzform

@ uuy= @r, .
@#uww ax’ 9" (1.14)

Das Anwenden der Produktregelefhrt unter Berecksichtigung der Kontinuitatsglei-
chung (1.12 auf die Bewegungsgleichungen

@Qu_ 1@p
U—= ——+g: 1.15
Diese Bewegungsgleichung ist auch adgationare Eulergleichungoekannt.

Um die physikalische Bedeutung des Terms; @ =@y besser zu verstehen, be-
trachten wir ein substantielles Fluidelementdas sich mit der Stemung bewegt. Die
Position des Fluidelements sex; = x;(t). Seine Geschwindigkeit ist demnach

_ dXi

ui = o = X;: (1.16)

Fur die Beschleunigung bei einer statiaren Stremung folgt ausu; = u;[x; (t)]

dui _ @u @u
— = —X = U —: 1.17
Die linke Seite der Bewegungsgleichund..(l5 ist also gerade die Beschleunigung
eines substantiellen Fluidelements. Man de niert deshalb disubstantielle Zeita-
bleitung (massenfeste Zeitableitung)efr stationare Stemungert

D @

Dt = uj@—?( =dr.: (1.18)

Dann lautet die Bewegungsgleichung

Du _ 1@p, .
S _@x+g,_ (1.19)

2Die vollstandige substantielle Ableitung fur zeitablangige Stremungent(x;t) lautet

b_@, @
— = =+ U=
Dt = @t '@x

E.S, KMPWINLY’ v _Kmmu, 5
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1. Grundgleichungen

Energiebilanz Die Energiebilanz (L.4) fur adiabatische Zustandanderungen Q =
0) und bei Abwesenheit mechanischer EnergiezufuhP (= 0) lautet
I L Z
u; suu+ h n; ds = gy dv: (120)
S 2 \%

Unabhangigkeit vom Kontrollvolumen liefert die di erentielle Form

@ 1 _ :

@—?( éujuiui"' Ujh = 0giU: (121)
Unter Ausnutzung der Kontinuitatsgleichung (.12 kann dieses Ergebnis weiter
umgeformt werden zu

}uiui@—@(uj)+%uj@u?+ h @YD), uj@gh= giui; (1.22)
2z 2y e
=0 =0
oder, mit der Bewegungsgleichungl(15,
@u @h
uj uyj— g + uj_:O: (123)
G O
l@p=@x

Mit der De nition der substantiellen Zeitableitung fer stationare Stremungen
D=Dt = u; @ (1.19 kennen wir diese Relation in der Form schreiben

Dh 1Dp
PP _ . 1.24
bt Dt 0 (1.24)

schreiben. Unter Verwendung der Entropiede nition
1
Tds=dh =dp (1.25)

erhalten wir die di erentielle Energiebilanz auch in der sehr kompakten Form

Ds
D - 0: (1.26)
Wir kennen also festhalten: In einer adiabatischer@)X= 0, keine thermische Ener-
giezufuhr) quasistatischen P = 0, keine mechanische Energiezufuhr) S$mung
andert sich die Entropie entlang einer Stromlinie nicht. Derartige Semungen ent-
sprechend (.26 nennt man isentrop. Falls die Entropie zu#tzlich noch mumlich
konstant ist (r s =0), nennt man die Stremung homentrop

6 CCTKNPIUSUL W KINME
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1.4. Stromfunktion und Geschwindigkeitspotential

Stromlinie:  (X;y) = const.

Abbildung 1.3.: Stromlinie und Geschwindigkeitsvektor tangential dazu.

1.4. Stromfunktion und Geschwindigkeitspotential

1.4.1. Stromfunktion

Die Kontinuit atsgleichung &r stationare zweidimensionale (ebene) Stmungen

Qu) @Qv) _
ax "’ @y =0 (1.27)

l& t sich mit Hilfe einer Stromfunktion (x;y) identisch erllen. Die Stromfunktion
ist de niert durch

u= %; (1.28a)
_ @,
= o (1.28b)

Sie ist durch (1.28 nur bis auf eine beliebige Konstante bestimmit.
Wir betrachten nun Linien mit  (x;y) = const. Entlang dieser Linienistd = 0.
Deshalb gilt auf diesen Linien

@ @ !
d = —dx+ =—dy= vdx+ udy=0: 1.29
@ @yy y (1.29)

Hieraus folgt fur die Steigung dieser Linien

dy @ =@x_ Vv
— = —— = —=tan# 1.30
dx @=ay u " (1:39)
=const :
Eine Linie = const: ist also in jedem Punkt parallel zum Geschwindigkeitsvektor
+ und folglich eineStromlinie (Abb. 1.3). Dies kann man auch pafen, indem man
zeigt, da "dundr  senkrecht aufeinander stehers r =0 (der Vektor r st

in jedem Punkt senkrecht zur Isolinie von ).

E.S, KMPWINLY’ v _Kmmu, 7
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1. Grundgleichungen

Abbildung 1.4.: Wirbel in einem Fluid, das wie ein starrer Kerper rotiert.

Zur Behandlung allgemeiner &umlicher (dreidimensionaler) Stemungen sind
zwei Stromfunktionen erforderlich. Eine Stromlinie wird dann durctdie Schnitt-
kurve zweier Fhchen 1(Xx;y;z) und (x;y;z) festgelegt. Dieser Fall wird hier
aber nicht weiter behandelt.

1.4.2. Geschwindigkeitspotential

Als Vorbereitung zur Einfahrung desGeschwindigkeitspotentials betrachten wir
einen starren Wirbel mit der Geschwindigkeitsverteilungi= re und =const :
(Abb. 1.4). Die kartesischen Geschwindigkeitskomponenten lauten

u= j gsin' = rsin' = y; (1.31a)
V=jHcos = rcos = X (1.31b)
was auch ausd= ~ xmit "= & folgt. Hieraus folgt die Relation
@v @u
— — =2 1.32
@x @y (1.32)

O enbar ist @v=@x @u=@sin Ma fur die lokale Drehungdes Fluids. Die obige
Relation legt nahe (diesét sich beweisen), da eine zweidimensionale Simung
drehungsfreiist,® genau dann wenn in jedem Punkt gilt

Qv eu, (1.33)

@x @y

3Anstelle des Worts drehungsfrei wird auch manchmal wirbelfrei verwendet. Der Begri dre-
hungsfrei ist aber eigentlich genauer, da der Begri desWirbels oft umgangssprachlich verwen-
det wird und mathematisch verschieden de niert werden kann. ZumBeispiel gibt es Wirbel, die
drehungsfrei sind (s. Kap.2.2).

8 CCTKNPIUSUL W KINME
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1.4. Stromfunktion und Geschwindigkeitspotential

Die Verallgemeinerung dieser Bedingungif raumliche St®emungen lautet

0 1
@w @v

@y @z
H= @u QW =0: (1.34)
@z @x
@v au
@x @y
Das Vektorfeld+ := r  d wird auch Vortizit at genannt. Die Vortizitat ist ein Ma
fur die lokale Drehung des Fluids. Sie entspricht der doppelten Winkekgghwindig-
keit der Drehung, j+j = 2]7] (siehe (.32).
Aufgrund der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen gilt die Ientitat

rota=r

0 1 0 1 0 1
@ @ Q@ @
r (r )=rot(grad )—@@A @@ A=@@ @ A=0; (135
@ @ G

unabhangig von der skalaren Funktion . Dies kann man auch als Operator-Identéit
r r =0 schreiben.

Wenn sich+ = r als Gradient eines Potentials schreiberalt, folgt die Wir-
belfreiheitr  +=0. Umgekehrt ist die Wirbelfreiheit eine notwendige Bedingung
fur die Existenz eines Geschwindigkeitspotentials. Ist das Raumgebiet einfach
zusammenkangend, dann ist die Bedingung auch hinreicherfdWir k ennen daher

folgern:

Ist ein Geschwindigkeitsfeldd drehungsfrei ¢  + = 0), dann existiert
ein Geschwindigkeitspotential , so da 4= r

Drehungsfreie Geschwindigkeitfelder lassen sich deshalb durch &eschwindig-

“Dies folgt aus dem Hauptsatz der Vektoranalysis: Jedes stetig di eenzierbare Vektorfeld 4, das
mindestens wier 2 furr ! 1 abfallt, | & t sich in einen wirbelfreien (G) und einen quellenfreien

Anteil (H) zerlegen
4=G+H=r +7r B:

Die Anteile lassen sich darstellen al$G = r  (wirbelfrei) und H = r B (divergenzfrei), wobei
r B =0gewahltwerdenkann.Dennr G=rr =0undr H=r r B =0.Bnennt

man auch Vektorpotential. Die beiden Anteile G und H lassen sich aus Poisson-Gleichungen
bestimmen, die man durch das Bilden der Divergenz bzw. Rotation eralt:

r 4=r G=rr =r?2;

r d=r H=r r B =mr Brr B=r ?B:

Hierbei haben wir in der zweiten Gleichung den Entwicklungssatz éir das zweifache Kreuzpro-
dukt verwendet. Ist r 4 =0, dann folgt B =0 und man erhalt 4= r

H, G Ko IWSUY' ﬁglﬂN\!L
tr emungsmechani



1. Grundgleichungen

keitspotential ausdricken

0 1

@ =@x
i=r =Q@@=@W\: (1.36)

@ =@z
Bei ebenen Stemungen istw = 0 und @=@z 0. Damit ist nach (1.34)
'y = !y =0 und die Vortizitat + = le, zeigt immer in z-Richtung, senkrecht

zur Stromungsebene. In zweidimensionalen $mungen gilt entlang derAquipoten-
tiallinien: d =0, d.h.

dy X

— = — 1.37
Ix (1.37)

=const : y

d = ydx+ ,dy=0 )

Fuer drehungsfreie Geschwindigkeitsfelder kann man damit einen wiggn Zusam-
menhang zwischen der Stromfunktion und dem Geschwindigkeitspotential her-
stellen (siehe {.30)

dx

dy _  x dx
dy

u
S = C= 2= (1.38)

<
< |<

Dies bedeutet, da Stromlinien und Potentiallinien senkrecht aufeinader stehen.
Man kann dies aucheiberprefen, wenn man bedenkt, da die Gradientem und
r  senkrecht auf den jeweiligen Isolinien stehen. Dann sieht man leicht

c
<

r ro=y y =0: (1.39)

1.5. Wirbelsatze fur station are Stremungen

Fur reibungsfreie statiomre Stomungen lonnen einige generelle Aussagen getro en
werden, bei welchen die Vortizit + eine entscheidende Rolle spielt. Diese Aussagen
werden daher Wirbelstze genannt.

1.5.1. Croccoscher Wirbelsatz

Wenn man die Bewegungsgleichund. (15 skalar mit u; multipliziert und der Ein u

der Schwerkraft vernachassigt (@ = 0), erhalt man bei Verwendung der substanti-

ellen Ableitung (1.18 fur stationare Stremungen
D #2 _ 1Dp

ot 2 - “bu (1.40)
Die Gleichung beschreibt die Erhaltung der mechanische Energie (@potentielle
Energie). Mit dieser Beziehung &nnen wir in der Erhaltungsgleichung#r die Ge-

samtenergie #@ir isentrope Stemungen (.24 den Druckterm durch die kinetische

10 CCTKNPIUSUL W KINME
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1.5. Wirbelsatze fur stationare Stemungen

Energie ausdeicken und erhalten éir die Gesamtenergie, wie auch schon ii.¢J),

D 2
o %+h =0: (1.41)

Diese Gleichung kann man entlang der Stromlinie integrieren und et so die
aus der Stromfadentheorie bekannte Form des Energiesatzaslifs Grundlagen der
Stremungslehreg
2
% +h=C(): (1.42)

Die Stremung istisoenergetischHat C( ) auf allen Stromlinien = const: densel-
ben Wert C = C,p, so spricht man von einehomenergetischen Semung

Wenn man die Vektorschreibweiseef die Impulsbilanz fur reibungsfreie statio-
nare Stremungen verwendet

drus p (1.43)

und die Vektoridentitat 4 r 4= r ##=2+ + 4 ausnutzt> erhalt man

+  H+r %z }r p: (1.44)
Unter Verwendung der Entropierelation (.25, Tds dh = dp, ergibt sich
+ "+ §+ h =Trs: (1.45)

Diese Beziehung nennt man de@roccoschen Wirbelsatzim ho-
menergetischen Fall vereinfacht er sich zu

+ °=Tr s (1.46)

Die Bedeutung des Croccoschen Wirbelsatzes liegt darin, da
er unter bestimmten Voraussetzungen (reibungsfrei, adiabatfsc
homenergetisch) einen Zusammenhang zwischen der Voreit

L5 ! élr% egtoridentit at zu beweisen/nachzupefen, kann man diex-Komponente der Impulsbi-
1 6(%%1% in der Form schreiben (die blauen Terme heben sich auf)

@u_ @v @v @u _ 1@p

U—+Vv— V — — = :
o "ex | @y, @y " "o
Daraus erhalt man
@ v _ 1@p
@x 2 C @x

In analogerweise veriihrt man mit den anderen Komponenten der Impulsbilanz.

o . 11
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1. Grundgleichungen

My > 1

Abbildung 1.5.: Entropie und Zirkulation (qualitativ) bei einer zweidimen sionalenWUber-
schallstromung um einen Trag egel.

und thermodynamischen Ge en herstellt. Daraus kennen wich-
tige Folgerungen @r stationare homenergetisch&troemungen ab-
geleitet werden:

1. Jede drehungsfreiey = 0) Stremung ist isentrop, denn wegen
r s =0 ist sie sogar homentrop.

2. Jede nicht-isentrope (dann ist s 6 0) Stremung ist drehungs-
behaftet, d.h. es ist+ 6 0.

3. Jede homentroper( s = 0) ebeneStremung ist drehungsfrei, d.h.
I =0.

Denn in 2D kann + 4 = 0 nur dann erfullt sein, wenn + = 0 ist, denn
+ ? 4. In 3D kann man + = +, + +, in einen Anteil parallel und senkrecht
zu d zerlegen. Dann folgt aus der Homentropie nur+, = 0, da ohnehin
+. d=0ist.

Als Beispiel betrachten wir die Uberschallstemung um ein Prol| (Abb. 1.5).
In Kapitel 5 wird spater gezeigt, da die Sto starke und die damit verbundene
Entropiezunahme mit zunehmendem Abstand vom Pro | abnimm#f. Deshalb ist
S, < s;. Die Entropie hangt damit von der Stromlinie ab und es ist s 6 0. Nach
dem Croccoschen Wirbelsatz ist deshalb die (homenergetische)e®tung hinter der
Sto welle drehungsbehaftet [ 6 0).

6Die fur die Starke des Verdichtungssto es ist die Normalkomponente der S®mung beziglich der
Sto ebene relevant. Die Normalkomponenteu, nimmt aber wegen der Krummung des Sto es
nach au en hin ab. Deshalb ist der Entropieanstieg au en geringer.

12
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1.5. Wirbelsatze fur stationare Stemungen

Abbildung 1.6.: Der Flu der Vortizit at durch eine Flache S mit Berandung C und Zir-
kulation entlang C.

1.5.2. Thomsonscher Wirbelsatz

Fur die Ableitung eines weiteren Wirbelsatzesehren wir die Zirkulation ein
(Abb. 1.6). Sie wird de niert als das geschlossene Linienintegral
I I I
= H dx= udx; = uydx: (1.47)
C C C

Dabei besteht die Konvention, da die geschlossene Kurnv@é
im positiven mathematischen Sinn (entgegen dem Uhrzeigersinn)
durchlaufen wird. Hierbei istu; = 4 € die Tangentialkompo-
nente der Geschwindigkeit im betre enden Punkt der Kurve und
dx = gdx ein vektorielles Bogenelement. Die Zirkulation um ein
Pro | oder einen Trag egel spielt eine zentrale Rolleeir die Auf-
triebskraft.

Der Stokessche Satwerknepft die Zirkulation mit der Vorti-
zitat (Rotation des Geschwindigkeitsfelds)
William Z vd I

Thomson, + ds= F o4 dS= 4 dx= (1.48)
Lord Kelvin S S C

1824{1907

Der Flu der Vortizit at durch die orientierte FlacheS mit dem
vektoriellen Flachenelement & ist gleich der Zirkulation entlang
der BerandungskurveC der FlachesS.

"Man kann die Vortizit at auch als den Limes der Zirkulation pro FlacheS fur S= x y! 0
de nieren. Dann erhalt man zum Beispiel fur die z-Komponente der Vortizitat am Punkt (X;y)
(Flache in der (;y)-Ebene)

[V(x+ xy) y+uly+ y)( x)+vxy)( y)+uxy) x]=( x vy)
_vx+ xy) v(xy) u(ky+ y) ulxy)imc xoyro @vo@u_

X y @x @y *

o " 1
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1. Grundgleichungen

Abbildung 1.7.: Die Zirkulation entlang einer substantiellen Kurve C in einer reibungs-
freien isentropen Stemung bleibt im Laufe der Bewegung konstant.

Im Zweidimensionalen stehen sowoh# € als auch & €, senkrecht zur
(x;y)-Ebene. Dann gilt

z Z I

@v @u
~ d dS= — — dS= u;dx;: 1.49
S s @x @y c ( )

Ist nun das Geschwindigkeitsfeld auf der BlcheS in jedem Punkt di erenzierbar
und verschwindet die Vortizitat + = r + = 0 in jedem Punkt der Flache, so
verschwindet auch die Zirkulation und es ist = 0. Verschwindet umgkehrt
fur jede beliebigegeschlossene Kurv€, so ist die Stemung in dem betre enden
Raumgebiet drehungsfrei ¥ = 0).

Zur Berechnung eines Linienintegrals wird meistens der Weg( ) entlang der
geschlossenen Kurv€ parametrisiert, zum Beispiel durch die auf eins normierte
Bogenknge . Dann gilt fur das Linienelement entlang des WegS

@) .
@ v

Hierbei ist die Zeitt nur ein Parameter, weil das Linienintegral immer r einen
festen Zeitpunkt ausgedhrt wird.

Wir betrachten nun eine geschlossene substantielle Kurve, die sichter dem
Einu der Str emung bewegt (Abb.1.7). Die Frage ist dann, wie sich die Zirkula-
tion ( t) entlang der geschlossenen substantiellen Kurve mit der Z@ihdert. Dazu
meissen wir d =dt berechnen. Mit Hilfe der Parametrisierung 2 [0O; 1] erhalten wir

dx(;t)= (1.50)

d_— EI udx: = EZlu-@d _Zlg U'@( d
dt_(thCI I_dto '@ _Io dt I@Z
1 . i i !
T ok, @ du T O,
o de@ _@d o 6 @ !
) Du; 1 l@ﬁ B 1@p 1 _ 1
Tem™MTs, @ T TetTp dlwE
c f—fz—}  °©
=0
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1.5. Wirbelsatze fur stationare Stemungen

I I
= dh+ Tds: (2.51)

| fz—} ©
=0

Hier wurde die Tatsache ausgenutzt, da das Integjgl eines tden Di erentials
entlang einer geschlossene Kurve jmmer verschyyindetdf = 0.

Fur ein inkompressibles Fluidist  *dp= ' dp= 0. Auch fur ein barotropes
Fluid mit = (p) verschwindet das Integral, da man *(p)dp = dP durch eine
Druckfunktion ausdreicken kann, was wiederum auf ein vollandiges Di erential
fuhrt, dessen geschlossenes Linienintggral verschwindet. Untier Voraussetzung,
da die Stremung homentrop ist, gilt . Tds = 0 (dann ist auch = (p) eine
alleinige Funktion des Drucks, sieh@atchelor 1967, und man erhalt den Thom-
sonschen SatZAbb. 1.7)

d
i 0: (1.52)
Die Zirkulation einer substantiellen (massenfesten) Kurve in einerire
bungsfreien, homentropen Semung bleibt fer alle Zeiten erhalten.

Der Thomsonsche Satz wird auch alkelvinsches Zirlulationstheorenbezeichnet.

15
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1. Grundgleichungen
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2. Ebene stationare inkompressible
reibungsfreie und drehungsfreie
Stremungen

2.1. Komplexes Potential

Kennen Dichteanderungen vernacld igt werden, so lautet die
Massenbilanz (.12 wegen = const:
@u_@v_

—+ —=0: 2.1
@x @yo (2.1a)

Setzen wir weiter voraus, da die Stomung drehungsfrei ist,
dann gilt nach (1.34)

Augustin Louis @v @u

Cauchy — —=0: (2.1b)
1789{1857 @x @y

Dies sind o enbar zwei Di erentialgleichungen ér die beiden unbekannten Kompo-
nenten des Geschwindigkeitsfelds und v. Das Di erentialgleichungssystem 2.1)
ist identisch mit den Cauchy-Riemannschen Di erentialgleichungember nicht nur
die Geschwindigkeitskomponentenu( v) gereigen Cauchy-Riemannschen Di eren-
tialgleichungen, sondern auch das Paar aus Potential und Stronmktion ( ; ).
Denn aus den De nitionen der Strom- und der Potentialfunktion

@ _ @
u= — = —; 2.2a
ax @ (2.2a)
@ @
@y @x (2.20)
folgt feur eine inkompressible drehungsfreie Stmung unmittelbar
@ @ @ @
—+ —=0 und — —=0: 2.3
@x @y @x @y @3

Helmholtz (1859 hat gezeigt, da ein ideales Fluid, welches sich arginglich in Ruhe be ndet
und daher drehungsfrei ist, auch ér alle Zeiten drehungsfrei bleibt. Aquivalent dazu folgt die
Drehungsfreiheit auch aus Kelvins Zirkulationstheorem (1.52) fur ein anfanglich ruhendes Fluid.

o . 17
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2. Ebene statiomre inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie &mungen

iy A z=i vy

-
|

X

Abbildung 2.1.: Komplexe Ebene.

Um die Bedeutung der Cauchy-Riemannschen Di erentialglei-
chungen zu verstehen, betrachten wir die komplexwertige Funk-
tion F(z) der komplexen Vernderlichenz = x +iy

F(z) = R(xy)+il(xy); (2.4)

mit Real- und Imaginarteil R(x;y) und I (x;y). Die komplexe
i Ableitung von F nachz ist de niert als

Georg Friedrich FO(Z) ||m F(z+ 2) F(Z): (2.5)
Bernhard z

Riemann O enbar kann z in verschledenen Richtungen in der komple-
1826{1866 xen Ebene orientiert sein. Ist nunF {z) unabheangig davon, in

welcher Weise (Orientierung) z gegen 0 strebt, so nennt man
F (z) analytisch (oder holomorph).
Um die Bedingungen zu nden, unter denen die Ableitund-° richtungsunab-
hangig ist, betrachten wir zwei orthogonale Richtungen. Whlen wir z = X in
x-Richtung (Abb. 2.1), so erhalten wir

Fqz) = lim ROx + X;y)z R(X?Y)H I (x + X;y)z | (X;y) gs g:(
(2.6)
Wahlt man andererseits z =i 'y, so ergibt sich
Fz) = lim ROY* ¥ ROay) 1y + y) 1(xy)
yl 0 Iy iy
= Gim Ry F ) ROGY) Ty + y) T(y)
yt 0 y y
@R QI

) 2.7
@y @y (2.7)

Die notwendige Bedingung dafr, da F (z) analytisch ist, lautet daher

@R @I @R @l

@x | @x @y @y (28)

18 nPsuy NI
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2.2. Einfache komplexe Potentiale

Wenn man den Real- und den Imagerteil separat betrachtet ertalt, man die Be-
dingungen

R I

o8, 01, 250
R I

%x %y_o (2.9b)

Dies sind gerade di€auchy-Riemannschen Di erentialgleichungerSie werden von
jeder analytischen Funktion ertillt. Da auch das Potential und die Stromfunktion
die Cauchy-Riemannschen Gleichungen alten, kennen wir und als Real- und
Imaginarteil einer analytischen komplexen Funktion au assen. Deshalb deert
man daskomplexe Geschwindigkeitspotential

F(z)= +i: (2.10)
Die Ableitung F°liefert den Zusammenhang mit dem Geschwindigkeitsfeld

dFm_@ ,.@
dz @x @x

Die Bedeutung #r die Stremungsmechanik liegt darin, da jede beliebige ana-
lytische Funktion einer reibungsfreien statioaren zweidimensionalen wirbelfreien
Stromung entspricht, wobei die Geschwindigkeitskomponenten ausrd&bleitung
des komplexen Potentials folgen. Da viele elementare Funktionen &rtesch sind,
ergibt sich ein ganzer Zoo von Semungen, die man in geschlossener Form ange-
ben kann. Die AbleitungenholomorpherFunktionen F (z) nach z kennen analog zu
denjenigen @r reelle Funktionen gebildet werden.

F2) =

u iv: (2.11)

2.2. Einfache komplexe Potentiale

2.2.1. Lineares Geschwindigkeitspotential F (z) = Az

Lineare FunktionenF (z) = Az sind holomorph. Es seA = A, +iA; 2 C komplex.
Dann erhalt man die zugelorigen Geschwindigkeitkomponenten gesn (2.11) aus
FYz)= A=u iv. Daraus folgt

u= A, (2.12a)
v= A (2.12b)
Dieses Geschwindigkeitsfeld entspricht einer homogenenestung, deren Richtung

durch das Verhaltnis Aj=A; gegeben ist (Abb.2.2). Fur Geschwindigkeitspotential
und Stromfunktion erhalten wir

<(F)=Aix Ajy=ux+ vy, (2.13a)
=(F)= Aiy+ Ax=uy vx: (2.13b)

1
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2. Ebene statiomre inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie &mungen

iy A

Abbildung 2.2.: Homogene Stemung, die dem linearen PotentialF (z) = Az entspricht.

2.2.2. Potenz-Potential F(z) = z"

Auch Potenzen vonz sind holomorphe Funktionen. Wir betrachten hier reelle Ex-
ponentenn 2 R. Feur viele Berechnungen ist die Polardarstellung komplexer Zahlen
z = ré sinnvoll. Hierbei istr der Betrag vonz und' der Polarwinkel (die Phase).
Damit ergibt sich

F(z)= z" = r"e" =r"(cosn' +isinn'): (2.14)
Fur das reelle Potential und die Stromfunktion folgt nach Z.10

= <(F) = r" cosn’; (2.152a)
= =(F) = r"sinn" (2.15b)

Weiter erhalt man ausF 4z) = nz" ! und (2.1]) die kartesischen Geschwindigkeits-
komponenten vond = ug + v§

u=<(F%=nr" *cos[nh 1) 1]; (2.16a)
v== (F9= nr" sin[n 1)1]: (2.16b)

Die Stremung ist also periodisch in azimutaler Richtung mit Periode 2(n  1).
Der Betrag der Geschwindigkeit lautet

jt = g u2+ v2 = jnjr" L (2.17)

Um sich eine Vorstellung von der zugeadrigen Stemmung zu machen, betrachten
wir die Stromlinien = const. Fuer die Stromlinie =0 mu nach (2.150 gelten
sinn' = 0. Die Stromlinien, auf denen = 0 ist, sind demnach gegeben durch
n" =m ,m2Z, oder

0= " m=m==0;, —, —;ii;; m2Z: (2.18)

n n" n

Dies sind radiale Strahlen aus dem Ursprung. Um die $tmungsrichtung zu
bestimmen, berechnen wir die radiale Komponentd des Geschwindigkeitsfelds
4= Ug + Ve aus (2.159

n 1

cosn': (2.19)

@
U= r = —-=nr
€ ar
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2.2. Einfache komplexe Potentiale

Y o
0:5¢
l " L
1 0:5 0 0:5 1
X
Abbildung 2.3.: Stromlinien fur F(z) = z2. Der Stromlinenabstand betragt =0:2.

Entlang der x-Achse ist die Stemung auswarts gerichtet, entlang der y-Achse ist sie zum
Ursprung (0; 0) gerichtet.

Einwarts- (U < 0) und Auswartsstromungen (J > 0) wechseln in' -Richtung
periodisch, wobei die Swmung ir ' = 0 nach au en gerichtet ist. Far n > 1
verschwindet die radiale Geschwindigkeity im Ursprung. Dann be ndet sich im
Ursprung (x;y) = (0;0) ein Staupunktder Stremung. Nach au en hin wird die
Stromung schneller. kir n = 1 hat man eine homogene Semung (F(z) = z), und
fur n < 1 divergiertU fur r ! 0.

F(z) = z? Als erstes Beispiel betrachten wir den Falh = 2 (Abb. 2.3). Dann ist

= 0 auf den Strahlen' ,, =0, =2, und 3 =2. Entlang derTrennstromlinie
(Separationslinig y = 0 ist die Stremung parallel zug,, d.h. es istv = 0. Das Stre-
mungsfeld ist symmetrisch besglich der x-Achse. Entlang derx-Achse kann man
sich auch die Oberache eines ebene éfpers denken,eiber welche das Fluid rei-
bungsfrei gleitet. Die obere bzw. untere &lfte des Stromlinienverlaufes beschreibt
dann die Stemmung in der Nahe eines ebeneBtaupunkts Ein ahnlicher Staupunkt
tritt auch bei der Pro lumstr emung auf (Abb. 2.7).

Gleichungen @.16 fur die Staupunktstromung kennen wir auch schreiben als

u=2rcos =2x; (2.20a)
v= 2rsin' = 2y (2.20b)

Damit ist jtj = 2r. Der Betrag der Stemungsgeschwindigkeit steigt also linear mit
dem Abstand von Staupunkt an.

Fur heherer ganzzahlige Potenzen steigt die Periodizitat an und die radiale
Abhangigkeit des Geschwindigkeitsfelds ist r" 1. Als Beispiel sind die Stromlinien
fur F(z) = 23 in Abb. 2.4 gezeigt.

o . 21
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2. Ebene statiomre inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie &mungen

0:5

0:5%

1 05 0 05 1

Abbildung 2.4.: Stromlinien fur F(z) = z3. Der Stromlinenabstand betragt =0:2.

| / Z
0:5 7

0:5¢

1 0:5

Abbildung 2.5.: Stromlinien fur F (z) = z%73. Der Stromlinenabstand betragt = 0:05.

F(z) = z?® Furden Falln = 2=3 (Abb. 2.5 sind die Separationslinien =0
durch ', = 0, 3=2, ... gegeben. Das Sémungsfeld ist nicht 2 -periodisch.
Wenn wir aber die Stemung nur in dem Sektor betrachten, der durch 2 [0; 3 =2]

gegeben ist, so kann man die Umamung einerkonvexen Eckeébeschreiben. kir
den Geschwindigkeitsbetrag emidt man

jt = %r 1=3. (2.21)

Im Rahmen der Theorie inkompressibler reibungsfreier $imungen divergiert der
Betrag der Geschwindigkeit an jeder scharfen Kantgtj(x=0) '1 ).
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E' C’ KNPWIUU' v* K|rmLL
tr emungsmechanik 2



2.2. Einfache komplexe Potentiale

Abbildung 2.6.: Stromlinien fur F (z) = z'¥2. Der Stromlinenabstand betragt =0:05.

T T

Abbildung 2.7.: Stremung um eine dinne angestellte Platte (schematisch).

F(z) = z¥2 Senkt man den Wert vonn auf 1=2 ab (Abb. 2.6), so ist die Stm®-
mung 4 -periodisch. Die Ausvertstremung bei' = 0 hat sich bei' ; =2 in eine
Einwartsstromung gewandelt. Dies entspricht der Umsermung einer halbunendli-
chen in nitesimal dennen Platte bei (x > 0;y = 0). Auch in diesem Fall divergiert
der Betrag der Geschwindigkeijtj = r =2 an der scharfen Kante bei = 0.

Wenn man die Stemung um eine @nne angestellte Platte betrachtet (Abb.2.7),
sieht man, da sich die lokale Stemung um die scharfe Kante mittels= (z) = z'*?
beschreibenéa t und die Stremung in der Nahe des Staupunkts durchF (z) = z2.

Die bei den Potentialstemungen mitn < 1 auftretende Divergenz der Ssmung
zeigt eine der Grenzen der Potentialtheorie auf. Denyj ! 1 fer r ! 0 verletzt
die Voraussetzung kleiner Machzahlen (konstante Dichte). Komessibilitatse ekte
in einer kleinen Umgebung vorr = 0 bewirken, da die Stremungsgeschwindig-
keit dort in Realitat endlich bleibt. Dareber hinaus erélllen Potentialstremungen
nicht die Haftbedingung+ = 0 an festen Ober achen. In der Nahe fester Kerper
ist die Viskositat nicht zu vernachlassigen. Die Potentialtheorie ist daher eher ge-
eignet, die Stemung in einer hinreichenden Entfernung eines umsimten Kerpers
zu beschreiben.

o " 2
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2. Ebene statiomre inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie &mungen

@) (b)

A

= const: = const:

= const: = const:

'

Abbildung 2.8.: Quellenstremung (a) und Potentialwirbel (b).

2.2.3. Logarithmisches Potential F(z) = Alnz

Auch der Logarithmus ist eine holomorphe Funktion. Daher betratbn wir F (z) =
Alnz, wobeiA = A, +iA; 2 C im allgemeinen komplex ist. Die S®mung hangt
qualitativ vom Real- und Imaginarteil von A ab.

Quellen und Senkenstremung fur A 2 R Wenn =(A) = 0 ist, erhalt man

F(z)= Arlnz= A/ In(ré' )= A, (Inr+i"): (2.22)

Es folgt
= <(F)= A/lnr; (2.23a)
= :(F) = A" (223b)

Alle Stromlinien = const: sind daher alle Strahlen aus dem Ursprung. Di&qui-
potentiallinien = const: sind konzentrische Kreise um den Ursprung (Abl2.8a).
Ist der Realteil A; > 0, ist die radiale St®emung positiv. Dann hat man eineQuel-
lenstromung (fur A; < 0O liegt eine Senkenstemungvor).

Die azimutale Geschwindigkeitv = e r =r1 @ =@'= 0 verschwindet. Fur
die radiale Geschwindigkeitskomponentt) erhalt man
@ _ A
= = — = — 2.24
U=+¢ r @ T (2.24)

Fur r ' 1 Klingt die radiale Geschwindigkeit ab:U(r '1 )! O.Furr ! O
divergiert U. Der Quellpunktr = 0 ist daher ein singulrer Punkt der Lesung. Die
Lesung ist dort nicht di erenzierbar.

Die Stroemung ist mberall inkompressibel, bis auf den Ursprung! 0, denn #ir
r 6 0 gilt

1 1
r 4=rr = F@r@+ r_Z@ A Inr=0: (2.25)
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2.2. Einfache komplexe Potentiale

Fur r ! O divergiert auch das Potential.

Um die Quells®rke zu bestimmen, berechnen wir das Volumen, das pro Zeitein-
heit durch einen Kreis mit RadiusR um den Ursprung stemt. Wir erhalten den
Volumenstrom Z, Z,

q= UR)RAd = Ad =2 A (2.26)
0 0
Der Volumenstrom ist unablangig vonr (inkompressible Stemung). Der Faktor
A, ist ein Ma fur den Volumenstrom, auchQuells®rke genannt,

_q.
A= o (2.27)

Damit gilt f ur Potential und Stromfunktion einer Quelle in kartesischen Koordia-
ten

P
= Zﬂlnr = Zﬂln X2+ y?; (2.28a)
9. _4a y .
=5 > arctan . (2.28Db)

Da die Quelle im Ursprung lokalisiert ist, erlalt man einen von Null verschiedenen
Volumenstrom nur fr geschlossene Kurven, die den Ursprung umschlie en. Denn
mit Hilfe des Gau schen Satzes in zwei Dimensionen gilt
I Z
4 ed = r uds'®o: (2.29)
Cc S

Potentialwirbel f ur A 2 1  Wenn A =i A; rein imaginar ist, erhalten wir

F(@=iAilnz=iA(nr+i')= A" +iAiInr: (2.30)

Daraus ergibt sich das Potential und die Stromfunktion
=<(F)= A (2.31a)
==(F)=Ailnr (2.31b)

Die Isolinien des Potentials sind radiale Strahlen (AblR2.8b). WegenU = @ =@¥
0 verschwindet die radiale Geschwindigkeit. Die Stromlinien = const: sind nun
konzentrische Kreise um den Ursprung. Die azimutale Geschwindigk&omponente
lautet

v==>-== =L (2.32)

Wie im obigen Fall klingt die Stremungsgeschwindigkeitefr r ' 1 auf Null ab
und im Ursprung be ndet sich ein singuérer Punkt des Stemungsfeldesj{/ (r !
0j'1 ).

Diese rotierende Swmung nennt manPotentialwirbel Daher berechnen wir die
Zirkulation f wr einen Kreis mit RadiusR um den Ursprung (beachte die Vorzei-
chenkonvention)

YA 2 yA 2

= V(R)Rd' = Rd = A d = 2A; (233
0 0 R 0

o " 2
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2. Ebene statiomre inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie &mungen

Die Zirkulation des Potentialwirbels, auchWirbelstarke genannt, ist unablangig
von R und steht im Zusammenhang mit der Konstanterh;

Ai = 2—: (234)
Somit gilt fer einen Potentialwirbel
= —' = —arctan
2 2

= 2—Inr= 2—In X2 + y2; (2.35b)

; (2.35a)

OX |

Fur eine Potentialstomung kann man die Zirkulation entlang einer beliebigen
geschlossene Kurv€ mit der GesamtiangeL leicht berechnen, denn
I I I I
c = Hdx= dxr

= @ d =
c c . |% .
(2.36)

Das Linienintegral eines Gradientenfeldesr ( ) ist gerade die Potentialdi erenz
zwischen den Endpunkten. Umschlie t die geschlossene Kur@die Wirbelsingu-
laritat im Ursprung nicht, dann hat sich der Winkel' nicht geandert und es ist
" (L) = ' (0). Die Zirkulation ist dann Null: ¢ = 0. Umschlie t die geschlossene
Kurve hingegen die Wirbelsingulariat einfach, so hat sich der Winkel um ' =2
geandert und es gilt nach .39 ¢ = 2A;.

Da es sich um eine rotierende Stmung handelt, betrachten wir auch die Vorti-
zitat. Fur r 6 0 verschwindet die Vortizitat?

d = (L) ©O=ATl@© "@L)I:

@ 1
@ r 0:
(2.37)
Daher kann die Vortizitat nur im Ursprung konzentriert sein. Mit dem Ansatz
I = (x) (y) und mit Hilfe des Stokesschen Satzes erhalten Wir
I z z z
= wdx™ (¢ 4 dS= 1ds= (x) (y)dxdy= : (2.38)
C S S S

Sl

€
l=g+=¢r1r dH=€r [V(Ne]l= As&r r = A

Die Zirkulation ist gleich der im Ursprung konzentrierten Vortizitat.* Da die Vor-
tizit at nur im Ursprung konzentriert ist, wird der Potentialwirbel auch Punktwirbel

2Fur die Vortizit at gilt in Zylinderkoordinaten

lew ev . eu @w

1
= e + =
r

av) @u _.
r @' @ze @z @r @ °

@ @ -

= =

3Die Gre e hat die Dimension einer Vortizit at multipliziert mit der Einheits ache.
“Dies gilt im dimensionslosen Fall. und haben nat wrlich unterschiedliche Dimensionen.
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2.3. Superposition von bsungen

(a) Potentialwirbel (b) Festkerperrotation

Abbildung 2.9.: Bei einem Potentialwirbel (a) rotiert ein Fluidelement um das Wirbel-
zentrum. Das Fluidelement dreht sich dabei aber nicht um sib selbst. Bei einer Fest-
kerperrotation, bei welcher die Vortizitat + konstant ist, rotiert auch jedes Fluidelement
um sich selbst (b).

oder Fadenwirbel genannt. Die Vortiziat ist ein Ma f er die Drehrate substantieller
Fluidelemente. Daher emihrt eine Fluidelement, das sich au erhalb des Ursprungs
be ndet, keine Drehung um sich selbst. Gleichwohl dreht es sich unasl Zentrum
der Potentialwirbels (siehe Abb.2.9).

2.3. Superposition von Lesungen

Die Ausgangsgleichungen2(1g und (2.1b)
@u+ @V_O_ @v @u_

—+ — =0; — —=0 2.39
@x @y @x @y (2:39)
lassen sich unter Verwendung von und auch schreiben als
@ @ 2
= _+ = _ =7 =0; 2.40a
e’ @y (2.409)
@ KB @ 2
—t+ —= =7 =0: 2.40b
@' @9 (2.400)

Sowohl das Potential als auch die Stromfunktion gereigen der Laplace-
Gleichung

Die Gleichungen 2.409 und (2.400 sind linear in  bzw. . Sind zum Bei-
spiel 1(x;y) und (x;y) zwei verschiedene é@sungen von 2.409, dann ist auch
die gewichtete Summe 3 = a; ; + a, , eine Losung dieser Gleichung& belie-
bige Konstanten). Dies gilt auch #ér die komplexen Potentiale. Man nennt diesen
Sachverhalt Superpositionsprinzip

Aufgrund dieses Prinzips ist es wglich, aus bereits bekannten speziellermkun-
gen (z.B. #r Quelle und Wirbel) zu komplexeren Somungsformen zu kommen.
Wir betrachten einige einfache Beispiele.

o . 27
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2. Ebene statiomre inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie &mungen

2.3.1. Quelle in Parallelstr emung

Wir betrachten nun die Superposition einer Parallelssmung inx-Richtung F1(z) =
u; z mit einer Quelle im UrsprungF,(z) = (g=2 )Inz; g > 0. Dann erhalten wir
das komplexe Potential

F(z)=upz+ 2& Inz: (2.41)

Die Berechnung von und ergibt nach Gleichung £.10 mit F(z) = u; (x+iy)+
@2 )(nr+i")

= <(F)=uix+ 2£|an2+ yZ, (2.42a)
==(F)=u y+ Ziarctan¥: (2.42b)

Fur die Geschwindigkeitskomponenten estit man

@ q X @_q vy

u= @X: u; + 2__X2+ yz, V= @y— 2_X2 + y2: (243)
In gro er Entfernung r? = x?2+ y2!11  vom Ursprung gilt daher
u ! u | .
v 10 farr!1 (2.44)

Da die Stremung der Quelle wier ! zerfallt, dominiert fur r ' 1 die homogene
Stremung.

Die Form der Stromlinien |t sich nun nicht mehr so einfach bestimmen wie bei
den vorangegangenen Beispielen. Dennoch lassen sich relativ dtiangige Aussa-
geneber die Stwmung machen. Zuachst kann man nach einem Staupunkt€ y) =
(Xs;Ys) suchen. Er ist durcht(Xs;ys) = 0O charakterisiert. Die v-Komponente der
Stremung ist antisymmetrisch bemglich y. Daher gilt v(y = 0) = 0. Deshalb suchen
wir einen Staupunkt mit ys = 0. Zusammen mitys = O liefert die Bedingungu =0

ql

= : =0) = + —— 2.4
0=u(Xs;ys =0) = u; 2 e (2.45)

Damit erhalten wir

) = a .4 .
(Xs;Ys) = 2u. ;0 (2.46)

Auf der x-Achse undx > 0 stromab der Quelle gilt =0 (' = 0). Direkt strom-
auf der Quelle ir ' = ist = q=2 (siehe @.281). Die Stromlinie mit = q=22
lauft in den Staupunkt ein. Daher besitzen auch die aus dem Staugkirauslaufen-
den Stromlinien den Wert = gq=2. Dafur x ! 1  nach (2.44) alle Stromlinien
parallel zur x-Achse verlaufen, werden auch die aus dem Staupunkt herauskuf
den Stromlinine ®r x ! 1 parallel zur x-Achse verlaufen. Das zwischen diesen
beiden Stromlinien be ndliche Fluid stammt ausschlie lich aus der QuelleO en-
bar mu der Volumenstrom der Quelleq gleich dem Strom durch einen Querschnitt

28 CCTKNPIUSUL W KINME
Etr%n'fu#ésmechgm}ﬁlz "



2.3. Superposition von bsungen

ol

_ \\\w

4
— g =—

2U1

Abbildung 2.10.: Stromlinien einer Quelle in homogener Stemung.

des durch die beiden Stromlinien = =2 begrenzten Streifens der Breitd® fur
x 11 sein. Dies #hrt auf die Bedingung

g= by ) b= . (2.47)
Uy

Damit haben wir ein qualitatives Bild der Stemung erhalten. Berechnete Strom-
linien sind zusammen mit den berechneten @ren in Abb. 2.10gezeigt. Der Stau-
punkt S stellt einen Verzweigungspunkder Stromlinie = =2 dar. Die Stm®-
mung ist in jedem Punkt tangential zu Linien = const. Deshalb kann man jede
Stromlinie auch als Oberache eines lérpers deuten. Insbesondondere kann man
die Stromlinie = q=2 als Kontur eines umstemten stumpfen Kerpers au assen,
aus dem kein Volumenstrom austritt. Die Kurve = =2 teilt dann die Stremung
in einen Au enbereich mit der Stemung um den Kerper herum und in einen Innen-
bereich. Die Stemung innerhalb des lorpers ist im allgemeinen nur zur Erzeugung
der Kerperkontur wichtig.

2.3.2. Quelle und Senke in Parallelstremung

Durch die Uberlagerung einer Parallelsemung und einer Quelle
haben wir die Umst®mung eines halbunendlichen &rpers erhal-
ten. Zur Modellierung der Stemung um einen endlichen Krper
bernotigen wir neben Quellen auch noch Senken, so da die ge-
samte Quellsarke verschwindet

g =0; (2.48)

William John

wobei g die Starke deri-ten Quelle/Senke bezeichnet. Das ein-
Macquorn - L : )
Rankine fachste Beispiel ergibt sich durch di@&berlagerung einer Quelle
1820{1872

o " 2
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2. Ebene statiomre inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie &mungen

mit einer Senke gleicher $irke auf derx-Achse in einer Paral-
lelstromung. Wir erhalten dann die Umstemung einesRankine-
Kerpers.
Wir wollen daher der homogenen Parallelsbmung in x-Richtung F1(z) = u; z
nun eine Senkd-, und eine QuelleF; mit gleicher Strke mberlagern. Diese lassen
sich darstellen als

Fa(z) = 2& In(z + a); Quelle beiz=a; (2.49a)

Fs(z) = 2& In(z a); Senke beiz = a: (2.49b)

Die Uberlagerung &t sich schreiben als

q, z+a

. X+ a)+i
F(z)=ulz+2—lnZ a=u1(x+|y)+ Ziln( J*iy.

(x a+iy’

Daraus erhalten wir Potential und Stromfunktion (Superposition dr Real- und
Imaginarteile der F;, Polardarstellung der Argumente von In)

(2.50)

P P
=<(F)=uy x+ Zi In (x+a?2+y2 In (x a?2+y? ; (2.51a)
- —(E) = q y y .
==(F)=uyy+ > arctanx+ 2 arctanX S (2.51b)

Die kartesischen Geschwindigkeitskomponenten lauten

i X+ a X a
2 (x+a?+y? (x a)?+y?
q y y

V= = 2— (X+ a)2+ y2 (X a)2+ y2 . (2.52b)

u= ,=u; + : (2.52a)

Einige Nullstellen vonv liest man direkt ab:y = 0. Deshalb suchen wir Staupunkte
auf der x-Achse und setzerys = 0. Mit u =0 erhalt man die Bedingung

q 1 1
0= + — : 2.53
U 2 Xgs+a Xg a ( )

Au esen nachxg liefert die beiden Staupunktskoordinaten
r

q
= 1+ . 2.54
Xs a 0 a (2.54)

Die Stromlinien sind symmetrisch besglich x = 0 und y = 0. Es stellt sich heraus,
da dieaus (x;y)=( 1 ;0)in den StaupunktS; beix < 0 einlaufende Stromlinie

= 0 entspricht (siehe Abb.2.11). Daher ist auch auf den beiden auS; auslaufen-
den Stromlinien = 0. Diese beiden Stromlinen, die in den Staupunk$, einlaufen,
de nieren die Kerperkontur. Die maximale Kerperdickey = y,, ergibt sich dann
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2.3. Superposition von bsungen

jXs]

Abbildung 2.11.: Stromlinien einer Quelle und Senke gleicher $trke in einer homogenen
Stremung parallel zur Verbindungslinie.

aus der Kerperstromlinie an der Stellex =0. Mit =0 und (x;y) = (0;yn) erhalt
man aus @.510 fur die dickste Stelle

0 q Ym Ym

=u + — arctan— arctan 2.55
Da arctan antisymmetrisch ist, ermlt man die transzendente Gleichung
O0=u; ym + 4 arctan y;m: (2.56)

Sie | t sich nicht mehr explizit nach y,, au esen, so da die Stromlinien berechnet
werden messen (Abb.2.11).

2.3.3. Dipol in Parallelstr emung

Wir betrachten nun den Grenalberganga! 0, wobei die Quellsarke q zunachst
festgehalten wird

q, z+a g, l1l+a=z
F = + —| = + — |
(2)= Uz 2 nz a U 2 2 n1 a=z
qh a a!
=uz+— In 1+ - n 1 - 2.57
1 > - - (2.57)

Fer g=const: und z 6 O folgt fur a! 0: F(z60) ! u; z. Im Grenzfall leschen
sich Quelle und Senke endlicher 8tke aus.

Um im Limesa! O eine endliche Sirung der Parallelstemung zu erhalten,
mu gleichzeitig mit a! O die Quellsarke q! 1  streben, so da das Produkt

o " 1
B Grigsmecnanik'a 3



2. Ebene statiomre inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie &mungen

gakonstant bleibt. Um dies zu sehen, entwickeln wir den Logarithmus ir2(57) in
eine Taylor-Reihe um 1 dr ja=7 1. Die Taylor-Entwicklung lautet

N1+ )=In@)+ InYL)+:::= + O(3?): (2.58)

Dann erhalten wir fur j j = ja=7 1 (die Summanden mit geraden Potenzen von
a=z kompensieren sich)

3
F(2) ulz+%+o q% : (2.59)

Damit der nichttriviale Term erster Ordnung erhalten bleibt, mu gaim Limes
a! 0 von Null verschieden sein. & m := ga = const: erhalten wir im Limes
al 0
m
F(z)=uy z+ 7: (2.60)

Die zum komplexen Potentialm=( z ) gehorende Stemung nennt manDipolstre-
mung Die Gre e m heit Dipolmomentund ist ein Ma fur die Starke des Dipols.
Wenn man den zweiten Summanden in2(60 mit z erweitert, erhalt man

ly .

. m X
F(z)= u; (x+iy)+ —m. (2.61)
Hieraus erhalten wir Potential und Stromfunktion
m X
= <(F)=up x+ ey (2.62a)
- - _ m_ 'y .
==(F)=uy XZr g2 (2.62b)
Fur die Stromlinie mit = 0 gilt
m 1
= uq —m y = 0: (263)
O enbar ist die Symmetrielinie y = 0 eine Stromlinie mit = 0. Dareber hinaus
erhalten wir auch eine nichttriviale Nullstelle von fuer
x2+y?= - R (2.64)
ui

Dies ist ein Kreis mit dem RadiusR auf welchem ebenfalls = 0 gilt. O enbar | at
sich mit einem Dipol in Parallelstemung die ebene Umsemung eines Zylinders
mit Radius R beschreiben (siehe Abb2.12).°

SEinen Dipol, der nicht zur x-Achse ausgerichtet ist, kann man durch eine Drehung erhalten, i¢
durch einen Phasenfaktorz ! z€' ° dargestellt werden kann. In der Elektrodynamik hat man
eine analoge Situation, woberj dem Betrag zweier entgegengesetzter Punktladungen entsprith

5Die Ober ache eines lorpers in einer zweidimensionalen inkompressiblen reibungsfreien $t
mung mu eine Stromlinie sein. Daher gilt auf der Kerperkontur = const. Im vorliegenden
Spezialfall ist diese Konstante gleich Null.
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2.3. Superposition von bsungen

(‘ 1 A

i ] X
TN | 4 v

» -

2R

Abbildung 2.12.: Stromlinien fur einen Dipol in einer Parallelstromung, wobei der Dipol
parallel zur Richtung der Anstremung ausgerichtet ist.

Mit Hilfe von R kann man das komplexe PotentiaF sowie und auch schreiben
als

1 R?
F(z)=u, z+ m =2 - u z+ — ; (2.65a)
u; z z
RZ
=u x 1+ z ; (2.65Db)
R2
=uy 1 Tz : (2.65c¢)

Durch Di erenzieren dieser Gp en kann man die Geschwindigkeitskomponenten
erhalten. Von besonderem Interesse ist die Tangentialgeschwirlgig auf der Zy-
linderober ache beir = R. Fur die azimutale Geschwindigkeit auf = R erhalten
wir aus dem Potential

1 1 R2
V = —@, :——@, up 1+ — rcos
r@ r=R R@ r r=R
1 2
= —u 1+ — rsin' = 2u; sin": 2.66
= U 5 A (2.66)

r=R

In den Staupunkten istV = 0. Sie liegen daher bei ;¢ = 0; . Die maximale Tangen-
tialgeschwindigkeitjVjmax = 2U; wird bei' = =2 erreicht. Die Druckverteilung
auf der Zylinderober acher = R kann man aus der Bernoulli-Gleichung erhalten

M M (2.67)
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2. Ebene statiomre inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie &mungen

(a) (b)

1:57
V()

Abbildung 2.13.: Verteilung der TangentialgeschwindigkeitV (a) und des Druckbeiwerts
cp auf der Zylinderober ache als Funktion der Koordinate x.

beziehungsweise
P P

= %(ui V?): (2.68)

Fur den Druckkoe zienten ¢, gilt daher

_q V. (2.69)

Diese Formel gilt allgemein, wobeV die Tangentialgeschwindigkeit ist. Im hier
vorliegenden Fall istc, =1  4sir?' . Da die Druckverteilung bezglich x = 0 sym-
metrisch ist (siehe auch Abb2.13, verschwindet der Widerstand des umsemten
Zylinders und fur den Widerstandsbeiwert (.8b) gilt

I

1
Cp = R . Cony dS = 0: (2.70)
Es la t sich ganz allgemein zeigen, da der Widerstand eines umsimten Kerpers

in einer reibungsfreien Sowmung verschwindet, wenn sehr weit stromalavts wie-
der die ungesbrte Stremung herrscht. Dieses Ergebnis der Theorie reibungsfreier
Stremungen steht im Widerspruch zur Erfahrung. Es wird daheD'Alembertsches
Paradoxongenannt. Der Widerspruch kann durch die Bercksichtigung von inne-
ren Reibungse ekten aufgelst werden. Im Fall einerreibungsfreien Umstremung
kennen Krafte auf die Kerperober ache nur durch den Druckebertragen werden.
Aufgrund der Symmetrie der Umstemung eines Zylinders bzgk = 0 kompensieren
sich diese.

Bleiben im Unendlichen Serungen zueick (z.B. die Wirbelschleppe hinter einem
Flugel endlicher Streckung oder Wellen, die von einem ebenen Pro lilegner Uber-
schallstmmung ausgehen), so liefert auch die Theorie reibungsfreier Fluidiees von
Null verschiedenen Widerstand.
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2.3. Superposition von bsungen

2.3.4. Rotierender Zylinder in Parallelstr emung

Das Potential (2.659 beschreibt die symmetrische Umsemung eines Zylinders.
Wenn wir dieser Stemung einen Potentialwirbeliberlagern, bleibt die kreisérmige
Stromlinie, welche die Zylinderoberache beschreibt, erhalten. Durch di¢berla-
gerung von @.6539 und (2.30 erhalten wir die Umstremung eines Zylinders mit

Zirkulation
R? .
F(z)=u, z+ — |2—In z: (2.71)

Potential und Stromfunktion lauten

R2
= Up X 1+r_2 + 2—; (2.72a)
RZ
=uy 1 e 2—Inr: (2.72b)
Fur die Kerperstromlinine gilt hier (r = R) = ( =2 )InR. Von besonderem

Interesse ist wieder die Tangentialkomponente der Geschwindigk®itauf dem Kreis
r=R

1@

r @' r=R

Wir betrachten den Fall < 0 (Potentialwirbel dreht im Uhrzeigersinn). Dann
herrschen auf der Oberseite des Kreis@bergeschwindigkeiten (im Vergleich zu

= 0) und auf der Unterseite Untergeschwindigkeiten. Falls] j klein ist, liegen auf
der Unterseite des Kreises zwei Staupunkte, die dursh = O charakterisiert sind.
Aus (2.73 folgt damit

V()= = 2u; sin' + —: (2.73)

2R

sin' g =

<0 2.74

4u1 R ( )
Diese Situation ist in Abb. 2.14 gezeigt. Wenn weiter absinkt, fallen bei dem
kritischen Wert

= 4u;R (2.75)

die beiden Wurzeln von 2.74) (die beiden Staupunkte) bei' s =3 =2 zusammen.
Fer noch srkere Zirkulation < . gibt es auf dem Kreis keinen Staupunkt mehr.
Dieser bildet sich dann in der freien Semung aus. Die beiden Situationen sind in
Abb. 2.15illustriert.

Aus der azimutalen GeschwindigkeitZ.73 erhalten wir wie in (2.69 den Druck-
beiwert
) 2 ?

=1 A4sir' + sin' -
u? u; R 4 2u? R?

~~

o(')=1 (2.76)

[y

Fur den Widerstandsbeiwert erlalt man dann aus (L.8b) unter Berecksichtigung
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2. Ebene statiomre inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie &mungen

Ay

| =

X
S S
v a
- >
Abbildung 2.14.: Zylinderumstremung mit Zirkulation fur 0 > = =2 > =
4u 4 R.
@ = ¢ (b) =1 :05:.< <0
Ly Ly
4 /@\ . , /@\ ‘
e e
X X
A v
A y
S ~ |2
« A S
v LN 4 AN
Abbildung 2.15.: Zylinderumstremung mit Zirkulation far = = 4u; R (a) und
=1:05 < . (b).
des nach au en gerichteten Normalenvektors = (cos'; sin' )"
1 %2
= 55 xR d' (2.77)
2R 4. "
Z . 2
172 2 sin '
= = 1 4sirt' + cos d =0;
2 0 ui R 2u 1 R

36 CCTKNPIUSUL W KINME
Etr%n'fu#glysmechgm}ﬁlz "



2.4. Methode der Singulariatenbelegung (Pro Itheorie)

in YUbereinstimmung mit dem D'Alembertschen Paradoxon. & den Auftriebsbei-
wert gilt nach (1.88 und mit ny =sin’

1ZZ 2 sin' 2
= = 1 4sift' + sin' d" 2.78
G 2 0 ! u; R 2U1R ! ( )
R, .,
Wegen ; sin“' d' = folgt
1 2
= = = : 2.79
“= 3U.R U R (2.79)

Nur der Mischterm, der durch das Zusammenwirken von Ansgtmung und Zirku-
lation zustande kommt, tragt zum Auftrieb bei. Mit (1.7g ergibt sich hieraus die
Auftriebskraft pro axialer Langeneinheit des Zylinders alk = 2R(u { =2)c_, also

L= wu,; : (2.80)

Dieses Ergebnis nennt man auch desatz von Kutta-JoukowskiErstaunlicherweise
ist die Auftriebskraft unabhangig vom RadiusR des Zylinders und langt entschei-
dend von der Zirkulation um den Zylinder ab. Die Zirkulation spielt hier @ne
Schhisselrolle. Wir werden noch sehen, da dieser Satz allgemein gilt, alscch fer
die Umstremung von beliebigen Pro len. Die AuftriebskraftL ist eine leistungslose
Kraft, da sie senkrecht auf der Anstemrichtung t, steht (C 4, =0).

2.4. Methode der Singularit atenbelegung
(Pro Itheorie)

Mit Kenntnis der elementaren Stemungsformen einer zweidimensionalen reibungs-
und wirbelfreien Stemung kennen wir nun die Stemung um Pro le betrachten
(Abb. 2.16. Dabei wird angenommen, da das Pro Ischlankist. Schlank bedeu-
tet hier, da die maximale Dicke dnox des Pro Is klein gegember seiner lange ist.
Wenn wir die Langel des Pro Is als Skala verwenden, ist dies gleichbedeutend mit
der Forderung := dmnax=l 1. Dareber hinaus gehen wir auch von einem kleinen
Anstellwinkel” 1 aus. Der Ursprung des Koordinatensystems wird konventions-
gema in die Spitze (Nase) des Pro Is gelegt. Wir betrachten den Grenzfall 1
und" 1, weil dann nichtlineare Zusammenénge linearisiert werden &nnen. Die-
ses Vorgehen erwglicht eine analytische sung und damit auch ein grundlegendes
Verstandnis der Trag egelumst®mmung.
Fur das reelle Geschwindigkeitspotential macht man den Ansatz

= u x+viy+u (xXy;" ) (2.81)

Hierbei ist u; die von den Parametern' und abhangige Abweichung des Po-
tentials von demjenigen der ungestten Parallelstromungu; x + v, y. Man nennt
deshalb auch dasSterpotential.

o " 7
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2. Ebene statiomre inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie &mungen

y = ho(x)

y= hux)

Abbildung 2.16.: Ein dunnes Pro | der Dicke , das unter einem kleinem Winkel" an-
gestromt wird.

Ist das Pro | unendlich deinn und verschwindet der Anstellwinkel y; = 0), dann
ist = 0. Wir betrachten kleine Abweichungen von diesem Grenzfall. Dazuiw

in eine Taylor-Reihe &r kleine und " entwickeln. Wir erwarten (im Falle eines
regularen Verhaltens) in #ihrender Ordnung einelineare Abhangigkeit von und
". Daher machen wir den Ansatz

= algy)+ " oaAXxy); (2.82)

wobei  ;(x;y) den Dicken- und Welbungse ekt und " ,(Xx;y) den Anstelle ekt
beschreiben. In dieser linearer &éherung sind der Dicken- und der Anstelle ekt un-
abhangig voneinander. Der gesamte E ekt ist eine SuperpositionBei diesem An-
satz (2.82 messen wir au erdem verlangen, da ; und , nicht divergieren, denn
dann weirde die Annahme einer kleinen ®rung der homogenen Semung falsch
sein und der Ansatz .82 ware so nicht neglich. Bevor wir geeignete Potentiale
angeben lennen, nussen wir kiren, welche Randbedingungen von den Potentialen
zu erfullen sind.

2.4.1. Randbedingungen

Wir beschreiben die Kontur der Kerpers durch zwei Funktionen hy(x) und
h,(x) nach Abb. 2.16 Da die Kerperober ache nicht durchstemt werden kann,
mu die Normalkomponente der Geschwindigkeit auf der Obernche des lorpers
verschwinden. Nur die tangentiale Komponente ist im allgemeinen vonuNl ver-
schieden. Die Forderung, da der Geschwindigkeitsvektor tangeal zur Pro lober-
ache ist, ergibt #ir die Ober- und die Unterseite des ProIs

V[X; ho(x)] = dhg

ul he()] ~ dx’ (2559
vIx;  hy(x)] _ dh,
ul; ho(]  dx’ (550

Diese allgemeinen Bedingungemniif die kartesischen Geschwindigkeitskomponenten
sind nichtlinear in  und ".

"Fur gre ere Dicken und Anstellwinkel, sind beide E ekte nicht mehr unabheangig voneinander.
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2.4. Methode der Singulariatenbelegung (Pro Itheorie)

Dickene ekt  Wenn wir den Ansatz .81]) in die Randbedingungen 2.83 einset-
zen, erhalten wir zumchst fur den Fall ohne Anstellung, d.h. &ir v; = 0 entspre-
chend" =0, die Beziehung &r die Oberseite

Ur 1y [X; ho(x)] _ dhg,

= ; 2.84
U + U 1 [X ho(X)] dx ( )
Jetzt wollen wir die Forderung 1 ausnutzen. Dazu entwickeln wir ; bzw. die
Ableitungen von ; in eine Taylor-Reihe #r kleiney 1
B ho()] = 1y(607)+ ho(x) 1y(x;07)+ O( 2); (2.85a)
X ho()]= (% 07)+ ho(X) 1y(x;07)+ O( ?): (2.85b)
Damit erhalten wir
(% 0")+ O( ?) _ At 2y L dho
1+ 4 (x07)+ O( ?) (6 07)+ O(7) dx (2.86)
Im Limes ! O (Linearisierung, Vernachéssigung der Terme O( 2)) erhalten
wir damit fer die Oberseite (0) und in analoger Weise dér die Unterseite (0 )
N dh
y(x;0") = d—°; (2.87a)
_ _dhy
(X0 )= v (2.87b)

Durch die lineare Naherung haben wir die Randbedingungen begi = h, bzw.
y = hy auf Bedingungen bey =0 bzw.y =0 zureckgetihrt.

Anstelle ekt  Fur ein angestelltes Pro | gilt

:J/i =tan"="+0("% ) vi = "up + O("?): (2.88)
1
Damit lautet das Gesamtpotential

S UL X+ "Up O y+u (1" ) (2.89)

Wenn man die Randbedingung 4.839 fur dieses Potential auf der Oberseite aus-
wertet, erhalten wir

_ Up + U1 (6 ho)+ Ui 2 (x ho)+ O("?) _ dho

Vv
- Yy -
u X Up + Up (X ho)+ "ur (X ho) dx

(2.90)

Wenn man nun die LinearisierungZ.859 von y verwendet und auch ,, fer kleine
y nach Taylor entwickelt, erhalt man in fehrender Ordnung #ir die Ober- (0°) und
die Unterseite (0)

+ " + dh
"+ (x5 07)+ " (x07) = d—x°; (2.91a)
dh
"+ (0 )+ " (%0 )= dx”: (2.91b)
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2. Ebene statiomre inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie &mungen

Der Koe zientenvergleich bzgl. liefert liefert das bekannte Ergebnis Z.87). Die
Koe zienten von " liefern

y(x;07)= 1 (2.92a)
(X0 )= L (2.92b)
Diese Gleichungen entsprechen einer éBgeschwindigkeitv = "u; 2 = "u;p.

Diese Sebrung kompensiert genau die vertikale Komponente der homogenAn-
stromung, so da auf der Strecke X;y) = ([0;1];0) gilt: v = 0. Diese Bedingung
ist identisch mit der Randbedingung éir die Umstremung einer ebenen unendlich
dennen Platte der Lange 1.

E ekt der W elbung Es ist zweckna ig, das Sterpotential
1= 1t aw (2.93)

in einen Dicken- und einen V@lbanteil aufzuspalten. Dazu zerlegen wir die Pro |-
funktionen in einen symmetrischen Anteil (Dickenanteil) und einen darsymmetri-
schen Anteil (Welbanteil)

ho = %(ho+ hy)+ z(he hy) = hg+ hy; (2.94a)
hy = %(ho+ hy) (ho hy)=hg hy: (2.94b)

Wenn man diese Zerlegungen in2(87) einsetzt und den Dicken- und den \Wl-
bungsbeitrag trennt, sieht man, da der Dickenanteil ;4 den Randbedingungen

dhg
. - Nt - _ H. 2
1dy (X; 0 Ox (2.95a)
dhyg
1d;y(X; 0 ) = —dX : (295b)

gerigen mu . Diese Randbedingungen entsprechen der Umatnung eines symme-
trischen Pro Is mit der Dicke hy. Fer den Welbe ekt erhalt man

.. _dh
wy (X 07) = d—)zv; (2.96a)
dh
wy (X0 )= —dXW: (2.96b)

Die Randbedingungen .96 entsprechen der Umstmung einer unendlich ennen,
gewslbten Platte (identische Geschwindigkeiten oben und unten mit Kongnente
v 6 0).

Die Stremung um ein beliebiges schlankes und schwach angestelltes Pro hika
demnach durch diggberlagerung von Anstell-, Dicken- und Vélbungse ekt gewon-
nen werden. Voraussetzung def ist, da jeder der E ekte klein ist. Das Potential
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2.4. Methode der Singulariatenbelegung (Pro Itheorie)

y y= ho(x) Y
y up X =, up X
1 % 0 y = h%(x) 1 % 0 1

y ha(x) = ( ho + hy)=2
+ us A X

0 1

Y ) =(he  hy)=2
+ oy /Z\ X

0 1

Abbildung 2.17.: Fur schlanke schwach angestellte Prole &t sich die Stremung aus-
drecken durch eine®berlagerung der Stemung um eine angestellte enne Platte (a), ein
nicht angestelltes symmetrisches Pro | mit einer von Null verschiedener Dicke (b) und
eine nichtangestellte unendlich dinne gewolbte Platte (c).

des gesamten Problems ist dann gegeben durch die Superposition

Sux+y+ o g(Gy) o w(Gy) T oY)l (2.97)
DieseUberlagerung ist symbolisch in Abb2.17 dargestellt.

2.4.2. Dickene ekt

Wir wollen nun das Serpotential 14 fur den Dickene ekt explizit bestimmen. Da
das Potential 14 der linearen Laplace-Gleichung geilgen mu , kennen wir elemen-
tare Potentiale superponieren. Wir versuchen nun, Quellen und Sem derart auf
der x-Achse zu verteilen, da die Randbedingungen2(95 (Dickene ekt) erf ullt
werden. Dies lennen wir nicht durch diskrete Quellen/Senken erreichen. Vielmehr
bemotigen wir eine kontinuierliche Verteilung der Quellen/Senken.

Wir betrachten zunachst eine einzelne Quelle/Senke im Punki(y) = ( ; 0) mit
der in nitesimalen Quellstarke dg. Der von dieser Quelle stammende Beitrag dq4
zum reellen Serpotential 14 ist nach (2.289

d = ? In P (x )2+ yZ (2.98)

Die Quellstarkeverteilung wird zweckna igerweise durch eineBelegungsfunktion
m( ) ausgedeckt, welche die Quellsarke am Ort und pro Lange in -Richtung
(x-Richtung) beschreibt. Dies ist eine Art Quelldichte, die zuachst noch unbekannt
ist. Dann ist q
dq( ) = d—qd = m( )d : (2.99)
Das gesamte Potential 14 erhalt man nun durch Aufsummation, d.h. Integration,
eber die zwischerx = 0 und x = 1 kontinuierlich angeordneten Elementarquellen
Z 1

Wcy) = o m( it X ) yad: (2.100)

o . 41
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2. Ebene statiomre inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie &mungen

100
80 1
f 60| |
40!

20+

0O 02 04 06 08 1

Abbildung 2.18.: (a) Skizze der Funktionf ( )=y (x )2+ y? *und (b) Auswertung
vonf () furx=0:5undy =0:1 (gren), 0.01 (blau), 0.001 (rot) und 0.0001 (schwarz).

Durch Ableitung erhalt man die zugerigen Komponenten der Sirgeschwindigkeit

z
171 X
1dx = 2_20 m( )md, (2.101a)
_ 17 y .
Wy = 5 m( )(X 2+ y2d. (2.101b)
Wenn wir die Randbedingung 2.95 fur 14 auswerten, erhalten wir
Z 1
- — lim T y 1 dhg
y|;|r2+ dy = J!rrg) 2 . m( )—(x V+ y2d = ax (2.102)

Dies ist eine Bedingung zur Bestimmung der unbekannten Belegungsttion m(x)!
Wir nehmen an, da das Integral und der Limes in 2.109 existieren. Dann kann
man beide Prozesse vertauschen. Deshalb betrachten wir @ahst den Limes des
Integrandeny=[(x  )?+ y?] (bis auf den Faktorm( ) 6 0, siehe Abb.2.18 und

nden
y _ 0, fur 6 x;

yI!IrQ+ (x )2+y2 1; fur =x (2.103)
Im Limesy ! 0" wird also nur m( = Xx) einen Beitrag zum Integral liefern.
Deshalb schreiben wir .
.17t y _om(x) ! y
| - - s @ = | . 2.104
T D e S s b
Mit der Transformation = ( x)=y und mit d = d =y lat sich dann das
Integral berechne#
Z - Z
. omx) T d geamx) Tt d . m(x) 1 m(x)
yllln(}" 2 x=y 1+ 2 2 1 1+ 2 2 larctan I, = 2
(2.104b)

8Es ist arctany(x) = 1 =(1 + x2).
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2.4. Methode der Singulariatenbelegung (Pro Itheorie)

Bemerkung Im Rahmen der Theorie verallgemeinerter Funktionen (Distributio-
nen) lat sich ein Zusammenhang mit derDiracschen -Funktion herstellen. Tat-
sachlich ist (2.103 eine Meglichkeit, die Diracsche -Funktion zu de nieren

1 n

.1 L _
@:=lm == = I~z (2.105)
Dann gilt fur jede di erenzierbare Funktionf (z)
Z 1 z 1
Il!ng)— mf (z2)dz = (2)f (z)dz = f (0): (2.106)

1 1

Aus der linearisierten Randbedingung4.102 erhalten wir zu-
sammen mit 2.109 die Quellenbelegung

dhq( )
d

m()=2 : (2.107)
Sie entspricht der doppelten Steigung des Pro Is. Damit ist die
Belegungsfunktionm(x) auf die Kerperform zurickgekihrt wor-
den. Wenn das Pro | eine geschlosseneeikperkontur aufweist,
mu das Integral wber die Quellbelegung verschwinden (siehe

Paul Adrien
Maurice Dirac auch (2.48). Dann mu gelten
1902{1984 Z, Z,
dg= m()d =2[hy()]g=0: X (2.108)
0 0

Nachdem wir die Quellbelegung ermittelt haben, énnen wir die Geschwindig-
keitsstorung berechnen. kir die kartesischen Komponenten der Geschwindigkeits-
sterung auf der Kerperober achey = h(x) 1 gilt in erster Naherung

wx X h ()] = 1ax(x;07) + O( ); (2.109a)

1y 6 W (X)] = 10y(X;0")+ O( ) = %+ o( ): (2.109b)

Dabei ist der ®mhrende Term derx-Komponente der Sergeschwindigkeit (siehe

(2.1013) .
(x0') = lim — 1m( )— 2 ___d (2.110)
1d;x \ Ay yl 0t 2 o (X )2+ y2 .

Fur alle Punkte x 6  gilt nun

. 1
lim

yrov (X )2+ y2 T X (2.111)

O enbar hat der Integrand im Limes eine Polstelle bei = x, welche durch diejenige
Quelle verursacht wird, die genau in dem Punkt lokalisiert ist. Um das tagral
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2. Ebene statiomre inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie &mungen

(a) Hauptwert existiert (b) Hauptwert existiert nicht
1 A 1 A
X ‘ X om()
- v
N
/ /
|
1d;x 1d;x
‘ X i X

Abbildung 2.19.: Wenn die Belegungsfunktionm( ) unstetig ist, fehrt dies zu einer lo-
garithmischen Singularitat der Tangentialgeschwindigkeit 14:x.

dennoch berechnen zudanen, spalten wir es in zwei Anteile auf (links und rechts
von der Singularit&t) und erhalten

'm()
o X

d:

(2.112)
Das so de nierte atergal nennt man denCauchyschen HauptwertEr wird auch
durch das Symbol gekennzeichnet.

z, . z
16x(07) = - lim m() © m()

1
d = —
"ot o X xir X 2

Beispiel fur den Cauchyschen Hauptwert Wenn m(x) stetig ist, dann ist das
Integral (2.112 (die x-Komponente der Sergeschwindigkeit) im Bereichx 2]0; 1]
regular. Um das zu sehen, nehmen wir an, dan(x) steckweise konstant ist und
nur an der Stellexy einen Sprung hat, und zwar vorm nachm?®. Wir wollen nun
das gesamte Integraf (x) an einer Stellex < x o auswerten. Fir das erste Integral
eber [0 x "] erhalten wir dann

zZ, . Z, .
_o o mQ) S L
fi(x) = X d =m X d= m [In(x )l
= miInx (x ")+ miIn(x 0= m In(")+ m In(x):

9Beachte, da der Cauchysche Hauptwert i.a. nicht invariant unter Transformationen der Integra-
tionsvariablen ist. Im Englischen wird der Cauchysche Hauptwert (HW) auch mit PV ( principal
value) bezeichnet.
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2.4. Methode der Singulariatenbelegung (Pro Itheorie)

Fur das zweite Integral bekommen wir
Z, Z 1 Z,

X0 1
o= MOy - d +m* d
x+ X x+" X xo X
Zw 4 Z,
= m d m' d
X+" X X0 X

m [In( 2. m"In( X,

m In(xo X)+m In[(x+") x] m'InIT x)+ m"In(xg x)

m" m In(xe xX)+m In(") m"In(1l x):

Fur die Summe (und im Limes' ! 0) erhalten wir dann (dieroten divergierenden
Terme kompensieren sich)

Z1 m( )
» d=m Inx)+ m m Injx X m Inl x):
0

Die Betragstriche beijx Xgj ergeben sich, wenn man das Integral auchirfx > x ¢
auswertet.

Man sieht: Fer eine konstante Belegung be ndet sich bex = 0 und x = 1 je
ein Sprung von 0 auin bzw. vonm™ auf 0. An diesen Stelle divergierf (x) loga-
rithmisch mit dem Abstand vom singukren Punkt. Falls die Belegungn(x) einen
Sprung im Innern aufweist (z.B. bei einer aickweise konstanten Belegung)phrt
dies zu einer weiteren logarithmischen Singula&it an der Sprungstellex, (siehe
auch Abb. 2.19. Daraus folgern wir, da die x-Komponente der Sergeschwindig-
keit im o enen Intervall ]0;1[regular ist, wenn die Belegungsfunktion stetig ist.

Beispiele

1. ParabelbogenzweieckHierbeiisthg(x) = x(1 x)fur0 x 1. Aus (2.109

folgt
m()=2(1 2): (2.113)
2. Keilstufe: Fur eine Keilstufe ist
8
< 0 farx< O
hge(x)=  x; far0 x 1; (2.114)
1 fur x> 1

Mit ( 2.107) ergibt sich die Belegungsfunktion

m()=2; far0 x L (2.115)

o " 4
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(a) Parabelbogenzweieck s
3 o 3 T T ( )‘

I | -
2+ m(x) | ° |
1 Xl )

7 1d:x (X)

1 l 7
2l 27 |
3l ‘ : ‘

02 0 02 G4 06 08 1 12 02 0 02 04 06 08 1 12
X X

Abbildung 2.20.: Umstremung schlanker Kerper am Beispiel eines Parabelbogenzwei-

ecks (a) und einer Keilstufe (b). Gezeigt sind das Dickenprd d(x) rot gestrichelt, die

Belegungsfunktion m(x) blau und die x-Kompgpnente der Sergeschwindigkeit 14.x(X)
(schwarz). Beachte #r (a) die Stammfunktion =(x )d = xIn(x ).

Die Ergebnisse sind in Abb2.20gezeigt. An den Endpunkterx = 0; 1 der beiden
Pro le sind die Ableitungen des Dickenpro Ish und daher die Belegungsfunktion
unstetig. Wie wir oben gesehen haben, sind damit logarithmische Sihayit aten
der Geschwindigkeitssirung 14.x(X; 0") verbunden. O enbar divergiert das Ser-
potential fur x I O und fur x ! 1. Dies bedeutet, da die urspanglich getro ene
Annahme einerkleinen Sterung in einer gewissen Umgebung der beiden Endpunk-
ten dieser Pro le nicht mehr gilt. Die Stremung wird sich daher in der Umgebung
dieser Punkte anders verhalten als von der Theorie schlanker Ple vorhergesagt.
Dies ist auch anschaulich klar: Denn wir erwarten ja in einer kleinen Uragung
des Staupunktesu 0 und nichtu = u; + O( ). Um u; zu kompensieren reicht
eine kleine Serung nicht aus. Allerdings ist die®bereinstimmung der reibungs-
freie Naherung mit der realen Stemung auch noch in unmittelbarer Umgebung des
Staupunktes sehr gut (siehe Abb. VIII,3 auf S. 443 i@swatitsch 1979.

Schlie lich kennen wir noch die Druckverteilung aus der Bernoulligleichung be-
rechnen. Wie in .69 erhalt man fur den Druckbeiwert

_ t u?+ v? _ (Ur +ur )2+ (up )2
=1 uw 1 U2 =1 U2
1 1 1
=1 1 2, ; =
In erster Naherung gilt daher ( = 1+ " , mit ;" 1)

u U,

= 24+O(%"% )= 2
Uz

+0( %" "): (2.116)

Der Druckbeiwert ist demnach proportional zur Geschwindigkeitssrung 4(x; 0 ).
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2.4. Methode der Singulariatenbelegung (Pro Itheorie)

1

Abbildung 2.21.: Angestellte deinne Platte. Die Wirbeldichtebelegung auf der Lange d
betragt d .

2.4.3. Anstelle ekt

Die Stremung um eine Platte verschwindender Dicke kann nicht durch eine @li+
verteilung erzeugt werden. Auf die Platte wirkt aber eine Auftriebsraft und diese
ist nach dem Satz von Kutta-Joukowski 2.80 mit der Zirkulation um die Platte
verbunden. Daher werden wir den Anstelle ekt mit Hilfe einer Wirbelveeilung
beschreiben.

Dazu betrachten wir einen einzelnen Punktwirbel beix{y) = ( ; 0) mit der
Wirbelstarke d . Der Beitrag d , zu , ist dann nach .35

y

d
d , = —arctan » (2.117)

2

Wir wollen nun Punktwirbel kontinuierlich auf der x-Achse in dem Intervall [Q 1]
verteilen. Die Wirbelstarkenverteilung wird zweckna igerweise durch eine Bele-
gungsfunktion () ausgedmckt (Wirbelstarke pro Lange). Die Wirbelstrke d,
die sich aus dem kRngenelement d ergibt, ist demnach (siehe Abb2.21)

d( )= Z—d = ()d: (2.118)

Fur das Potential , erhalt man daher
Z 1

(x;y) = 1 ( )arctan
2%, 2 X

Die Beitrage dieses Potentials zu den Geschwindigkeitskomponenten ergebieh
durch Ableitung

y

d; (2.119)

1 ()—
2,0 (x )y
171 X
2y = 5 ) ( )md ; (2.120b)
Fur die noch unbekannte Wirbelverteilung (x) folgt aus der linearisierten Rand-
bedingung .92 die Bestimmungsgleichung

d: (2.120a)

im £ ()X 4= 1 (2.121)
yrot2 g (x )2+y2 7 '

beziehungsweise
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Z
1 -1 d
> ()X = 1 (2.122)

Wir mechten diese Gleichung gerne nacl{ ) au esen. Das Pro-
blem ist ein Spezialfall §(x) = 2 ) der sogenannterBetzschen
Integralgleichung

Z 1
f
g(x) = X( )d: (2.123)
Albert Betz ’
1885{1968 Die allgemeine losung der Betzschen Di erentialgleichung lautet
im Intervall 0 x 1
z P—
C: 1 ! 1 )
f(X) = p— p— —d; 2.124
(X) PX(l X ZHX(l %) og() > ( )
wobei C; eine beliebige Konstante ist. In unserem Fall isg(x) = 2 und wir
erhalten 7P
C, 2 1 1Y Ta )
X)= p——rs —p— d : (2.125)
X(1 x) x(1 x)lo {Zx }
1 2x)=2
oder nach Integration
Cl " 1 2x _ cr:\l +2X 1

xX)=p P P :
X(1 x) X(1 x) X(1 x)

(2.126)

Da die Konstante C; nicht festgelegt ist, ist auch die Wirbelverteilung (x) durch
die Randbedingungnicht eindeutig festgelegt.

Bevor wir C; einen bestimmten Wert zuweisen, berechnen wir zachst formal die
Sterung der Tangentialgeschwindigkeit auf der Oberseite der Platteeb(y = 0%).
Nach (2.1203 und mit Hilfe von (2.104 erhalten wir

Z,

| y (21209 (X).
2xly=0+ = yl!"’};[r 2, ()md = 5 (2.127)

Bemerkenswert an dieser Gleichung ist, da die 8tung der Tangentialgeschwin-
digkeit ,4(xp;0") an einem Punktxp auf der Ober ache des Pro Is nur von der
Wirbelbelegung (xp) an eben diesem Punkt ab&ingt. Die Geschwindigkeitsfelder
von Potentialwirbeln, die an anderen Punkterx 6 xp lokalisiert sind, besitzen am
Punkt xp keine tangentiale Komponente. Die normalen Komponenten aller Wir-
bel kompensieren ledigliclv; (s. (2.121). An der Form von (2.1203 erkennt man
au erdem, da die x-Komponente der Sergeschwindigkeit antisymmetrisch bzgl.
y=0ist, also oxjy=0+ =  2xjy=0 -
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2.4. Methode der Singulariatenbelegung (Pro Itheorie)

Abbildung 2.22.: Stromlinienverlauf ferr beliebigesC; (a) und experimentell beobachteter
Stromlinienverlauf (b).

Mit Hilde des Zusammenhan%s zwischem(x; 0 ) und ,, erhalten wir damit

3 0; x< 0
u(x;0*) u (x) _ Cy+2x 1, .
(?)11 = 2;X (X1 O+) = B 2 - Zﬂ- m’ X la (2128)
-0 x> 1

Da nur auf der Platte Wirbel angeordnet sind ((x) = 0 far x < 0 und x > 1),
verschwindet die tangentiale Geschwindigkeitsstung .« fer x < O und x > 1.
Nur zwischen beiden Seiten der Platte kann ein Drucksprung auften. Fer die
Gre e des Drucksprungs, siehe2(11§.

Um C; zu xieren und die Lesung (x) eindeutig zu bestimmen, verwenden wir
den experimentellen Befund, da bei kleinen Anstellwinkelfi die Stremung an der
Platte anliegt und glatt von der Hinterkante beix = 1 abstremt. Das Fluid stremt
also nicht um die scharfe Hinterkante herum, siehe Abl2.22 Im Rahmen der hier
betrachteten reibungsfreien S®mung kann dieses Verhalten nur durch die ad-hoc
Bedingung

ud;0 )= u; (2.129)

berucksichtigt werden. Diese Bedingung nennt maKutta-Joukowski-Bedingung?®
Daher verlangen wir, da die tangentiale Geschwindigkeitsstung (2.129 fur x ! 1
verschwindet. Dies #@ihrt auf die Beziehung

# ! #
. u(x;0")  ug . Ci+2x 1 . 1 Cp=2 x
O0=Ilm ———— =1Iim F——"_ - =l|m p—— : (2.130
x! 1 U1 x! 1 2 X(l X) x! 1 P X(l X) ( )
Diese Bedingung W|rdpd'1r C, = 1 erfullt. Dann geht die tangentiale Geschwin-
digkeitss®orung wie x I 0 gegen Null. Wir erhalten also die tangentiale
Stergeschwindigkeit 8
.
O < 1 X
N u(x; 0 u : )
2;X(X; 0 ) = % = . X 0 X 1’ (2131)
. © 0 sonst

¥Das experimentell beobachtete glatte Abstemen von einer scharfen Hinterkante ist auf die
Wirkung der Viskositat auf kleinen Langenskalen zuackzufehren.
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2. Ebene statiomre inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie &mungen

x-ﬂ:"‘

Cp(x; 0%) . 1
2 3 1

0 L | L | L | L | L
0 02 04 0:6 0:8 1
X

Abbildung 2.23.: Negativer Druckbeiwert auf der Oberseite einer angestelén dennen
Platte nach (2.133.

Die zugelorige Wirbeldichteverteilung lautet daher

r
x)= 2

1 x
v

(2.132)

Druckverteilung Fur den Druckkoe zienten in linearer Naherung €.116 gilt da-
mit r

C(X;0)= 2 4(x0)= 2" x(x;0)= 2

1
X, (2.133)

Das Verhalten ist in Abb. 2.23dargestellt. Auf der Oberseite der Platte verlt sich
c, fur x ! 0" wie

Co(x; 0%) p?—i: (2.134)
Feur x I 1 ergibt sich D
Co(x; 0%) 2" 1 x (2.135)

Die Lage des Staupunktes auf der Plattenunterseite (Abl2.24) berechnet sich aus
u(xs;0 ) = 0. Wenn wir diese Bedingung in £.13]) verwenden ( ,x antisymme-
trisch bzgl. y = 0), erhalten wir

r

u(xs;0 ) up _

1 Xs u(xs;0 )=0

= " 1 2.136
U Xe ( )
Dies fuhrt auf
T Xs - xs(l+xs ::)="%2 1 ) Xs "% (2.137)
Xs

Der Staupunkt liegt also sehr dicht an der Vorderkante.
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2.4. Methode der Singulariatenbelegung (Pro Itheorie)

n2

Abbildung 2.25.: Ober acheS wuber welche integriert wird, um den Auftrieb zu berech-
nen.

Auftrieb  Die Berechnung des Auftriebes erfolgaber den Auftriebsbeiwert. Fer
ihn erhalten wir (siehe Abb.2.25 gleicher Beitrag von der Ober- und der Untersei-
te)ll

I Z,
c = cnyd = 2 cy(x;0")dx: (2.138)
0
Wenn manc, aus (2.133 einsetzt, ergibt sich
A 1
P— 1 :
L =4 1 Xax=4" " XA )+ arcsin(x 1) =4"—: (2.139)
0 X 2 0 2
also
c=2" (2.140)

Der Auftriebsbeiwert ist also proportional zum Anstellwinkel". Daraus ertalt man
den Auftrieb. Wenn wir ¢, mittels (2.119 durch die Geschwindigkeitssirung aus-
dreckt, kann man den Auftrieb auch durch die Zirkulation ausdacken (Referenz-
acheA =1)
1
= 5u 2

1 Z 1 Z 1
G =3 uf2  c(x;0 )dx X9 oy, u(x;0 ) u, dx:
° |2 {z }
=
(2.141)

HHier ist kein Umlaufsinn der Integration zu berucksichtigen, da es sich ja um ein Oberachen-
integral handelt.

L
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2. Ebene statiomre inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie &mungen

Ft

Abbildung 2.26.: Auftrieb L senkrecht zur Anstremung sowie normale F,) und tan-
gentiale Kraft (Nasensog F;) auf die angestellte cinne Platte. Die Krafte greifen im
Druckpunkt xp =1=4 an.

Wir erhalten also in Ubereinstimmung mit dem Satz von Kutta-Joukowski 2.80
(angestmmter Zylinder mit Zirkulation)
L= wu; : (2.142)

Damit wird der Satz von Kutta-Joukowski auch #ir deinne Pro le bestatigt.

Druckpunkt  Schlie lich kennen wir noch den Angri spunkt der Auftriebskraft

berechnen, der auch al®ruckpunkt xp bezeichnet wird. Dazu bestimmen wir zu-
nachst das Moment um die Vorderkante der Platte bex = 0. Der zugelwrige

Momentenbeiwertist

Z 1 V4 lr 1 X Z 1 p
v =2 Co(X; 0 )xdx = 4" xdx =4" x(1 x)dx
0 0 X 0
1 1P 1 '
= n - - + - = ll_. .
4 > X > x(1 X) 8arcsm(2< 1) ) 4 g (2.143)
also

et = =" (2.144)

2
C.Xp ergibt sich daraus die Lage des Druckpunkts zu
W _ (72" _ 1
C 2" 4
Wegen des D'Alembertschen Paradoxons verschwindet der Widexstl D. Die
Auftriebskraft L ist senkrecht zur Anstemrichtung de niert. Oben hatten wir aber

nur die Krafte senkrecht zur Platte berechnet. kr kleine Anstellwinkel " gilt jedoch
fur die Krafte normal und tangential zur Platte (siehe Abb.2.26

Uber M = Lxp bzw. ¢y

Xp = (2.145)

F,=Lcos" L; (2.146a)
Fy L sin" "L: (2.146b)
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2.4. Methode der Singulariatenbelegung (Pro Itheorie)

1 X

_— .

0 1

Abbildung 2.27.: Angestremtes gewelbtes Pro .

Fur die entsprechenden Beiwerte gilt also

G Ci; (2.147a)
G "L = 2" % (2.147b)

Da die Kraft in einer reibungsfreien Stomung nur senkrecht zur Platte wirken
kann, enthalt diese aerodynamische Kraft die Auftriebskraft als dominierendeAn-
teil, aber auch eine kleine tangentiale Kraft, in Richtung der Nase deBro Is.
Diese bemerkenswerte Tatsacheahgt mit der Umstromung der scharfen Platten-
vorderkante zusammen, durch die es zur Ausbildung eines sogemtan Nasensogs
Fi kommt (siehe auch Kap. VIII.5 auf S. 448 vorDswatitsch 1979.

2.4.4. Welbungse ekt

Die Welbung eines Pro les ergibt sich aus dem antisymmetrischen Anteil d@ro-

[funktionen 1

hy = §(h0 hy): (2.148)
Analog zur Umstremung der angestellten Platte wird die bsung in Form einer Wir-
belbelegung dargestellt. Ist die Wlbung gering ( 1), so kann mherungsweise
mit einer Wirbelbelegung auf derx-Achse gearbeitet werden. Dann ergibt sichuf
den Welbungse ekt in analoger Weise zum Anstelle ekt (sieheZ.119 und (2.120)

das Potential und seine Ableitungen

1 =
w = o w( )arctan x Y 4 ; (2.149a)
%
17t y .
w;x — 2_Z o w( )m y (2.149b)
1 -1t X
wy = 57 . w( )md : (2.149c)

Um ,(x) zu bestimmen, setzen wir die linearisierte Randbedingund.@6 in
(2.149¢ ein 7
171 d dh,,

1W;y(X;O ) = 2 . w( )X = W: (2.150)

Diese Beziehung stimmt mit der Betzschen Integralgleichung@.(L23 eberein, wenn
man identi ziert

hw
f()= w() und g(x)= ‘L—X: (2.151)
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2. Ebene statiomre inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie &mungen

Mit dieser Identi kation k ennen wir die Lesung von @.150 fur f (x) = (X) direkt
aus der allgemeinen asung @.1249 ablesen

Z -
C, 2 1 1P (1 )dhy u(x;0") u,
w(X) = pPe——crst —P—— d = 2———
x(1 Xx) x(1 X) o x d Uz
(2.152)
Im letzten Schritt wurde ,(x) aus (2.1490 bestimmt, wie in (2.128. Die freie
Konstante C, mu wieder mit Hilfe der Kutta-Joukowski-Bedingung (2.129 bel

x = 1 bestimmt werden

W) = LU0 . (2.153)
uj;
Daraus folgt
zZ.p z,S
21 @ )dh, 2-1
C,= = d == —h%()d: 2.154

Wenn man die so bestimmten Vortiziatsbelegung 2.152 in das Swrpotential
(2.149 einsetzt, hat man das Wlbungsproblem vollsendig gebst. Insbesondere
erhalt man die Geschwindigkeitssirung in x-Richtung an der Plattenober ache
direkt aus (2.1529 als
Z P——-"
u(x;0") ur _ Cy 1 @A)

= P P hod:  (2.155
Uz 2" X1 x) TXT X) o x " ( )

2.4.5. Zusammenfassung der Ergebnisse #r dunne Pro le

Ein Pro | sei durch die beiden Koordinatenfunktionen

Yo(X) = ho(X); (2.156a)
Yu(X) = hy(x); (2.156b)

gegeben, wobei der Dickenparameter 1 klein sei. Das Pro | der Lange 1 sei der
ungesbrten Anstremung (U;Vv) = (u; ; vy ) ausgesetzt mit dem kleinen Anstellwin-
kel

" fan"= L. (2.157)
Uz

Mit der Zerlegung des Pro Is £.159 in Dicken- und Welbanteil

he = und  hy = (2.158)
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2.4. Methode der Singulariatenbelegung (Pro Itheorie)

ergibt sich die Verteilung vonu auf der Pro lober- und -unterseite zu

Z r
ui0) w _ T thg0) . 1o x (2.159)
- —fy |—z2)
Dickene ekt( 2.112) Anstelle ekt ( 2.131)
Z,3 Z.p T #
— hd + —=‘p%d
x(1 x) o 1 0 X
{z }

W elbungse ekt ( 2.155)

Fur die Verteilung von v auf der Ober ache des Pro Is ergab sich direkt aus den
Randbedingungen 2.92), (2.95 und (2.96

V()L(J;O ) _ [ h9(x)+ hS(x)]: (2.160)

Die aus der Anstellung" 6 O resultierende konstante vertikale Geschwindigkeir;
wird gerade durch die vertikale Sérgeschwindigkeit an der Oberache des Pro Is
kompensiert.

Der Druckbeiwert an der Pro lober ache fangt gena (2.119 mit der Geschwin-
digkeitsstwrung in x-Richtung zusammen

u u;
uj

(X0 )= 2 (x;0): (2.161)

Daraus ergibt sich der Kraftbeiwert iny-Richtung
I Z,
c = conyd = Co(X;0")  Cp(x;0 ) dx; (2.162)
0

der in erster Naherung identisch ist mit dem Auftriebsbeiwert.

2.4.6. Beliebig dicke Prole und K erper

Fur die Belegung der (auch im Innern des &rpers liegenden) Pro lachse hatten
wir bisher implizit die Voraussetzung getro en, da die analytische Fdsetzung
der Potential- oder Stromfunktion in das Innere des Erpers neglich ist. Bei Un-
stetigkeiten der Kerperober ache kann diese Annahme im allgemeinen nicht mehr
gemacht werden. Die Belegung der Achse bringt au erdem nur baihdanken Ker-
pern entscheidende Vorteile. Im allgemeinen Fall beliebig dickemiper lassen sich
die Belegungsdichten auf der Achse nicht mehr auf einfache Weise die Pro-
[funktionen zur eckfehren. Es ist dann besser, von vornherein eine Belegung der
Kerperober ache zu vahlen.

Es seiC die geschlossene Pro lkontur mit scharfer Hinterkante ung die Bogen-
lange entlang des Pro Is mit Ursprung an der HinterkanteH . Ein Punkt auf dem
Prolist durch [ (s); (s)] gegeben. Eine Wirbelbelegung(s) auf der Pro Ikontur
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y A

”””” 3 7 Ut

x

Abbildung 2.28.: Dickes Pro | mit scharfer Hinterkante H, das mit u; angestomt wird.

C fuhrt dann zu der Stromfunktion (x;y) in Form des Ober achenintegrals (siehe
(2.395, Anstremung mit u; aus der negativerx-Richtung)

|
P
()= wy o O X OFFly (kds (2.163)
C r

Zur Bestimmung der Geschwindigkeitsverteilung auf deau eren Ober ache des
Prols mu man von au en den Punkt % = (x;y)" ! % gehen lassen, wobekp

ein Punkt auf dem Pro | ist. Das Integral verstehen wir im folgende als Hauptwert;

der Punkt P wird also ausgenommen.

Die Belegung mu so gewhlt werden, da die Normalgeschwindigkeit auf der
Kontur in jedem Punkt verschwindet (Randbedingung). Deshalb isés sinnvoll, die
Normal- und Tangentialkomponenten der Geschwindigkeit an der Ptober ache
zu betrachten. Dazu betrachtet man [x(t;n);y(t;n)] in jedem Punkt P als Funk-
tion der tangentialen ¢) und normalen (n) Koordinate.'? Fur die tangentiale und
normale Geschwindigkeitskomponenten It. Abb2.28gilt dann

@ (2.164a)

Up = —;
tP A
we = 2
nP @t

Fur die Geschwindigkeit in Normalenrichtungn erhalt man in einem Punkt P auf

(2.164b)

2Beachte, da die Koordinaten (t;n) mit den Koordinaten (x;y) durch eine Drehung um den
Winkel # im Zusammenhang stehen. kr unsere De nition des Winkels # (siehe Abb. 2.28) gilt

X _  cos# sin# t
y  sin# cos# n

Damit sind z.B. @y=@*sin # und @Xx=@ cos#.
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2.4. Methode der Singulariatenbelegung (Pro Itheorie)

der Kontur C aus (2.163

1
Unp = %t = u %t’ s ()@nr ds; (2.165)
i |1{z} ¢
sin#

wobei das Integral als Hauptwert zu interpretieren ist. Damit die Ro lober ache
nicht durchstremt wird, mu man fordern u,r = 0. Dies ist eine Bedingung #ér
(s). Genauer gesagt stellt 2.165 eine Integralgleichung zur Bestimmung der un-
bekannten Wirbeldichte (s) dar. Man kann sie nur numerisch ésen. Dazu ist es
sinnvoll, die Ableitung der Funktion im Integranden auszwhren. Dies #ihrt auf

2 3
@x @y
@nr —Q(X )@t (y )@g _(x  )cost+(y )sin# (2.166)
@t , (x )2+(y )? - (x )2+ (y )

P

Fur die Krafte auf den Trag ugel ist die tangentiale Geschwindigkeit verantwort-
lich. Die Berechnung vonu; im Punkt P auf der Kontur C fehrt auf

I
@ @y 1 @n 4s P

Up = — = = (9 (2.167)
°r i l@zgﬂ F CH augfmert VO{”ZZP}

cos#

Hierbei ist p=2 die von der Wirbeldichte im Punkt P induzierte Tangentialge-
schwindigkeit genau wie in 2.129,* wahrend

I
1 @nr
5> (s) @
c n
die von allen anderen Wirbeln auf dem Pro | im PunktP induzierte Tangentialge-
schwindigkeit beschreibt, wobei

ds

@nr _ (x )sin#+(y )cos#
@n (x )2+(y )

Wenn man die Wirbelbelegung (s) durch Lesung von @.169 bestimmt hat, kann
man sie in £.167 einsetzen und die tangentiale Geschwindigkeitsverteilung bestim-
men.

Zur numerischen losung von @.165 kann man das Pro | in N aquidistante In-
tervalle der Bogeninge s = const: aufteilen und in jedem Teilintegral mit Hilfe

(2.168)

3Dieser Term ist erforderlich, weil wir das Integral als Hauptwert betrachten, wobei der Punkt
P ausgenommen ist. Wenn wir den PunktP beim Integral bereicksichtigen weirden, ergabe sich
im Limes x ! xp derselbe Beitrag (siehe 2.128). Von der Vortizit atsbelegung am PunktP
bleibt im Limes x! xp etwaswubrig, weil man den Punkt x von au en auf einen Punkt P auf
der Kontur gehen la t; siehe auch Schneider(1978.
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Wirbel j

Kontrollpunkte i

Abbildung 2.29.: Megliche Anordnung der Punkte bei der Panel-Methode: Punkte an
denen die Normalgeschwindigkeit verschwinden soll (Kontollpunkte) sind blau darge-
stellt. Punkte, an denen diskrete Wirbel plaziert werden shd rot. Die Punkteverteilung
kann an stark gekrimmten Stellen verdichtet werden.

der Mittelpunktsregelapproximieren. Diese Strategie wirdPanel-Methodegenannt.
Fuer dasi-te Intervall erhalt man so

. s (Xi  j)cos#i +(yi  j)sin#
Upi = U SINHE + — i
' ' 2 : xi )2+ (yi )2

=0; i=1;2:N

(2.169)
Dies ist ein System linearer Gleichungenuf die N unbekannten Wirbelbelegungen

die Matrixelemente #r i = j singular sind. Daher wahlt man die Punkte ¥%;, an
denen die Randbedingung erzwungen werden soll, verschieden ven eunkte 7,
an denen die Vortizi|t konzentriert ist (z.B. an den End- und den Mittelpunkten
eines Panels, siehe Abl2.29.

Da die Gesamtzirkulation =, ; s bei ebenen reibungsfreien SSmungen
unbestimmt ist (vgl. Kutta-Joukowski (2.129), kann man davon ausgehen, da das
lineare Gleichungssystem2.169 einfach unbestimmt ist. Um eine eindeutige &-
sung zu erhalten, verwendet man deshalb wieder diutta-Joukowski-Bedingung
und fordert ein glattes Abstemen von der scharfen Hinterkante. Dies isaquiva-
lent mit der Forderung, da der Druck an der Hinterkante auf Obeseite des Pro Is
identisch mit demjenigen auf der Unterseite ist! Da die tangentiale Geschwindig-
keit bei einer Umst®mung der Hinterkante (beachte die Richtung vort auf der
Ober- und Unterseite des Pro Is) an der HinterkanteH sprunghaft das Vorzeichen
wechselt, fordert man, da dort ein Staupunkt liegt:u.y = 0. Wenn man diese Be-

dingung in die diskretisierte Version von 2.167% einsetzt, ergibt sich die zuatzliche

14Die Kutta-Joukowski-Bedingung kann man auf verschiedene Arterimplementieren. Da die Stre-
mung sensitiv von dieser Bedingung abkngt, ist hierbei gro e Sorgfalt erforderlich. Eine Meg-
lichkeit besteht darin, zu fordern, da die Tangentialgeschwindigkdten auf den beiden Panels
N;N +1 und 1;2 (oben und unten) gleich sind. Dabei mu auch die Panel-lange auf der Ober-
und der Unterseite gleich gewvehlt werden. Dies resultiert in u.1 = Uy . Das Minuszeichen
kommt von der Orientierung des Tangentialvektors.

58 CCTKNPIUSUL W KINME
Etr%n'fu#ésmechgm}ﬁlz "



2.4. Methode der Singulariatenbelegung (Pro Itheorie)

Gleichung

S (XH )Sin#y + (Yu ) Costy 1
Uy = Uy COSHy — —> ; ! ! =0:
R I TR (v Z(Yn )2

(2.170)
Die gesuchten Wirbeldichten ; ergeben sich dann als eindeutigeelsung des er-
weiterten N + 1-dimensionalen linearen Gleichungssystems. Daraus folgen die Tan
gentialgeschwindigkeiteru;; an den Seitzstelleni auf der Pro lober acheeber die
diskretisierte Version von @.167. Hieraus kann man die Druckverteilung ermitteln
und damit die Krafte auf den Trag egel.
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3. Der Trag wgel endlicher
Streckung

Die Druckunterschiede zwischen der Ober- und der Unterseite esnangestellten
Trag wmgels #ihren dazu, da eine Stemung in Spanweitenrichtung existiert, die von
unten nach oben um die Enden des Tragigels herum gerichtet ist. Diese Sémung
ist besonders gro in der Mhe der Trag mgelenden. Aufgrund dieser z@gzlichen
Geschwindigkeitskomponente in Spannrichtung besitzen die resutgéa Stremun-
gen auf der Ober- und der Unterseite des Traggels eine leicht unterschiedliche
Richtung. Direkt nach der Hinterkante des endlichen Trageigels entsteht so eine
Wirbelschicht mit Vortizit at in Hauptstromrichtung (Abb. 3.1). Da die Wirbel-
schicht an den Enden des Tragugels pbtzlich aufhert, wickelt sie sich von den
Enden her auf (Idealsierung: Kaden-Spirale, sielf&a man (1992) und entwickelt
sich im weiteren Nachlauf infolge des viskosen Impulsaustauschesien bekannten
Nachlaufwirbeln. Die Entstehung der Wirbelschicht erfolgt sehahnlich wie bei der
Umstremung einer querbewegten Platte (siehe Abl3.2).

Die fur die kontinuierliche Erzeugung der Nachlaufwirbel erforderliche riergie
au ert sich in einem erlwhten Widerstand. Tatschlich ist dieserinduzierte Wider-
stand gre er als der viskose Widerstand und ist im Langsam ug sogar grer als
50% des Gesamtwiderstands. Um den E ekt der Nachlaufwirbel adien Auftrieb
und den Widerstand zu berechnen, werden wir uns im folgenden mit mlentaren
Eigenschaften dreidimensionaler reibungsfreier Wirbelsimungen beschftigen.

Abbildung 3.1.: Entstehung einer Wirbelschicht

hinter dem Trag egel durch die unterschiedlichen
Stremungsrichtungen der beiden von der Ober- und
Unterseite des Trag eigels stammenden und zusam-
mengetihrten Fluidmassen.
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(&) (b) (©)
Wasseroberfliche Wasseroberflache l

‘—I RUder @ @

(d) (e)

©

Abbildung 3.2.: Darstellung desKa el ® el-Experiments mit Original-Bildern aus Klein

(1910. Ein bewegtes Ruder induziert eine Stosmung um das Ende herum (b). Wenn man
das Ruder entfernt (c), hat man dort eine Wirbelschicht (d), weil die Stromlinien nicht

senkrecht auf dem Ruder standen. Die Wirbelschicht wickeltsich vom Ende her auf (e)
und fehrt schlie lich wber viskosen Impulsaustausch zu einem Wirbel (f).

3.1. Mathematisch-physikalische Grundlagen

3.1.1. Helmholtzsche Wirbels atze

Fur die nachfolgenden Betrachtungen werden einige De nitionen betigt, welche
sich auf die Vortizitat + = r + beziehen. Ganz analog zu Stromlinien, Strom-
rehren und Strom#den, die aufd basieren, werden Wirbellinien, Wirbelehren und
Wirbelfaden de niert.

Eine Wirbellinie ist eine Raumkurve, deren Tangentialvektor in jedem Punkt die
Richtung der Vortizitat + aufweist. Als Wirbelrehre bezeichnet man eine Bhre,
deren Mantel von Wirbellinien gebildet wird. Ein Wirbelfadenist eine Wirbelreh-
re, die so schlank ist, da die Feldgw en mber alle Querschnitte mherungsweise

+

S Abbildung 3.3.: Eine Wirbellinie ist in je-
Wirbellinie dem Punkt tangential zum Vektor der Vor-
tizit &t +.
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3.1. Mathematisch-physikalische Grundlagen

Wirbellinien

Abbildung 3.4.: Wirbelr ohre mit de nierender Flache Sp. Die Kurve C; umschlie t die
Wirbelr ohre einfach. Die KurveC; liegt vollstandig auf der Mantel ache der Wirbelrehre,
umschlie t sie aber nicht.

konstant sind.
Die Integration der Identitatr + =71 (r 4) =0 wuber ein beliebiges Volumen

liefert unter der Verwendung des Gau schen Satzes
Z Z

r +dv = + dS=0: (3.1)
v S(V)
Wenn man dieses Resultat auf das Volumen einer Wirbehire anwendet, welches
durch die QuerschnitteS, und S begrenzt wird (Abb. 3.4), erhalt man (die Man-
tel ache liefert keinen Beitrag, dan + =0)
Z Z
+ dS= + dS = const: (3.2)

S So

Diese Gleichung 8.2) wird als erster Helmholtzscher Wirbelsatbezeichnet: Das
Integral ist der Flu der Vortizit at durch die FlacheS. Fur einen Wirbelfaden ist
+ wber den QuerschnittS naherungsweise konstant. Dann vereinfacht sicl3.@) zu

+ AS=1,S=const: (3.3)
Die Anwendung des Stokesschen Satzes a@f2) ergibt
Z Z I
+ dS= (r 4 dS= 4 d~= ,=const: (3.4)
S S1 Ci

wobei C; eine beliebige geschlossene Kurve ist, die den Wirbelfaden einfach um-
schlie t. Damit kann man den Helmholtzschen Satz auch anders fouteren:

Die Zirkulation entlang jeder geschlossenen Kurve, die einfach umem
Wirbelfaden gewunden ist, besitzt ein und denselben Wert .

!Dieses Ergebnis ist analog zur Massenerhaltung bei einer statianen Stromrehre.
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3. Der Trag wugel endlicher Streckung

Dieser Sachverhalt wird alzweiter Helmholtzscher Wirbelsathezeichnet. Die An-
wendung des Stokesschen Satzes auf eine geschlossene Kiyreeif der Mantel a-
che einer Wirbelohre, welche den Wirbelfademicht umschlie t (siehe Abb. 3.4),
liefert | Z

2 = 4 d~= fr H) 71dS=0: (3.5)
S2

o L g
=0

Aus den Helmholtzschen Wirbelstzen ergeben sich folgendg
Konsequenzen:

1. Wegen (3.2 bleibt der Vortizit ats u entlang einer
Wirbelrehre erhalten. Deshalb kann eine Wirbedh- 3
re oder ein Wirbelfaden nicht einfach im Raum en-;
den. Wirbelrehren und Wirbelfmden nmussen daher ent-
weder geschlossen sein (wie bei einem Ringwirbel {
Rauchring), oder sie enden auf den Berandungen de
Fluidvolumens (z.B. Tornado auf der Erde).

2. Aus (3.5 folgt zusammen mit dem Thomsonschen
Satz (1.52, da der Mantel eines Wirbelfadens im-
mer aus denselben Fluidteilchen gebildet wird, also ei
ne substantielle Fache ist. Denn nach dem Thomson
schen Satzandert sich die Zirkulation entlang einer %= .
beliebigen geschlossenen substantiellen Linie nicht. Ringwirbel am Atna.

3.1.2. Biot-Savart Gesetz

Fuer einen weiteren wichtigen Zusammenhang gehen wir vom (hier unbesenen)
Hauptsatz der Vektoranalysis aus (siehe Fu noté auf S.9). Er besagt, da jedes
stetige Vektorfeld ¢ in einem einfach zusammerdngenden Gebiet eindeutig be-
stimmt ist, wenn uberall im Innernr dundr  d bekannt sind undu, auf dem
Rand angegeben ist; siehe zum BeispMlieghardt (1974 oder Sa man (1992.

Danach & t sich die Geschwindigkeitt aus einem skalaren Potential und einem
Vektorpotential A in der Weise

H=r +r A (36)
darstellen, wobei 7 9
_ 1 q(* 0
(¥) = 4 i 10(] dv (3.7)

ist, mit der Quelldichteq=r 4, und

A(¥) = iz mdv0 (3.8)
4 ijr '

mit der Wirbeldichte (Vortizitat) + =r 4.
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3.1. Mathematisch-physikalische Grundlagen

(9

Wirbellinie

H(F)

@)

Abbildung 3.5.: Geometrie beim Biot-Savart-Gesetz. Die vom Linienelementr °mit Vor-
tizit &t +Cinduzierte Geschwindigkeitti(+) steht senkrecht auf der Ebene, die durch & und
£+ aufgespannt wird.

Eine inkompressible Stemung ist quellenfreig=r += 0. Deshalb la t sich ein
inkompressibles Geschwindigkeitsfeld allein durch A ausdmricken? Wenn wir
diese Darstellung verwenden und3(8) in (3.6) einsetzen, erhalten wit

Z Z
— — 1 ‘L(‘F’(b 0_— 1 1 0
H=r A—4— de— T Y r P 1quv (3.9)
Z
17+ F M e
= — , —adv=
4 j*r  #
Dies ist dasBiot-Savart-Gesetz(siehe Abb.3.5)
z
4L
w= L O ¢ H) e (3.10)

4 it 9°

Das Biot-Savart-Gesetz wollen wir nun auf einen Wirbelfaden mit Liniezie-
ment di? spezialisieren. Wenn au erhalb des Wirbelfadens = 0 ist, braucht man
nur eber den Wirbelfaden selbst zu integrieren. Dazu beachten wir einemnnen
Schlauch mit senkrechter Querschnittsache S um den Wirbelfaden herum. Dann
ist Sk+ kdr?und es gilt

+dvOo=+S di°=+ Sdi’=d 1 (3.11)
Eingesetzt in 3.8) erhalt man
Z
dro
A= i (3.12)

2Die nichttrivialen zweidimensionalen Lesungen der Potentialgleichungen in Kap.2.2.3 waren
immer auf Quellen oder auf singuéire Vortizit atsverteilungen zurickzufehren.
3Im letzten Schritt haben wir hierbei verwendet

R S h(1° £9? = 1h(1° 1°°)2i
it 2

[ 1=2 3=2 % 1:.0
2 ) re= ;

i 5
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3. Der Trag wugel endlicher Streckung

Ay
A dro +
[ e ——
i | A
k\\/’} ‘FO r(bl
a e
| 1
X
. -

Abbildung 3.6.: Induzierte Geschwindigkeit am Ort + = 0 im Abstand a von einem ge-
radlinigen Wirbelfaden (rot).

und aus 3.10 wird

_Z (+ ) drf

u=r A= ,
4 jr F93

(3.13)

Die Integration ist eber die gesamte Bnge des Wirbelfadens zu erstrecken. Meist
handelt es sich um ein geschlossenes Integral (Ringwirbel).

Beispiel Berechne die von einem geraden Wirbelfaden induzierte Geschwindigk
w in einem Punkt im Abstand a vom Wirbelfaden! Dazu wollen wir die Integration
uber d® auf eine Integration mber ' zureckfehren. Wenn wir den Ursprung des
Koordinatensystems in den Punkt legen an dem die Geschwindigkeit rbehnet
werden soll, ist¥ = 0. Nach Abb. 3.6 gilt dann

o & . TS
= ——80; dl=dl% = —=;: 3.14
S & §! S & (3.14)
Desweiteren gilt mitgo = cos'e , +sin'e
0 _ a rqa r=a=sin’ a2d' )
¥ dTO— —_ = —6. 3.15
sin' sin' 1z sii' - (3.15)

( &)sin'

Aus (3.13 erhalt man dann mit r°® = a=sin' und Integration in positiver x-
Richtung (von' ; nach' ;)

tsin?' &2 20y
H= —¢ —3_—2.d' = —¢ sind = —(cos'; coSs ;) ®&:
4 " |_f'z_} sin 4a . 4a
3
r0

(3.16)

66 CCTKNPIUSUL W KINME
Etr%n'fu#ésmechgm}ﬁlz "



3.2. Wirbelsystem eines Trageigels endlicher, gro er Streckung

Fur einen unendlich langen Wirbelfaden ist; =0und ' , = und man erhalt fer
die induzierte Geschwindigkeit

H= wg = (3.17)

—
2a *

Dieses Ergebnis ist konsistent mit dem Geschwindigkeitsfeld eines &aialwirbels
(2.32. Fur einen einseitig unendlich langen Wirbelfaden mit; =0und ' , = =
ergibt sich im Ursprung ;y) = (0;0)

= — - 3.18
W 4a ( )

3.2. Wirbelsystem eines Trag wgels endlicher, gro er
Streckung

Wenn man die Rotation der Eulergleichung bildet, edlt man mit r r  p=0 und
unter Beachtung der Vektoridentitat ¢ r 4= 2r +# o +

@+ 1 @+

= "+ = + = — + A
Al o # at ' (v +) (3.19)
) 4

Entwmklgngssatz @t [tl(l’ +) 4.*([’ tl) ar+++r ‘t:l]
@+ D+

- 1 - = + = "

t+ Hr+ +rd or r4=0: (3.20)

Hieran sieht man: Wenn die Vortizimt zum Zeitpunkt t = 0 verschwindet, so ver-
schwindet sie @r alle Zeiten. Wirbel konnen also nicht entstehen. Wegen der oben
gezeigten Wirbelstze konnen sie aber auch nicht vergehen. Wie entsteht aber die
fur den Auftrieb erforderliche Zirkulation um einen Trag mgel?

Die Zirkulation um den Trag egel entsteht beim Anfahr-Vorgang (Beschleuni-
gung) des Flugzeugs. Viskose E ekte sorgen daf da die Kutta-Bedingung erfullt
wird, was zu einem Wirbel um den Tragegel fuhrt. Dieser Wirbel um den Trag u-
gel wird gebundener Wirbegenannt. Aufgrund des zweiten Helmholtzschen Wirbel-
satzes (Konstanz der Zirkulation entlang eines Wirbelfadens) karaer gebundene
Wirbel nicht einfach am Ende des Trageigels aufteren. Daher bildet sich eindreie
Wirbelschicht hinter einem Trag ugel endlicher Streckung aus. An der Stelle, an
welcher die Bewegung des Tragigel begann, schlie en sich die beiden Wirbedin-
der. Am Ort des Anfahrens hintert t der Trag egel daher einemAnfahrwirbel. Als

“Dies sieht man folgenderma en:
g o+ = kUl k= ik km U @Um = ik imk U @Um = (i jm im i) Uj @Um

1
U@u U @ui = S@uiu; U Qui;

o " 7
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3. Der Trag wugel endlicher Streckung

freie Wirbellinie

0 gebundene Wirbellinie

X -
Abbildung 3.7.: Die Wirbellinien des gebunden Wirbels gehen an der Hinterkate des

Trag egels in freie Wirbellinien eber und bilden dort mber die gesamte Spannweite eine
Wirbelschicht.

Folge der freien Wirbel werden am Ort des Tragugels Abwartsgeschwindigkeiten
w; induziert. Zu ihrer Berechnung kann von Gleichung3.18 fur halbunendliche
gerade Wirbeladen ausgegangen werden.

Die folgenden Betrachtungen gehen davon aus, da die Spannwditgro ist ge-
gereber der mittleren Flugeltiefel. Dann ist die Flugelstreckung = b4 1 gro.
Wir wollen nun den Einu eines Wirbelbandes der Breite d beiy = auf die
Luftkr afte untersuchen. Am Ende wird danreiber die gesamte Breiteb der Wir-
belschicht integriert. Aus Gleichung 8.18 folgt fur den vom (freien) Wirbelband
(Wirbelfaden) zwischeny = undy =+ d mit der Zirkulation d herr whrenden
Beitrag dw;(y) zur induzierten Vertikalgeschwindigkeitw;(y) an der Stelley mit
a= y

o
o

d
(y

t _1d
(y ) 4d

dwi(y) = (3.21)

N—r

4

Durch Integration eber das gesamte Wirbelband ergibt sich daher im Abstang
von der x-Achse die Vertikalgeschwindigkeit

Zbﬁﬂd:

1
Sl 3.22
4 b= Y ( )

wi(y) =

Diese Geschwindigkeit ist im Intervally 2 [ b=2; b=2] im Regelfall negativ. Damit
ist also eine Abvartsgeschwindigkeit mit Betragjw;j verbunden. Die Zirkulations-
verteilung ( y) ist aber noch unbekannt.
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3.3. Prandtlsche Integralgleichungefr die Zirkulationsverteilung

dD;

Nullauftriebsrichtung T

Abbildung 3.8.: Geometrieverhaltnisse zur Erklarung des induzierten Widerstands. Be-
achte, da alle Gre en von der Spannweiten-Koordinatey abhangen. Die Krafte dR, dL
und dD; sind Krafte pro Lange dy.

3.3. Prandtische Integralgleichung f ur die
Zirkulationsverteilung

Da die Zirkulationsverteilung (y) und die indizierte Geschwindigkeitw;(y) von der
Spannweitenkoordinatey abhangen, wird auch der Auftriebsbeiwerty-abhangig
sein, so da man auch den Anstellwinkel und die Rigeltiefe variabel &t. Wir
suchen dann die Zusammemimge zwischen diesen ®ren.

Fur ein Flachenelement des Tragugels mit der Breite d/ in Spannrichtung und
der Tiefel(y) betragt der Beitrag zum Auftrieb L an der Stelley

2
dL(y) = 50 ()| )y (3.23)
Flache

Dabei gilt fur den lokalen Auftriebsbeiwert der lineare Zusammenhang (siehe

(2140, ¢, )
c(y)= 1 (¥) ely); (3.24)

welcher ein Funktion der Spannweitenkoordinatey ist. Hierbei ist ¢, (y) =
(do.=d ); ( 2 fur ubliche Trag wugelpro le) die Anderung vonc. mit dem An-
stellwinkel fur einen Trag eigel unendlicher Spannweite (vergl. Pro Itheorie). Der
Anstellwinkel . ist der e ektive Anstellwinkel.

Die am Ort des Trag wgels induzierte Vertikalgeschwindigkeitv; (y) feihrt zu einer
Anderung der Richtung der e ektiven Anstremung. Dies entspricht einer Reduk-
tion des lokalengeometrischen Anstellwinkels ; um den sogenanntennduzierten
Anstellwinkel i(y). Es resultiert ein e ektiver Anstellwinkel ¢(y) = 4(y) i(y).
Die Verhaltnisse sind in Abb.3.8 dargestellt. Far den induzierten Anstellwinkel gilt

Wi 1 % b2 A )d'

i tan = =
(v) TR TR

(3.25)
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3. Der Trag wugel endlicher Streckung

/ o ﬁ) ltheorie

Abbildung 3.9.: Konventionen der positiven Rich-

/ tung der Zirkulation f ur die Trag egeltheorie (ent-

/ sprechend der tatachlichen Zirkulation) und die
Pro Itheorie (mathematisch positiv).

Trag wgeltheorie

Die resultierende Luftkraft dR fer den Flegelabschnitt der Breite ¢/ steht senkrecht
auf der e ektiven Anstremrichtung. Mit dem Satz von Kutta-Joukowski folgt

dR(y) = Ul(y; dy: (3.26)

Auftrieb pro L ange

Aufgrund der die Vorzeichenkonventioner die Zirkulation in der Trag egeltheorie
haben wir hier das Vorzeichen von gewechselt (siehe AbB.9 und vgl. (2.142).
Wenn man diesen Beitrag zur Luftkraft zerlegt in einen Anteil 8 senkrecht zut,
(Beitrag zur Auftriebskraft) und einen Anteil parallel zu +; (Beitrag zum Wider-
stand), erhalt man

dL(y) =dR(y)cos (y)' " "dR(y)= uy (y)dy; (3.272)

dDi(y) =dR(y)sin (v)' " "dR@Y) i(y)= u1 (y) (ydy:  (3.27b)

Die Luftkraft d R hat somit eine Komponente in Richtung der ungestten An-
stremung, entsprechend einenmduzierten WiderstanddD;, der von dem Fhigelab-
schnitt mit der Breite dy herruhrt.
Somit erhalt man fer den Auftrieb und den induzierten Widerstand des Gesamt-
eigels durch Integrationeiber die Spannweiteb

b=2
L= u; ( y)dy; (3.28a)
b=2 b=2 b=2
(3.25)
Di=ur (N (y 4 gy @28
b=2 4 b=2 b= Y

In erster Naherung hat die Wirbelschleppe also keinen Einu auf die Auftriebs-
kraft. Sie bewirkt aber einen induzierten Widerstand. Dieser kannosverstanden
werden, da die von der resultierenden Luftkraft verrichtete Abeit laufend in der
Wirbelschleppe als kinetische Energie gespeichert und abtranspert wird.

Mit den Gleichungen @.28 sind Auftrieb und Widerstand eines Trag egels
gro er aber endlicher Streckung auf die Zirkulationsverteilung §) zureickgekihrt
worden. Man kann die Auftriebskraft sowohlkiber die Kutta-Joukowski-Beziehung
(3.289 als aucheber den Auftriebsbeiwert entsprechend3.23 beschreiben

yA b=2 2

L= L& (y) MIy)dy: (3.29)
bo 2

70 CCTKNPIUSUL W KINME
Etr%n'fu#ésmechgm}ﬁlz "



3.3. Prandtlsche Integralgleichungefr die Zirkulationsverteilung

Ein Vergleich mit (3.289 liefert einen (auch lokal giltigen) Zusammenhang zwi-
schen (y) und dem e ektiven Anstellwinkel ¢(y) beziehungsweise dem induzierten
Anstellwinkel (y)

W= o) )= oo (3.30)
1
Diese Gleichung knnen wir nach 4(y) = «(y)+ i(y) au e-

sen und den e ektiven und den induzierten Anstellwinkel mittels
(3.30 und (3.25 identi zieren. Wir erhalten so die Prandtlsche
Integralgleichung(Prandtl, 1918)

2() 1 fe

|U1 |(y2£381 (y} |4U 1 ?zzz y )

oY) = (3.31)

e(y) i(y)

Ludwig Prandtl

Die Prandtlsche Integralgleichung ist eine Beziehung zwischen

1875{1953 den vier Gm en Zirkulationsverteilung ( y), Flegeltiefe I(y),
geometrischer Anstellwinkel 4(y) und ¢, (y). Sie hat eine ein-
deutige Lesung, welche im allgemeinen numerisch bestimmt wer-

den mu .

Man unterscheidet zweiHauptaufgaben der Trageigeltheorie

1. Entwurfsaufgabe

a) gegeben: ), I(y), &1 (¥)
gesucht:Trag ugelverwindung 4(y)

b) gegeben: (), 4(y), 1 (¥)
gesucht:Flugeltiefel(y)

2. Nachrechnungsaufgabe

gegebeni(y), o(y), &1 (¥)
gesucht: Zirkulationsverteilung (y)

Elliptische Zirkulationsverteilung  Von besonderer praktischer Bedeutung ist die
elliptische Zirkulationsverteilung

S

2
(Y)= o 1 z_g ; (3.32)

Man kann namlich zeigen, da die elliptische Zirkulationsverteilung den induzierten
Widerstand bei konstantem Auftrieb L = const: minimiert. Dazu mu man das
Funktional Di[ ( y)] betrachten und zeigen, da D; fur (3.32 extremal wird. Dies
ist ein Variationsproblem: Die erste Variation D [ ( y)] = 0 mu verschwinden.

o . 71
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3. Der Trag wugel endlicher Streckung

=
\

—b/2 b/2 7 0 “ ‘
Kfﬂ/ﬁ( ﬁﬁw\ 03
T | |
| ‘ l 1 1 ‘ 1
1 05 0 0:5 1
w; y:b

Abbildung 3.10.: Elliptische Zirkulationverteilung ( rot) und zugeherige induzierte Ge-
schwindigkeit (blau); Skizze (links) und Rechnung (rechts).

Die Auswertung von @.22 und (3.29 liefert fur die elliptische Zirkulationsver-
teilung®

wi(y) = Z—E)):const: fur b2 y b2 (3.33a)
L = 2 uzb g (3.33b)
2.2
- 2 .
Di=g 5= T3 (3.33c)

Die Zirkulation ( y) und die induzierte Geschwindigkeitw;(y) sind in Abb. 3.10
dargestellt. Die induzierte Geschwindigkeit istiber die gesamte Spannweite kon-
stant und negativ. Fer jyj > b=2 erhalt man aber einen Aufwindw; > 0.5

Schlie lich folgt aus der Prandtlschen Integralgleichung 3.31) fer einen unver-
wundenen Fhigel ( 4 = const:), mit ¢, = const: und mit (3.32, da die Fl ugeltiefe
proportional zur Zirkulationsverteilung ist: I(y) (' y). Damit ist auch der Flugel-

SWenn man 9 ) aus (3.32) berechnet und in (3.22) einsetzt, erhalt man
Z b=

0 d
wily)= — B
1 (y) b 2 bp (y )P" 1 (2 :b)2
Mit der Substitution = (b=2)cos mitd = (b=2)sin undy =(b=2)cos wird dann
20 cos
(Y= 9O = 0.
W)= 55 Gos  cos ¢ 2b’

da das Integral den Wert hat. Mit derselben Substitution kann man den Auftrieb L mittels
(3.28g berechnen. Mit dem induzierten Anstellwinkel | = jwij=u; = o=(2bu; ) erhalt man
aus (3.28b) auch den induzierten Widerstand D;.

5Der Aufwind wird von Enten bei ihrem keilf ermigen Formations ug ausgenutzt.
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3.3. Prandtlsche Integralgleichungefr die Zirkulationsverteilung

grundri elliptisch S

2
I(y)=1p 1 % : (3.34)
Die Minimierung des Widerstands bei konstantem Auftrieb wurde zust bei der
Heinkel He 70 verwendet, die damit 1933 verschiedene Geschwindigkeitsrekorde
aufstellte. Der elliptische Trag mgel wurde ab 1938 auch bei de&8upermarine Spit-
re verwendet.
SeiF die Flugelgrundri ache. Dann de niert man dieFlugelstreckungSeiten-
verhaltnis) als

RURSY

b
= l—; (3.35)
wobeil = F=bdie mittlere Flugeltiefe ist. Mit L = 2u2 ¢ F undD; = u? cp F
lassen sich die Ergebnissaifw; = u; ; aus (3.339 und D; aus 3.339 auch in
der Form schreiben

. (3.36a)

L (3.36D)

Co,

Den funktionalen Zusammenhangy, (¢.) nennt man die Flugelpolare Ein Beispiel
ist in Abb. 3.11gezeigt.
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3. Der Trag wugel endlicher Streckung
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Abbildung 3.11.: Flugelpolare eines
NACA-2412-Pro Is: Theoretische Po-

lare cyi(cy) (durchgezogene Kurve)
und gemessene Polare, (cy) (Symbo-

le ). Bei ¢ =22:4 ndetein Streo-

mungsabri statt (nach Schlichting &

Truckenbrodt 1967).
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4. Kompressible Stremungen

4.1. Gasdynamische Gleichung #r station are
Stremungen

Die Impuls-, Energie, und Kontinuitatsgleichung ér stationare reibungsfreie und
isentrope Stemungen lauten

Hrd= }r p (4.1a)
4 rs=0; (4.1b)
r (d4)=0: (4.1c)
Die Schallgeschwindigkeist de niert als
¢ = @p ; (4.2)

@

Wegen derlsentropiebeziehund4.1b) ist die Entropie s entlang von Stromlinien
konstant. Aus der De nition der Schallgeschwindigkeit folgt dann, d entlang einer
Stromlinie gilt dp = ¢d , oder

S

Hrp=cdr : (4.3)

Damit kennen wir und p aus den Gleichungen eliminieren. Denn wenn wi# (19
ausdi erentieren

: 1
r-d+dr =0 (513) rod= gurp; (4.4)

(4.19 auf o projizieren
H [°r = }u rp (4.5)

und aus beiden Gleichungem r p eliminieren, erhalten wir
o [trd=cdr (4.6)

Dies ist die statiorare Form der gasdynamischen Gleichundn zwei Dimensionen
mit 4= ug + vg lat sie sich schreiben als
@u_@v

2 @u Q@u @ 2 @V: :
(u cz)@x+ uv @y @x +(v cz)@y 0: (4.7)

o " 7
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4. Kompressible Stemungen

Fer die Berechnung von kompressiblen Simungen setzen wir im folgenden |
wie bei den feher behandelten inkompressiblen Sdmungen | die kinematische
Bedingung der Drehungsfreiheit voraus

_ @u @v_

l,= — —=0: 4.8
| @y @x (48)

Dareber hinaus gilt fur ideale Gase der Energiesatz in der Fornt{= { p=; { =
C=G/)
u? + v2 c us c
+ = — +
2 { 1 2 { 1
wobei der Index1 die konstanten G® en in der homogenen Anstemung (mit
v, = 0) kennzeichnet.

= const:; (4.9)

4.2. Linearisierte gasdynamische Gleichung fur
station are Stremungen

Motiviert durch die Fragestellung nach der Umstomung von cinnen Pro len be-
trachten wir nun kleine Abweichungen von einer reinen Parallelsimung (schwach
geswbrte Parallelstromung) mit dem Ziel, die Gleichungen zu vereinfachen. Deshalb
nehmen wirv  u; an. Das Verhaltnis v=u; de niert dann einen kleinen dimen-
sionslosen Parameter 1 (vergleiche auch den Dickenparameter in Kaj.4), so
da die Abweichungen von der homogenen Anstimung

T=0o() —t=0() “—*=o0() 2 P=o() i
uq uq C1
von der OrdnungO( ) sind. Wenn man
u=u; +(u up); (4.11a)
c=c¢ +(c ¢ ); (4.11b)
in die gasdynamische Gleichung4(7) einsetzt, erhalt man mit u; = O(1) und
C = O(l)
h [
2 2 @Qu ug)
G r2m (u gnyriu gy @ r00) e
o() o( 2) o0)
@u, @v @v
+[u; + O( )] Y oy ax ¢ +0() = =0: (4.12)
o() |gyz% I{@}y
o() O()

Hierbei wurde vorausgesetzt, da die $trungenu u;,Cc ¢; und v sowie de-

ren Ableitungen von der Ge enordnung O( ) sind. In niedrigster Ordnung O( )
verbleibt daher @ @

u v

i 4 oy %oy

o 0: (4.13)
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4.2. Linearisierte gasdynamische Gleichungifstationare Stemungen

Nach Division durch¢ erhalten wir die linearisierte gasdynamische Gleichung

@u @v
1 M2 =+ ='=0: 4.14
1 @X @y ( )
Sie hat die physikalische Bedeutung einer Kontinuttsgleichung, was man auch
schon an @.6) sieht. Hierbei ist M; = u; =g die Anstrem-Machzahl
Fur den Energiesatz 4.9) erhalt man in analoger Weise in erster (linearer) Ord-

nung O( ) .
C C = {TM]_ (U uq ): (415)

Linearisiert man au erdem diex-Komponente der Bewegungsgleichungt.(Lg) mit
= ;1 + O( ), so erhalt man

g Qu. 1@
t@x . @x

Diese Gleichung knnen wir einmal in x-Richtung integrieren und erhalten unter
Berucksichtigung der Randbedingungp = p; ferr u = uy

(4.16)

G (U uy)= %(p oL ): (4.17)

Im Rahmen der linearisierten Gleichungenedngt der Druckbeiwerteber diese Be-
ziehung in einfacher Weise mit der Geschwindigkeit#sting zusammeh

P P u Uq
= ——5F5= 2 : 4.1
1 U% = Up ( 8)

Zusammenfassend lauten die linearisierten Kontinuits- (4.14), Energie- (4.15 und
Impuls-Gleichungen .19

, @Qu @v_ . .
1 Mj @x+ @y_o, (Kontinuit at) (4.19a)
C ¢ = {TlMl (u up); (Energie) (4.19b)
Cp = oY ; = (Impuls) (4.19¢c)
1

Da das Geschwindigkeitsfeld drehungsfrei ist, verschwindet die Mait at | =
u, Vx =0 und das Geschwindigkeitsfelde t sich aus einem Potential ableiten.
Fehrt man wie im Kapitel 2.4 (Pro Itheorie) ein Sterpotential im Gesamtpoten-
tial ein

= U x+up (Xy); (4.20)

!Derselbe Druckkoe zient ergab sich auch schon im Rahmen der ennen Pro le bei inkompres-
siblen Stremungen, siehe 2.116).

o . 77
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4. Kompressible Stemungen

so erhalt man die Geschwindigkeitssirung aus dem Sarpotential

L= o (4.21a)
Uz
,= (4.21b)
uj

Setzt man die Ableitungen des Strpotentials (4.21) in die linearisierte gasdynami-
sche Gleichung, die Energiegleichung und die Gleichurg ¢, ein, dann kann man
(4.199{(4.199 als Gleichungen éir das Serpotential schreiben

(1 M%) w T oy =0; (4.22a)
1

cc1c1 = {2 M2 (4.22b)

®E D ¢ (4.22¢)

Diese Gleichungen gelten kleineaf Sterungen sowohl ér Unter- (0 M; < 0:8)
wie auch #r Uberschallanstemungen (12 M; < 3). Eine genauere Betrachtung
(siehe Kap.4.4) zeigt jedoch, da sie nicht #ir den schallnahen Bereich gelten. &
schallnahe Stemungen wird 1 M2 klein und ist nicht mehr O(1). In Kap. 4.4
wird gezeigt, da man dann noch weitere Terme aus der vollen gasdmischen
Gleichung bewicksichtigen mu . An der linearisierten gasdynamischen Gleichung
(4.229 sieht man aber schon, da sieefr M; < 1 elliptisch (Kap. 4.3) und fur
M; > 1 hyperbolisch ist (Kap.4.5).

4.3. Prandtl-Glauert-Transformation

Fur Unterschallstremungen mit M; < 1 kann man einen Zusammenhang zwischen
der kompressiblen S®wmung und einer zugeordneten inkompressiblen 8mung
herstellen. Dazu schreiben wir die linearisierte gasdynamische Gleicguund die
Bedingung #ir Drehungsfreiheit in der erweiterten Form

@ u ug @ v
S = — =0; 4.2
@x up * @y u; 0 (4.233)
@ u u; @ v

=~ = — =0: 4.2
@y u @x ug 0 (4.23D)

(1 Mi)

Der einzige Unterschied zu dem inkompressiblen Gleichungen bestehtlem soge-

nannten Prandtl-Faktor q

= 1 M? <1 (4.24)
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4.3. Prandtl-Glauert-Transformation

Um ihn durch eine Transformation zu eliminieren, schreibt man das Gléiengssys-
tem in der Form

@ u u @ v o
@x m + Gy u =0; (4.25a)
@ u up @ v

— — =0: 4.25b
@y u  exu (#.256)
Mit der a nen Transformation 2
Xj = X; el S -~ ; (4.26a)
U i U
v v
=y — = — 4.26b
yi=y TR ( )
kann man die Gleichungen dann auch in der Form
@ u u @ v
— + — — =0; 4.27a
@X Uz i @iy Uz i ( )
@ u u @ v
= — — =0; 4.27b
@V Uz i @X Uz i ( )

schreiben. Diese Gleichungen sind formal identisch mit denjeni-
gen #®r inkompressible Stemungen (My  0). Der Index i steht
demnach &r inkompressibel

Hermann Glauert _ . . . —
1892{1934 Mit der Prandtl-Glauert-Transformation (4.26) ist eine einein-

deutige Beziehung zwischen einer inkompressiblen (Index i) und
einer entsprechenden kompressiblen (Index k) Unterschalletr
mung (M; < 1) hergestellt (siehe Abb4.1). Man kann nun zwei
Falle unterscheiden.

Gleiches Prol| Ist die Pro Iform vorgegeben, so ergeben sich daraus die Rand-
bedingungen ér v=u, auf der Belegungsliniey = y; = 0 (siehe Kap. 2.4.1). An
(4.26 erkennt man, da die transversale Geschwindigkeiv nicht von beeinut
wird und damit unabhengig von der Machzahl ist. Die Verteilung der longitudina-
len Geschwindigkeitu auf der Belegungslinie errechnet sich im kompressiblen Fall
aus der losung der inkompressiblen Sémung gena

u u 1 u u
Lx0) == :
Uiq K Uz

(x;0) E (4.28)

2Eine a ne Abbildung bewahrt Kollinearit at, Parallelit at und Teilverhaltnisse. Dies bedeutet,
da das Abbild von Punkten, die auf einer Gerade liegen, auch auf eineGeraden liegen, da

parallele Graden auch wieder auf parallele Geraden abgebildet werdemnd da die relativen

Abstande von Punkten auf einer Geraden erhalten bleiben.
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4. Kompressible Stemungen

y A R
T—»‘d(k)

‘ Abbildung 4.1.: Gre en, die durch die Prandt{
% Glauert-Transformation in Beziehung zueinander
i gesetzt werden. In der schematischen Darstellung

x  bezeichnen die gestrichenen Gren die skalierten
» Sterungen, z.B.+) =[(u U1 )=uy )],.

Fur den Druck- und Auftriebsbeiwert ergibt sich in analoger Weise

1 1
() = —(&)i und (e )k = —(a)i: (4.29)
Fur die Sterungen an einem beliebigen Punkitx(; yx) (siehe Abb.4.1) gilt
U u lyy wu luyy wu
= (oY) = S (XY = S (X Y k) (4.30a)
uj us Uq
V| Vi Vi
(i Yi) = (XY = (X Y K): (4.30Db)
uq uq uq

Wir kennen daher schlie en, da die Drucksbrungen und die Geschwindigkeits-
sterungen u, die durch ein und dasselbe schlanke, gering angestelltes Pro | bei
kompressibler Stomung verursacht werden, um den Faktor -1 gre er sind als
im inkompressiblen Fall. Die Sérungen wachsen also mit Ebhung der Machzahl
sehr stark an. Wegery; = y mit < 1 verlauft die zugeordnete inkompressible
Stremung acher, wahrend die kompressible Semung vergleichsweise aufgesiit
erscheint.

Gleiche Krafte Andererseits kann man fragen, um welchen Faktor man die Dicke
eines Prols (bei gleicher Pro Iform) andern mu, um in kompressibler und in
inkompressibler Stemung identische Krfte zu erreichen. Dazu mu o enbar der
Faktor 1 in (4.29 und (4.29 kompensiert werden. Die Geschwindigkeits- und
Drucksterungen sind proportional zum Dickenparameter, denn

u u
! = X = l,X; (4.31)

us
wobei bei ; das Serpotential fur den Dickene ekt ist. Dann kann man gleiche Kaf-
te erreichen, wenn man die Dickey = ; des Prols in kompressibler Stemung

um den Faktor geringer wahlt als die Dicke des Prols in der inkompressiblen
Stremung. Denn es ist

u uq

Cok( k)= 2 u = 2y Q.

1 Kk @X i @(k
1 @ _ , @ _ ..
2 i— @( i— 2| @ _Cp;l(l)- (4-32)

X

= 2

k
(4.28) 1

80 CCTKNPIUSUL W KINME
Etr%n'fu#ésmechgm}ﬁlz "



4.3. Prandtl-Glauert-Transformation

|V|1 =0
. . . y
Abbildung 4.2.: Aufsicht auf zwei Flegelformen, -
auf welche identische Kefte wirken. Dazu mu die
Spannweite (wie auch die Dicke des Pro Is) im Fal- ‘ ‘ M; =0:5 ‘ ‘

le einer kompressiblen Stemung (blaue Form) um
einen Faktor im Vergleich zum inkompressiblen
Fall Egraue Form) gestaucht sein. Hier gezeigt éir

=" 1 05 =0:866. v x

1d:x (X, 0) [
0 =

I | I | I | I | I ‘\w I
02 04 06 08 1 12
X
Abbildung 4.3.: Umstremung eines ParabelbogenzweiecksifM =0 (schwarz), M1 =

0:5 (blau gestrichelt) und M1 = 0:8 (rot gestrichelt) im Gultigkeitsbereich der Prandtl-
Glauert-Transformation. Vergleiche auch Abb. 2.20a.

Fer die kompressible Stemung beretigt man also schlankere Pro le. Im dreidi-
mensionalen Fall kann die Koordinate in Spannweitenrichtung ganz alog zur Ko-
ordinate in Dickenrichtung behandelt werden. Um in der kompressibieStromung
gleiche Kmfte wie im inkompressiblen Fall zu erhalten, mu man deshalb nicht nur
die Dicke um eine Faktor reduzieren, sondern auch die Spannweite. Dies ist in
Abb. 4.2 illustriert.

Far M ! 1 bzw. ! O divergiert der Druckbeiwert. Diese unphysikalische Di-
vergenz des Drucks wird auctPrandtl-Glauert-Singularitat genannt. Daher ist die
Prandtl-Glauert-Transformation nur fer einen nach oben begrenzten Bereich von
Anstrem-Machzahlen gltig (M < 0:8). Die normierte Geschwindigkeitssirung in
x-Richtung beix = 0 ist in Abb. 4.3 fur ein Parabelbogenzweieck gezeigt. Bei gege-
bener Pro Idicke nimmt die Geschwindigkeitssbrung fer ansteigende Machzahlen
mit dem Faktor ! zu.

o " 1
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4. Kompressible Stemungen

4.4. Gultigkeitsbereich der Prandtl-Glauert
Transformation

Far M; ' 1geht ! Ound 1= !'1 . Es erhebt sich damit die Frage nach
der Gultigkeit der linearisierten gasdynamischen Gleichung4(229 und damit der
Prandtl-Glauert-Beziehungen £.26. Um zu sehen, ob die obige Vernadussigung
der Terme wherer Ordnung in gerechtfertigt ist, wenn My ! 1bzw. ! 0 geht,
betrachten wir den ersten Term der vollen nichtlinearen gasdynanstsen Gleichung

(4.7

h i
(u? Cz)%;l: uj Ci'*’%ul(u Ui ) gzcl(c Cl)+33}3 %)L:

Sterungen durch das Pro|

(4.33)

Unter der Annahme kleiner Sbrungen entsprechend4.10 skaliert die Geschwin-
digkeitsstorung wie U u; )=u; = O( ). Wenn aberu; in die Nahe der Schallge-
schwindigkeitc; kommt wird auch  ein kleiner Parameter und nach der Prandtl-
Glauert Transformation sollte dann die kompressibele Geschwindigissterung wie

(u ug)=u; = O( = ) skalieren. Aus dem Energiesatz4(15 erhalt man dann die

Gre enordnungsabschtzung

{ 1 u u @ms 1c ¢
2 U, Mi C1

=0 — : (4.34)

Wenn man diese Skalierung in4.33 berecksichtigt, erhalt man die genauere Ab-
schatzung
}4-15) ) ( +1)Nl Tuw )=ul{

u? 5 >, U Uy C C
= 2M 2 Do 4.35
7 e G ey )

ME (=)

Die Vernachlssigung des zweiten und dritten Terms der ®renordnung O( = ) in
der linearisierten gasdynamischen Gleichungt.(4) ist also nur unter der Voraus-
setzung

2 = p—= (4.36)
1 M3
gerechtfertigt, also nur fir 3= 1. Fuhrt man den schallnahenAhnlichkeitspa-
rameterK := 2= 23 =( 3=)23 1 ein, so lautet die Bedingung4.36
_1omE
K = 53 1 (4.37)

Die Prandtl-Glauert Transformation ist daher nur dann giltig, wenn der schallnahe
Ahnlichkeitsparameter K wesentlich ge er ist als 1.

Steigt jedoch My an, so da K = O(1), dann kann (uU?> c)@u=@nicht mehr
linearisiert werden. Der zweite Termuv(@u=@% @v=@xn der gasdynamischen
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4.4. CGultigkeitsbereich der Prandtl-Glauert Transformation

Gleichung (4.7) bleibt weiterhin von der Gre enordnung ? (siehe @.12) und damit
vernachkssigbar. Der dritte Term ¢? ¢?)@v=@y gasdynamischen Gleichung4(7)
kann weiterhin durch ¢ @v=@approximiert werden, dav nicht mit  skaliert.
Unter der Verwendung des linearisierten Energiesatzes 15 und des Serpotentials
(4.2]) erhalt man dann eine genauere Form der gasdynamischen Gleichung (sieh

(4.39)
1 M7 ({ +DM3 4 + =0 (4.38)

Sie ist nichtlinear. Im schallnahen Bereich isK = O(1) und M; 1. Daher kann
man M2 , durch , approximieren

1 MI ({+1) x w+ y=0: (4.39)

Dies ist die schallnahe Form der gasdynamischen Gleichung

Wie kommt man nun auf den schallnaherAhnlichkeitsparameter K ? Im allge-
meinen versucht man, die Anzahl der Parameter eines Problems darSkalierung
zu reduzieren® In die gasdynamische Gleichungif schlanke Pro le in der Nahe der
Schallgeschwindigkeit 4.39 geht der kleine Dickenparameter (uber die Randbe-
dingungen) und der kleine Parameter ein. Mit Hilfe der Skalierung

X=x Y= By, = 2 (4.40)

kann man @4.39 so umformen, da alle Terme der Gleichung von gleicher ®ren-
ordnung sind, auch in den Randbedingungen. Dann exlh man aus @.39

1 M% {+1 oy oxx + T yy=0; (4.41)
beziehungsweise
1 MP
=3 {+1) x xx + yy=0: (4.42)
-z
K
Hierin sind nun alle G® en von O(1). Die linearisierten Randbedingungen lauten
X. +
w = ho(X); (4.43a)
1
X.
w = hux); (4.43b)
1

oder in skalierter Form mitv = u;

y(X0) = hg(X): (4.44)
Damit erhalten wir letztendlich das Gleichungssystem
K ({ +1) x] xx + vv=0; (4.45a)
v (X; 0") = hd(X); (4.45b)
v(X;0 )= h%(X): (4.45¢)

3So wird man bei der Navier-Stokes-Gleichung auf die Reynoldszahleguhrt.
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4. Kompressible Stemungen

Fur verschiedene und aber gleiche Werte vorK ergeben sich dann bei gegebenen
Pro I[funktionen h,., dieselben losungen @ir das skalierte Potential (X;Y ). Diese
Tatsache wird alsschallnahesAhnlichkeitsgesetbezeichnet.

Wir versuchen nun, #ir ein dennes Pro | diejenige Anstmmmachzahl zu bestim-
men, fir welche die Prandtl-Glauert-Transformation noch gltig ist. Dabei de nie-
ren wir die untere kritische AnstmmmachzahlM; i als jene Anst®emmachzahl,
fur die an einer bestimmten Stelle des Pro Is erstmals Schallgeschwinkkg er-
reicht wird. An dieser Stelle ist dannuma = ¢ = ¢ .* Dann gilt fur die maximale
Geschwindigkeitumax

Unax Ui |, C uy 1 M,

Uiq Uq Ml ’

My ! Migie 0 (4.46)
wobei wir M; := u; =c de niert haben. Aus der Pro Itheorie (Dickene ekt) ken-
nen wir die Beziehung
Umax Uz
Uy i
wobei die positive KonstanteC von der Pro Iform abhangt. Im kompressiblen Fall
gilt nach der Prandtl-Glauert-Transformation

=C; (4.47)

Umax Uz - } Umax Uz - n C . (4 48)
Uy ; Uy 1 M2 '

Setzt man mherungsweise voraus, da die Prandtl-Glauert-Transformatiobis zur
unteren kritischen Machzahl M ;; gelltig ist, dann gilt (dies ist die Bedingung #ir
M1 wit , aber der Index 'krit" wird hier noch unterdreickt)

" C 1 My

T 1 M2 My
Aus dem Energiesatz zwischeh und dem Punkt, an dem die maximale Geschwin-
digkeit umax = C erreicht wird,

(4.49)

u? e c? c?
— + = —+ 4.50
2 { 1 2 { 1 ( )

erhalt man mit j1  M; j 1 nach einigen Umformungéhdie Naherung
2
2 2 .

M, [ +1 (M1 1): (4.51)
4Beachte, da die so de nierte untere kritische Anstrem-Machzahl My it = (U1 =G )kt Nicht

identisch ist mit der lokalen kritischen Machzahl M = upnax=Cc = 1 und auch verschieden ist
von M; = u; =c.
SEsist (U u; )=u; = 14, sieche .82 und (2.81).
SWenn man den Energie-Satz durchu; dividiert, den Kehrwert bildet und nach M 12 1 au est,
bekommt man 5

2+({ 1MZ
Wegenjl M; j 1 kann manim zweiten Faktor der rechten Seite I\/} durch 1 approximieren,
denn der erste Faktor M2 1 st auch schon klein.

M2 1= M3
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4.5. Schwach gestte Uberschallparallelstemung

Da auch M, nur wenig von 1 verschieden ist, foldt

. C 1
Pi
1 M7 {+1

1 M3P); (4.52)

beziehungsweise

= ! = : 4.53
Lty e -
1=K

Schlie lich ist (setzte nun endlich Mi = M it und entwickle mit My it =1 )
1 Miw 20 Miw) [{+D1C P (4.54)

oder, ausgeduckt durch K,
K [({ +1)CI = O(1): (4.55)

Fur ein Parabelbogenzweieck (siehe 85in Kap. 2.4.2 ist zum BeispielC = 4=

und demnach B
14 +1) =

1 My it > (4.56)
Bei einem Dickenparameter von = 0:1 ergibt das eine untere kritische Ans®m-
machzahl von M i = 0:778 unterhalb der die Prandtl-Glauert-Transformation

fur dieses spezielle Pro | angewandt werden kann.

4.5. Schwach gesterte ®berschallparallelstremung

Zur Berechnung dertberschallstemung um cknne Pro le (siehe Abb. 4.4) legen
wir wieder die linearisierte Form der gasdynamischen Gleichung.229

(1 M3) w+ =0 (4.57)

zugrunde. Rir M; > 1 hat diese Gleichung jedoch fundamental andere Eigen-
schaften als @ir den Fall M; < 1. Im Unterschallbereich ist die Gleichung von
elliptischem Typ (wie z.B. bei der statiomren Di usion). Sterungen machen sich
dann im gesamten Raumgebiet bemerkbar. IMYberschallbereichandert sich das
Vorzeichen vor dem Term mit der zweiten Ableitung nacl. Dann ist die Gleichung
von hyperbolischem Typus (wie z.B. bei der eindimensionalen Wellenghaiog im
(x;t)-Raum). Sterungen breiten sich in diesem Fall nur in einem bestimmten Be-
reich aus, dem sogenannteBin u gebiet . Das Verhalten ist in Abb. 4.5 skizziert.

"Setze in ¢.49 und (4.5)M; =1 und entwickle den Nenner von (1 M, )=M; in (4.49).
Der Vergleich liefert M, 2 (22 My)=M, .

8In der alten Version des Skriptums wurde der Faktor 4 nicht besicksichtigt was in einer zu
hohen kritischen Anstremmachzahl My it = 0:9 resultierte.
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U, >C1
E— -

X

Abbildung 4.4.: ®berschallstremung um ein cinnes Pro |.

(@) (b)

ungeswrte . ges®rt
Au enstr emung

1 -
up <cy wo>cy N

Abbildung 4.5.: Ein u gebiete bei Unterschall- (a) und bei ®berschallstromung (b).

Das Ein u gebiet wird von Machlinien (Charakterisiken im mathematischen Sin-
ne, Abb. 4.6) begrenzt, welche unter denMachwinkel ; gegemiber der ungesbrten
Au enstr emung geneigt sind, und zwar geen

C
sin = — = 458
n 1 Uy M, ( )

Der Wertebereich von ; ist gegeben durch

1 M, <1 ) E 1 >0 (459)
Fur die Machlinien gilty = tan ; x. Betrachtet man parallele Kurvenscharen
mit x-Achsenabschnitten bzw. , erhalt man

=X ycot ;; (4.60a)
= XxX+ycot ;: (4.60b)

Die Machlinien werden also durch die Werte vonund festgelegt. Man bezeichnet
diejenigen Machlinien, auf denen = const: ist, als linkslaufende Machlinien, und
diejenigen mit = const: als rechtslaufende Machlinien. Als Beispiel ist in Abb4.7
die Uberschallstomung um einen Keil skizziert.

Aus physikalischen Geinden erscheint es sinnvoll, die linearisierte gasdynamische
Gleichung mit Hilfe von (4.60 auf Machlinien-Koordinaten (x;y) und (x;y) zu
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4.5. Schwach gestte Uberschallparallelstemung

PN
Ly ®
‘ 00

linkslaufende ML

ui Xl

rechtslaufende ML
N
- 19
: O,
O\S}(‘

Abbildung 4.6.: Links- und rechtslaufende Machlinien (ML).

y =0
unges®rt

geswrt

My > 1 \
‘ X

=0

Abbildung 4.7.: ®berschallstromung um einen Keil.

transformieren. Fur die Ableitungen gelten die Relationeh

e @@ @@ @ @
_@: e _@+ @ _@= cot 1—@+Cot 1—@
@y @y @ @y @ @ @'
@ = @+2 @ + @,
@x @ @@ @2
@ _ .2 @ @ 6 @
@9 " @ ‘@e @
°Beachte die Kettenregel, z.B.
@ ..\ .. . @F@  Q@F@
@XF[ (X,y), (X!y)]_ @|§X+@|@X

T CKNPIWSUL W KN
Etr%n}funpésmechgniﬁglz "

(4.61a)
(4.61b)
(4.61c)

(4.61d)
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4. Kompressible Stemungen

Nach (4.59 gilt sin ; = M; ! und damit

1 sir?
cot? = — - =M? 1: 4.62
1 sin2 1 1 ( )

Wenn man diese Beziehungen in die linearisierte gasdynamische Gleigh(#.229
einsetzt, ertalt man die einfache Di erentialgleichung

Qe

@@
Dies ist gerade die sogenanntdormalform einer zweidimensionalen hyperbolischen
Di erentialgleichung zweiter Ordnung. Sie besitzt die allgemeinedsung

- 0: (4.63)

(; )=F()+G(); (4.64)

wobei F und G beliebige Funktionen sind. Das in die urspmglichen Koordinaten
transformierte Ergebnis lautet

(x;y)= F(x ycot )+ G(x+ ycot ;): (4.65)
Mit cot ; = M3 1 ist diese losung auch alsD'Alembertsche losung der
Wellengleichungoekannt.

Mit Hilfe der gewonnenen Erkenntnis wollen wir nun die Strungen berechnen,
die von einem Pro | ausgehen. Aufgrund des hyperbolischen Chatars der Dif-
ferentialgleichung @.63 kann man die Gebiete oberhalb und unterhalb des Pro Is
getrennt betrachten (Abb. 4.8).

(i) y > 0: Sterungen, die von der Pro loberseite ausgehen Fery > 0 kom-
men alle rechtslaufenden Machlinien = const: aus dem ungedirten Gebiet vor
dem Prol. Deshalb mu die Funktion G( ) 0 identisch verschwinden. kr das
Sterpotential verbleibt

q
x;y)=F()=F x y M} 1 : (4.66)
Die bereits bekannte Randbedingung
y(x;0") = h(x) (4.67)
fuhrt mit  (x; 0") = x auf
. dF @ @
o = T = F— = F(x cot
ny,O d @yx;0+ @y=X 0( )( 1)
q
= FYx) MZ 1 = h& (4.68)
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4.5. Schwach gestte Uberschallparallelstemung

\\O y
(o) =0
2%
P y = ho(x)
unges®rt
F=G=0 X
y= hy(x)
=0

Abbildung 4.8.: Links- ( ) und rechtslaufende Machlinien (). Auf allen Machlinien, die
aus dem ungesbrten Gebiet kommen istF = 0 bzw. G = 0. Der rot (gren) hinterlegte
Bereich kann nur durch Sterungen von der Oberseite (Unterseite) des Prols beeinut
werden.

Nach Integration ergibt sich

F(x) = pmho(x) auf x 2 [0; 1]: (4.69)
1
Zusammenfassend kann man schreiben
q
(xy) = pszlho x y Mi o1 ; (4.70a)
1
q
o= 0= NG x y MPL (4.70b)
u ug _ CyY) — 0 : 2 :
T «(X;y) = pMzilho X y M7 1°: (4.70c)
1
(i) y< 0: F 0 Inanaloger Weise erhlt man fer die Unterseitey < 0
q
(xy)=G x+y M2 1 ; (4.71)

und wiederuber die entsprechende Randbedingung,(x;0 )= h9(x)

q
(xy) = pMz—lhu x+y MP 1 ; (4.72a)
vV o_ CyY) — 0 q 2 :
o yXy)=  hy x+y M; 1 ; (4.72b)
q
u up _ Ty — 0 2 :
o «(X;y) = lehu x+y M7 1 : (4.72¢)
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<
L
A O
y 7
D
A0
uq \0
E— -
X
u Ui A
uz
X

Abbildung 4.9.: Qualitativer Verlauf der
Cp & Geschwindigkeitssbrung (u u; )=u; und
des Druckbeiwerts ¢, auf der Oberseite
eines parabolischen Prols. Entlang der
Machlinien, die sich bis ins Unendliche er-
strecken, sindu und v konstant.

Aus den Gleichungen#r Pro lober- und Pro lunterseite ergibt sich die wichtige
Formel von Ackeret

u u _ 1 \Y}
= P
Uz Mi 1U

;o y? 0 (4.73)

Bemerkenswert ist die Tatsache, da dias- und v-Sterungen
in einem RaumpunktFp(;y) nur von der Neigung des Prols

(hg;u) im Punkt (x 'y MZ 1,0 ) abhangen. Zusammenfas-
send kann gesagt werden:

1. Sterungen auf der Pro loberseite und Pro lunterseite lon-
nen unablangig voneinander berechnet werden.

Jakob Ackeret )
1898{1981 2. Die vom Pro | ausgehenden Sirungen auf rechts- und

linkslaufenden Machlinien sind konstant. Sie erstrecken

sich daher bis ins Unendliche und bewirken damit einen
nichtverschwindenderPro Iwiderstand (Abb. 4.9).

Abschlie end folgt die Bestimmung der auf das Pro | wirkenden Lufkrafte. Fer
den Druckbeiwert erlalt man

_ u u _ 2 0/ -
Co= 2 ™ (x;0 )= pmho(x), (4.74a)
2
Cou = P=—=h0(X): (4.74b)
M2 1
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4.5. Schwach gestte Uberschallparallelstemung

(@) (b)

Abbildung 4.10.: Vergleich eines angestellten Pro Is (a) mit einer angestdten Platte (b).

Der Auftriebsbeiwert bestimmt sich aus dem negativen Obeachenintegraleber
den Druckbeiwert. Far die Normalenvektoren auf der Pro loberseite und der Pro-
lunterseite kann naherungsweis@y(x; 0°) ' 1undny(x;0 )" 1 gesetzt werden.
Damit ergibt sich

| Z, Z,

2 dh, dh,
= ds = dx = p—— — dx: (4.75
CL Scpny . (Coo  Cpu)dx PWL - ax X: ( )
Ausgewertet erhalten wir
2
C = pﬁ hu(1) hy(0) ho(1) + ho(0) : (4.76)
1

Ohne Einschmnkung kann immerhy(0) = hy(0) = 0 vorausgesetzt werden (die
Pro Ispitze liegt damit im Koordinatenursprung). Es verbleibt dann

= P (D) (1) (4.77)

Fur geschlossene Pro le gilhy(1) = hy(1) und daher

4
C = P—— hy(1): (4.78)
MI 1

Damit hangt der Auftrieb nur von der Lage des Endpunktes, (1) des Prols ab.

Ein um den Winkel =tan[ h,(1)] h (1) angestelltes Pro | endlicher Dicke
erzeugt damit denselben Auftrieb wie eine gleich stark angestellteinne ebene
Platte, unabhangig von der Pro lwelbung. Die ceinne, ebene Platte hat dabei noch
den geringstnoglichen Widerstand und ist damit (wenn man von konstruktiven
Schwierigkeiten und den Eigenschaften im Unterschallbereich abgjetias ideale
Uberschallpro | (Abb. 4.10.

Zur Berechnung des Widerstandsbeiwerts verwenden wir dieaherung

dhn,, dh,

Ny (x; 0%) " ot Ny(x;0 )’ i

: (4.79)

o " 1
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(a) Yberschall (b) Unterschall
Co A Cp A
AL
2
= p—

x
yx

1= 1 1=4

Abbildung 4.11.: Druckbeiwerte und Auftriebskraft einer angestellten eberen dennen
Platte fur Uberschall- (a) und Unterschallstremung (b) (vergleiche Abb. 2.23).

Damit erhalten wir den Widerstandsbeiwert
I 2 2 Z 1

Cp = CNxdS = p——+—

S M 1

1

#

dh, > dh, *
. X + x dx: (4.80)

Als Beispiel betrachten wir eine angestellte shne Platte mit den Pro Iko-

ordinaten ho(x) = x und hy(x) = x (Abb. 4.1(b). Mit dem Anstellwinkel
=tan[ hy(1)] hy(1) erhalt man die Kraftbeiwerte (\ = hd = 1; hy(1) =
h,(1)= 1)

Coou = P—r—, (4.81&)

G

pm (vergleiche Unterschallic. =2 ); (4.81b)
41 2
pm (vergleiche Unterschall:cp = 0): (4.81c)
1

Cp

Der Auftriebsbeiwert steigt linear mit dem Anstellwinkel an, wahrend der Wi-
derstandsbeiwert quadratisch mit ansteigt. Der Widerstandsbeiwert dllt bei Er-
hehung der Machzahl (M > 1) ab. Er kommt aber von sehr hohen Werten und
bleibt (auch in Realitat) deutlich gre er als im Unterschallbereich.

Ein qualitativer Vergleich der lokalen Druckbeiwerte éir Uber- und Unterschall-
stromungen ist in Abb.4.11gezeigt. BeimWbergang von einer Unterschall- zu einer
Uberschallstemung verschiebt sich der Kraftangri spunkt vonx = 1=4 zux = 1=2
(und umgekehrt). Diese Verschiebung wird al®ruckpunktwanderungbezeichnet.
Bei mberschalltauglichen Luftfahrzeugen mu diesem Umstand mit entsechenden
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Trimm- und/oder Steuerma nahmen Rechnung getragen werde.

ODijes kennte der Grund gewesen sein, warum Felix Baumgartner am 15.10.2Q@ beim Duchbre-
chen der Schallmauer whrend seines Sprungs aus 39 kméthe ins Trudeln kam.
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5. Nichtlineare E ekte bel
Cberschallstremung

5.1. Schiefer Verdichtungssto

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, da die Neigung der Machlinien infall
schwach gesrter Parallelstromung nur von der Anstemmachzahl M abhangig
ist. Die Machlinien werden nicht von der Pro Iform beeinut (lineare T heorie).
Bei einer starken Umlenkung derberschallstemung treten jedoch nichtlineare
E ekte auf. Wird die Stremung an einer konkaven Ecke um den Stmungswinkel
# umgelenkt, so bildet sich von der Ecke her ein schiefer Verdichtusgs unter
dem Sto winkel im Stremungsfeld aus. Hinter dem Verdichtungssto sind die
Machlinien unter einem Winkel "6 geneigt (Abb.5.1).

Um die Feldgm® en vor und nach dem schiefen Verdichtungssto miteinander in
Beziehung setzen zu énnen, benutzen wir die Eigenschaft, da die Tangential-
komponente der Stoemungsgeschwindigkeitiber den Sto hinweg stetig ist, das
heit da v, = 4, ist. Wenn man den schiefen Sto in einem Koordinatensystem
betrachtet, welches sich mit der konstanten Geschwindigkei in der Sto ebene
bewegt (Galileitransformation der Sto beziehungenefr den senkrechten Verdich-
tungssto ), verbleiben nur noch die normalen Komponenten der Gehwindigkeit
und man hat in dem bewegten System einen senkrechten Verdichgssto . Folglich
kennen die entsprechenden Ergebnisser fden senkrechten Verdichtungssto aus
der Grundlagen-Vorlesung hier sofort verwendet werden, wennam bericksichtigt,
da diese im Fall des schiefen Sto esif die Normalkomponente der Swmungsge-

(a) (b)

Abbildung 5.1.: Machlinien (blau) und schiefer Verdichtungssto (rot) im Rahmen der
linearen Theorie fur kleine Sterungen (a) und im Rahmen der nichtlinearen Theorie &r
gro e Sterung (b).

B S 9



5. Nichtlineare E ekte bei Uberschallstemung

(@) (b)

Vi At
V V Vi

Abbildung 5.2.: Zerlegung der Geschwindigkeiten bei einem schiefen Sto iKomponen-
ten normal und senkrecht zur Sto ebene. (a): In einem Koordhatensystem, in dem der
Sto senkrecht auf der x-Achse steht und (b) in einem Koordinatensystem, in dem die
Anstremrichtung v parallel zur x-Achse ist.

schwindigkeit gelten (Abb.5.2). Die Normalkomponente berechnet sicluber den

Sto winkel aus y

c
Es ist daher in den Gleichungenefr den senkrechten Sto die Machzahl M durch
M, =Msin zu ersetzen, um dieefr den schiefen Verdichtungssto gltigen Glei-
chungen (#ir ideale Gase) zu erhalteh

Mp = V?” = —sin =Msin : (5.1)

s 2 1
-=—=1 1 —— ; 2
v {+1 M2sin®> ' (5-22)
p_ 2{ 2 cinl
B_l (+1 M*< sin 1; (5.2b)
f: Q_CZZéRT f
T p/\ CZ
1 A 2 . o { 2 cin?
= 1+ M< sin 1 1+ —— M*“sin 1
M? sin? { +1 { +
(5.2¢)
Bo A - 2 1
{1 {1
— 0 _ 2 a2 .
—=—= 1+ —— M?sin 1 1 :
Po 0 { +1 { +1 M? sin?
(5.2d)
$ s p A
——=In = In —: 5.2e
3 0 { (5.2e)

Ein senkrechter Verdichtungssto kann nur in einefyberschallstemung existieren.
Auf den schiefen Sto ebertragen gilt daher

Msin > 1 (5.3)

YIn Gleichung (5.2d) sind po und ¢ die Ruhegm® en.
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5.1. Schiefer Verdichtungssto

Dies schankt den Sto winkel auf den Wertebereich ein

. 1
arcsin — < < —: 54
v 5 (5.4)

An (5.29 sieht man, da die untere Grenze = arcsin(M ) einem Sto mit ver-
schwindender Sarke entspricht. Im Limes geht der Sto in eine Machlinie mit =
eiber. Die obere Grenze (= =2) ergibt den Sto mit dem gre tm eglichen Druck-
anstieg, entsprechend dem senkrechten Verdichtungssto .

Multipliziert man A, =v, aus (5.28 mit v2, so ertalt man unter Verwendung des
Energiesatze$

Vol = Vi TET |\/I i .+
Vi in { +1 _fz_} { +1
{7z =
|M ' } v2 =c?

{ 1 2 { 1 { 1 , Energiesat { 1
REIA E LA S AR ey TRt v 69
z
=0
Es gilt also diePrandtl-Relation
1
Vn‘O‘n + ETthz =C 2; (56)

welche eine Verallgemeinerung der Prandtl-Relatiom = ¢ ? fur den senkrechten
Verdichtungssto ist.

Legt man den schiefen Verdichtungssto so in ein Koordinatensysn, da die
Anstremrichtung mit der x-Richtung zusammendllt, gelten die Beziehungen (siehe
Abb. 5.3

vV, = usin ; (5.7a)
Vi = UCOS VAT cos + A sin ; (5.7b)
¢
=V, —; 5.7¢c
nEVn (5.7¢)
u 0
tan = 0 : (5.7d)

Hieraus folgt

o " 7
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5. Nichtlineare E ekte bei Uberschallstemung

Abbildung 5.3.: Zerlegung der Geschwindigkeitsvektorery und ¥ vor und nach dem Sto
(rot). Die Zerlegung erfolgt einerseits in die X;y)-Komponenten (u;Vv) bzw. (0; ¢) sowie
in die normalen und tangentialen Komponeten.

Wenn manv,, v; und ¥, aus (.7) in the Prandtl-Relation (5.6) einsetzt, erhalt man

. . Y 1 .
usin  usin —— =c? {—(0 cos +#sin )?: (5.8)
cos { +1

Mit Hilfe von (5.7d) kann man aus (5.8) eliminieren und man erfalt nach einigen
Umformungen die sogenannt&to polare®

(5.9)

Sto polaren wurden zuerst von Busemann eingetirt. Glei-
chung (5.9 ist eine Beziehung zwischen den normierten Ge-
schwindigkeitskomponenten§2c ; ¥=c) nach dem Sto . Die nor-
mierte Anstremgeschwindigkeitu=c fungiert als vorgegebener
Parameter. Eine Sto polare ist also eine Kurve in der Ebene der norenten Ge-
schwindigkeitskomponenteruzc und ¥=c . Sie spezi ziert die moglichen Geschwin-
digkeitskomponenten nach dem Sto r gegebene Answmbedingung. Der normier-
te Parameter ist die Machzahl M = u=c. Fer sie gilt (siehe Fu note 2 oder die

Adolf Busemann
1901{1986

3Alternativ zu ( 5.7) kann man auch die Gleichungen

Vit ¢ Vi %
— = ;o — = Dout= V24 vE 0P =A2Z 4 v
Vi u o u Vn Oy

verwenden, die sich aushnlichen Dreiecken in Abb.5.3 ergeben.
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5.1. Schiefer Verdichtungssto

YA,
MI1

Abbildung 5.4.: Form der Polaren in der Hod-
graphenebene (qualitativ).

Grundvorlesung)
c? { 1 2 1

Lo N 1.

M2 uw {+1 {+1M%
wobeiM=1, M =1undM!1, M 1 P& MiLM wird der Uberschall-
Machzahlbereich also nur auf den endlichen Bereich; [16] abgebildet. Es ist nur
eine Skalierung.

Die Gesamtheit der Polaren dr alle Machzahlen ergibt eine Kurvenschar. Die
Ebene {(f=c;¥=c), in welcher diese Kurvenschar liegt, nennt man auchHodogra-
phenebeneDie Polare ist eine Strophoidé.

Zunachst betrachten wirv*= 0 und ( 6 0. Dann liefert (5.9) zwei Lesungen: Den
senkrechten Verdichtungssto mit (iI=c )(i=c) =M M =1 (Punkt Q in Abb. 5.4)
und den in niteﬁimalen Sto mit 4 =u (Punkt P in Abb. 5.4).> Fur M !'1  geht
M = u=c ! { +1)=({ 1)= 6. Wenn man dies in der Gleichungeir die
Sto polaren (5.9) verwendet, ertalt man eine Kreisgleichung um einen Punkt auf
der #=c -Achse® Diese Polaren sind qualitativ in Abb.5.4 gezeigt.

Fur gegebenen Umlenkwinked ist tan# = #=0. Deshalb nussen die Kompo-
nenten der Stemungsgeschwindigkeit nach dem Sto auf der Geraden="titan #
liegen (ote Kurve in Abb. 5.5). Die Schnittpunkte dieser Geraden mit der Polaren

(5.10)

4Eine Strophoide in der (x;y)-Ebene gemgt der Gleichung (a+ x)x> (a x)y?=0.

SDie Fortsetzung der Polaren hinter den Kuspen, alsodr ¢ > u beschreiben das inverse Problem,
wobei (&%; ¥) die Stremung vor dem Sto und (u; V) die Stremung hinter dem Sto sind. Diesen
Fall blenden wir hier aus.

Fur M = u=c = 6 erhalt man aus (5.9

2

6 1

¢ ? _
c c

p 5 a
c
Polynomdivision der rechten Seite durchIO 6(0=c) 6 und quadratische Erganzung #ihrt auf

2
+

2 2

7 7
= = Pp= 1

¢
c 2 2 6

o
c

(o2}

ie Polare fuar M ! 1 is damit ein Kreis um 0=c = 7=(2p6) = 1:429 mit Radius
e
7=(2 6) 2 1=1:021.
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A 0 . Un
w
Vi

Abbildung 5.5.: Die Schnittpunkte von ¥ = ditan # (rot) mit der Polaren (schwarz) erge-
ben die beiden losungen #r den schwachen (W) und #r den starken Sto (S). Fur den
schwachen Sto ist die Rekonstruktion des Sto winkels g dargestellt. Vergleiche dazu
auch Abb. 5.3. Fur den starken Sto kann man analog vorgehen.

fur gegebene Answm-Machzahl ergeben die beidenelsungen, die einem schwachen
(W) und einem starken Sto (S) entsprechen (Abb5.5). Die Sto winkel y bzw.

s, unter dem der schwache bzw. starke Sto zux-Achse auftritt, sind gegeben
durch die Geraden durch den Ursprung, welche senkrecht auf dégrbindungslinie
PW bzw. P S steht (blau fur den schwachen Sto (W) in Abb.5.5). Die Konstruk-
tion ist klar, wenn man sicheberlegt, da die Kuspe bei (f;¥) = (u;0) liegt und
die Komponentenu*und ¥ durch den Punkt W (S) xiert sind (Analogie zu Abb.
5.9.

Fur einen verschwindenden Umlenkwinket geht der schwache Sto in eine Mach-
linie wber. Dann wandert der Punktw ! P und ! arcsin(M 1). Daher ist die
Tangente an die Polare im PunktP gegember der wAchse geneigt, entsprechend
dem Komplement des Machwinkels. #r den starken Sto geht s! =2fur#! 0.

Eine quantitative graphische Darstellung der Sto polareng.9) ist in Abb. 5.6ge-
zeigt (siehe auch Anhangp\). Fur eine Anstrem-Machzahl M = 1 gilt die Beziehung
u?+ v2 = ¢, welche auch in der Form

2 2
e VET V| (5.11)
c c
geschrieben werden kann und aSchallkreisin der GeschwindigkeitsebeneHodo-
graphenebeneeingezeichnet ist. Diese allgemeine Beziehung gilt audir f((; ¥).
Fur Punkte innerhalb des Schallkreises hat man hinter dem Sto eine t#rschall-
geschwindigkeit, &ir Punkte au erhalb des Schallkreises hat man hinter dem Sto
eine Uberschallgeschwindigkeit. Bru! c¢ (M ! 1) zieht sich die Polare auf den

1 . .
00 G s s



5.1. Schiefer Verdichtungssto

Abbildung 5.6.: Berechnete Polaren nach %.9) (schwarz) far { = 1:4. In rotpsind der
Schallkreis M =M =1 und die maximalf) Machzahl nach dem Sto M., = = 6 einge-
zeichnet. Diese maximale Machzahl M= "~ 6 wird fer Anstrem-Machzahl M = u=c! 1
erreicht. Die gezeigten Polaren enstprechem=c =M =1:05, 1.2, 1.4, 1.6, 1.8, 2, 2.2,
2.4495.

O|¢

Abbildung 5.7.: Wenn der Punkt W
auf dem Schallkreis (ot) liegt, hat
man hinter dem schwachen Sto ge-
rade M = 1 (gren: Polare). Fur # =
#max (blau) fallen schwacher und star-
ker Sto zusammen und fur # > 4 .
#max existiert keine Lesung mit ebe- ; max #: N
ner Sto front mehr. :

1
[

0=c

Y

Punkt (t1=c ;¢=c) = (1;0) zusammen. Der Maximalwert der normierten Geschwin-
digkeit ist gegeben durch (siehe5(10)

r

=

1 D
M = Vmax _ 1 (P 6 = 2:4495 (5.12)

T

max

~
H

Wenn der Umlenkwinkel g er wird, wandern die Punkte S und W aufeinander
zu bis der starke und der schwache Sto zusammenfalleft € #mnax). For # > # o
existiert keine Losung der beschriebenen Form mehr (Ablh.7). In Realitat lest
dann der Sto von der Spitze des lérpers ab und bildet sich in gebogener Form vor
dem Kerper aus.
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@) (b)

30 ‘ ‘ ‘ 3
5
25!
2:5¢
20 1
p 4 p
p15: 1 p 2
10!
3 1:5
o M=2
01 05 0 05 . ba
#

Abbildung 5.8.: Druckverhaltnis-Umlenkwinkel-Polaren (Herzkurven). Gezeigt ist das
Druckverhaltnis p=p als Funktion des Umlenkwinkels# feur gro e Anstr em-Machzahlen
M =2, 3,4 und5 (a) und kleine Anstrem-Machzahlen M = 1:1:::1:6 (b).

Zwischen den drei Go en ( ;#; M) kann man den funktionalen Zusammenhang

{+1) M?

cot# = tan
2 (M?siP 1)

1 (5.13)

nden. Dies ist dieselbe Relation, die schon in der Grundlagenvorlesyiabgeleitet
wurde, hier nur aufgebst nach dem Umlenkwinkel. Eine graphische Darstellung von
(5.13 ndet sich im Anhang in Abb. A.2.

Eine andere negliche Darstellungsform der Sto polaren ist das sogenanritéerz-
kurvendiagramm das in Abb. 5.8 gezeigt ist. In dem Diagramm sind die Polaren in
einer Ebene gezeichnet, die durch das Druckvednis p=pund den Umlenkwinkel
# aufgespannt wird. Dazu verwendet man die Rankine-Hugoniot-Behung (5.2b),
welche @=p;M; ) in Beziehung setzt, und ést nach sin auf. Dies setzt man in
(5.13 ein und erhalt eine langliche aber explizite Beziehung zwischemp#p; #;M),
bei welcher M als Parameter dient.

Zur graphischen Darstellung der Herzkurven-Polaren, ist es eicfeer, fur feste
Machzahl M den Sto winkel im Bereich arcsin(EM) < < arcsin(1=M)
zu variieren (Parametrisierung der Polare) und den Druckanstieg=p nach (5.2b)
gegen den Umlenkwinke# nach (5.13 aufzutragen. Far = arcsin(1=M) hat man
die eine Machwelle,dr = arcsin(1=M) hat man die andere Machwelle. Beide
Situationen entsprechen dem Punktgzp;# = (1;0). Fur = =2 hat man einen
senkrechten Sto entsprechend dem Punkip@p; # = [1+(2 { =({ +1))(M 2 1));0].

Beispiel Als Beispiel betrachten wir die Stomung um einen Keil (Abb.5.9). Ge-
geben sei der Ansemzustand mit M = 3, p=1bar, T = 288K, der Umlenkwinkel
(Stremungswinkel) sei# = 20 . Gesucht sind der Sto winkel , Druck p, Tempera-
tur T und Machzahl Kl sowie der Ruhedruckpg nach dem schiefen Sto .
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5.1. Schiefer Verdichtungssto

Abbildung 5.9.: ®berschallstremung um einen Keil
mit schragem Sto .

Lesung Den Sto winkel erhalt man fur die schwache bsung aus dem Sto -
polarendiagramm wie in Abb.5.5 oder aus 6.13 bzw. Abb. A.2. Es ergibt sich
= 37:5 . Mit (5.1) erhalt man dann die senkrechte Machzahl W

M, =Msin =1:82§ (5.14)

und daraus mit derIsentropentabelleoder mittels (5.10 M, = 1:55. Die Prandtl-
Relation fur den senkrechten Sto ,ut = ¢ 2 bzw. M, K1, = 1, liefert sofort M, =
1=M, = 0:64. Mit der Isentropentabelle &r den Unterschallbereich erklt man dann
M, = 0:61. Mit der Isentropentabelle &ir den Uberschall erlalt man fur M, = 1:826
das Verhaltnis der Ruhedricke fy=p, = 0:80.

Um das Druckvertaltnis p=p zu erhalten kann man die Rankine-Hugoniot-
Beziehung 6.2b) zusammen mit 6.14) verwenden, oder man erweitert

oo m A 37
Y

- o o (5.15)

P

Gicd

o

7

[ee]

wobei die einzelnen Werte aus der Isentropentabelle stammen (ob&Verte: Uber-
schall M, = 1:826, untere Werte: UnterschalM, = 0:61). Damit wird p = 3:7 bar.
Hierbei ist zu bemerken, da z.B. der Wert &@ir das Verhaltnis po=p ktiv ist
und nichts mit den tatsachlichen Werten in der Stemung zu tun hat, dapy als
Ruhegm® e nicht Galilei-invariant ist. Hingegen sind thermodynamische Go en wie
T, pund s oder auch Verhltnisse von Ruhege en sehr wohl Galilei-invariant.
In analoger Weise erlalt man das Temperaturverhaltnis mittels (5.29 oder durch

"Fur adiabatische Zustandsnderungen zwischen zwei Zusinden 1 und 2 gilt die Energiebilanz

u? u3

—+hy= —=+ hy = hg:

2 1 2 2 0

Hierbei ist die Ruheenthalpie ho eine Erhaltungsgm e. Dasselbe gilt wegenhy = ¢, T auch fur
die Ruhetemperatur To. Fur den Druck gilt dies allerdings nur im Falle isentroper Zustandsan-
derungen. Beim Durchgang des Gases durch einen Sto nimmt die Enbpie aber zu. Daher ist

Po=po 6 1.
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5. Nichtlineare E ekte bei Uberschallstemung

(@ M>1

~~Beginn der Stofkrimmung

Machlinie

Bereich konstanten
Zustandes

(b) M < 1

/. abgeldste Kopfwelle

/ Schallinie /

Mo >1 My >1

—— 4, —

19<7—9max T
I > Fpax

Abbildung 5.10.: Struktur der Sto fronten bei der Keilumstr emung.

Erweiterung

iy

?: Ti ? o -1 (5.16)
2} {2}
093 1

so da nach dem Sto die TemperaturT = 447 K herrscht.

Die Auswertung des Geschwindigkeitsdreiecks in Ablk.3 welches den Die-
renzwinkel  # enthalt, ergibt ¢, = #sin( #). Daraus folgt nach Division durch
¢

K
M= ——"_ =2:03 5.17
sin( #) ( )
Die Machzahl nach dem Sto ist in diesem Fall grer als M = 1, im Gegensatz
zum senkrechten Verdichtungssto , bei welchem imméil < 1 gilt.

Zur Berechnung der tat&chlichen Werte der Ruhegs en verwenden wir wieder

die Isentropentabelle und erhalten

M=3: ) %—0:027) Po = 36:7 bar, (5.18)
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5.2. Prandtl-Meyer Expansion

ﬁ*le

51
X ¥ M2 Sg
’191 \ C_*
9y =17
M]_ ]\4’3 -
Yl

Abbildung 5.11.: Re exion eines schiefen Verdichtungssto es an einer ebeneéWand und
entsprechende Konstruktion mittels der Sto polaren.

c* Machreflexion: ¥ > Pmax

Trennstromlinie

1 -
A/ s
'191 = "9ma.x R .
S // S / unterschiedlicher

trennt Bereiche
Entropie

Abbildung 5.12.: (a) Grenzfall der regularen Sto re exion (# = #max) und (b) Sto kon-
guration f er # > # yax.

und daher@ = 0:8py = 29:6 bar.

.
M=3: ) T = 0:357 ) To = T =806:7K: (5.19)
0
Die Ruhetemperatur entspricht der Temperatur in einem Staupurtkder Stremung.

Die qualitative Lage des Sto es ist in Abb.5.10fer die verschiedenen &lle skiz-
ziert.

Mit den bisher erarbeiteten Ergebnissenalt sich die Re exion eines schiefen
Verdichtungssto es an einer festen, ebenen Wand leicht ermittelie graphische
Lesung ist in Abb.5.11dargestellt. Fer # > # 5« erreicht man den Sonderfall der
sogenannterMachre exion (Abb. 5.12. Die Berechnung des Semungsfeldes stellt
in diesem Fall eine schwierige Aufgabe dar, deber den Rahmen dieser Vorlesung
hinausgeht.

5.2. Prandtl-Meyer Expansion

Bisher wurde bei der Behandlung von nichtlinearen E ekten beblberschallst®-
mungen die Umstomung konkaver Ecken betrachtet. Esihrt die Uberschallst®-
mung hingegen eine Umlenkung um eine konvexe Ecke, kommt es zursBildung
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5. Nichtlineare E ekte bei Uberschallstemung

Voo ::‘_*’

by [
P e
/o Ta
r u
Abbildung 5.13.: Zerlegung des Geschwindig-
X keitsvektors in Polarkoordinaten (rot) und in
- kartesische koordinaten plau).
(a)
@q2) @qar) .

g2+ @ d g qar + ar dr d +:: )
y e pr +

@Q
r —d r+/
ol \ y \

q Zdr qu\ /(dr

X

Abbildung 5.14.: (a) Massenstrom durch ein Kontrollvolumen in Polarkoordinaten. (b)
Berechnung der Zirkulation d in Polarkoordinaten.

eines sogenannteRrandtl-Meyer-Fachersoder einfachExpansionséchers in dem
die Stremung kontinuierlich und ohne Entropiezuwachs, also verlustfreixpandiert
und daher beschleunigt.

Es zeigt sich, da man die Stemung um eine konvexe Ecke am
einfachsten in zylindrischen Polarkoordinaten beschreibt. Daher
formulieren wir die Grundgleichungendr ebene, statiomre Stre-
mungen in Polarkoordinaten ¢, ). Nach Abb. 5.13gilt

X = rcos; y =rsin: (5.20)

Wenn man den Geschwindigkeitsvekto¥ am Punkt % in eine ra-
diale Komponenteq; und eine azimutale Komponentep, zerlegt

Theodor Meyer  (Abb. 5.13), so gilt fur die kartesischen Komponentenu(, v)
1882{1972

U= gCcos @sin; V = ¢Sin + gcos: (5.21)

Die Massenbilanz #r das in Abb. 5.14a gezeichnete Kontrollvolumen lautet somit
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5.2. Prandtl-Meyer Expansion

in Polarkoordinaten

@ @
— r+ — =0: 5.22
@t( qir) @ (d2) ( )
Fur die Zirkulation d ergibt sich (siehe Abb. 5.14)
@ @q
d = —(qr)drd ——drd : 5.23
@I(Q2 ) @ (5.23)
Fer drehungsfreie Stemungen (d = 0) gilt daher
@ Q@ _
—(pr —= 5.24
e @ (624

Auf analoge Weise | oder durch direkte Anwendung von 6.20 und (5.21) |
lassen sich auch die Bewegungsgleichungen und die gasdynamischeliag in
Polarkoordinaten herleiten.

Im folgenden bemtigen wir nur die volle nichtlinearegasdynamische Gleichung
die hier ohne Beweis angegeben wird. In Zylinderkoordinaten lauteegvgl. (4.7))

1@ﬂ aq @g @9 Cz__o

¢ + ¢ 5.25
( Oa) (¢ @) r @ %a (5.25)
Schlie lich lautet der Energiesatz in Zylinderkoordinaten ¢ = { RT)
G+ & _ .
5 + i const: (5.26)
Die Gleichungen b.22 bis (5.26) stellen ein vollsendiges Gleichungssystemuf ¢,

G, undcdar.

Das Problem der Strahlerweiterung an einer scharfen Kante ist ublaangig von
einer Langenskala. Es ist skaleninvariant. Deshalb kann man annehmen, da Le-
sungen gibt, die nicht von der langenskala ablhngen. Aus diesem Grund suchen
wir Lesungen, die unabéingig vonr sind und nur vom Polarwinkel abhangen.
Dazu setzen wir@g@r= @g@r= 0. Dann ergibt sich zurachst aus der Dre-
hungsfreiheit 6.24)

@ﬂ
= == 5.27
@ (5.27)
Gleichung (.29 reduziert sich auf
@ DL qe Bicq=o, (5.28)
© |@}
also
(¢ &) %+ql =0: (5.29)

Diese Gleichung hat zwei verschiedenessungen, je nach dem, welcher der beiden
Faktoren verschwindet.
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5. Nichtlineare E ekte bei Uberschallstemung

| y
k= ¢<0
\ x  Abbildung 5.15.: Wegen ¢ = ¢ sind die radialen
= Strahlen identisch mit Machlinien.
Fall 1: @g=@ = qi:: Um g zugunsten vong zu eliminieren, leiten wir nach
ab,
G, @4_,. (5.30)

und erhalten die Losung

= Asin + Bcos; (5.31a)
.= Acos + Bsin: (5.31b)

In (5.21) eingesetzt ergibt dies einfach eine homogene &tiung
u= A, v = B: (5.32)

Diese homogene ésung kann nicht die Umlenkung der Semung beschreiben. Sie
beschreibt aber die homogene Stmung parallel zur ebenen Wand vor der Umlenk-
stelle. Um die Umlenkung der Somung hinter der scharfen Kante zu beschreiben,
betrachten wir den zweiten Fall.

Fall 2: jg,) = c: Dies ist die interessantere asung. Dag, lediglich die azimu-

tale Komponente der Geschwindigkeit ist, kann die ésungjcj = ¢ nur bei Uber-
schallstemmungenjy ¢ auftreten. Da bei einer Zerlegung der Geschwindigkeit in
Komponenten parallel und senkrecht zu den Machlinien die senkréehGeschwin-
digkeitskomponente gerade die Schallgeschwindigkeit ist (sieh&58 und Abb.
4.9), folgt aus jopj = ¢ und der Unabhangigkeit vonr, da die radialen Strahlen
(= const:) Machlinien darstellen (Abb. 5.15!

Zur Berechnung der Geschwindigkeitskomponenten betrachterirwden Energie-
satz (5.26°
S X B

&= 1

i (5.33)

8Betrachte die Energieerhaltung #ir den Ruhezustand und den Zustand, in dem alle Energie in
kinetische Energie umgesetgt wurde (Expansion in Vakuum). Dann is0+ G=({ 1)= v2.=2.
Mit 2 = { RT folgt vmax = 2{ RTo=({ 1), wobei T, die Ruhetemperatur ist.
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5.2. Prandtl-Meyer Expansion

Hieraus erhalten wir die azimutale Geschwindigkeitp als Funktion der radialen
Geschwindigkeito r

{ 1q V2 2 (5.34)
{ +1 max ql "

Im folgenden betrachten wir eine negative azimutale Geschwindigkdmegatives
Vorzeichen,p < 0). Dies entspricht der Situation, in der eine S®mung in positiver
x-Richtung in negativer y-Richtung umgelenkt wird. Zur Bestimmung vong, und
¢ bemotigen wir noch eine zweite Gleichung. Deshalb setzen vgy aus (5.34) in
die Drehungsfreiheit £.27) ein und erhalten eine Gleichungefr ¢, allein

r
e { ',

c]z:

2.
@ (+1 V2o O (5.35)
Die Gleichung kann man durch Trennung der Variablenoser! mit dem Ergebnis
n r #
= sin t 1 C ; 5.36
0h = Vmax Si {+1( ) (5.36)

wobei C eine Integrationskonstante ist.

Zur Bestimmung der Integrationskonstante betrachten wir im folgnden nur den
speziellen Fall einer Anstomung mit M = 1 (Abb. 5.16). Durch die Expansion
hinter der Kante wird das Gas auftJberschallgeschwindigkeit beschleunigt. In der
Anstremung mit M = 1 verlaufen die Machlinien parallel zury-Achse. Auf der
y-Achse bei = =2 ist daher die Azimutalgeschwindigkeitp, = ¢ und die Ra-
dialgeschwindigkeit verschwindet dort (Abb.5.16. Fur M =1 und < = 2 wird
die Stremung umgelenkt und die radiale Geschwindigkeit eeft sich.!° Deshalb
fordern wir

q]_ = E = O: (537)
Damit wird C = =2 und wir erhalten
Ilr #
= sin { ! 5.38a
b = Vmax SI {+1 E 3 (5. )
r — “r — #
® = Vmax {+1 Cos {+1 5 ] (5.38b)

wobei man die Azimutalgeschwindigkeit$.38b aus (5.34) erhalt oder entsprechend
(5.27 durch Ableiten von (5.389 nach

9Unter Beachtung der Stammfunktion
Z r

dx X (o]} { 1
p——— =—arcsin = erhalt man arcsin = + C&
az x? a Vmax {+1

OFwr eine Anstromung mit M > 1 sind die Machlinen geneigt (< = 2) und die Stremung wird
erst fur Polarwinkel < umgelenkt.
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5. Nichtlineare E ekte bei Uberschallstemung

y A

q(=2)=0

-
|

X Abbildung 5.16.: Als Randbedingung fur die Inte-
gration von (5.35 setzt man qu( = =2) =0 im
Fall einer Anstremung mit M = 1.

Abbildung 5.17.: Winkel bei der Stremungsumlenkung um eine scharfe konvexe Ecke
mit Umlenkwinkel #, Polarwinkel  und Machwinkel . Die Anstremung erfolgt in
x-Richtung mit M = 1.

Wir wenden uns nun der Berechnung des lokalen Umlenkwinkédszu, den die lokale
Stremungsrichtung gegember derx-Achse macht. Aus der Skizze in Ablb.17folgt

# = = = - > 0 5.39

Man kann # allein durch die lokale Machzahl M ausdicken. Dazu berechnen wir
zunachst =2 . Es qilt

o ¥ _ G B G @ &
c? 2 . O B’ 4
2o {+1 , {1
2 - % 639 2 _
) Me 1= @ il 1tan (+1 2 (5.40)
Hieraus folgt .
r 1 r 1P !
+
> = E J arctan E 1 M2 1 : (5.41)
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5.2. Prandtl-Meyer Expansion

Zur Berechnung von =2 beachten wir

07 c 1 . P 5 . P 5 .
— = — = — =3sIn tan — =cot = sIn 1= M 1;
™M M M ) 2
(5.42)
und somit p
= =arctan M? 1 (5.43)

2

Wenn wir (5.41) und (5.43 in (5.39 einsetzen, erhalten wir den lokalen Umlenk-
winkel # als Funktion der lokalen Machzahl M

F ﬁ ’& Z :ﬁ. {

+1 1P P
E J arctan ETl M? 1 arctan M? 1: (5.44)

H#H=

Die Funktion #(M) wird Prandtl-Meyer-Funktion genannt!' Die Prandtl-Meyer-
Funktion gibt den Stremungswinkel als Funktion der Machzahl an, bezogen auf die
Stremungsrichtung bei M = 1.
Wenn man M durch M ausdrickt,'? erhalt man
r S S
{+1 M2 1 {
arctan  —; 5 arctan
{ 1 2. M? 1 {

+1 M? 1
145 M2 1
(5.45)

Der maximale Umlenkwinkel ergibt sich bei der Expansion ins Vakuum @b. 5.18).

Am Ende der Expansion bei = |, ist ¢ = ¢=0. Aus (5.388 mit ¢ = 0 folgt
r “r #

{+1

=

5.38b
=0 () ) { min  — ) min =

— — 1 :
+1 2 2

~
N

~
H

(5.46)

Wegeng, = ¢ = 0 ist auch der Machwinkel = 0 und aus der De nition # =
n r #

1 (5.47)

Fmax) = 5

n der vor-numerischen Zeit hatte es sich als sinnvoll erwiesen, die Uhktion Ch(M) so zu
de nieren, da Ch(M) := 1000 + # ist. Dabei sind # und Ch in Winkelgraden anzugeben.
12Au esen von 6.10) nach M? liefert

M?2 1

M2 = .
1 { M2 1=
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5. Nichtlineare E ekte bei Uberschallstemung

Abbildung 5.18.: Maximaler Umlenkwin-
kel bei der Expansion ins Vakuum. Die
Machlinien sind gestrichelt dargestellt.

\//
Vakuum

/

Fur Luft ({ = 1:4) ergibt sich damit der maximale Umlenkwinke|#max] = 2:2769 =
13045 .

Die Stremungseigenschaften bei der Prandtl-Meyer-Expansion kann mbequem
in der Hodographenebenablesen (Abb.5.19 siehe auch Anhang)), die durch u=c
und v=c aufgespannt wird. In dieser Ebene sind Linien konstanter Machzai
Kreise um den Ursprung. Man kann nun den Umlenkwinket(M ) nach (5.45 als
Polarwinkel in der Hodographenebene auftragen. Jeder Punkt dex Kurve ent-
spricht dann der lokalen Machzahl M (radiale Koordinate) bei gegebenem loka-
len Umlenkwinkel # (Polarwinkel). Gleichzeitig kann man die zugebrigen karte-
sischen Komponenten der lokalen Geschwindigkeii£c ; v=c) ablesen. Die Kurve
u (M);v (M), die sich far Anstremmachzahl M = 1 ergibt, ist blau dargestellt.
Entlang der Kurve variiert die lokale Machzahl von M =1 bei# =0 bisM ' 1
bei # = #max = 13045. Die beiden schwarzen Kurven sind um =4 gegen-
eiber der blauen verschoben. Eine der Kurven schneidet diec -Achse bei einer
endlicher Machzahl. Der weitere Verlauf beschreibt dann die Expaos bei einer
Anstrem-Machzahl, die gerade dem Schnittpunkt mit deu=c -Achse entspricht.
Die gepunkteten Kurven beschreiben die Expansion bei positiven Yen von #
(Expansion in die positivey-Richtung). Alle Kurven haben die Form von Epizy-
kloiden.

Beispiel: Expansionsfacher an konvexer Ecke (Abb. 5.20) Gegeben ist der An-
stromzustand mit M; = 1:40 und die Umlenkung mit# = 20. Gesucht sind

die Machzahl My und der Machwinkel . am Ende der Umlenkung sowie die Ver-
haltnisse pe=p. , ¢= 1 und T.=T; . Bei welcher Machzahl hat die S®@mung eine

Umlenkung von# = 10 erreicht?

Lesung Zur Lesung bedient man sich des Diagramms in der Hodographenebene
bzw. der tabellierten Werte der auf den Ruhezustand (Index 0) kegenen nor-
mierten Zustandsge en als Funktion des Umlenkwinkels #. Diese Gw® en sind in
Tabelle A.4 (Anhang A) gelistet.

1. Zurmachst mu man denjenigen Winkel bestimmen, um den man die Kurve

112 R
G v



5.2. Prandtl-Meyer Expansion

V=C

Abbildung 5.19.: Hodographenebene efr die Expansion einer &berschallstromung. Die
blaue Kurve gibt die kartesischen Geschwindigkeitskomponenterals Funktion des Um-
lenkwinkels # fur den Fall einer Anstremung mit M = 1 an. Im Laufe der Expansion
erheht sich die lokale Machzahl bis M! 1 (bei Expansion ins Vakuum). Die Punk-

eingetragen.

Q*JO
We
S

g

Qg@!‘

Abbildung 5.20.: Stremungsumlenku
und Expansionsfcher an einer kon-
vexen Ecke.

-39 =20°

far M = 1 drehen mu, damit die Anstr em-Machzahl M, auf der x-Achse
liegt. Dies ist gerade der Winkel, um welchen eine Angtmung mit M = 1
umgelenkt wird, wenn sie durch Expansion auf M = 1:4 beschleunigt wurde.
Aus Tabelle A.4 (Anhang A) ergibt sich far M =1:4: #1, = 9. Weiter ist
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5. Nichtlineare E ekte bei Uberschallstemung

Abbildung 5.21.: Rechtslaufende Machlinie (x;y) = const: und lokale Koordinaten
(x:y).

kann man ablesen: ; =45 35 und

T
PLo-03142 L =04374 - =0:7184 (5.48)
Po 0 To

2. Wenn man nun die blaue Kurvedr M =1 um den Winkel #1, = 9 dreht,
ist hat man auf der x-Achse gerade M = M = 1:4. Mit dem vorgegebenen
Umlenkwinkel# = 20 fur M = 1 :4 mel te eine Stremung mit M = 1 um den
Winkel #re = 9 20 = 29 umgelenkt werden, um dieselbe Machzahl
nach der Expansion zu erreichen. Dann ergibt sich wieder aus derb&de
Me = 2:096 und . =28 3(P. Damit ergeben sich die Werte

Pe—0:1000 )  Pe=0i350 (5.49a)

Po P1

£=0:2066 ) —2=0:472 (5.49b)
0 1

T T

_£=0:5322 ) =2 =0:741 (5.49¢)

To 1

3. Die Machlinie fr #= 10 bestimmt sicheber#r = 9 10 = 19 zu
M = 1:741 =35 3° (5.50)

und daher
#+ =253 (5.51)

5.3. Charakteristikenverfahren

Die bisher gewonnenen Ergebniss@hnen noch erheblich verallgemeinert werden.
Um dies zu sehen, greifen wir aus einem beliebigen eé8trungsfeld eine Machlinie
heraus, und thren kartesische Koordinaten so ein, da die- und y Achsen im
betrachteten Punkt tangential und normal auf die Machlinie stehe (Abb. 5.21). In
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5.3. Charakteristikenverfahren

diesem Koordinatensystem lautet die gasdynamische Gleichungq) mit v= ¢

2 Qu Qu @V 2 @Vz : 2
(u Cz)@x+ uv @y+ ox +ﬁv_{zizi oy 0; (5.52)
| —{z—} =0
2@v=@x(4.8)
also @u @v
2 —N-
(> &) @X+ 2 UGy 0: (5.53)

Man beachte, da in dieser Beziehung nur mehr die Ableitungen nachner Rich-
tung, in Richtung tangential zur Machlinie auftreten. Dies bedeute da u, c und
v auf einer Machlinie nicht beliebig vorgegeben werdereiknen, sondern eind/er-
traglichkeitsbedingungerfullen meissen.

Der Energiesatz & t sich ja wegen der Bedingungv = ¢ so schreiben

2 2 2
wrvi, ¢ w1l ¢ = < . (5.54)
2 { 1 2 2( 1 { 1
Langs der Machlinie besteht somit ein eindeutiger Zusammenhang zwisc u und
c

c= c(u): (5.55)
Damit kann (5.53 durch Trennung der Variablen im Prinzip gebst werden,
ut U)o
T(u)du =dv: (5.56)

Die gesuchte bsung lennen wir in der Formv = f (u) schreiben, wobeu und v nun
wieder die mblichen Komponenten der Stomungsgeschwindigkeit in kartesischen
Koordinaten bedeuten, oder zweckmigerweise als

#=gM) (5.57)

formulieren. In dieser Form kennen wir die asung allerdings bereits. Um dies zu
erkennen, betrachten wir noch einmal eine Prandtl-Meyer-Ecksttomung (Abb.
5.22. Bekannterma en gilt nach Gleichung 6.45 # = Ch(M ) const, also

gM )=Ch(M ) const; (5.58)

oder
Ch(M ) #=const: auf =const: (5.59)

Dies ist die integrierte Form derVertr aglichkeitsbedingundangs rechtslaufenden
Machlinien.

Das entsprechende Resultatef linkslaufende Machlinien erlt man aus der
Betrachtung der Prandtl-Meyer-Expansion um eine Ecke wie in Ablb.23 gezeigt.
Man erkennt unmittelbar, da nur # durch # ersetzt werden mu . Dies ergibt
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5. Nichtlineare E ekte bei Uberschallstemung

Abbildung 5.23.: Prandtl-Meyer-Eckenstremung.

schlie lich
Ch(M) #=2 auf =const;
Ch(M )+ #=2 auf =const; (5.60)
wobei die sogenannteRichtungsbedingungen
dy _ :
o tan(#+ ); (5.61a)
dy tan(# ): (5.61b)
dX - . .

gelten.

Als Anwendungsbeispiel dieser Ergebnisse betrachten wir den Faly éuf einer
Kurve C die Werte von# und M vorgegeben sind (Abb.5.24). Hierbei kennen
folgende Gebiete unterschiedene werden:

I: Abhangigkeitsgebiet Die Lesung im Punkt 6 langt nur von den Anfangsdaten
auf C zwischen den Punkten 2 und 3 ab,

II: Fortsetzungsgebiet Hier liegt die Lesung eindeutig durch die Anfangsdaten
auf C fest,

[1l: Ein u gebiet Die Lesung liegt durch die Anfangsdaten aut nicht eindeutig

fest, wird aber durch sie beein u t.

11 R
6 G v



5.3. Charakteristikenverfahren

_—
—~
-

~
=" & =const, A = const

C — 1 = const, u = const

ar

Abbildung 5.24.: Abhangigkeits- (1), Fortsetzungs- (II) und Ein u gebiet (Ill ).

Aus der Skizze in Abb.5.24 ist unmittelbar ersichtlich, da die Konstanten
und die folgenden Bedingungen aifien.

1= 5= 8= 10 (5.62a)
2= 6= o (5.62b)
3= 7 (5.62¢)
4= 7= 97 10 (5.62d)
3= 6= 8 (5.62e)
2= 5! (5.62f)

Aus der Au esung der Gleichungeng.60

Ch(M )= + : (5.63a)
4= (5.63Db)

folgen dann sofort die Zustands@gren in 5-10, z.B.

#9= > 4 (5.64a)
Ch(M 9) = o+ 4 (564b)

Die Lage des Punktes 9 ndet man durch die Anwendung von Gleichur(¢.67).
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i v

c*

Vertraglichkeitsbedingung

F—, /
\+ 4 _
~.

/\//\\Stoﬁpolare
’\ N
i

u

c*

Abbildung 5.25.: Sto polare und Vertr aglichkeitsbedingung.

5.4. Schwache Ste e

Da schwache Si e in erster und zweiter Naherung als isentrop angesehen wer-
den kennen}® stimmt die Neigung und Krammung der Charakteristiken und der
Sto polaren in der Geschwindigkeitsebene im ungesten Zustand eberein.

Taylorreihenentwicklung der Vertmglichkeitsbedingung um den ungestten Zu-
stand u = u;, v =0 ergibt:

v=a(u; u) g(ul u)2+|O (u]{ u)3}: (5.65)

)

Der durch () gekennzeichnete Term weicht von jenemuf die Sto polare ab; die
Entropiezunahme im Sto ist von der G® enordnung O [(u;  u)?].
Die Orthogonalitatsrelationen lauten (ohne Bewelis)

dv
a0 cot(# ); (5.66)
daher gilt
d_V = a= cot q; (5.67a)
du -,
av = a+bu 0)= cot ") (5.67b)
du g,

daraus ergibt sich der Sto winkel wegenX.70d)

¢

cot =
up Oy

(5.68)

13Sjehe auch die dynamischen Adiabaten und Isentropen bei eindimeimhaler, stationarer Stre-
mung bei idealen Gasen, Skriptum zuGrundlagen der Stemungslehre
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5.5. Schlanke Pro le (Einfache Wellen)

Stof

Winkel gleich

S Machlinien

x

Abbildung 5.26.: Pfriemsche Regel.

A, & = konst.

x

Abbildung 5.27.: Schlanker Kerper und Machlinien.

zu
b a 1 1
cot =a (u O)+:i=2 S[ a+thu 0= écot(:ékl A (5.69)
Allgemein gilt
1h i
cot = 5 cot( 1 #)+col(" #,) (5.70)

Diese Beziehung wird al$friemsche Rege(bisector rule) bezeichnet (Abb.5.26).

5.5. Schlanke Pro le (Einfache Wellen)

Wie in Abschnitt 4.5 betrachten wir die St®mmung um ein schlankes Pro | (Abb.
5.27). Im Gegensatz zu faher wollen wir aber nicht mehr die Gleichungen lineari-
sieren, sondern die in Abschnitb.3 erhaltenen nichtlinearen Ergebnisse verwenden.
Wir betrachten hier nur die Stremung auf der Oberseite des Pro Is. Die Behand-
lung der Stremung auf der Unterseite erfolgt ganz analog. Da alle rechtslautkm
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neutrale Machlinie

)
/N7

schwache Sté8e

Abbildung 5.28.: Schwache Sb e und Machlinien.

Machlinien aus dem Gebiet der ungestten Anstromung# =0,M =M ; kommen,
gilt
1
1 = ECh(Ml ): (5.71)

Auf der linkslaufenden Machlinie durchP gilt nach Gleichung 6.63

#= 1 = const: = #y; (5.72)
also
= #W + 1, (573)
daher
Ch(M ): + 1 = #Hw +2 1 = #w +Ch(M 1 ): (574)

Somit gilt auf jeder Machlinie = const:

#= (5.75a)
Ch(M )= #w +Ch(M , ): (5.75Db)

Dies bedeutet, da # und M und alle Feldg® en auf linkslaufenden Machlinien
konstant sind. Daraus wiederum folgt, da linkslaufende Machlinien &aden dar-
stellen (Abb. 5.28.

Im allgemeinenandert sich die Sto s@rke mit y (sie nimmt mit zunehmendem
y ab), das heit, da ds=d im allgemeinen von O verschieden ist und daraus folgt
wieder, da die Stremung stromabwverts von St en i.a. rotationsbehaftet ist (Croc-
coscher Wirbelsatz). Bei schlanken Pro len kann dieser E ekt wean der Kleinheit
der Entropieanderungen mherungsweise vernachassigt werden.
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5.5. Schlanke Pro le (Einfache Wellen)

Prandtl-Meyer Expansion

~

/ Stof3

Qoo

Stof

X

Abbildung 5.29.: Ste e und Prandtl-Meyer-Expansion.

Ackeret Theorie

/

\

\ >~ “Facher” oo-diinn

N\

Abbildung 5.30.: Ackeret-Theorie.

l

8
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6. Dunne Reibungsschichten

In diesem Kapitel wollen wir uns mit dem Ein u der inneren Reibung auf & e-
mungen beschftigen. Um den Rechenaufwand gering zu halten, besanken wir
uns auf den Fall ainner Reibungsschichten, bei denen sich die Felégen in der
Hauptstremungsrichtungx wesentlich langsameandern als quer dazu. SBmungen
dieser Art sind bei vielen praktischen Problemen von Bedeutung (dsodynamische
Schmierung, Grenzschichtssmung), lassen aber wesentliche Vereinfachungen der
Grundgleichungen zu. Die folgenden Betrachtungen setzen eineeré (zweidimen-
sionale) Geometrie und stationre Zus&nde voraus.

Betrachten wir also einen schmalen Spalt (AblG.1) mit einer Querschnitts ache
A(x), die langsam variiert, d.h. #ir welche dA=dx 1. Wenn A(x) langsam in
x variiert, dann wird auch die x-Komponente der Geschwindigkeit langsam iR-
Richtung variieren: @u=@x 1 (in einer geeigneten Skalierung).

Die Grundgleichungen umfassen die Massenbilanz

@u _@v_

@x @y
und die Bewegungsgleichungen. Die-Komponente der Bewegungsgleichungek-
nen wir an dem Gleichgewicht der Kafte in x-Richtung ablesen, die in Abb.6.2
dargestellt ist. Hierbei ist ,, die Schubspannung undy, die viskose Normalspan-
nung in x-Richtung als Folge der inneren Reibung. Die auf das Volumen wirkende
Kraft in x-Richtung lautet pro Volumen x vy

@p+ @xx + @xy_
@x @x @y

0; (6.1)

Fy = (6.2)

|
l Vss.: dA/dz <1 — Qu/dz < 1
i
Y

LLLLir sy

8
IS

Abbildung 6.1.: Schmaler Spalt.
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v

Trz ﬁ - asz

Tzz +

—————— 81

dz

8

dz

Abbildung 6.2.: Bilanzierung aller in x-Richtung wirkenden Krafte (Druck- und Rei-
bungskrafte) auf ein in nitesimales Volumenelement.

Da sich die Feldge en in x-Richtung nur sehr langsamandern, gilt

@xx @xy .
@x @y

Unter Vernachlassigung des kleinen Terms@,,=@Xx vereinfacht sich die x-
Komponente der Bewegungsgleichung zu

@u Q@u_ @p @y,

Uu—+ v—= :
@x @y @x @y
Um den Spanungstensor durch die Geschwindigkeiten auszucken, nehmen wir

an, da es sich bei dem swmenden Medium um einNewtonsches Fluichandelt.
Dann gilt im Rahmen der hier betrachteten Mherung

_ @u
Xy @y
wobei ( ;T ) die dynamische Viskos#t ist.

Da die Stromlinien nur sehr schwach gemmt sind, ist der Druckgradient iny-
Richtung sehr klein. Die Bewegungsgleichung W+Richtung vereinfacht sich daher

@p
O. 6-6
@y , ( )

oderp = p(x). Damit lauten die approximierten Bewegungsgleichungen

(6.3)

(6.4)

(6.5)

@u , @u @y @ Qu.
u @x+ \Y; @y @x+ o @ (6.7a)

p= p(x): (6.7b)
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Jq
y ) T Gy + a—dy
Try
— - ———
Oudy .
dy dy 2
oudy | e
Oy 2 1‘131
dz z

Abbildung 6.3.: Bilanzierung der Warmequellen (mitbewegtes Koordinatensystem).

Im allgemeinen wird zur Beschreibung der Sémung noch derEnergiesatz(1.
Hauptsatz der Thermodynamik in einem mit dem betrachteten Fluidelaent mit-
bewegten Bezugssystem) betigt. Die dem Volumenelement zugeihrte Warme
und die am Element verrichtete Arbeit pro Zeiteinheit ist (siehe Abb6.3, g, ist die
Warmestromdichte iny-Richtung)

1 @4 @u _ @g @u
dxdy @d dy + Xy@dxdy = @y+ v @y (6.8)

Mit diesen Energiequellen eréilt man aus (1.249)

Dh 1Dp _ @g, @u (6.9)

Dt Dt @y Y@y

Hierbei wurde schon diedr deinne Schichten zussige Mherung

@4 Og

@x ay (6.10)

berecksichtigt (die Warmestromdichte variiert nur langsam inx-Richtung).
Im weiteren setzen wir die @iltigkeit des Fourierschen Warmeleitungsgesetzes
voraus
QT

YT ey
wobei ( ;T ) die Warmeleitfahigkeit ist. Dann erhalt man schlie lich den Energie-
satz in der Form

(6.11)

2
Dh 1Dp _ @ @T , @Qu° (6.12)

Dt Dt @y @y @y
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y i
L
Schmier- Gleitachuh
fiissigkeit — Gleitschu
hi

ho \ h(z)
\\( \\\ x

U

Abbildung 6.4.: Geometrie eines Gleitschuhs mit Spaltweiteh(x).

6.1. Grundlagen der hydrodynamischen
Schmierungstheorie

Die Fahigkeit eines Gleitlagers oder Spurlagers, Belastungen aufzunemnohne
da es dabei zu einer Bashrung zwischen Welle und Lagerschale kommt, beruht auf
dem hohen Druck, der sich bei der Sdmung einer &hen Frissigkeit (Schmiermittel,
z.B. Ol) zwischen zwei relativ zueinander bewegten &then einstellt, wenn die
Spaltweite klein ist und die Flachen leicht zueinander geneigt sind. Da es uns hier
nur um die grundstzlichen Eigenschaften solcher Sdmungen geht, wollen wir im
folgenden den Ein u von Dichteanderungen vernactedssigen und setzen = const.
Dareber hinaus beschanken wir uns auf die Untersuchung der Sémung in einem
Spalt der Hohe h(x) zwischen einem Gleitschuh und einer bewegten ebenen Wand
(Abb. 6.4).

6.1.1. Skalierte Gleichungen

In nahezu allen wichtigen llen von praktischer Bedeutung &nnen die oben abge-
leiteten Grundgleichungen noch weiter vereinfacht werden. Um das sehen, éihren
wir in den Gleichungen 6.1), (6.4) und (6.5 vorebergehend dimensionslose &en
ein, die wir durch einen Stern () kennzeichnen,

UL
u=uu; v=Vyv; p= OFP;
= 4 X = Lx ; y = Hy ; (6.13)

wobeiH und ( charakteristische Werte vonh und darstellen. Damit wird aus
der Kontinuit atsgleichung 6.1)

@u+ VL @v _
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6.1. Grundlagen der hydrodynamischen Schmierungstheorie

Diese Beziehung ist nur dann sinnvoll, wenk L=(UH) = O(1) die Gre enordnung
O(1) aufweist. Deshalb lennen wir ohne Einschankung die vertikale Geschwindig-

keitsskala H
V = Uf (6.15)
wahlen. Sie skaliert also mit dem kleinen éhen-zu-langenvertaltnis H=L. Die x-

Komponente der Bewegungsgleichung (7a lat sich damit schreiben als

Uu @u @u _ o @p 0o @ @u
E U@(+V@—y - HZ@X+ Hz@—y @—y ’ (616)
oder, mit o= ,
@u, @u _ @,k @ @u
Re Uex"™Vay - ex @y @y (6.17)
wobei

(6.18)

die um den kleinen Faktor H=L)? reduzierte ReynoldszaHhbedeutet.

6.1.2. Schleichende Stremung

Meist ist Re 1. Dann spricht man vonschleichender S®mung Dann kennen
die Tragheitkrafte vernachissigt werden und die BewegungsgleichungxrRichtung
reduziert sich auf das Gleichgewicht zwischen Druck- und Schubgpaingskmften

@p,6 @ @u
= =+ = — 6.19
@x @y @y (6.19)
oder unter Verwendung dimensionsbehafteter @ren
@p @ Q@u
0= —+— — 6.20
@x @y @y (6.20)
Integration von (6.20 wbery liefert dann wegenp = p(x)
@u_ dp :
@y_ ydx + C1(X): (6.21)

Zur weiteren Vereinfachung sei noch = const: angenommen. Dann kann noch eine
weitere Integration ausgedhrt werden

_ y’d
=3

£+Quw+qw: (6.22)
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Die Randbedingungentsr das Gleitschuh-Problem 6.4) lauten

uly=0)= U; (6.23a)
uly = h(x)]=0: (6.23b)

Wenn man diese Randbedingungen in der allgemeinem®dung verwendet, eralt
man fer die Integrationskonstanten

Cy(x) = U =const; (6.24a)
hd U
Cu(x) = Ed_s — (6.24b)

Damit erhalten wir das Geschwindigkeitspro |

059)= 5 g [ I 1y 29
0 0

Der erste Term auf der rechten Seite entspricht dem Hagen-Paidie-Anteil der
Stremung, die durch den Druckgradienten pdx verursacht wird. Der zweite Term
entspricht dem Couette-Anteil der Stemung, der durch die Relativbewegung der
Berandungen bewirkt wird. Die beiden E ekte treten hier als Supenmpsition auf,
weil (6.20 eine lineare Di erentialgleichung #ir u(y) ist.

Um die x-Abhangigkeit von p(x) und damit von u(x;y) zu erhalten, betrachten
wir den Volumenstrom pro Tiefeneinheif\L. Dazu integrieren wiru(x;y) ubery und

bekommen Z ,
h® dp Uh
\L= =+ — 2
WY E ot 2 (6.26)
Die Kontinuit atsgleichung fordert\.(x) = const. Aus d\.=dx = 0 folgt
3
d hdp _ 6Udh' (6.27)

dx  dx o dx

Gleichung (6.27) ist ein Spezialfall der sogenannteReynoldsgleichunfpir Spaltstre-
mungen! Wenn man (6.26 formal nach do=dx au est, kann man auch schreiben

dp 12 Uh . h h
x_ e 2 ¥ TeU—

(6.28)

wobeih = 2\.=U die Bedeutung einer Integrationskonstante hat.Damit haben wir
p(x) auf h(x) zureckgegihrt.

!Dies ist nicht zu verwechseln mit den Reynolds-gemittelten Gleichunge fur turbulente Str e-
mungen.

2h bedeutet hier nicht eine Mittelung des Spalthehe. Es ist die Spalttehe, bei welcher der Druck
eine Extremum (Maximum) hat.
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6.1. Grundlagen der hydrodynamischen Schmierungstheorie

L
N
hO I —————
N N\ z

Abbildung 6.5.: Keilspalt.

6.1.3. Keilspalt

Um die Druck- und Geschwindigkeitsverteilung zu berechnen, betiaten wir den
Spezialfall, da die Weite des Schmierspalts linear mit variiert. Dann ist

h(x)= hy 1 % (6.29)

mit A = const. Mit den Geometrieparametern aus Abb6.5 ergibt sich die Bezie-

hung
ho hy

dh = de = A de: (6.30)
Zur Charakterisierung der Geometrie de nieren wir den Verenguisgarameter
K = (ho hl):hl > 0 (631)
Dann qilt
_ho A L
K—h—1 1_ﬁ 1—A 3 (6.32)
und man erhalt
L
= — _dh: .
dx hK d (6.33)

Wenn man diese Beziehung in der Gleichungif den Druckgradienten 6.28 ver-

wendet, erfalt man
6UL 1 h
= J— —_— h: . 4
dp hiK e he d (6.34)

Einfache Integration liefert

6 UL 1 h

Wenn man die Randbedingungen

p(x =0) = p(h = he) =0; (6.36a)
p(x =L)= p(h=hy)=0; (6.36b)
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einsetzt, ertalt man zwei Gleichungendir die beiden Integrationskonstanterh und
C

1 h

0= ho + 2—h(2, + C; (6.37a)
1 h

0= hy + o + C: (6.37b)

Die Au esung dieser irh und C linearen Gleichungen liefert

_ 2hgh;

= hot hy (6.38a)
1
= : 6.38b
hot s ( )
Damit erhalten wir
6UL 1 hoh 1

o1 (6.39)

PINCT= T F o+ h) hot by

Wenn man dimensionslose G&ren mit L angenskalaH h; in y-Richtung ver-
wendet, lauten die dimensionslose Spaltweite und der dimensionsloseid® (siehe
(6.13), dem wir noch einen Faktor 6 spendieren,

h = hﬂ; (6.40a)
1
hi

p = 5UL p: (6.40Db)

Damit ergibt sich die dimensionslose Druckverteilung

1 1 K+1 1

p:? h— (K+2)h2 K +2 . (641)

Wie man aus 6.28 unmittelbar erkennt, tritt das Maximum des Druckes beih = h
auf. Wenn man diese Bedingung auswertet, esiti man

K

Prax = 2 1) (K +2)
_BUL  (he hy)? |

Prmax = hiK 4hghy(ho + hy)’

(6.42a)

(6.42b)

Die Druckverteilung entlang dem Spalt und die charakteristischen Gehwindig-
keitspro le sind in Abb. 6.6 dargestellt.

Als Ma fur die vom Schmierspaltabertragene Kraft fahren wir den mittleren
Druck p ein Z,

pdx: (6.43)
0

go]
1
| =

1 . .
30 G s s



6.1. Grundlagen der hydrodynamischen Schmierungstheorie

__—nur Couette-Anteil

0 L/2 h L z

Abbildung 6.6.: Druckverteilung entlang dem Keilspalt und typische Geschvindig-
keitspro le. An der mit h bezeichneten Stelle ist die Spaltweiteh = h und das Ge-
schwindigkeitspro | linear (Couette).

Wenn man die Integrationeiber dx durch Integration eber dh entsprechend 6.33
ausdrickt und fer p (6.39 verwendet, ergibt sich

Z Z
L M UL 2™ M 1 hoh, 1
Lp= hydh= —— = h; (6.44
P hiK  p, () hiK2 , h  h%(hg+hy) ho+ hy dh; (6.44)
und nach Integration
" o= L npe ol h ™ _ 1 ho 2hy hy
6 UL K?2 h(ho+ h1)  ho+ hy K2 hy ho + hy
(6.45)

Wenn man dieSommerfeldzahbls Ma fer den mittleren Druck
einfuhrt

_ phé .
SO'_GUL’

(6.46)

und in (6.45 K verwendet, dann erlalt man den normierten
mittleren Druck in der Form

1 2K
Arnold Johannes 0= K?2 In(d+K) K+2 (6.47)
Wilhelm
Sommerfeld Dies ist das Ahnlichkeitsgesetz #r die Stremung durch einen
1868{1951 Gleitschuh. In Abb. 6.7 ist So(K) fur verschiedene Tiefen (in

z-Richtung) gezeigt.
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0:2

(@) (b)
| | | otk '
o4
0:15

012}
1 6So

6So00:1

0:05

Abbildung 6.7.: (a) Sommerfeldzahl als Funktion des Verengungsparameter& (Keil-
spalt) nach (6.47). In (b) ist der Ein u des Tiefen-/L angenvertaltnis (Parameter b=L)
des Gleitschuhs dargestellt (ausCameron 1976.

K 0 0.5 1 15 2 3 4
X 0.5 0.5404 0.5687 0.5902 0.6074 0.6338 0.6536

Tabelle 6.1.: Normierte Kraftangri spunkte X als Funktion des SpaltparametersK .
Fer K = O(1) (ho=h; & 2) ist auch So =0(1). Gleichung (6.46 liefert dann

6UL
1

Bei kleinen Spaltlehen l®nnen also sehr gro e Kafte ebertragen werden.
Die Berechnung des Kraftangri spunktesX erfolgt eber das Drehmoment bzgl.
x=0
yA L

pLX = p(x)x dx; (6.49)
0

und fehrt zu dem Ergebnis (siehe z.BCameron (1976, S. 53)

2B3+K)1+ K)In(1+ K) K(®+5K).
2K[2+ K)In(1+ K) 2K] '

X
X = — = .
: (6.50)

Diese Funktion ist in Abb. 6.8 dargestellt. Einige numerische Werte sind in Tabelle
6.1 angegeben.
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6.2. Laminare Grenzschichten

0:8

T
1

0:75 k
0:7 % 4
X=L 065 | ]
0:6 % 4

0:55

T
1

05 / | | | | | | | |

Abbildung 6.8.: Angri spunkt der Kraft X=L im Schmier Im eines Keilspalts als Funk-
tion des SpaltparametersK .

6.2. Laminare Grenzschichten

Wie wir schon freher gesehen haben, ist diReynoldszahl

_uL

Re (6.51)

ein wichtiges Ma fur die relative Bedeutung von Tegheits- ( U?=L) zu Reibungs-
kraften ( U=L?2) in der Stremung eines Fluids, wobeU eine charakteristische
Geschwindigkeit undL eine charakteristische Bnge darstellen. Diekinematische
Viskositat wird mit  bezeichnet.

Betrachtet man den Grenmbergang ! 0 bei festen Werten vorlJ und L, so er-
kennt man, da fur Re!'1 der Ein u der Reibung unbedeutend ist und somit die
Stremung mherungsweise als reibungsfrei betrachtet werden kann. Es galtdann
die Ergebnisse der Potentialtheorie, die wir in den d@iheren Abschnitten behandelt
haben. Es ist aber Vorsicht geboten, denn diese Aussage gilt nichtunmittelbarer
Nehe fester Wande. Denn die Haftbedingung kann von einer reibungsfreien &tr
mung nicht erfullt werden. Vor dem viskosen Ternr 24 steht namlich der Faktor
Re ' | 0. Wenn man den viskosen Term vernadhssigt, verliert die Di erenti-
algleichung die Terme mit den bchsten Ableitungen. Die echsten Ableitungen
bestimmen aber die Anzahl der Randbedingungen. Daher kann dialwengsfreie
Stromung (ohne den viskosen Term) nicht alle drei Randbedingungem; ¢; w) = 0
(Relativgeschwindigkeiten) erdllen.

Fur sehr kleine Viskosiat, oder besserdr gro e Reynoldszahlen Re 1, erfolgt
die Geschwindigkeitsabnahme auf den Wert 0 an der Wand in einesirthen Schicht
nahe der Wand. Diese Schicht wirdsrenzschichtgenannt. Vergleiche zwischen der
Potentialstremung und der Grenzschichtswmung sind in Abb.6.9und 6.10gezeigt.
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6. Denne Reibungsschichten

Potentialtheorie Grenzschicht

U

LSS S
Haftbedingung

Abbildung 6.9.: Vergleich der Stremung in der Nahe fester Wande: (a) reibungsfreie Stp-
mung, (b) schnelle reibungsbehaftete (viskose) Semung.

Haftbedingung

Abbildung 6.10.: Unterschied zwischen Potential und Grenzschichtstemung in Wandna-
he.

Die Stremung innerhalb der Grenzschicht wird durch die bereits hergeleitat Be-
ziehungen @r denne Reibungsschichten beschrieben. Au erhalb der Grenzschich
wo die Beziehungen der Potentialtheorie gelten, sind im allgemeinen diedBhleu-
nigungsterme in den Bewegungsgleichungen von Bedeutung. Dies fethe, da sie
auch in der Grenzschicht beaacksichtigt werden mussen. Aus den Gleichungeruf
denne Reibungsschichten in dimensionsloser Form erkennt man, daed gleichbe-
deutend ist mit (siehe 6.19)

2
Re = v r = O(); (6.52)

{z}
Re

wobei eine charakteristische Grenzschichtdicke bedeutet. Daraus folmmittelbar
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6.3. Laminare Grenzschicht an einer ebenen Wand in einer inkompriessn

Stremung
eine Abschatzung fer die Grenzschichtdicke
ro |
1 L
=LO0O p=— =0 — 6.53
= ¥ (6.53)

In Ubereinstimmung mit den feheren®berlegungen gilt =L 1 fur Re 1. Die
zu lesendenGrenzschichtgleichungetauten damit (vgl. (6.7) und (6.12)

@Qu @v

= "+ = "=0: 54
ax @y ¥ (6:542)
U@U+ V@U - dp @ @U : (654b)

@x @y ax @y @y

2
Cp UQT+ VQT % @ or1 + @u ; (6.54c)

@x @y Yax @y @y @y

Wegen @ p=@y0 (siehe (6.6)) wird der Druck p(x) in der Grenzschicht durch die
reibungslosen Au enstomung (Potentialtheorie) aufgepagt. Der Druck kann aus
der Au enstremung eber die Bernoulli-Gleichung @ir eine Wandstromlinie mit der
reibungsfreien Wandgeschwindigkeit)(x) in Beziehung gesetzt werden

do ., dU.
i - u i (6.55)

6.3. Laminare Grenzschicht an einer ebenen Wand in
einer inkompressiblen Stremung

Um das Problem zu vereinfachen, wollen wir in diesem Abschnitt annelem da
die Dichteanderungen vernaclessigbar klein sind, so da = const: ist. Im Rah-
men dieser Mherung ist es dann vielfach auch gerechtfertigt, didnderungen der
Stowerte und mit der Temperatur T zu vernach&ssigen und = const: und

= const: zu setzen. Weiter nehmen wir an, da die Ssmung einer ebenen Plat-
te folgt. Die Potentialtheorie liefert hierfur eine konstante Wandgeschwindigkeit
U = U; = const:, die gleich der ungesrten AnstremgeschwindigkeitU; ist. Aus
(6.55 folgt dann, da auch der Druck p = const konstant ist. Damit vereinfachen
sich die Grenzschichtgleichungen(54) zu

@u @v

@x @yZO; (6.56a)
@u  @u_ @u.
iox Yoy @y (6.56b)
,@T7, @T_ @1,  @u’ (6.56¢)

@x '@y @y o @y
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6. Denne Reibungsschichten

10

Abbildung 6.11.: Grenzschichtdicke nach (6.69 als Funktion des Abstandsx von der
Vorderkante einer angestemten Platte (gestrichelt). Die Geschwindigkeitspro le sind in
blau angedeutet. Alle Langen sind in Einheiten von 4=U; angegeben. Das Geschwin-
digkeitsde zit ist grau angedeutet.

wobei die thermische Di usivitat ist. Die Randbedingungen lauten

y=0: u=v=0 (Haftbedingung); (6.57a)
T=Ty oder %-;— 0 (adiabatische Wand), (6.57b)
y=1: u=Uy; T=T: (6.57¢)

Wegen der Konstanz der Sto werte kann die Geschwindigkeitsvaitung unablangig
von der Temperaturverteilung berechnet werden. Wir werden urtser mit der Be-
stimmung der Geschwindigkeitsverteilung in der Grenzschicht besdtigen, fur die
Ermittlung der Temperaturverteilung wird auf die weiterfuhrende Vorlesungwar-
meeibertragung verwiesen. Die Stemungsverhaltnisse in Wandrahe sind in Abb.
6.11skizziert.

Zur Bestimmung der Geschwindigkeitsverteilung in der Grenzschiclgt zweck-
ma ig, die Stromfunktion

@ _ @

u

in gewohnter Weise einzwthren. Dann lautet die Bewegungsgleichung i+Richtung
(6.56b

y oyx o ox oy = yyy: (6.59)

Dies ist eine nichtlineare partielle Di erentialgleichung dritter Ordnung mit den

1 . .
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6.3. Laminare Grenzschicht an einer ebenen Wand in einer inkompriessn

Stremung
Randbedingungen
(y=0)=0; (6.60a)
y(y=0)=0; (6.60b)
y(y=1)=U;: (6.60c)

Wie schon in Kap.6.1.1versuchen wir, die Gleichung und ihre &sung in dimensi-
onsloser Form darzustellen. Wegen= @ =@y O(U; ) mu die Stromfunktion in
der Grenzschicht von der Go enprdnung = O(U; ) sein. Mit der Gre enord-
nung der Grenzschichtlslicke = L=U, (6.53 skalieren wir deshalb die Strom-

funktion mit der Skala™ LU 4

P07 oy (6.61)

wobei wir die dimensionslosen Koordinaten

X = %; und y === —y (6.62)
verwenden.

Bisher hatten wir die LangeL der Platte nicht spezi ziert. Fur den Fall einer
halbunendlichausgedehnten Platte. ! 1  darf die Lesung nicht von der Lange
L abhangen. Damit fur alle Werte vonx undy unabhangig vonL ist, darf
nur von der Ahnlichkeitsvariablen

P=—=y — (6.63)

abhangen. DieAhnlichkeitsvariable ist derart ausx undy Kkonstruiert, so da
L aus eliminiert ist. Dagpiber hinaus mu fur eine volls®ndige Elimination von

L auch noch der Faktor L vor in (6.61) kompensiert werden. Um dies zu
erreichen, machen wir deAhnlichkeitsansatz
p— p—
xsy)= xf() ) (xy)= Usxf(): (6.64)

Wenn wir diesen Ansatz in 6.59 einsetzen und die partiellen Ableitungen

u= ,=U; 1;0( ) (6.65a)
U
w=U —FR); (6.65b)
- % 009 .
vy = )ff 0 ): (6.65c)
V= X=% U; f 9 (6.65d)
U U
w= o (£ T f % (6.65€)
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6. Denne Reibungsschichten

1.2
.| f0= u=yY;
0:8 +
06 (F0 f)=2 v
0:4 L
02 \foo Xy
% 2 4 5 8 1

Abbildung 6.12.: Blasius-Pro | u( ) (blau) fur die Grenzschichtstroemung entlang einer
halbunendlichen, ebenen Platte. Au erdem ist die Abhangigkeit der Normalgeschwindig-
keit v (gren) und der SchubspannungTyy (rot) von gezeigt.

beachten, erhalten wir die gewhnliche Di erentialgleichung fer f ( )

2f 9% ff 0= Q: (6.66)

Dies ist dieBlasius-Gleichung(Blasius 190§. Die Lesung mu den Randbedingun-
gen

f(0)=0; (6.67a)
f40)=0; (6.67b)
fq1)=1: (6.67¢)

gergen. Die Blasius-Gleichung ist eine geknliche aber nichtlineare Di erenti-
algleichung und mu numerisch gelst werden. Die l®sung ist Abb. 6.12 gezeigt.
Abbildung 6.13zeigt einen Vergleich mit gemessenen Werten.
Fur die v-Komponente am Grenzschichtrand ! 1 erhalt man
r r
fO f X
v = 11 )= Al ) 038604 Ui: (6.68)

X 2 1
1

Die Grenzschichtdickda t sich nicht in eindeutiger Weise angeben, da die Rei-
bungswirkung in der Stemung nach au en nur asymptotisch abnimmt. Das Ge-
schwindigkeitspro | u( ) geht fur ! 1 asymptotisch in U; weber. Daher kann
man (x) als den Abstand von der Platte de nieren, an dem die Geschwindigke
u=0:99u; ist. Aus den numerischen Ergebnissen und nach Nach Ab®.12 liegt
dieser Punkt bei =5:0. Mit (6.63 gilt dann

r

99(x) S0 (6.69)

By
U
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6.3. Laminare Grenzschicht an einer ebenen Wand in einer inkompriessn

Stremung
w //,—u@-» oty

08 +—

fim =g

06 —

) . =182 10°
04— ° =364-10°
. =546-10°

) D

02 —

Abbildung 6.13.: Geschwindigkeitspro | der Plattengrenzschichtstromung { Vergleich
von Theorie und Experiment (Landau & Lifschitz 1991).

@) (b)

y A | y A
" 4’ ,,,,, 99
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, L.

Vv u e u

Abbildung 6.14.: Die Verdrangungsdicke 1(x) ist die Dicke, um welche ein reibungsfrei
stremendes Fluid verdmngt werden mu (a), damit der Volumenstrom (graue Flache\,)
im gleichen Ma e verringert wird wie durch den Einu der Rei bung in einer viskosen
Grenzschicht der Dicke gg9(x) (b).

Diese De nition der Grenzschichtdicke hat den Nachteil, da von der geforderten
Genauigkeitabhangt.

Ein physikalisch sinnvolleres Ma #r die Grenzschichtdicke stellt dieVerdran-
gungsdicke ; dar. Durch das Anwachsen der Grenzschichtdicke iRichtung wird
eine immer dicker werdende Fluidschicht um da&eschwindigkeitsde zitU, u
verlg@lgsamt (grau in Abb.6.14). Dadurch wird der Volumenstrom in x-Richtung
um , (U u)dy vermindert. Als Folge mu das Fluid seitlich ausweichen, was
zu der v-Komponente in der Grenzschicht efhrt. Zur Beschreibung des Verdan-
gungse ekts wird die Verdrangungsdicke ;(x) eingekihrt. Dazu betrachtet man die
reibungsfreie Stremung eiber eine ebene Platte mit endlichen Dicke,. Gegemiber
eingy unendlich d&innen Platte ist der Volumenstromeber die endlich dicke Platte
um 01 U; dy = U; ; verringert (Abb. 6.14a). In einer Grenzschichteber einer un-
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6. Denne Reibungsschichten

endlich ceinnen Platte ist der Vejumenstrom gegesber der reibungsfreien Semung
auch vermindert, und zwar um 01 (Uy  u)dy (Abb. 6.14). Die Verdrangungsdicke
einer Grenzschicht ist dann so de niert, da der Verdangungse ekt einer reibungs-
freien Stremung eiber einerdicken Platte mit der Dicke 1(x) gleich ist mit dem
Verdrangungse ekt in einer Grenzschicheiber einerunendlich duinne Platte (Abb.

6.14). Fur die so de nierte Verdrangungsdicke gilt dann (konstante Dichte)

YA 1
U = (U1 u)dy; (6.70)
0
also Z, .
1= 1 — dy: (6.71)
0 Uy
Mit u=U; = fq )und dy = ( x=U; )**2d ergibt sich
i "=
= - 1 f = — flu : g2
= oo @ %= gl fle (6.72)
Durch Di erentiation nach x ergibt sich
r
d; 1 0 .
&= Ul e (6.73)
und durch Vergleich mit (6.68 ndet man
U E = vy (X): (6.74)
ax — PV '

Diese Beziehung gilt ganz allgemein und zeigt die physikalische Bedewgwon ;.
Fer den Fall der ebenen Platte erilt man

0:344  g9(X): (6.75)

Zur Bestimmung des Reibungswiderstand der angesimten Platte ist schlie lich

die Wandschubspannung von gro er Bedeutung. dt sie gilt
r—
wand . @U £90)= U, U71f %0);  (6.76)

v G %y
y=0 p|

Ui =X

Daraus ergibt sich &r den lokalen Reibungsbeiwert?:

r r

O(x) := Y __=2f%0 0:664
= G =200 gy Us x

(6.77)
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6.3. Laminare Grenzschicht an einer ebenen Wand in einer inkompriessn
Stremung

Es ist zweckna ig, die lokalen Reynoldszahl

Re, = X (6.78)

einzufthren. Damit kennen die wichtigsten Ergebnisse zusammengefa t werden

0:664
0 = ; 6.79
G pR—eX ( a)

0:8604
— (6.79b)

X ReX

Der Reibungswiderstand ér eine Plattenseite und einen Streifen mit langeL von
der Vorderkante in x-Richtung und Breite b in z-Richtung lautet

:

V
X

P

~
o

(6.79¢)

g

VA L
D=b w(X)dx: (6.80)
0
Fehrt man den Widerstandsbeiwertcy ein
2D
@ = (Uz=2)bL (6.81)
so ertelt man fur den Widerstandsbeiwert der ebenen Platte dereingelL
1:328
= ; 6.82
Co pR—e_ ( )

wobei Re die mit der Plattenlange gebildete Reynoldszahl ist.

6.3.1. Einu des Druckgradienten auf das Grenzschichtpro |
Ablesung der Stremung

Wir haben bisher nur den Sonderfall behandelt, da der in die Grenasichtgleichun-
gen eingehende Druck konstant ist (Plattengrenzschicht). Meigindert sich auch
der Druck mit der Lau ange x, im allgemeinen nussen dann die Grenzschicht-
gleichungen numerisch gebt werden.Ahnlichkeitslesungen lassen sich aber nden
(ohne Beweis), wenn die aus der reibungsfreien Theorie bestimmisfandgeschwin-
digkeit die Form

@ = Klm 2 X )

U (1+m)L

hat, wobei K > 0 und U; > 0 beliebige Konstanten darstellen unan ein kleiner
Exponent ist. Mit

(6.83)

- fqy, (6.84a)

(m+1) U(x)
2 x

(6.84b)
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-01988——— UiU—U,S 10 4@

0 05

0

Abbildung 6.15.: Geschwindigkeitsprol und Schubspannung #r die Falkner-Skan-
Gleichung (6.85 nach Gersten & Herwig (1992.

gerugt f dann der gewohnlichen Di erentialgleichung
fO0% ff % (1 %) =0; (6.85)

die als Falkner-Skan-Gleichungbezeichnet wird und wobei = 2m=(m + 1). Mit
diesen Gleichungenelt sich der E ekt einer beschleunigten (m; > 0;pYx) < 0)
und vermgerten Stemung (m; < 0;p{x) > 0) beschreiben. Die Randbedingungen
lauten wie freher

f(0)=f%0)=0; (6.86a)
fq1)=1: (6.86b)

Einige numerische Ergebnisse sind in Abl&.15dargestellt. Man kann zeigen, da
im Falle eines Druckanstiegseir 0:199< < 0 neben losungen, in denen die
Geschwindigkeitu stets positiv ist, weitere Losungen existieren (nichtlineare Glei-
chung), fur welche das Geschwindigkeitspro | Rckstromgebiete aufweist.

In unmittelbarer Wandnahe sindu und v sehr klein. Dann kann man in der
Impulsgleichung inx-Richtung (6.540 die nichtlinearen Terme vernactdssigen, da
sie quadratisch klein sind. Damit gilt in Wandrahe ganz allgemein (unabdngig von
einer Ahnlichkeitslosung)

dp_ @u
dx @Y,

Fur die Plattengrenzschicht mitp® = 0 gilt an der Wand @u=@¥% = 0. Das Ge-
schwindigkeitspro | weist an der Wand einen Wendepunkt auf. & p{x) < 0 (Be-
schleunigung) ist die Kemmung des Geschwindigkeitspro Isaberall negativ und
es existiert kein Wendepunkt. Im FallpXx) > 0 (Verlangsamung) weist das Pro |
einen Wendepunkt auf (Abb.6.16).

Bei einem weiterem Druckanstieg in Stromrichtung wird die Semung in Wand-
nahe weiter verlangsamt bis sie an einem Punl& zum Stillstand kommt. Weiter
stromab kommt es dann zu einem &ckstremgebiet (Abb. 6.17). Dieser Vorgang

(6.87)
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6.3. Laminare Grenzschicht an einer ebenen Wand in einer inkompriessn
Stremung

Abbildung 6.16.: Geschwindigkeitspro le fur beschleunigte (gestrichelt) und veragerte
Grenzschichten (lang gestrichelt). Im Falle einer Vermsgerung tritt ein Wendepunkt (WP)
auf.

Ay

Abbildung 6.17.: Schematische Darstellung der Somung in der Nahe des Abbsepunk-
tes. Die Stromlinien sind blau, die Pro le der Horizontalgeschwindigkeit , die
separierende Stromlinie gestrichelt und die Linie verschimdender Horizontalgeschwin-
digkeit gepunktet. Beachte, da die y-Achse stark gestreckt ist.

wird Ablesunggenannt. Die Losung der klassischen Grenzschichttheorie endet im
AblesepunktA. In diesem Punkt verschwindet die Wandschubspannung,, denn
dann ist @u:@yg0 = 0. Das Reckstromgebiet kann man mit der klassischen Grenz-
schichttheorie nicht mehr behandeln. Da der Asisepunkt in einem Gebiet liegen
mu, in dem @u=@%> 0 ist, mu die Ablesestelle im Gebiet eines Druckanstiegs

(pAx) > 0) liegen.

In vielen Fallen mechte man die Abbsung der Stemung vermeiden, weil da-
mit ein betrachtlicher Anstieg des Widerstands verbunden ist (Tragugel) oder
weil sich die Topologie der S®mung in unginstiger Weiseandert (z. B. bei einer
Di usorstr emung). Wenn die Stemung vom Trag egel abreit, wird ein weiterer
Druckanstieg derau eren Stremung hinter dem Abbsepunkt verhindert. Damit re-
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6. Denne Reibungsschichten

@) (b) ()

(d) (e)

Abbildung 6.18.: Zylinderumstremung bei Re = U; d= = 9:6 (a), 13.1 (b), 26 (c), 41
(d) und 2000 (e). Die Aufnahmen (a){(d) stammen von S. Taneda(siehe auchTaneda
1955 1956 und (e) stammt von H. Were (ONERA) ( Werk & Gallon 1972, Van Dyke
1982. Fur Re = 47 wird die Stremung zeitabhangig und es entsteht im Nachlauf die

Karmansche Wirbelstra e.

duziert sich aber die Druckkraft in Vorwartsrichtung, was netto zu einem bheren
Widerstand fehrt. Dies ist der Druck- oder Formwiderstandim Unterschied zum
ReibungswiderstandUm die Ablesung zu verhindern, darf sich der Tragugel nur
sehr langsam vemngen.

Wie hinter umstremten Kerpern verlangsamt sich auch beim Di usor dieu ere
Stremung. Der damit verbundene Druckanstieg kann auch hier zur Adung #ihren.
Die Verlangsamung der Semung wird zum Teil durch den Verdangungse ekt der
Grenzschicht wettgemacht, so da eine hinreichend langsame Eiitegung nicht zur
Ablesung #thren mu .

Die Entwicklung der abgebsten St®emung hinter einem quer angesemten Zylin-
der bei Erhohung der Reynolds-Zahl ist in Abb6.18gezeigt. Abgebste Stemungen
sind meist zeitablngig. Sie treten insbesondere an scharfen Kanten auf.

6.4. Impulssatz fur inkompressible Grenzschichten

Wir gehen von der Kontinuitatsgleichung und der Bewegungsgleichung Ir-
Richtung fer inkompressible Grenzschichten aus.

@u_@v_

ax @y 0; (6.88a)
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6.4. Impulssatz @ir inkompressible Grenzschichten

@u @u 1dp @u

i Yoy &’ @y (6.88b)
1dp _ ,dU.
—d—s = (6.88¢)

Unter Berecksichtigung der Kontinuitatsgleichung kann die Bewegungsgleichung
auch in der Form

du @u
ud)+ =(uv)= U—+ —: 6.89
@>g ) )g )= U @3 (6.89)
geschrieben werden. Multiplikation der Kontinuitatsgleichung mitU(x) liefert
)SUu)+ —§Uv) ud—U (6.90)
Subtraktion dieser beiden Beziehungen ergibt
du @u_

)Lu(U ul+ — v(U ul+(U u)— (6.91)

@y’
Formale Integration eber y in den Grenzen [01 ) (Integration eber die Grenz-
schicht) liefert (der zweite Term verschwindet wegemn(y =0) =0und u(y=1)=
U)

YA 1 yA 1

@ du @u'
—u(U  u)ldy+v(U u)js+ (U u)dy= — (6.92)
o ot Nl %

R
L0 uU udy

mit @
u
w= = : (6.93)
(@)
Es qilt fur die Verdrangungsdicke
yA 1
U,= (U uwdy: (6.94)
0
Weiter de nieren wir die Impulsverlustdicke ,(x) durch
YA 1
Uz, = u(U u)dy: (6.95)
0
Damit folgt
&(U 2) + Ud_ 1= — (6.96)
und schlie lich q 1du
2, - w .
dx de(zz 1) = Uz (6.97)
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6. Denne Reibungsschichten

Abbildung 6.19.: ®bergang von einer laminaren zu einer turbulenten Grenzsdohtstr o-
mung.

Dies ist derImpulssatz #ir Grenzschichtennach von Karman (1921) von Karman
(192). Nach Einfahrung des sogenannteformparameters

H:= = (6.98)
2
lat er sich auch in der Form
d, 1du _q
T Um @)= S (6.99)

schreiben. Diese Form des Impulssatzes gilt nicht nuarflaminare Grenzschichten,
sondern auch #@r turbulente Grenzschichten! Die Geschwindigkeit! ist im turbu-
lenten Fall jedoch durch den zeitliche Mittelwertu zu ersetzen.

Mit Hilfe dieser integralen Formulierung des Impulssatzesuf Grenzschichten
kann man wichtige Kennge en erhalten, ohne die urspunglichen Grenzschicht-
gleichungen numerischedsen zu nussen. Insbesonderalt ( 6.99 Genauigkeitsab-
schatzungen von Maherungen zu, bei denen z.B. das Geschwindigkeitspro | in der
Grenzschicht durch eine einfache Funktion (Potenzfunktion odaNinkelfunktion)
approximiert wird.

6.5. Turbulente Grenzschicht an einer ebenen Wand
fur inkompressible Stremungen

Experimente und Theorie zeigen, da die laminare Grenzschicht beirineichend
gro en Werten von Re nicht mehr stabil gegember kleinen Serungen ist. Fur
Re > Regir it

Rewis 5 10 (6.100)

ist die Grenzschichtstemung turbulent (Abb. 6.19).
Ahnlich wie die turbulente Rohrstremung (sieheGrundlagen der Stomungslehrég
ist auch die turbulente Grenzschichtsomung einer strengen Behandlung zur Zeit
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6.5. Turbulente Grenzschicht an einer ebenen Wanerfinkompressible
Stremungen

Abbildung 6.20.: Pro | der mittleren Str emung (qualitativ) in einer turbulenten Grenz-
schicht.

noch nicht zuganglich. Wir beginnen daher auch hier zuschst mit einer Dimensi-
onsanalyse. Da sich die Grenzschichtdicke mit der Laangex nur langsameandert,
gehen wir mherungsweise von der Vorstellung einer turbulenten Schemstnung an
einer ebenen Wand aus (Abb6.20).

Fur die zeitlich gemittelten Werte der Stemungsgeschwindigkeiten ist dann

u=u(y); v=0: (6.101)
Wegen des verschwindenden Druckgradientg{x) 0 ergibt sich damber hinaus
=const: = (6.102)

Da wir sehr gro e Reynoldszahlen voraussetzen, wird der Ein u deinneren Rei-
bung vernachassigt. Die Schubspannung wird dann allein durch den turbulenten
Impulstransport hervorgerufen. Ma gebend dadr ist der Geschwindigkeitsgradient
du=dy der zeitlich gemittelten Stemung.

Jetzt lautet die Frage: Wie mu du=dy von y abhangen, damit durch den turbu-
lenten Impulstransport in der Scherstomung eine konstante Schubspannung erzeugt
wird? Dazu setzen wir voraus, da d=dy eindeutig durch die Vorgabe der G en

w, undy festliegt,
du
0y f(w :y): (6.103)
Aus den Gmen ,, und kann eine G® e mit der Dimension einer Geschwindigkeit
gebildet werden, die sogenannt8chubspannungsgeschwindigkait,

ro__
u = = (6.104)

Durch Dimensionsanalyse (siehe SkripturGrundlagen der Stomungslehrg ndet

man d
u u
& - Oy (6.105)
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6. Denne Reibungsschichten

Abbildung 6.21.: Pro | der mittleren Str emung (qualitativ) in einer turbulenten Grenz-
schicht.

Integration dieser Beziehung ergibt
u
G- Ciln = (6.106)

mit den beiden KonstantenC; und y,. Aus (6.109 folgt u(y ! 0)! 1, d.h.
die obige Dimensionsanalyse liefert in unmittelbarer Wandihe ein unphysikalisches
Ergebnis. Dieser Widerspruch wird aufgekt, wenn man beachtet, da an der Wand
y = 0 die turbulenten Schwankungen verschwinden assen (°! 0, Vv°! 0), weil
in Wandnahe die innere Reibung von Bedeutung ist. Die Schicht in derelNe der
Wand, in der der Ein u der Z ahigkeit dominant wird, nennt man Wandschicht

In der laminaren Unterschicht gilt reherungsweise

du
= — 107
I~ (6.107)
Wegen = = u 2 gilt somit
du wu?
— A
dy (6.108)
In der turbulenten Scherschicht gilt hingegen
du u
— 6.109
&y ( )

Die fur die Beschreibung der Swmung in der Wandschicht wesentlichen Gren
sind ,, und . Daraus Bt sich eine einzige Gp e mit der Dimension einer

Lange bilden: o

— = 6.110
-= 4 (6.110)
Somit ist

Yo = Cu—; (6.111)
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6.5. Turbulente Grenzschicht an einer ebenen Wanerfinkompressible
Stremungen

Abbildung 6.22.: Wandrauhigkeit.

Abbildung 6.23.: Struktur der mitleren turbulenten Str emung in Wandnahe.

wobei C eine weitere positive Konstante bedeutet. Einsetzen i (10§ ergibt

u yu yu 1
— =CiIn=—=CyIn=—+ CyIn%; 6.112
U lnC 11n lnC’ ( )
oder kurz
ui =c,in ™+ ¢y (6.113)

Diese Beziehung wird alfogarithmisches Wandgesetzezeichnet. Rir glatte Wande
(Abb. 6.22

kYo (6.114)

u
erhalt man aus Experimenten

1
C, = {— =25 C, 55 (6.115)

Wir wenden uns nun wieder der Berechnung der turbulenten Grerctschtstre-
mung zu. Dazu gehen wir von der Annahme aus, da6(113 an jeder Stellex
zur naherungsweisen Berechnung des Geschwindigkeitspro Is herazggen werden
kann, da sich die Feldge en in der Grenzschicht nur langsam mit der Lauange
x andern. Dann gilt (6.113. Allerdings hangt die Schubspannungsgeschwindigkeit
nun von der Lau angex ab

u =u (x): (6.116)
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6. Denne Reibungsschichten

Fer den Grenzschichtrandy =  gilt naherungsweises U, , so da

‘IJJ_l ot cy (6.117)

Um die gesuchte Ablangigkeitu = u (x) zu erhalten, bermetigt man den Zusam-
menhang zwischen und x. Dieser Zusammenhang kann mit Hilfe des Impulssatzes
abgeschtzt werden. Aus (6.117 und (6.113 folgt zunachst

U, u

= Cyln—: 6.118
U 1in y ( )
Dies bedeutet
U u u,; far 'y (6.119)
Somit gilt naherungsweise
z u u z u
— 1 — d 1 — d ; 6.120
A o v, o v o ( )
Weiter ist
Z Z
U, u u y
d C,— In=d
1 .U y 1Ul . y
1
cii in¥g Y ce Yy 1 . (6.121)
U o Uy 0
und somit
u
Ci—: 6.122
> 1 Gy ( )
Der Impulssatz 6.99 lautet
d 2 C? u 2
_= — = — 6123
dx 2 U7 ( )

Da sichu nur langsam mit x andert, kann die Integration sofort mherungsweise
ausgetihrt werden,
u 2

@x: (6.124)

2

, 1und , wachsen also nahezlinear mit x an!
Wir sind nun in der Lage, den gesuchten Zusammenhang zwischgn(bzw. u )
und x anzugeben. Mit 6.129 gilt

U, ux .
Cuu CiYq '

(6.125)
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6.5. Turbulente Grenzschicht an einer ebenen Wanerfinkompressible
Stremungen

(@) (b)

Abbildung 6.24.: Widerstandsdiagramm fur eine langsangestomte ebene Platte (eine
Seite, Breite b, Langex). (a) glatte Platte. (b) rauhe Platte. Hierbei bedeuten (1) lami-
nare Stremung, (2) turbulent mit laminarem Anlauf, (3) turbulent (g latt), (4) turbulent
(rauh), (5) turbulent (vollausgebildete Rauhigkeitsstr emung) (nach Schlichting & Gersten
1997.

Damit folgt aus (6.117 unmittelbar
S

2 u 2x dU; X
— [ + | +
CP Ciln U, C, C, Ciln 2C, C,
C:In(’Re) + C;  Cy1In(2Cy) (6.126)
oder
q—a |9—§In(cf Re) + C: (6.127)

Unter der Verwendung der @r glatte Wande giltigen Werte von C; und C, (siehe
Grundlagen der Stemungslehrg, erhalt man den experimentell gut begitigten
Zusammenhang

ql—_ =1:7In Re, +3:0: (6.128)

Der Widerstandsbeiwert ist dann (siehe Abb6.24)

Z
2D 1
X

UZbx

A (x%dx? (6.129)
0

CD:

So wie bei den in der Vorlesungsrundlagen der Stemungslehreuntersuchten
turbulenten Rohrstremungen kann inahnlicher Weise auch die turbulente S#-
mung eiber rauhe Wande behandelt werden. Bemlich der Ergebnisse sei auf die
einschigige Literatur verwiesen, z.BGersten & Herwig (1992 oder Schlichting &
Gersten(1997.

Et.rc' KNSy’ v KM%N\!_L 151

emungsmechani



6. Denne Reibungsschichten

152 R
G v



A. Diagramme und Tabellen

Abbildung A.1.: Sto polarendiagramm fur Luft ({ = 1:4) (aus Oswatitsch 19789.
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A. Diagramme und Tabellen

Abbildung A.2.: Sto winkel in Abh angigkeit von Stremungsumlenkwinkel und Anstrem-
machzahl fur Luft ({ = 1:4) (aus Liepmann & Roshko 1957%.
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Abbildung A.3.: Charakteristikendiagramm fer Luft ({ = 1:4) (aus Oswatitsch 1979.
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A. Diagramme und Tabellen

Abbildung A.4.: Tabelle zum Charakteristikendiagramm fur Luft ({ = 1:4) (aus Oswa-
titsch 1976).
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