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Das Frontispiz zeigt die Bewegung einer Kugel in Luft mit M = 4.01 nach A. C.
Charters (Van Dyke 1982). Mit Hilfe des Schattenverfahrens kann die zweite Ablei-
tung der Dichte sichtbar gemacht werden. Neben dem Bug-Stofl (bow shock) ist ein
schwacher Stofy zu sehen, der von der Stelle ausgeht, an der die Strémung von der
Kugel separiert. Auflerdem kann man eine sogenannte N-Welle sehen, ein Stof; der
sich vom turbulenten Nachlauf 16st. Die beiden starken Stofe sind als Doppelknall
zu horen.


http://www.fluid.tuwien.ac.at

Vorbemerkungen

Die vorliegenden Aufzeichnungen basieren auf dem Skriptum Stromungslehre (Ver-
sion von 1999) von Professor Alfred Kluwick,' der diese Vorlesung bis 2009 gehal-
ten hat. Ziel des Kurses, den ich vom WS 2010 bis zum WS 2015 abhielt, ist die
Vermittlung fundamentaler aerodynamischer Zusammenhénge. Ausgehend von den
Grundgleichungen werden stationdre inkompressible reibungsfreie und drehungs-
freie Stromungen behandelt, deren Losungen sich durch Superposition elementarer
Losungen der Potentialgleichung ergeben. Diese Kenntnisse werden genutzt, um
die Theorie diinner Tragfliigelprofile fiir ebene inkompressible Strémungen zu ent-
wickeln. Die Betrachtungen werden dann auf Tragfliigel endlicher Streckung erwei-
tert. Danach werden Kompressibilititseffekte betrachtet sowie schiefe Stofle und
die Prandtl-Meyer-Expansion. Viskose Effekte werden anhand der Schmierfilmstro-
mung behandelt, wonach die vereinfachten Gleichung auf laminare Grenzschichten
erweitert werden. Schliellich wird die Schichtstruktur turbulenter Grenzschichten
behandelt.

Die vorliegende Version stellt eine erste iiberarbeitete Version des Vorlduferskrip-
tums dar. Der Text wurde iiberarbeitet und viele Abbildungen wurde neu erstellt.
An vielen Stellen wurden jedoch noch die urspriinglichen Abbildungen eingebun-
den. Das Kapitel zur Numerik wurde génzlich gestrichen, da es mittlerweile ent-
sprechende Vorlesungen gibt, welche die Numerik in groflerer Tiefe behandeln. Fiir
die Fehlersuche und das aufmerksame Lesen der ersten Fassung bin ich Herrn S.
Scheichl und Frau K. Edelhoff sehr dankbar.

Die Uberarbeitung des Skriptums ist noch nicht abgeschlossen. Einige Kapitel
der Originalversion wurden textlich noch nicht {iberarbeitet. AuBlerdem wurde die
Vorlesung mit der Einfithrung des Bachelor/Master-Systems von Stromungslehre
zu Strémungsmechanik 2 umbenannt.

H. C. K.
im WS 2015

IProfessor Alfred Kluwick verstarb am 2.2.2022 im Alter von 80 Jahren. Einen Nachruf findet
man unter diesem Link.
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1. Grundgleichungen

1.1. Grundgleichungen fiir stationadre, reibungsfreie
Stromungen in integraler Form

Wir betrachten eine stationére, reibungsfreie Stromung um einen ruhenden festen
Korper. Wendet man die Erhaltungssitze der Mechanik fiir Masse, Impuls und
Energie auf ein raumfestes Kontrollvolumen V an, welches den festen Korper bein-
haltet (Abb. 1.1), so ergeben sich gewisse Bilanzgleichungen. Wenn im Volumen
keine Massequellen vorhanden sind, verschwindet der gesamte Massenstrom durch
die Oberfldche S des Volumens und die Massenbilanz lautet

fpﬁ-d§:fpa-ﬁd5:7§pundszo. (1.1)
S S S

Hierbei bezeichnen S die geschlossene Oberflidche des raumfesten Kontrollvolumens
V', p die Dichte des stromenden Mediums und u,, = -7 die auf den Normalenvektor
1 projizierte Stromungsgeschwindigkeit u. Der Normalenvektor zeigt konventions-
geméf aus dem Kontrollvolumen heraus.

Die Anderung des Impulses pro Zeit (Kraft) ergibt sich aus der Impulsbilanz

fpfm-d§: %pﬁundS = —fpﬁds+/ pgdV + F. (1.2)
S S S \%

Der linke Teil der Gleichung beschreibt den Impulsstrom durch S, wobei puu der
Tensor der Impulsstromdichte ist. Auf der rechten Seite stehen Kriéfte, die vom ther-

Abbildung 1.1.: Raumfestes Kontrollvolumen V' um einen umstromten Korper.

2. €. Rublmann, A. Kluwid 1
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1. Grundgleichungen

Y

Abbildung 1.2.: Zur Luftkraft um einen umstromten Koérper.

modynamischen Druck p bewirkt werden, sowie die Gewichtskraft (Erdbeschleuni-
gung g). F ist die auf das stromende Medium wirkende Kraft, auch Haltekraft
genannt, die von einem Koérper in der Stromung vermittelt wird. Dementsprechend
ist die auf den umstromten Korper ausgeiibte Reaktionskraft R=—F.

Die Bilanz der Gesamtenergie (kinetische und innere) lautet

—»2 .
%pun(u——i-e)dS:—%pundS—i-/p§~ﬁdV+P+Q. (1.3)
s 2 s 1%

Hier bedeuten e die spezifische innere Energie (pro Masse), P die pro Zeiteinheit
von der Kraft F verrichtete Arbeit und Q die pro Zeiteinheit zugefithrte Wirme
(durch Warmeleitung, Strahlung oder chemische Reaktion). Verwendet man die aus
der Thermodynamik bekannte Beziehung fiir die spezifische Enthalpie h = e+ p/p,
kann man auch schreiben

—»2 .
j{pun <%+h) dS:/pg-ﬁdV+P+Q. (1.4)
S 1%

1.2. Luftkradfte

Zieht man das Kontrollvolumen so weit zusammen, dafl es der Korperkontur selbst
entspricht (Abb. 1.2), so kann man die Impulsbilanz (1.2) als eine Beziehung fiir
die auf den Kérper wirkende Kraft auffassen (auf der Kérperoberflache ist u,, = 0,
Gewichtskrifte sind hier nicht beriicksichtigt)

R= —ﬁpdgz —fg(p—poo)ﬁdS. (1.5)

Die Reaktionskraft R wird also nur durch den Druck bewirkt. Man kann den Druck
auch relativ zu einem festen Bezugspunkt nehmen (konstanter Umgebungsdruck p,
weit weg vom Korper), da der konstante Druck p, keinen Beitrag zur resultierenden
Gesamtkraft liefert: Das entsprechende Integral iiber die geschlossene Oberfliache S
verschwindet.

2 4. €. Rublmann, A. Rluwic€
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1.3. Differentielle Form der Grundgleichungen fiir stationare, reibungsfreie
Strémungen

Héaufig wird die Druckstorung p — ps an der Oberflache des Korpers als dimensi-
onslose Kenngrofle dargestellt. Dies ist der ortsabhéngige Druckbeiwert (Druckko-
effizient) ¢,(Z). Er wird definiert als

P — Do
= —. 1.6
@ PootiZ, /2 (16)
Die Bezugsgrofe ps,u? /2 entspricht dem Staudruck im Falle einer inkompressiblen

Stromung.

Dariiber hinaus definiert man noch dimensionlose Kennwerte fiir den Auftrieb
(lift) L = R, = —F, und den Widerstand (drag) D = R, = —F,, wobei €, die
Richtung der Anstrémung ist und €, die Richtung senkrecht dazu. Der Auftriebsbei-
wert ¢;, und der Widerstandsbeiwert cp sind integrale Gréflen und werden definiert
als

L
cr = m, (17&)
D
b= —— (1.7b)
T PocuZ A

Dabei ist A eine charakteristische Flache (z.B. die Tragfliigelfliche beim Flugzeug
oder die Querschnittsflache senkrecht zur Anstromung bei einem Kraftwagen).
Den Auftrieb und den Widerstand erhélt man durch Integration der entspre-
chenden Komponenten der Kraft pro Flache p — p.,. So ist zum Beispiel L =
— $4(P — Pso)€y - 1 dS. Damit ergeben sich die Auftriebs- und Widerstandsbeiwerte

1

cL = —Z%gcpny ds, (1.8a)
1

cp = —Z]icpnx ds. (1.8b)

Die Bedeutung dieser Kennwerte wird im Kapitel 2.4 (Tragfliigeltheorie) klarer
werden.

1.3. Differentielle Form der Grundgleichungen fiir
stationdre, reibungsfreie Stromungen

Um von den integralen Erhaltungsgleichungen auf die differentielle Form zu kom-
men, werden zunéchst alle Integrale in Volumenintegrale iiberfiithrt. Dann wird ar-
gumentiert, dafl das Ergebnis nicht von der Wahl des speziellen Kontrollvolumens
abhéngig sein darf, woraus folgt, dafy die Bilanzgleichung auch punktweise, also fiir
die jeweiligen Integranden erfiillt sein muf. Bei der Umwandlung der Oberflachen-
integrale benotigen wir den Gauf$schen Satz

/Vv-fdvzjgﬁ-fdszfif-dﬁ. (1.9)

2. €. Rublmann, A. Kluwid 3
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1. Grundgleichungen

—

Hierbei ist f(Z) € R? eine beliebige stetig differenzierbare vektorwertige Funktion
in R3.!

Massenbilanz Unter der Voraussetzung, dafl die Feldgroflen differenzierbar sind,
folgt aus der stationdren Massenbilanz (1.1) mit Hilfe des Gaufischen Satzes

j{pﬁ-dﬁz/v.(pﬁ)dvzo. (1.10)
S 1%

Da das Kontrollvolumen beliebig gewihlt werden kann, mufl der Integrand ver-
schwinden. Daraus ergibt sich die Kontinuitdtsgleichung fiir stationére Stromungen
(U = uey + ve, + we)

V- () = 5 lpu) + 5 (p0) + g lpw) = (1.11)

In Komponentenschreibweise lautet die Kontinuitétsgleichung auch

0

a—xj(puj) = (. (1.12)

Wir werden auch im weiteren die Indexschreibweise mit der Konvention verwenden,
daf tiber gleichlautende Indizes zu summieren ist (Einsteinsche Summenkonventi-
on).

Impulsbilanz  Die stationidre Impulsbilanz (mit F= 0)

%pﬁﬁ-ﬁd5+7{pﬁd5: / pgdV
S S %

"'Wenn man den Gaufschen Satz fiir einen Wiirfel im Limes V' — 0 betrachtet, kann die Divergenz
eines Vektorfelds definieren. Mit V' = AzAyAz gilt (die jeweils konstanten Argumente von f
werden unterdriickt, ¢ numeriert die sechs Seiten des Wiirfels)

6
(V-7) Aeayaz =3 £iSi = fla + Aa) - &8yAz + fo) - & (~AyA2) + fly + Ay) - 6,002
i=1

— — —

+ f(y) - Ey(—AzAz) + f(z + Az) - &, AxzAy + f(z) - €,(—AzAy).

Es folgt
s Jerdn) @) . Ay -y, . [E+A2)—[(2)
Vif=é Az tey Ay te Az
_O0fe [ Ofy [ Of
- Oz * Oy - 0z
4 4. €. Rublmann, A. Rluwic€
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1.3. Differentielle Form der Grundgleichungen fiir stationare, reibungsfreie
Strémungen

lautet in Indexschreibweise

au 8 8
%puiujnj dS + %pni ds — / pg; dV Cauh / {—(puiuj) + L pgi| dV = 0.
S S 1% v L 0z; du;
(1.13)
Wegen der Unabhéngigkeit vom Kontrollvolumen mufl die Gleichung punktweise

erfiillt sein und es folgt die differentielle Impulsbilanz stationérer Stromungen in
Divergenzform

0 dp
- W) = ——— + pg;. 1.14
Ox; (puiu;) ox; P9 ( )

Das Anwenden der Produktregel fithrt unter Beriicksichtigung der Kontinuitétsglei-
chung (1.12) auf die Bewegungsgleichungen

Diese Bewegungsgleichung ist auch als stationdre Eulergleichung bekannt.

Um die physikalische Bedeutung des Terms w;0u;/0x; besser zu verstehen, be-
trachten wir ein substantielles Fluidelement, das sich mit der Stromung bewegt. Die
Position des Fluidelements sei z; = x;(t). Seine Geschwindigkeit ist demnach

Cdt

= ;. (1.16)

Uy

Fiir die Beschleunigung bei einer stationédren Stromung folgt aus u; = w;[x;(1)]

= —T; =Uj—.
dt al‘j J j@xj

(1.17)

Die linke Seite der Bewegungsgleichung (1.15) ist also gerade die Beschleunigung
eines substantiellen Fluidelements. Man definiert deshalb die substantielle Zeita-
bleitung (massenfeste Zeitableitung) fiir stationire Stromungen?

D 0
— =uj—=u-V. 1.18
Dt b 81’]' v ( )
Dann lautet die Bewegungsgleichung
= tg. 1.19
Dt p Ox; tg ( )

2Die vollstéindige substantielle Ableitung fiir zeitabhingige Stromungen (%, t) lautet

D 0 0

Dot “ag,

2. €. Rublmann, A. Kluwid 5
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1. Grundgleichungen

Energiebilanz Die Energiebilanz (1.4) fiir adiabatische Zustandsénderungen (@) =
0) und bei Abwesenheit mechanischer Energiezufuhr (P = 0) lautet

1
%puj (ﬁuluZ + h) n;dS = / pgiu; dV. (1.20)
5 1%

Unabhéngigkeit vom Kontrollvolumen liefert die differentielle Form

o (1
e <§pujuiui + puﬂl) = Pgil;. (1.21)
J

Unter Ausnutzung der Kontinuitdtsgleichung (1.12) kann dieses Ergebnis weiter
umgeformt werden zu

1 3} 1 d(pu;) oh
§Uz‘uia—xj(/mj) + S pus0u; + h axjj U = Pt (1.22)
=0 =0
oder, mit der Bewegungsgleichung (1.15),
ui— — g S 1.23
[ fent >
—p~10p/0x;

Mit der Definition der substantiellen Zeitableitung fiir stationédre Stromungen
D /Dt = u;0; (1.18) kénnen wir diese Relation in der Form schreiben

— ——=0. (1.24)
schreiben. Unter Verwendung der Entropiedefinition
1
Tds =dh — —dp (1.25)
p

erhalten wir die differentielle Energiebilanz auch in der sehr kompakten Form

Ds

D — 0. (1.26)
Wir kénnen also festhalten: In einer adiabatischen (Q = 0, keine thermische Ener-
giezufuhr) quasistatischen (P = 0, keine mechanische Energiezufuhr) Stromung
andert sich die Entropie entlang einer Stromlinie nicht. Derartige Stromungen ent-
sprechend (1.26) nennt man isentrop. Falls die Entropie zusétzlich noch raumlich
konstant ist (Vs = 0), nennt man die Stromung homentrop.

6 4. €. Rublmann, A. Rluwic€
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1.4. Stromfunktion und Geschwindigkeitspotential

Stromlinie: ¢ (z,y) = const.

Y

Abbildung 1.3.: Stromlinie und Geschwindigkeitsvektor tangential dazu.

1.4. Stromfunktion und Geschwindigkeitspotential

1.4.1. Stromfunktion

Die Kontinuititsgleichung fiir stationire zweidimensionale (ebene) Stromungen

I(pu)  O(pv)
ox + dy

=0 (1.27)

148t sich mit Hilfe einer Stromfunktion ¢ (z,y) identisch erfiillen. Die Stromfunktion
ist definiert durch
_ o

pu = dy’ (1.28a)
%
pv=—g" (1.28b)

Sie ist durch (1.28) nur bis auf eine beliebige Konstante bestimmt.
Wir betrachten nun Linien mit ¢ (x,y) = const. Entlang dieser Linien ist di) = 0.
Deshalb gilt auf diesen Linien
I %

dy = %dx + 8_ydy = —pvdz + pudy = 0. (1.29)

Hieraus folgt fiir die Steigung dieser Linien

dy WO v
e = o0y 0 tan . (1.30)

=const.

Eine Linie ¢ = const. ist also in jedem Punkt parallel zum Geschwindigkeitsvektor
« und folglich eine Stromlinie (Abb. 1.3). Dies kann man auch priifen, indem man
zeigt, dafl @ und Vi senkrecht aufeinander stehen: u - Vi = 0 (der Vektor Vi ist
in jedem Punkt senkrecht zur Isolinie von ).

2. €. Rublmann, A. Kluwid 7
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1. Grundgleichungen

Abbildung 1.4.: Wirbel in einem Fluid, das wie ein starrer Korper rotiert.

Zur Behandlung allgemeiner raumlicher (dreidimensionaler) Stromungen sind
zwei Stromfunktionen erforderlich. Eine Stromlinie wird dann durch die Schnitt-
kurve zweier Fliachen ¢y (x,y,z) und is(x,y, z) festgelegt. Dieser Fall wird hier
aber nicht weiter behandelt.

1.4.2. Geschwindigkeitspotential

Als Vorbereitung zur Einfiihrung des Geschwindigkeitspotentials ¢ betrachten wir
einen starren Wirbel mit der Geschwindigkeitsverteilung @ = Qré, und €2 = const.
(Abb. 1.4). Die kartesischen Geschwindigkeitskomponenten lauten

u = —|u|sing = —Qrsinyp = —Qy, (1.31a)
v = |u] cos p = Qrcosp = Qx, (1.31b)

was auch aus @ = € x Z mit (3 = Q¢, folgt. Hieraus folgt die Relation

ov Ou
ey =2 (1.32)

Offenbar ist dv/dz — Ou/dy ein Ma8B fiir die lokale Drehung des Fluids. Die obige
Relation legt nahe (dies 148t sich beweisen), dafl eine zweidimensionale Stromung
drehungsfrei ist,> genau dann wenn in jedem Punkt gilt

ov  Ou
il (1.33)

3Anstelle des Worts drehungsfrei wird auch manchmal wirbelfrei verwendet. Der Begriff dre-
hungsfrei ist aber eigentlich genauer, da der Begriff des Wirbels oft umgangssprachlich verwen-
det wird und mathematisch verschieden definiert werden kann. Zum Beispiel gibt es Wirbel, die
drehungsfrei sind (s. Kap. 2.2).

8 4. €. Rublmann, A. Rluwic€
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1.4. Stromfunktion und Geschwindigkeitspotential

Die Verallgemeinerung dieser Bedingung fiir rdumliche Stromungen lautet

ow_ o
oy 0z
roti=Vxa=| % _9w | _q (1.34)
0z Ox
o0 ou
or 0Oy

Das Vektorfeld & := V x @ wird auch Vortizitit genannt. Die Vortizitat ist ein Maf3
fiir die lokale Drehung des Fluids. Sie entspricht der doppelten Winkelgeschwindig-
keit der Drehung, |&] = 2|9 (siche (1.32)).

Aufgrund der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen gilt die Identitét

896 ag;Qb 8yz¢ - 82y¢
V x (Vo) =rot(gradg)=[ 0, | x| 0y | = | 0wp — 00 | =0, (1.35)
8z az(b 8333/¢ - 8ym¢

unabhéngig von der skalaren Funktion ¢. Dies kann man auch als Operator-Identitét
V x V = 0 schreiben.

Wenn sich @ = V¢ als Gradient eines Potentials schreiben la8t, folgt die Wir-
belfreiheit V x @ = 0. Umgekehrt ist die Wirbelfreiheit eine notwendige Bedingung
fiir die Existenz eines Geschwindigkeitspotentials ¢. Ist das Raumgebiet einfach
zusammenhingend, dann ist die Bedingung auch hinreichend.* Wir kénnen daher
folgern:

Ist ein Geschwindigkeitsfeld « drehungsfrei (V x @ = 0), dann existiert
ein Geschwindigkeitspotential ¢, so dafl « = V¢.

Drehungsfreie Geschwindigkeitfelder lassen sich deshalb durch ein Geschwindig-

4Dies folgt aus dem Hauptsatz der Vektoranalysis: Jedes stetig differenzierbare Vektorfeld @, das
mindestens wie 72 fiir r — oo abfillt, 148t sich in einen wirbelfreien (G) und einen quellenfreien

—

Anteil (H) zerlegen
i=G+H=V¢+V xB.

Die Anteile lassen sich darstellen als G = V¢ (wirbelfrei) und H=VxB (divergenzfrei), wobei
V-B = 0 gew#hlt werden kann. Denn VxG = VxV¢ = 0und V-H=V. (V X E) = 0. B nennt

man auch Vektorpotential. Die beiden Anteile G und H lassen sich aus Poisson-Gleichungen
bestimmen, die man durch das Bilden der Divergenz bzw. Rotation erhélt:

v.g:v.é:v.vqs:v%,

vXﬁ:vXﬁ:vX(VXE):vvé—v.vE:fv@.

Hierbei haben wir in der zweiten Gleichung den Entwicklungssatz fiir das zweifache Kreuzpro-
dukt verwendet. Ist V x @ = 0, dann folgt B = 0 und man erhélt « = V¢.

2. €. Rublmann, A. Kluwid 9
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1. Grundgleichungen

keitspotential ¢ ausdriicken

0¢/0x
u=Vo=| 0¢/0y |. (1.36)
0¢/0z

Bei ebenen Strémungen ist w = 0 und 0/0z = 0. Damit ist nach (1.34)
wy = wy = 0 und die Vortizitit & = we, zeigt immer in z-Richtung, senkrecht
zur Stromungsebene. In zweidimensionalen Stromungen gilt entlang der Aquipoten-
tiallinien: d¢ = 0, d.h.

dy

d¢ = ¢dz +¢,dy =0 = —
dz

_ O

¢=const. ¢y

(1.37)

Fiir drehungsfreie Geschwindigkeitsfelder kann man damit einen wichtigen Zusam-
menhang zwischen der Stromfunktion ¢) und dem Geschwindigkeitspotential ¢ her-
stellen (siehe (1.30))

dy
dx

u_ﬂ_ dx

N
$ by v Yy dy

Dies bedeutet, da} Stromlinien und Potentiallinien senkrecht aufeinander stehen.
Man kann dies auch iiberpriifen, wenn man bedenkt, dafi die Gradienten V¢ und
V1) senkrecht auf den jeweiligen Isolinien stehen. Dann sieht man leicht

ng-V@/):(:j)-(_uv):O. (1.39)

1.5. Wirbelsatze fiir stationdare Stromungen

(1.38)

¥

Fiir reibungsfreie stationédre Stromungen konnen einige generelle Aussagen getroffen
werden, bei welchen die Vortizitat & eine entscheidende Rolle spielt. Diese Aussagen
werden daher Wirbelséitze genannt.

1.5.1. Croccoscher Wirbelsatz

Wenn man die Bewegungsgleichung (1.15) skalar mit w; multipliziert und der Einflufl
der Schwerkraft vernachlissigt (¢ = 0), erhdlt man bei Verwendung der substanti-
ellen Ableitung (1.18) fiir stationédre Stromungen

D [u? 1Dp
- 1.40
Dt < 2 ) p Dt (1.40)

Die Gleichung beschreibt die Erhaltung der mechanische Energie (ohne potentielle
Energie). Mit dieser Beziehung kénnen wir in der Erhaltungsgleichung fiir die Ge-
samtenergie fiir isentrope Stromungen (1.24) den Druckterm durch die kinetische

10 4. €. Rublmann, A. Rluwic€
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1.5. Wirbelsétze fiir stationdre Strémungen

Energie ausdriicken und erhalten fiir die Gesamtenergie, wie auch schon in (1.21),

D =2
ﬁ<%+0:o (1.41)

Diese Gleichung kann man entlang der Stromlinie integrieren und erhélt so die
aus der Stromfadentheorie bekannte Form des Energiesatzes (siche Grundlagen der
Stromungslehre)

62

o +h=C). (1.42)

Die Stromung ist isoenergetisch. Hat C'(¢)) auf allen Stromlinien ¢ = const. densel-
ben Wert C' = Cj, so spricht man von einer homenergetischen Stromunyg.

Wenn man die Vektorschreibweise fiir die Impulshilanz fiir reibungsfreie statio-
nédre Stromungen verwendet

i Vi = —=Vp (1.43)

und die Vektoridentitit @ - Vi = Vi?/2 + & x @ ausnutzt,” erhilt man

L u? 1
WXU+V—=—=Vp. (1.44)
2 P

Unter Verwendung der Entropierelation (1.25), Tds — dh = —p~1dp, ergibt sich

172

&xﬁ+V(7+%):TV& (1.45)

Diese Beziehung nennt man den Croccoschen Wirbelsatz. Im ho-
menergetischen Fall vereinfacht er sich zu

& x il = TVs. (1.46)

Die Bedeutung des Croccoschen Wirbelsatzes liegt darin, daf
er unter bestimmten Voraussetzungen (reibungsfrei, adiabatisch,
homenergetisch) einen Zusammenhang zwischen der Vortizitét

qgil éireogggtoridentitéit zu beweisen /nachzupriifen, kann man die z-Komponente der Impulsbi-
Eléb%%l in der Form schreiben (die blauen Terme heben sich auf)

L5
106

dr Oy

=w

o (azy _ . _ 1o
Ox \ 2 = pox’

In analogerweise verfahrt man mit den anderen Komponenten der Impulsbilanz.

ou Ov ( v Ou > 10p
v = )
p O0x

Daraus erhilt man

2. €. Rublmann, A. Kluwid 1 1
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1. Grundgleichungen

Abbildung 1.5.: Entropie und Zirkulation (qualitativ) bei einer zweidimensionalen Uber-
schallstromung um einen Tragfliigel.

und thermodynamischen Gréfien herstellt. Daraus konnen wich-
tige Folgerungen fiir stationdre homenergetische Stromungen ab-
geleitet werden:

1. Jede drehungsfreie (& = 0) Stromung ist isentrop, denn wegen
Vs = 0 ist sie sogar homentrop.

2. Jede nicht-isentrope (dann ist Vs # 0) Stromung ist drehungs-
behaftet, d.h. es ist & # 0.

3. Jede homentrope (Vs = 0) ebene Stromung ist drehungsfrei, d.h.
w=0"

* Denn in 2D kann @ x @ = 0 nur dann erfiillt sein, wenn @ = 0 ist, denn
& L 4. In 3D kann man & = )| + & in einen Anteil parallel und senkrecht
zu 4 zerlegen. Dann folgt aus der Homentropie nur &; = 0, da ohnehin
(3|| x 1 = 0 ist.

Als Beispiel betrachten wir die Uberschallstrémung um ein Profil (Abb. 1.5).
In Kapitel 5 wird spater gezeigt, daf§ die Stofistirke und die damit verbundene
Entropiezunahme mit zunehmendem Abstand vom Profil abnimmt.® Deshalb ist
s < s1. Die Entropie hdngt damit von der Stromlinie ab und es ist Vs # 0. Nach
dem Croccoschen Wirbelsatz ist deshalb die (homenergetische) Strémung hinter der

StoBwelle drehungsbehaftet (w # 0).

5Die fiir die Stérke des Verdichtungsstofles ist die Normalkomponente der Strémung beziiglich der
StoBebene relevant. Die Normalkomponente u,, nimmt aber wegen der Kriimmung des Stofles
nach auflen hin ab. Deshalb ist der Entropieanstieg auflen geringer.

12 4. €. Rublmann, A. Rluwic€
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1.5. Wirbelsétze fiir stationdre Strémungen

Abbildung 1.6.: Der Fluf3 der Vortizitéit durch eine Fliche S mit Berandung C' und Zir-
kulation entlang C'.

1.5.2. Thomsonscher Wirbelsatz

Fiir die Ableitung eines weiteren Wirbelsatzes fithren wir die Zirkulation T' ein
(Abb. 1.6). Sie wird definiert als das geschlossene Linienintegral

.= 7{1_[ dz = %uidxi = %utdx. (1.47)

C C C

Dabei besteht die Konvention, dafi die geschlossene Kurve C
im positiven mathematischen Sinn (entgegen dem Uhrzeigersinn)
durchlaufen wird. Hierbei ist u; = u - €; die Tangentialkompo-
nente der Geschwindigkeit im betreffenden Punkt der Kurve und
d¥ = é;dx ein vektorielles Bogenelement. Die Zirkulation um ein
Profil oder einen Tragfliigel spielt eine zentrale Rolle fiir die Auf-
triebskraft.

Der Stokessche Satz verkniipft die Zirkulation mit der Vorti-
zitét (Rotation des Geschwindigkeitsfelds)”

William

Thomson, /a .45 = / (6 X 11’) 45 = % G -dg=T. (1.48)
Lord Kelvin S S @
1824-1907

Der Fluf§ der Vortizitat durch die orientierte Fliche S mit dem
vektoriellen Fléachenelement dS ist gleich der Zirkulation entlang
der Berandungskurve C' der Fliche S.

"Man kann die Vortizitit auch als den Limes der Zirkulation pro Fliche S fiir S = AzAy — 0
definieren. Dann erhilt man zum Beispiel fiir die z-Komponente der Vortizitdt am Punkt (z,y)
(Fliche in der (z,y)-Ebene)

[v(z + Az, y) Ay + u(z,y + Ay)(—Az) + v(z, y)(—Ay) + u(z,y)Az] /(AzAy)
_ v+ Any) —v(zy)  ul@,y+Ay) —u(z,y) lim@azay)—o dv  Ju

= w,.

Ax Ay 8z_8_y_

2. €. Rublmann, A. Kluwid 13
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1. Grundgleichungen

Abbildung 1.7.: Die Zirkulation entlang einer substantiellen Kurve C' in einer reibungs-
freien isentropen Stromung bleibt im Laufe der Bewegung konstant.

Im Zweidimensionalen stehen sowohl & ~ €, als auch ds ~ €, senkrecht zur
(x,y)-Ebene. Dann gilt

- - ov  Ou
/S < ) s \Odx 0Oy C ( )

Ist nun das Geschwindigkeitsfeld auf der Fliche S in jedem Punkt differenzierbar
und verschwindet die Vortizitdt & = V x @ = 0 in jedem Punkt der Fliche, so
verschwindet auch die Zirkulation und es ist I' = 0. Verschwindet umgekehrt I’
fiir jede beliebige geschlossene Kurve C', so ist die Stréomung in dem betreffenden
Raumgebiet drehungsfrei (J = 0).

Zur Berechnung eines Linienintegrals wird meistens der Weg #(o) entlang der
geschlossenen Kurve C' parametrisiert, zum Beispiel durch die auf eins normierte
Bogenlénge 0. Dann gilt fiir das Linienelement entlang des Wegs C'

a7 (o, 1) = 220

5o do. (1.50)
Hierbei ist die Zeit ¢ nur ein Parameter, weil das Linienintegral immer fiir einen
festen Zeitpunkt ausgefiihrt wird.

Wir betrachten nun eine geschlossene substantielle Kurve, die sich unter dem
EinfluB} der Stromung bewegt (Abb. 1.7). Die Frage ist dann, wie sich die Zirkula-
tion I'(¢) entlang der geschlossenen substantiellen Kurve mit der Zeit andert. Dazu
miissen wir dI"/d¢ berechnen. Mit Hilfe der Parametrisierung o € [0, 1] erhalten wir

ar _ d _d__i/l Oz; _/12 KW
at —at ST ), Mae 0 ), at \"as )7
U/ du,; Ox; 0 dux; du; b O,
= S im ) do = —Zdz ( ~d
/O<dt80+u80dt)a idtx—i_/ou@aa

Du; 1 Y ou? 1 dp 1 1
— dl oy Zd - — ——dl' oy d Uy ) — — —d
ngt x+2 o Oo 7 fp@xiijQf (i) f,op

C
0
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1.5. Wirbelsétze fiir stationdre Strémungen

_ —%dh + des. (1.51)

Hier wurde die Tatsache ausgenutzt, daff das Integral eines totalen Differentials
entlang einer geschlossene Kurve immer verschwindet: ¢ df = 0.

Fiir ein inkompressibles Fluid ist ¢ p~'dp = p~' § dp = 0. Auch fiir ein barotropes
Fluid mit p = p(p) verschwindet das Integral, da man p~!(p)dp = dP durch eine
Druckfunktion ausdriicken kann, was wiederum auf ein vollstéindiges Differential
fithrt, dessen geschlossenes Linienintegral verschwindet. Unter der Voraussetzung,
daf8 die Strémung homentrop ist, gilt ¢, 7'ds = 0 (dann ist auch p = p(p) eine
alleinige Funktion des Drucks, siche Batchelor 1967), und man erhélt den Thom-
sonschen Satz (Abb. 1.7)

dr’

—= 0. (1.52)
Die Zirkulation einer substantiellen (massenfesten) Kurve in einer rei-
bungsfreien, homentropen Stromung bleibt fiir alle Zeiten erhalten.

Der Thomsonsche Satz wird auch als Kelvinsches Zirlulationstheorem bezeichnet.

2. €. Rublmann, A. Kluwid 15
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2. Ebene stationdre inkompressible
reibungsfreie und drehungsfreie
Stromungen

2.1. Komplexes Potential

Konnen Dichtednderungen vernachlaffigt werden, so lautet die
Massenbilanz (1.12) wegen p = const.

ou Ov
— + —=0. 2.1
o + dy 0 (2.1a)

Setzen wir weiter voraus, daff die Stromung drehungsfrei ist,'
dann gilt nach (1.34)

Augustin Louis ov  Ou

Cauchy or oy = 0. (2.1Db)
1789-1857

Dies sind offenbar zwei Differentialgleichungen fiir die beiden unbekannten Kompo-
nenten des Geschwindigkeitsfelds u und v. Das Differentialgleichungssystem (2.1)
ist identisch mit den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Aber nicht nur
die Geschwindigkeitskomponenten (u,v) geniigen Cauchy-Riemannschen Differen-
tialgleichungen, sondern auch das Paar aus Potential und Stromfunktion (v, ).
Denn aus den Definitionen der Strom- und der Potentialfunktion

99 O
= —=— 2.2
U= =By (2.2a)
99 oy
= —=—— 2.2b
V=5 T ar (2.2b)
folgt fiir eine inkompressible drehungsfreie Stromung unmittelbar
oY 09 ¢ Oy
i T 2T —=. 2.
o T oy 0 und o oy 0 (2.3)

"Helmholtz (1858) hat gezeigt, dafl ein ideales Fluid, welches sich anfénglich in Ruhe befindet
und daher drehungsfrei ist, auch fiir alle Zeiten drehungsfrei bleibt. Aquivalent dazu folgt die
Drehungsfreiheit auch aus Kelvins Zirkulationstheorem (1.52) fiir ein anfinglich ruhendes Fluid.

2. €. Rublmann, A. Kluwid 17
Strémungsmechanik 2



2. Ebene stationidre inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie Stromungen

iy A Az =iAy

z Az = Ax

-
|

X

Abbildung 2.1.: Komplexe Ebene.

Um die Bedeutung der Cauchy-Riemannschen Differentialglei-
chungen zu verstehen, betrachten wir die komplexwertige Funk-
tion F'(z) der komplexen Verdnderlichen z = x + iy

F(z) .= R(z,y) + il(x,y), (2.4)

mit Real- und Imaginérteil R(z,y) und I(x,y). Die komplexe
Ableitung von F nach z ist definiert als

F(z+Az)—F(z).

" i

Georg Friedrich F'(z) :== lim

2.5
Bernhard Az—=0 Az (2:5)
Riemann Offenbar kann Az in verschiedenen Richtungen in der komple-
18261866 xen Ebene orientiert sein. Ist nun F’(z) unabhéngig davon, in

welcher Weise (Orientierung) Az gegen 0 strebt, so nennt man
F(2) analytisch (oder holomorph).
Um die Bedingungen zu finden, unter denen die Ableitung F’ richtungsunab-
héngig ist, betrachten wir zwei orthogonale Richtungen. Wéhlen wir Az = Az in
x-Richtung (Abb. 2.1), so erhalten wir

R(z + Ax,y) — R(z,y) I(x+ Az,y) — I(z,y) oR 01
/ o ) ) ) ) _ ~
F(z) = Ali«rgo [ Ax i Ax Oz * o
(2.6)
Wihlt man andererseits Az = iAy, so ergibt sich
Ay—0 iAy iAy
~ im {_iR(af, y+Aay) - Ry Iy +Ay) - Iz, y)}
Ay—0 Ay A’y
OR 01
= —i—+—. 2.7
lay + ay (2.7)
Die notwendige Bedingung dafiir, dafi F'(z) analytisch ist, lautet daher
OR .01 OR 0I
i = i 2.8
8x+18x 16y+8y (28)
18 4. €. Rublmann, A. Rluwic€
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2.2. Einfache komplexe Potentiale

Wenn man den Real- und den Imaginéarteil separat betrachtet erhélt, man die Be-
dingungen

OR O

a—y + 6_90 - 0, (2.9&)
OR 0I

— 2 —0. 2.
5z By 0 (2.9b)

Dies sind gerade die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Sie werden von
jeder analytischen Funktion erfiillt. Da auch das Potential und die Stromfunktion
die Cauchy-Riemannschen Gleichungen erfiillen, kénnen wir ¢ und v als Real- und
Imaginérteil einer analytischen komplexen Funktion auffassen. Deshalb definiert
man das komplexe Geschwindigkeitspotential

F(z) == ¢+ ir. (2.10)
Die Ableitung F” liefert den Zusammenhang mit dem Geschwindigkeitsfeld

_dF(z) 06  0¢ _
dz Oz u ra
Die Bedeutung fiir die Stromungsmechanik liegt darin, dafl jede beliebige ana-
lytische Funktion einer reibungsfreien stationéren zweidimensionalen wirbelfreien
Stromung entspricht, wobei die Geschwindigkeitskomponenten aus der Ableitung
des komplexen Potentials folgen. Da viele elementare Funktionen analytisch sind,
ergibt sich ein ganzer Zoo von Stromungen, die man in geschlossener Form ange-
ben kann. Die Ableitungen holomorpher Funktionen F'(z) nach z konnen analog zu
denjenigen fiir reelle Funktionen gebildet werden.

F'(2)

u— iv. (2.11)

2.2. Einfache komplexe Potentiale

2.2.1. Lineares Geschwindigkeitspotential F'(z) = Az
Lineare Funktionen F'(z) = Az sind holomorph. Es sei A = A, +1iA; € C komplex.

Dann erhélt man die zugehorigen Geschwindigkeitkomponenten gemé8 (2.11) aus
F'(z) = A = u — iv. Daraus folgt

= A, (2.12a)

V= —A, (2.12b)

Dieses Geschwindigkeitsfeld entspricht einer homogenen Stromung, deren Richtung
durch das Verhéltnis A;/A, gegeben ist (Abb. 2.2). Fiir Geschwindigkeitspotential
und Stromfunktion erhalten wir

¢ =R(F)= Az — Ay = ux + vy, (2.13a)
v =S(F)=Ay+ Ax = uy — vx. (2.13b)
2. €. Rublmann, A. Kluwid 19
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2. Ebene stationidre inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie Stromungen

iy A

Abbildung 2.2.: Homogene Stromung, die dem linearen Potential F'(z) = Az entspricht.

2.2.2. Potenz-Potential F(z) = 2"

Auch Potenzen von z sind holomorphe Funktionen. Wir betrachten hier reelle Ex-
ponenten n € R. Fiir viele Berechnungen ist die Polardarstellung komplexer Zahlen
z = re'¥ sinnvoll. Hierbei ist r der Betrag von z und ¢ der Polarwinkel (die Phase).
Damit ergibt sich

F(z) = 2" = r"e" = " (cosnep + isin ny) . (2.14)

Fiir das reelle Potential und die Stromfunktion folgt nach (2.10)
¢ =R(F)=r"cosnp, (2.15a)
Y =S(F) =r"sinnep. (2.15Db)

Weiter erhilt man aus F’(z) = nz""! und (2.11) die kartesischen Geschwindigkeits-
komponenten von @ = ué, + ve,

u=R(F)=nr""tcos[(n— 1)y, (2.16a)
v=—3(F) = —nr""tsin[(n —1)y)]. (2.16b)

Die Stromung ist also periodisch in azimutaler Richtung mit Periode 27/(n — 1).
Der Betrag der Geschwindigkeit lautet

] = Vu2 + 02 = |n|r" . (2.17)

Um sich eine Vorstellung von der zugehorigen Stromung zu machen, betrachten
wir die Stromlinien ¢ = const. Fiir die Stromlinie ¢ = 0 mufl nach (2.15b) gelten
sinng = 0. Die Stromlinien, auf denen v = 0 ist, sind demnach gegeben durch
ne = mm, m € 7, oder

T T 2T
= =m—=0,+— +— ..., cZ. 2.18
Ploco = pm=mT =022 50 m (218)

Dies sind radiale Strahlen aus dem Ursprung. Um die Strémungsrichtung zu
bestimmen, berechnen wir die radiale Komponente U des Geschwindigkeitsfelds
u=Ue, + Ve, aus (2.15a)

:%: n—1

U=¢€-Vo o 7 T cosng. (2.19)

20 4. €. Rublmann, A. Kluwid
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Abbildung 2.3.: Stromlinien fiir F((z) = 22. Der Stromlinenabstand betrigt Ay = 0.2.

Entlang der x-Achse ist die Stromung auswérts gerichtet, entlang der y-Achse ist sie zum

Ursprung (0,0) gerichtet.

Einwérts- (U < 0) und Auswértsstromungen (U > 0) wechseln in ¢-Richtung
periodisch, wobei die Stromung fiir ¢ = 0 nach auflen gerichtet ist. Fiir n > 1
verschwindet die radiale Geschwindigkeit U im Ursprung. Dann befindet sich im
Ursprung (z,y) = (0,0) ein Staupunkt der Stromung. Nach auflen hin wird die
Stromung schneller. Fiir n = 1 hat man eine homogene Stromung (F'(z) = z), und
fiir n < 1 divergiert U fiir r — 0.

F(z) = 2? Als erstes Beispiel betrachten wir den Fall n = 2 (Abb. 2.3). Dann ist
1 = 0 auf den Strahlen ¢, = 0, £7/2, £7 und £37/2. Entlang der Trennstromlinie
(Separationslinie) y = 0 ist die Stromung parallel zu €,, d.h. es ist v = 0. Das Stro-
mungsfeld ist symmetrisch beziiglich der z-Achse. Entlang der z-Achse kann man
sich auch die Oberflache eines ebene Korpers denken, iiber welche das Fluid rei-
bungsfrei gleitet. Die obere bzw. untere Hélfte des Stromlinienverlaufes beschreibt
dann die Stréomung in der Néhe eines ebenen Staupunkts. Ein dhnlicher Staupunkt
tritt auch bei der Profilumstromung auf (Abb. 2.7).

Gleichungen (2.16) fiir die Staupunktstromung kénnen wir auch schreiben als

u = 2rcosp =2z, (2.20a)
v=—2rsing = —2y. (2.20b)

Damit ist || = 2r. Der Betrag der Stromungsgeschwindigkeit steigt also linear mit
dem Abstand von Staupunkt an.

Fiir hoherer ganzzahlige Potenzen n steigt die Periodizitdt an und die radiale
Abhingigkeit des Geschwindigkeitsfelds ist ~ r™~1. Als Beispiel sind die Stromlinien
fiir F(z) = 2® in Abb. 2.4 gezeigt.
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Abbildung 2.5.: Stromlinien fiir F(z) = 22/3. Der Stromlinenabstand betrigt At = 0.05.

F(z) = 2%/3 Fiir den Fall n = 2/3 (Abb. 2.5) sind die Separationslinien ) = 0
durch ¢, = 0, £37/2, ... gegeben. Das Stromungsfeld ist nicht 27-periodisch.
Wenn wir aber die Stromung nur in dem Sektor betrachten, der durch ¢ € [0, 37/2]
gegeben ist, so kann man die Umstrémung einer konveren Ecke beschreiben. Fiir
den Geschwindigkeitsbetrag erhélt man

|| = =~ Y/3. (2.21)

Im Rahmen der Theorie inkompressibler reibungsfreier Stromungen divergiert der
Betrag der Geschwindigkeit an jeder scharfen Kante (|u|(Z = 0) — 00).
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2.2. Einfache komplexe Potentiale

Abbildung 2.6.: Stromlinien fiir F(z) = 2'/2. Der Stromlinenabstand betriigt At = 0.05.

Abbildung 2.7.: Stromung um eine diinne angestellte Platte (schematisch).

F(z) = z'/2  Senkt man den Wert von n auf 1/2 ab (Abb. 2.6), so ist die Stro-
mung 47m-periodisch. Die Auswértstromung bei ¢y = 0 hat sich bei ¢; = 27 in eine
Einwartsstromung gewandelt. Dies entspricht der Umstromung einer halbunendli-
chen infinitesimal diinnen Platte bei (x > 0,y = 0). Auch in diesem Fall divergiert
der Betrag der Geschwindigkeit || = r~/2/2 an der scharfen Kante bei r = 0.

Wenn man die Stréomung um eine diinne angestellte Platte betrachtet (Abb. 2.7),
sieht man, daf sich die lokale Stromung um die scharfe Kante mittels F'(z) = 2/
beschreiben 148t und die Stromung in der Néhe des Staupunkts durch F(z) = 22

Die bei den Potentialstromungen mit n < 1 auftretende Divergenz der Stromung
zeigt eine der Grenzen der Potentialtheorie auf. Denn || — oo fiir 7 — 0 verletzt
die Voraussetzung kleiner Machzahlen (konstante Dichte). Kompressibilitétseffekte
in einer kleinen Umgebung von r = 0 bewirken, daf§ die Stromungsgeschwindig-
keit dort in Realitét endlich bleibt. Dariiber hinaus erfiillen Potentialstromungen
nicht die Haftbedingung @ = 0 an festen Oberflichen. In der Néhe fester Korper
ist die Viskositét nicht zu vernachléssigen. Die Potentialtheorie ist daher eher ge-
eignet, die Strémung in einer hinreichenden Entfernung eines umstrémten Kérpers
zu beschreiben.
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2. Ebene stationidre inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie Stromungen

(a) (b)

A

¢ = const. 1) = const.

w = const. ¢ = const.

'

Abbildung 2.8.: Quellenstromung (a) und Potentialwirbel (b).

2.2.3. Logarithmisches Potential F(z) = Alnz

Auch der Logarithmus ist eine holomorphe Funktion. Daher betrachten wir F'(z) =
Alnz, wobei A = A, +iA; € C im allgemeinen komplex ist. Die Stromung héngt
qualitativ vom Real- und Imaginérteil von A ab.

Quellen und Senkenstromung fiir A € R Wenn $(A) = 0 ist, erhélt man

F(z) = A, Inz = A, In(re¥) = A, (Inr +ip) . (2.22)

Es folgt
¢ =R(F)= A Inr, (2.23a)
Y =S(F) = A (2.23b)

Alle Stromlinien 1 = const. sind daher alle Strahlen aus dem Ursprung. Die Aqui-
potentiallinien ¢ = const. sind konzentrische Kreise um den Ursprung (Abb. 2.8a).
Ist der Realteil A, > 0, ist die radiale Stromung positiv. Dann hat man eine Quel-
lenstromunyg (fiir A, < 0 liegt eine Senkenstromung vor).

Die azimutale Geschwindigkeit V = &, - Vo = r~19¢/0¢ = 0 verschwindet. Fiir
die radiale Geschwindigkeitskomponente U erhélt man

dp A,
U=¢-Vp=—=—. 2.24
‘ ¢ or r (2:24)
Fiir r — oo klingt die radiale Geschwindigkeit ab: U(r — oco) — 0. Fiir r — 0
divergiert U. Der Quellpunkt r = 0 ist daher ein singuldrer Punkt der Losung. Die
Losung ist dort nicht differenzierbar.

Die Stromung ist iiberall inkompressibel, bis auf den Ursprung r — 0, denn fiir

r # 0 gilt
1 1
V- 4=V -V¢= <—8rr8,n + —283;) A lnr =0. (2.25)
r r
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2.2. Einfache komplexe Potentiale

Fiir » — 0 divergiert auch das Potential.

Um die Quellstiarke zu bestimmen, berechnen wir das Volumen, das pro Zeitein-
heit durch einen Kreis mit Radius R um den Ursprung stromt. Wir erhalten den
Volumenstrom

2m 2m
q= / U(R)Rdy = / A,dp =27 A,. (2.26)
0 0

Der Volumenstrom ist unabhéngig von r (inkompressible Stréomung). Der Faktor
A, ist ein Maf fiir den Volumenstrom, auch Quellstirke genannt,

-1
A= o (2.27)

Damit gilt fiir Potential und Stromfunktion einer Quelle in kartesischen Koordina-

ten
o= %lnr: %ln vVt +y2?, (2.28a)

q q Y
WY D arctan <:v) (2.28Db)

Da die Quelle im Ursprung lokalisiert ist, erhélt man einen von Null verschiedenen
Volumenstrom nur fiir geschlossene Kurven, die den Ursprung umschlieBen. Denn
mit Hilfe des Gauflschen Satzes in zwei Dimensionen gilt

7{@~€nda:/V~ﬁdS =) (2.29)
C S

Potentialwirbel fir A € I Wenn A = iA; rein imaginér ist, erhalten wir

F(z) =iA;lnz = iA;(Inr +1ip) = —A;p + iA;Inr. (2.30)

Daraus ergibt sich das Potential und die Stromfunktion
o =R(F)=—-Ap, (2.31a)
v =S(F)=A;lnr. (2.31Db)

Die Isolinien des Potentials sind radiale Strahlen (Abb. 2.8b). Wegen U = 0¢/0r =
0 verschwindet die radiale Geschwindigkeit. Die Stromlinien v = const. sind nun
konzentrische Kreise um den Ursprung. Die azimutale Geschwindigkeitskomponente
lautet 19 A
yo190 A (2.32)
r Oy r
Wie im obigen Fall klingt die Stromungsgeschwindigkeit fiir » — oo auf Null ab
und im Ursprung befindet sich ein singuldrer Punkt des Stromungsfeldes (|V (r —
0)] = o0).
Diese rotierende Strémung nennt man Potentialwirbel. Daher berechnen wir die
Zirkulation I' fiir einen Kreis mit Radius R um den Ursprung (beachte die Vorzei-

chenkonvention)

2 21 A 2
I'= / V(R)Rdyp = / <——’) Rdyp = —Ai/ dp = =274, (2.33)
0 0 R 0
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2. Ebene stationidre inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie Stromungen

Die Zirkulation des Potentialwirbels, auch Wirbelstirke genannt, ist unabhéngig
von R und steht im Zusammenhang mit der Konstanten A;

r
Ay =——. (2.34)

2m

Somit gilt fiir einen Potentialwirbel
r r

o= 5.9 =5~ arctan (%) : (2.35a)

r r
Y = o Inr = o In \/Wy2 (2.35b)

7T s

Fiir eine Potentialstromung kann man die Zirkulation entlang einer beliebigen
geschlossene Kurve C' mit der Gesamtlédnge L leicht berechnen, denn

o= § @di = § d2-Vo = § 52 do = f o= o(1)-6(0) = 4,00 - ¢(L)].
c c J \u;, J

(2.36)

Das Linienintegral eines Gradientenfeldes (V¢) ist gerade die Potentialdifferenz

zwischen den Endpunkten. Umschliet die geschlossene Kurve C' die Wirbelsingu-

laritdt im Ursprung nicht, dann hat sich der Winkel ¢ nicht geédindert und es ist

©(L) = ¢(0). Die Zirkulation ist dann Null: I'c = 0. Umschlieit die geschlossene

Kurve hingegen die Wirbelsingularitét einfach, so hat sich der Winkel um Ay = 27

gedndert und es gilt nach (2.36) I'c = —27A,.

Da es sich um eine rotierende Stromung handelt, betrachten wir auch die Vorti-

zitit. Fiir r # 0 verschwindet die Vortizitét?

r ror \r
(2.37)
Daher kann die Vortizitdt nur im Ursprung konzentriert sein. Mit dem Ansatz
w = Q(z)d(y) und mit Hilfe des Stokesschen Satzes erhalten wir®

2 1 1
W= 3= -Vxii=a Vx[V(r)e,] = —Ae. -V x (e—“’) _ k0 <—) — 0.

F:j{ﬁ.df“ﬁ’/(v><ﬁ).d§:/wdsz/Qd(:c)a(y)dxdyzg. (2.38)
C S S S

Die Zirkulation ist gleich der im Ursprung konzentrierten Vortizitit.* Da die Vor-
tizitdt nur im Ursprung konzentriert ist, wird der Potentialwirbel auch Punktwirbel

2Fiir die Vortizitiit gilt in Zylinderkoordinaten

e (LW VYL U oW 1 aev) oy
v “= rdp 0z o dz or ) ¥ r U or dp )~

3Die GroBe 2 hat die Dimension einer Vortizitiat multipliziert mit der Einheitsfliche.
4Dies gilt im dimensionslosen Fall. I' und  haben natiirlich unterschiedliche Dimensionen.
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2.3. Superposition von Losungen

(a) Potentialwirbel (b) Festkorperrotation

Abbildung 2.9.: Bei einem Potentialwirbel (a) rotiert ein Fluidelement um das Wirbel-
zentrum. Das Fluidelement dreht sich dabei aber nicht um sich selbst. Bei einer Fest-
korperrotation, bei welcher die Vortizitéit & konstant ist, rotiert auch jedes Fluidelement
um sich selbst (b).

oder Fadenwirbel genannt. Die Vortizitét ist ein Maf fiir die Drehrate substantieller
Fluidelemente. Daher erfahrt eine Fluidelement, das sich auferhalb des Ursprungs
befindet, keine Drehung um sich selbst. Gleichwohl dreht es sich um das Zentrum
der Potentialwirbels (siehe Abb. 2.9).

2.3. Superposition von Losungen

Die Ausgangsgleichungen (2.1a) und (2.1b)

ou Ov ov  Ou
T — —— =0 2.39
Ox + oy ' oxr Oy (2.39)
lassen sich unter Verwendung von ¢ und v auch schreiben als
N -
DR =0 2.40
0%y 0% 9
—+— = =0. 2.40b
12 + Dy Vi ( )
Sowohl das Potential ¢ als auch die Stromfunktion ¢ geniigen der Laplace-

Gleichung.

Die Gleichungen (2.40a) und (2.40b) sind linear in ¢ bzw. 1. Sind zum Bei-
spiel ¢1(z,y) und ¢o(x,y) zwei verschiedene Losungen von (2.40a), dann ist auch
die gewichtete Summe ¢3 = a1¢; + as¢y eine Losung dieser Gleichung (a; belie-
bige Konstanten). Dies gilt auch fiir die komplexen Potentiale. Man nennt diesen
Sachverhalt Superpositionsprinzip.

Aufgrund dieses Prinzips ist es moglich, aus bereits bekannten speziellen Losun-
gen (z.B. fir Quelle und Wirbel) zu komplexeren Strémungsformen zu kommen.
Wir betrachten einige einfache Beispiele.
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2. Ebene stationidre inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie Stromungen

2.3.1. Quelle in Parallelstromung

Wir betrachten nun die Superposition einer Parallelstromung in z-Richtung Fi(z) =
Usoz mit einer Quelle im Ursprung Fy(z) = (¢/27)Inz, ¢ > 0. Dann erhalten wir
das komplexe Potential

F(2) = usz + % In 2. (2.41)

Die Berechnung von ¢ und v ergibt nach Gleichung (2.10) mit F\(2) = ue(z+1iy) +
(q/2m) (Inr +ip)

6 = R(F) = uoot + % In /22 + 12, (2.42a)
v =S(F) = usy + % arctan % (2.42b)

Fiir die Geschwindigkeitskomponenten erhélt man

¢ g = 09 gy

— 20—y + ’ — =L . 2.43
YT T +27r:c2—i—y2 ! Oy 2w a2+ 2 (2.43)
In grofier Entfernung r? = 2% + y? — oo vom Ursprung gilt daher
T oo } fir r — oo. (2.44)
v —0

Da die Stromung der Quelle wie r~! zerfillt, dominiert fiir » — oo die homogene
Stromung.

Die Form der Stromlinien 148t sich nun nicht mehr so einfach bestimmen wie bei
den vorangegangenen Beispielen. Dennoch lassen sich relativ schnell einige Aussa-
gen iiber die Stromung machen. Zunéichst kann man nach einem Staupunkt (z,y) =
(zs,ys) suchen. Er ist durch u(zg,ys) = 0 charakterisiert. Die v-Komponente der
Stromung ist antisymmetrisch beziiglich y. Daher gilt v(y = 0) = 0. Deshalb suchen
wir einen Staupunkt mit yg = 0. Zusammen mit yg = 0 liefert die Bedingung « = 0

q 1

0 — =0) = Uy + ——. 2.45
s, s = 0) =t + 2L (2.45)

Damit erhalten wir

(xs,ys)z( : O). (2.46)

QMU

Auf der z-Achse und z > 0 stromab der Quelle gilt 1) = 0 (¢ = 0). Direkt strom-
auf der Quelle fiir ¢ = 7 ist ¢» = ¢/2 (siehe (2.28b)). Die Stromlinie mit ¢ = ¢/2
lauft in den Staupunkt ein. Daher besitzen auch die aus dem Staupunkt auslaufen-
den Stromlinien den Wert ¢ = ¢/2. Da fiir + — oo nach (2.44) alle Stromlinien
parallel zur x-Achse verlaufen, werden auch die aus dem Staupunkt herauslaufen-
den Stromlinine fiir + — oo parallel zur xz-Achse verlaufen. Das zwischen diesen
beiden Stromlinien befindliche Fluid stammt ausschliefllich aus der Quelle. Offen-
bar muf} der Volumenstrom der Quelle ¢ gleich dem Strom durch einen Querschnitt
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2.3. Superposition von Losungen

|

| q\\

2T Ueg

Abbildung 2.10.: Stromlinien einer Quelle in homogener Strémung,.

des durch die beiden Stromlinien i) = ¢/2 begrenzten Streifens der Breite b fiir
x — oo sein. Dies fiithrt auf die Bedingung

g=bux = b= ui. (2.47)
Damit haben wir ein qualitatives Bild der Stromung erhalten. Berechnete Strom-
linien sind zusammen mit den berechneten Gréflen in Abb. 2.10 gezeigt. Der Stau-
punkt S stellt einen Verzweigungspunkt der Stromlinie ¢» = ¢/2 dar. Die Stro-
mung ist in jedem Punkt tangential zu Linien i) = const. Deshalb kann man jede
Stromlinie auch als Oberfliche eines Korpers deuten. Insbesondondere kann man
die Stromlinie 1) = ¢/2 als Kontur eines umstromten stumpfen Korpers auffassen,
aus dem kein Volumenstrom austritt. Die Kurve ¢ = ¢/2 teilt dann die Stromung
in einen Aulenbereich mit der Stréomung um den Kérper herum und in einen Innen-
bereich. Die Stromung innerhalb des Korpers ist im allgemeinen nur zur Erzeugung
der Korperkontur wichtig.

2.3.2. Quelle und Senke in Parallelstromung

Durch die Uberlagerung einer Parallelstromung und einer Quelle
haben wir die Umstromung eines halbunendlichen Kérpers erhal-
ten. Zur Modellierung der Strémung um einen endlichen Korper
benotigen wir neben Quellen auch noch Senken, so dafl die ge-
samte Quellstiarke verschwindet

z": ¢ =0, (2.48)
i=1

William John

M wobei ¢; die Stérke der i-ten Quelle/Senke bezeichnet. Das ein-
acquorn . . . . . 2 .

Rankine fachste Beispiel ergibt sich durch die Uberlagerung einer Quelle
1820-1872
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2. Ebene stationidre inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie Stromungen

mit einer Senke gleicher Stéarke auf der z-Achse in einer Paral-
lelstromung. Wir erhalten dann die Umstromung eines Rankine-
Korpers.
Wir wollen daher der homogenen Parallelstromung in z-Richtung Fi(z) = uz
nun eine Senke F, und eine Quelle F3 mit gleicher Stéarke iiberlagern. Diese lassen
sich darstellen als

Fy(z) = Qi In(z + a), Quelle bei z = —a, (2.49a)
m
F3(z) = —% In(z —a), Senke bei z = a. (2.49Db)

Die Uberlagerung 1Bt sich schreiben als

g z+a . q ., (z+a)+1iy
F(z) =t —1 = U —In ———. 2.50
(2) = SIS <x+1y)+27rn(x—a)+1y (2:50)

Daraus erhalten wir Potential und Stromfunktion (Superposition der Real- und
Imaginérteile der F;, Polardarstellung der Argumente von In)

¢ =R(F) =uxr + % (ln (x+a)?+y?>—In/(r—a)®+ y2> : (2.51a)
_S(F) — a4 _
Y =S(F) = uxy + 5 <arctan Tt a arctan — a) : (2.51Db)

Die kartesischen Geschwindigkeitskomponenten lauten

q Tr+a Tr—a
= ¢y = Usy — , 2.52
e +2w[<x+a>2+y2 <x—a>2+y2] (2520)
q Y Y
= ¢ = = — . 2.52b
U=y o {(:p+a)2+y2 (x—a)2+y2] (2.52Db)

Einige Nullstellen von v liest man direkt ab: y = 0. Deshalb suchen wir Staupunkte
auf der z-Achse und setzen yg = 0. Mit u = 0 erhélt man die Bedingung

ozum+q( ! ! ) (2.53)

2r \xg+a rg—a

Auflésen nach zg liefert die beiden Staupunktskoordinaten

q
U T

xs = Fa,/1+ (2.54)
Die Stromlinien sind symmetrisch beziiglich x = 0 und y = 0. Es stellt sich heraus,
daB die aus (z,y) = (—00,0) in den Staupunkt S; bei x < 0 einlaufende Stromlinie
1 = 0 entspricht (siehe Abb. 2.11). Daher ist auch auf den beiden aus S; auslaufen-
den Stromlinien ¢ = 0. Diese beiden Stromlinen, die in den Staupunkt S, einlaufen,
definieren die Korperkontur. Die maximale Korperdicke y = v, ergibt sich dann
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2.3. Superposition von Losungen

|75

Abbildung 2.11.: Stromlinien einer Quelle und Senke gleicher Stérke in einer homogenen
Stromung parallel zur Verbindungslinie.

aus der Korperstromlinie an der Stelle z = 0. Mit ¢» = 0 und (z,y) = (0, y,,,) erhélt
man aus (2.51b) fir die dickste Stelle

0 = UsoYpm + % (arctan y?m — arctan (?irg)) . (2.55)

Da arctan antisymmetrisch ist, erhélt man die transzendente Gleichung

0 = UsoYm + 9 arctan 2. (2.56)
T a

Sie 1aBt sich nicht mehr explizit nach y,, auflésen, so dal die Stromlinien berechnet
werden miissen (Abb. 2.11).

2.3.3. Dipol in Parallelstromung

Wir betrachten nun den Grenziibergang a — 0, wobei die Quellstiarke ¢ zunéchst
festgehalten wird

qg . z+a q . l4+a/z
F(2) = tnz + 1 — gz 4+ L1
(2) = z+27rnz—a " +27rn1—a/z
:um2+i[ln<1+g)—ln(l—g)]. (2.57)
2 z z

Fiir ¢ = const. und z # 0 folgt fiir a — 0: F(z # 0) — usz. Im Grenzfall 16schen
sich Quelle und Senke endlicher Stérke aus.

Um im Limes a — 0 eine endliche Storung der Parallelstrémung zu erhalten,
muf} gleichzeitig mit a — 0 die Quellstarke ¢ — oo streben, so dafl das Produkt
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2. Ebene stationidre inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie Stromungen

ga konstant bleibt. Um dies zu sehen, entwickeln wir den Logarithmus in (2.57) in
eine Taylor-Reihe um 1 fiir |a/z| < 1. Die Taylor-Entwicklung lautet

In(1+e€)=1In(1)+eln'(1) +... = e+ O(). (2.58)

Dann erhalten wir fiir |¢| = |a/z| < 1 (die Summanden mit geraden Potenzen von
a/z kompensieren sich)
3

% ) . (2.59)

Damit der nichttriviale Term erster Ordnung erhalten bleibt, mufl ga im Limes

F(z) %uooz—l—%jLO <q
Tz

a — 0 von Null verschieden sein. Fiir m := qa = const. erhalten wir im Limes
a—0
m
F(2) = ooz + —. 2.60
() = thoot + = (2.60)

Die zum komplexen Potential m/(7wz) gehorende Stromung nennt man Dipolstri-
mung. Die Gréfie m heifit Dipolmoment und ist ein Maf fiir die Stérke des Dipols.”
Wenn man den zweiten Summanden in (2.60) mit z* erweitert, erhilt man

m xr — iy

F(2) = us i — . 2.61
(2) = el i) + 2 (261)
Hieraus erhalten wir Potential und Stromfunktion
m
=R(F) = us _—— 2.62
6= R(F) =+ (262)
m vy
=Q(F) = Uy — — ) 2.62b
v =93(F) = uay = 2t (2.620)
Fiir die Stromlinie mit ) = 0 gilt
b m_1 0 (2.63)
g uOO _——— = . .
T ZL‘Q + y2 y

Offenbar ist die Symmetrielinie y = 0 eine Stromlinie mit ¢ = 0. Dariiber hinaus
erhalten wir auch eine nichttriviale Nullstelle von v fiir
2= = R (2.64)
T oo
Dies ist ein Kreis mit dem Radius R auf welchem ebenfalls 1) = 0 gilt. Offenbar 148t

sich mit einem Dipol in Parallelstromung die ebene Umstromung eines Zylinders
mit Radius R beschreiben (siehe Abb. 2.12).5

5Einen Dipol, der nicht zur z-Achse ausgerichtet ist, kann man durch eine Drehung erhalten, die
durch einen Phasenfaktor z — ze'?0 dargestellt werden kann. In der Elektrodynamik hat man
eine analoge Situation, wobei ¢ dem Betrag zweier entgegengesetzter Punktladungen entspricht.

5Die Oberfliche eines Korpers in einer zweidimensionalen inkompressiblen reibungsfreien Stro-
mung muf} eine Stromlinie sein. Daher gilt auf der Korperkontur ¢ = const. Im vorliegenden
Spezialfall ist diese Konstante gleich Null.
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(‘ 1 A

i ] T
TN | 4 v

- -

2R

Abbildung 2.12.: Stromlinien fiir einen Dipol in einer Parallelstromung, wobei der Dipol
parallel zur Richtung der Anstromung ausgerichtet ist.

Mit Hilfe von R kann man das komplexe Potential F' sowie ¢ und 1) auch schreiben
als

F(2) = o <z + ﬂl) _—_ <z + 52) , (2.65a)

TUso Z z
R2
b = Uy (1 n F) , (2.65h)
RQ

Durch Differenzieren dieser Groflen kann man die Geschwindigkeitskomponenten
erhalten. Von besonderem Interesse ist die Tangentialgeschwindigkeit auf der Zy-
linderoberfliche bei r = R. Fiir die azimutale Geschwindigkeit auf » = R erhalten
wir aus dem Potential

10¢ 1 0 R?
= _— = —— ]_ —_—
v L &P]TR ROy [uoo( ’ 7’2)7”0084 =R
2

1 R
=% |:uoo (1 4 ﬁ) rsin 4 . = —2u, Sin . (2.66)

In den Staupunkten ist V' = 0. Sie liegen daher bei s = 0, 7. Die maximale Tangen-
tialgeschwindigkeit |V|pmax = 2uoo wird bei ¢ = 4m/2 erreicht. Die Druckverteilung
auf der Zylinderoberfliche » = R kann man aus der Bernoulli-Gleichung erhalten

1_[2

2

2
u o
+§ = %‘%%, (2.67)
r=R
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(a) (b)

. | . | . | . -3 . | . | . | .
0—1 —-0.5 0 0.5 1 -1 —0.5 0 0.5 1
z/R z/R

Abbildung 2.13.: Verteilung der Tangentialgeschwindigkeit V' (a) und des Druckbeiwerts
¢p auf der Zylinderoberflache als Funktion der Koordinate .

beziehungsweise
- Poo 1
b pp = (% = V?), (2.68)

Fiir den Druckkoeffizienten ¢, gilt daher

_p_poo_ V2

_ — = 2.69
TN 209
Diese Formel gilt allgemein, wobei V' die Tangentialgeschwindigkeit ist. Im hier
vorliegenden Fall ist ¢, = 1 —4sin® . Da die Druckverteilung beziiglich = = 0 sym-
metrisch ist (siehe auch Abb. 2.13), verschwindet der Widerstand des umstromten
Zylinders und fiir den Widerstandsbeiwert (1.8b) gilt

1
cp = —== % cpngy dS = 0. (2.70)
s

2R

Es a8t sich ganz allgemein zeigen, dafl der Widerstand eines umstrémten Korpers
in einer reibungsfreien Stromung verschwindet, wenn sehr weit stromabwérts wie-
der die ungestorte Stromung herrscht. Dieses Ergebnis der Theorie reibungsfreier
Stromungen steht im Widerspruch zur Erfahrung. Es wird daher D’Alembertsches
Paradozron genannt. Der Widerspruch kann durch die Beriicksichtigung von inne-
ren Reibungseffekten aufgelost werden. Im Fall einer reibungsfreien Umstromung
konnen Krafte auf die Kérperoberfliche nur durch den Druck iibertragen werden.
Aufgrund der Symmetrie der Umstromung eines Zylinders bzgl. x = 0 kompensieren
sich diese.

Bleiben im Unendlichen Stérungen zuriick (z.B. die Wirbelschleppe hinter einem
Fliigel endlicher Streckung oder Wellen, die von einem ebenen Profil bei einer Uber-
schallstromung ausgehen), so liefert auch die Theorie reibungsfreier Fluide einen von
Null verschiedenen Widerstand.
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2.3. Superposition von Losungen

2.3.4. Rotierender Zylinder in Parallelstromung

Das Potential (2.65a) beschreibt die symmetrische Umstromung eines Zylinders.
Wenn wir dieser Stréomung einen Potentialwirbel iiberlagern, bleibt die kreisformige
Stromlinie, welche die Zylinderoberfliche beschreibt, erhalten. Durch die Uberla-
gerung von (2.65a) und (2.30) erhalten wir die Umstromung eines Zylinders mit
Zirkulation

R? T
F(2) = us (z + 7) —ig - In 2. (2.71)
Potential und Stromfunktion lauten
2

r
b = Uno (1 + R%) + 5 (2.72a)

R? r

= 1—— ) ——1nr. 2.72

w uooy< 7‘2) o nr ( 7 b)

Fiir die Korperstromlinine gilt hier ¢(r = R) = —(I'/27)In R. Von besonderem
Interesse ist wieder die Tangentialkomponente der Geschwindigkeit V' auf dem Kreis
r=R

T
—2Ugso — 2.73
Uso SIN @ + 5 R ( )

10¢

Vip) = s

r=R

Wir betrachten den Fall I' < 0 (Potentialwirbel dreht im Uhrzeigersinn). Dann
herrschen auf der Oberseite des Kreises Ubergeschwindigkeiten (im Vergleich zu
I' = 0) und auf der Unterseite Untergeschwindigkeiten. Falls |T'| klein ist, liegen auf
der Unterseite des Kreises zwei Staupunkte, die durch V' = 0 charakterisiert sind.
Aus (2.73) folgt damit

r

drus R

sin g = <0 (2.74)
Diese Situation ist in Abb. 2.14 gezeigt. Wenn I' weiter absinkt, fallen bei dem
kritischen Wert

.= —4ruR (2.75)

die beiden Wurzeln von (2.74) (die beiden Staupunkte) bei ¢g = 37/2 zusammen.
Fiir noch stéarkere Zirkulation I' < T', gibt es auf dem Kreis keinen Staupunkt mehr.
Dieser bildet sich dann in der freien Stromung aus. Die beiden Situationen sind in
Abb. 2.15 illustriert.

Aus der azimutalen Geschwindigkeit (2.73) erhalten wir wie in (2.69) den Druck-
beiwert

V3(p) .2 2 . I
=1—4sin“p+ 7ruooRsm(p— W

(2.76)

Fiir den Widerstandsbeiwert erhélt man dann aus (1.8b) unter Beriicksichtigung
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2. Ebene stationidre inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie Stromungen

Ay

| =

y
\

Abbildung 2.14.: Zylinderumstréomung mit Zirkulation fir 0 > I' = I',/2 > T, =

—Arus R.
(a) T =T, (b) T =1.05T'. < T, <0
Ay Ay
- .
4 /@\ ) , /@\ .
- >
x x
A \
A Y
S » | A
X4 A Y S
v LN 4 LN

Abbildung 2.15.: Zylinderumstromung mit Zirkulation fir I' = T, = —47u R (a) und
I'=1.05T". < T (b).

des nach aufien gerichteten Normalenvektors 77 = (cos @, sin )T
1 2T

_ﬁo

e 2['sinp r 2
== 1 — 4sin? —
2/0 [ St TUoo I} (27T’LLOOR)

cpng Rdy (2.77)

Cp =

cos pdy =0,
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2.4. Methode der Singularitdtenbelegung (Profiltheorie)

in Ubereinstimmung mit dem D’Alembertschen Paradoxon. Fiir den Auftriebsbei-
wert gilt nach (1.8a) und mit n, = sing

L[> 2" sinp r 2
== 1 — 4sin? — in ¢ de. 2.
cr 5 /0 [ sin” p + ——" <27TUOOR) sin p dg (2.78)
Wegen fozﬂ sin? o dp = 7 folgt
o 1rz2r r (2.79)
‘LT Ty 7TuooR7T U R’ '

Nur der Mischterm, der durch das Zusammenwirken von Anstromung und Zirku-
lation zustande kommt, tragt zum Auftrieb bei. Mit (1.7a) ergibt sich hieraus die
Auftriebskraft pro axialer Lingeneinheit des Zylinders als L = 2R(pu? /2)cr, also

L = —puyl. (2.80)

Dieses Ergebnis nennt man auch den Satz von Kutta-Joukowski. Erstaunlicherweise
ist die Auftriebskraft unabhéngig vom Radius R des Zylinders und héngt entschei-
dend von der Zirkulation I' um den Zylinder ab. Die Zirkulation spielt hier eine
Schliisselrolle. Wir werden noch sehen, dafl dieser Satz allgemein gilt, also auch fiir
die Umstromung von beliebigen Profilen. Die Auftriebskraft L ist eine leistungslose
Kraft, da sie senkrecht auf der Anstrémrichtung s, steht (L - @ = 0).

2.4. Methode der Singularititenbelegung
(Profiltheorie)

Mit Kenntnis der elementaren Stromungsformen einer zweidimensionalen reibungs-
und wirbelfreien Stromung kénnen wir nun die Stromung um Profile betrachten
(Abb. 2.16). Dabei wird angenommen, dafi das Profil schlank ist. Schlank bedeu-
tet hier, daf§ die maximale Dicke d,.x des Profils klein gegeniiber seiner Léinge ist.
Wenn wir die Lange [ des Profils als Skala verwenden, ist dies gleichbedeutend mit
der Forderung 7 := dy.x/l < 1. Dariiber hinaus gehen wir auch von einem kleinen
Anstellwinkel € < 1 aus. Der Ursprung des Koordinatensystems wird konventions-
gemif in die Spitze (Nase) des Profils gelegt. Wir betrachten den Grenzfall 7 < 1
und ¢ < 1, weil dann nichtlineare Zusammenhinge linearisiert werden kénnen. Die-
ses Vorgehen ermoglicht eine analytische Losung und damit auch ein grundlegendes
Verstandnis der Tragfliigelumstromung.
Fiir das reelle Geschwindigkeitspotential macht man den Ansatz

O = Uno™ + VoY + U X (T, Yy, €, T). (2.81)

Hierbei ist u.,x die von den Parametern £ und 7 abhéngige Abweichung des Po-
tentials von demjenigen der ungestorten Parallelstromung us.x 4+ vooy. Man nennt
x deshalb auch das Storpotential.
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2. Ebene stationidre inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie Stromungen

y = The(x)

U“%o 1:6

Uoo
€ y = —7hy(x)

Y

Abbildung 2.16.: Ein diinnes Profil der Dicke 7, das unter einem kleinem Winkel ¢ an-
gestromt wird.

Ist das Profil unendlich diinn und verschwindet der Anstellwinkel (vo, = 0), dann
ist x = 0. Wir betrachten kleine Abweichungen von diesem Grenzfall. Dazu wird
X in eine Taylor-Reihe fiir kleine 7 und ¢ entwickeln. Wir erwarten (im Falle eines
reguldren Verhaltens) in fithrender Ordnung eine lineare Abhéngigkeit von 7 und
€. Daher machen wir den Ansatz

X = TXl(xvy) +8X2(.T,y), (282)

wobei 7x1(x,y) den Dicken- und Wolbungseffekt und exs(x,y) den Anstelleffekt
beschreiben. In dieser linearer Naherung sind der Dicken- und der Anstelleffekt un-
abhiingig voneinander. Der gesamte Effekt ist eine Superposition.” Bei diesem An-
satz (2.82) miissen wir auflerdem verlangen, daf§ y; und y» nicht divergieren, denn
dann wiirde die Annahme einer kleinen Stérung der homogenen Stromung falsch
sein und der Ansatz (2.82) wére so nicht moglich. Bevor wir geeignete Potentiale
angeben konnen, miissen wir kliaren, welche Randbedingungen von den Potentialen
zu erfiillen sind.

2.4.1. Randbedingungen

Wir beschreiben die Kontur der Koérpers durch zwei Funktionen 7h,(z) und
—7h,(x) nach Abb. 2.16. Da die Kérperoberflache nicht durchstromt werden kann,
mufl die Normalkomponente der Geschwindigkeit auf der Oberfliche des Korpers
verschwinden. Nur die tangentiale Komponente ist im allgemeinen von Null ver-
schieden. Die Forderung, dafl der Geschwindigkeitsvektor tangential zur Profilober-
flache ist, ergibt fiir die Ober- und die Unterseite des Profils

()]
ulz, ho(z)] e (2:5%0)
SR

Diese allgemeinen Bedingungen fiir die kartesischen Geschwindigkeitskomponenten
sind nichtlinear in 7 und €.

"Fiir grofere Dicken und Anstellwinkel, sind beide Effekte nicht mehr unabhingig voneinander.
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2.4. Methode der Singularitdtenbelegung (Profiltheorie)

Dickeneffekt Wenn wir den Ansatz (2.81) in die Randbedingungen (2.83) einset-
zen, erhalten wir zunéchst fiir den Fall ohne Anstellung, d.h. fiir v,, = 0 entspre-
chend ¢ = 0, die Beziehung fiir die Oberseite

UsoTX1y [#, Tho(@)] __dho (2.84)

Uso + UsoTX1e [T, Tho(z)] — da’

Jetzt wollen wir die Forderung 7 < 1 ausnutzen. Dazu entwickeln wir y; bzw. die
Ableitungen von x; in eine Taylor-Reihe fiir kleine y < 1

Xy [, Tho ()] = X1y (2, 07) + Tho () x1yy (2, 07) + O(77), (2.85a)
Xtz [, Tho ()] = X12(2,07) 4 The(2) X1ay (2, 07) + O(77). (2.85b)
Damit erhalten wir
Tle(.T, O+) —+ O<T2) B + 2y ! dho
L+ 7x1(2,00) + O(72) Xy (@, 07) +0(r) =7 dz (2.86)

Im Limes 7 — 0 (Linearisierung, Vernachlissigung der Terme ~ O(7?)) erhalten
wir damit fiir die Oberseite (0%) und in analoger Weise fiir die Unterseite (07)

dh,
X1y (z,07) = e (2.87a)
_ dh,
X1y(2,07) = — i (2.87b)

Durch die lineare Néherung haben wir die Randbedingungen bei y = 7h, bzw.
y = —7h,, auf Bedingungen bei y = 0 bzw. y = 0~ zuriickgefiihrt.

Anstelleffekt Fiir ein angestelltes Profil gilt

Zﬁ =tane = ¢ + O(&?) = Voo = Elge + O(7). (2.88)

Damit lautet das Gesamtpotential
¢ = U + [Etoe + O(E%)] ¥ + uco(TX1 + £X2). (2.89)

Wenn man die Randbedingung (2.83a) fiir dieses Potential auf der Oberseite aus-
wertet, erhalten wir
U by Sl F TUsX1y (2, Tho) + EusXay (2, Tho) +O(e?)  dh,

= = = . 2.90
u Oy Uso + TUooX12 (T, The) + EUso Xou (T, Thy) 7 dx ( )

Wenn man nun die Linearisierung (2.85a) von y, verwendet und auch ys, fiir kleine
y nach Taylor entwickelt, erhélt man in fithrender Ordnung fiir die Ober- (07) und
die Unterseite (07)

dh,

e+ mx1y(2,07) + exay (2, 07) = 7=, (2.91a)
xr
dh,
&+ Tx1y(,07) +exzy(2,07) = =1~ (2.91b)
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2. Ebene stationidre inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie Stromungen

Der Koeffizientenvergleich bzgl. 7 liefert liefert das bekannte Ergebnis (2.87). Die
Koeffizienten von ¢ liefern

X2y (2,07) = —1, (2.92a)
Xoy(2,07) = —1. (2.92b)
Diese Gleichungen entsprechen einer Storgeschwindigkeit v = cusXx2y = —€Uoo.

Diese Storung kompensiert genau die vertikale Komponente der homogenen An-
stromung, so dafl auf der Strecke (z,y) = ([0,1],0) gilt: v = 0. Diese Bedingung
ist identisch mit der Randbedingung fiir die Umstrémung einer ebenen unendlich
diinnen Platte der Léange 1.

Effekt der Wélbung Es ist zweckmiflig, das Storpotential

X1 = X1d + X1w (2.93)

in einen Dicken- und einen Wolbanteil aufzuspalten. Dazu zerlegen wir die Profil-
funktionen in einen symmetrischen Anteil (Dickenanteil) und einen antisymmetri-
schen Anteil (Wolbanteil)

1 1

ho - §(h0 + hu) + §(h0 - hu) = hd + hw’ (294&)
1 1

hy = §(h0 + hy) — §(h0 — hy) = hqg = ha. (2.94b)

Wenn man diese Zerlegungen in (2.87) einsetzt und den Dicken- und den Wol-
bungsbeitrag trennt, sieht man, dal der Dickenanteil x;; den Randbedingungen

dhg
de,y(x; O+) = E, (295&)
_ dhy
X1dy(7,07) = T (2.95Db)

geniigen muf}. Diese Randbedingungen entsprechen der Umstromung eines symme-
trischen Profils mit der Dicke h,. Fiir den Wolbeffekt erhélt man

dh,

Xlw,y(za 0+) — Ea (296&)
_ dh,,
Xlw,y(za 0 ) - a (296b)

Die Randbedingungen (2.96) entsprechen der Umstromung einer unendlich diinnen,
gewdlbten Platte (identische Geschwindigkeiten oben und unten mit Komponente
v #0).

Die Stromung um ein beliebiges schlankes und schwach angestelltes Profil kann
demnach durch die Uberlagerung von Anstell-, Dicken- und Wolbungseffekt gewon-
nen werden. Voraussetzung dafiir ist, dal jeder der Effekte klein ist. Das Potential
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2.4. Methode der Singularitdtenbelegung (Profiltheorie)

y = The(x)
uoo\/ r o _ uw\/ x
Voo Voo
A y = —rhl(z) A !
Yy

ha(z) = (ho + hu)/2
T U x

hw(z) = (ho = hu)/2
T us T
0 1

Abbildung 2.17.: Fiir schlanke schwach angestellte Profile 148t sich die Stromung aus-
driicken durch eine Uberlagerung der Strémung um eine angestellte diinne Platte (a), ein
nicht angestelltes symmetrisches Profil mit einer von Null verschiedener Dicke (b) und
eine nichtangestellte unendlich diinne gewolbte Platte (c).

des gesamten Problems ist dann gegeben durch die Superposition

¢ = uso[r + £y + TX1a(7, Y) + TX10(7,Y) + EXa(, )] (2.97)
Diese Uberlagerung ist symbolisch in Abb. 2.17 dargestellt.

2.4.2. Dickeneffekt

Wir wollen nun das Stérpotential x4 fiir den Dickeneffekt explizit bestimmen. Da
das Potential y14 der linearen Laplace-Gleichung geniigen muf3, konnen wir elemen-
tare Potentiale superponieren. Wir versuchen nun, Quellen und Senken derart auf
der x-Achse zu verteilen, daf§ die Randbedingungen (2.95) (Dickeneffekt) erfiillt
werden. Dies kénnen wir nicht durch diskrete Quellen/Senken erreichen. Vielmehr
bendtigen wir eine kontinuierliche Verteilung der Quellen/Senken.

Wir betrachten zunéchst eine einzelne Quelle/Senke im Punkt (z,y) = (£,0) mit
der infinitesimalen Quellstirke dq. Der von dieser Quelle stammende Beitrag dyq4
zum reellen Storpotential x4 ist nach (2.28a)

d
dyia = 5o In /s =7 + . (2.98)

Die Quellstirkeverteilung wird zweckméfigerweise durch eine Belegungsfunktion
m(§) ausgedriickt, welche die Quellstirke am Ort & und pro Lénge in -Richtung
(z-Richtung) beschreibt. Dies ist eine Art Quelldichte, die zunéchst noch unbekannt
ist. Dann ist

dg(€) = i—gdf — m(€)d. (2.99)

Das gesamte Potential y14 erhélt man nun durch Aufsummation, d.h. Integration,
iiber die zwischen z = 0 und x = 1 kontinuierlich angeordneten Elementarquellen

X1a(T,y) = %/0 m(&)In/(z — &)? + y?dE. (2.100)
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Abbildung 2.18.: (a) Skizze der Funktion f(§) =y [(z — £)* + ¢ " und (b) Auswertung
von f(&) fiir x = 0.5 und y = 0.1 (griin), 0.01 (blau), 0.001 (rot) und 0.0001 (schwarz).

Durch Ableitung erhélt man die zugehorigen Komponenten der Storgeschwindigkeit

D A s (2101a)
To2m (x =& +y>
1t Y
Xldy = %/0 m(f)mdf- (2.101b)
Wenn wir die Randbedingung (2.95) fiir x4 auswerten, erhalten wir
1
ylijég Xidy = yl'ggg %/o m(f)mdf = %- (2.102)

Dies ist eine Bedingung zur Bestimmung der unbekannten Belegungsfunktion m(x)!
Wir nehmen an, daf§ das Integral und der Limes in (2.102) existieren. Dann kann
man beide Prozesse vertauschen. Deshalb betrachten wir zunéchst den Limes des

Integranden y/[(z — £)* + y?] (bis auf den Faktor m(¢) # 0, siche Abb. 2.18) und

finden . ?g
. Yy _J 0, fir&#u,
ylg(I)L (x—&)2+y2 { oo, fiir & = . (2.103)

Im Limes y — 0% wird also nur m({ = x) einen Beitrag zum Integral liefern.
Deshalb schreiben wir

1
lim —

1 y o @) [Ty
y=0* 27T/o m<£)(x—£)2+y2d§_ylir5l+ 21 /o Gty (2:1042)

Mit der Transformation ¢ = (£ — z)/y und mit do = d¢/y laft sich dann das
Integral berechnen®

lim m(z) /(11)/y 49 ocpcr A7) /OO do __ miz) larctan o)™ = m(z)
y—ot 21 J ., 1407 21 ) o 1+ 02 27 > 2
(2.104Db)
8Es ist arctan’(z) = 1/(1 + 2?).
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2.4. Methode der Singularitdtenbelegung (Profiltheorie)

Bemerkung Im Rahmen der Theorie verallgemeinerter Funktionen (Distributio-
nen) laflt sich ein Zusammenhang mit der Diracschen d-Funktion herstellen. Tat-
séchlich ist (2.103) eine Moglichkeit, die Diracsche -Funktion zu definieren

1 e .1 n
e T BT (2109

Dann gilt fiir jede differenzierbare Funktion f(z)

lim — 22 n 62 z)dz = / o(z = f(0). (2.106)

Aus der linearisierten Randbedingung (2.102) erhalten wir zu-
sammen mit (2.104) die Quellenbelegung

dhq(&)
e

Sie entspricht der doppelten Steigung des Profils. Damit ist die
Belegungsfunktion m(x) auf die Kérperform zurtickgefiihrt wor-
den. Wenn das Profil eine geschlossene Korperkontur aufweist,
Paul Adrien muf} das Integral iiber die Quellbelegung verschwinden (siehe
auch (2.48)). Dann muf gelten

m(£) = 2

(2.107)

Maurice Dirac
19021984

/0 dg = /O m(©)de = 2[h(©L = 0. v (2108)

Nachdem wir die Quellbelegung ermittelt haben, kénnen wir die Geschwindig-
keitsstorung berechnen. Fiir die kartesischen Komponenten der Geschwindigkeits-
storung auf der Korperoberfliche y = 7h(x) < 1 gilt in erster Néherung

X1,z [2, Th(2)] = X14..(2,07) + O(7), (2.109a)
dh
Xty [, Th(x)] = X144(x,07) + O(7) = d—; +O(7). (2.109b)
Dabei ist der fiihrende Term der z-Komponente der Storgeschwindigkeit (siehe

(2.101a))

1 T _5
#(,07) = lim — ——d 2.110
de (:U ) yi}rgh 27T 0 m( (.T _ é—)z + yQ é ( )
Fiir alle Punkte x # £ gilt nun
— 1
lm —“ =& (2.111)

g0t (=€ +y? &

Offenbar hat der Integrand im Limes eine Polstelle bei ¢ = =, welche durch diejenige
Quelle verursacht wird, die genau in dem Punkt lokalisiert ist. Um das Integral
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(a) Hauptwert existiert (b) Hauptwert existiert nicht
1 4 14
x—¢& r=¢ - m(g)
VR
| |
¥ 3
| |
X1d,z X1d,z
| " i z

Abbildung 2.19.: Wenn die Belegungsfunktion m(£) unstetig ist, fithrt dies zu einer lo-
garithmischen Singularitét der Tangentialgeschwindigkeit x14,-

dennoch berechnen zu kénnen, spalten wir es in zwei Anteile auf (links und rechts
von der Singularitét) und erhalten

Yo (2,0%) = = Tim Uo“wd“/; @dg] _ L ml) e

T e—0+ x—¢§ ex—¢ 2 Jo w—¢&
(2.112)
Das so definierte Intergal nennt man den Cauchyschen Hauptwert. Er wird auch
durch das Symbol f gekennzeichnet.”

Beispiel fiir den Cauchyschen Hauptwert Wenn m(z) stetig ist, dann ist das
Integral (2.112) (die x-Komponente der Storgeschwindigkeit) im Bereich x €]0, 1]
reguldr. Um das zu sehen, nehmen wir an, dafl m(z) stiickweise konstant ist und
nur an der Stelle 2y einen Sprung hat, und zwar von m~ nach m™. Wir wollen nun
das gesamte Integral f(x) an einer Stelle z < xy auswerten. Fiir das erste Integral
tiber [0,z — €] erhalten wir dann

B T—¢ m(f) - | (e .
ho) = [ P8 [ g = om0

=-m In(z— (z—¢))+m In(zx —0) = —m In(e) + m™ In(z).

9Beachte, daf der Cauchysche Hauptwert i.a. nicht invariant unter Transformationen der Integra-
tionsvariablen ist. Im Englischen wird der Cauchysche Hauptwert (HW) auch mit PV (principal
value) bezeichnet.
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2.4. Methode der Singularitdtenbelegung (Profiltheorie)

Fiir das zweite Integral bekommen wir

= 2 [t [ s

= B=5
=-—m” [In(§ - x)]Hs m [In (€ — Jf)]io
=-m In(zg—2)+m In[(x+¢)— 2] —mTIn(1 —z) + m" In(xg — )

= (m* —m”)In(zog — ) + m" In(e) — m* In(1 — 2).

= —mi

Fiir die Summe (und im Limes ¢ — 0) erhalten wir dann (die roten divergierenden
Terme kompensieren sich)

Fm()

0o +—¢§

d¢ =m~ In(z) + (m* —m™ ) In|z — x| —m* In(1 — ).

Die Betragstriche bei |z — xy| ergeben sich, wenn man das Integral auch fiir z > x
auswertet.

Man sieht: Fiir eine konstante Belegung befindet sich bei x = 0 und x = 1 je
ein Sprung von 0 auf m™ bzw. von m™ auf 0. An diesen Stelle divergiert f(z) loga-
rithmisch mit dem Abstand vom singuldren Punkt. Falls die Belegung m(z) einen
Sprung im Innern aufweist (z.B. bei einer stiickweise konstanten Belegung), fiihrt
dies zu einer weiteren logarithmischen Singularitdt an der Sprungstelle zo (siehe
auch Abb. 2.19). Daraus folgern wir, daf die z-Komponente der Stérgeschwindig-
keit im offenen Intervall |0, 1[reguldr ist, wenn die Belegungsfunktion stetig ist.

Beispiele

1. Parabelbogenzweieck: Hierbei ist hy(z) = z(1—2z) fiir 0 < x < 1. Aus (2.107)
folgt

m(€) = 2(1 — 2€). (2.113)

2. Keilstufe: Fiir eine Keilstufe ist

0, firz <0,
he(z) =< x, fir0<xz<1, (2.114)
1, firz>1,

Mit (2.107) ergibt sich die Belegungsfunktion

m(€) =2, fir0<az<1. (2.115)

2. €. Rublmann, A. Kluwid 45
Strémungsmechanik 2



2. Ebene stationidre inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie Stromungen

(a) Parabelbogenzweieck (b) Keilstufe
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Abbildung 2.20.: Umstromung schlanker Korper am Beispiel eines Parabelbogenzwei-
ecks (a) und einer Keilstufe (b). Gezeigt sind das Dickenprofil d(z) rot gestrichelt, die
Belegungsfunktion m(z) blau und die z-Komponente der Storgeschwindigkeit X144 ()
(schwarz). Beachte fiir (a) die Stammfunktion [&/(x —¢)dé = —¢ — zIn(z — £).

Die Ergebnisse sind in Abb. 2.20 gezeigt. An den Endpunkten x = 0, 1 der beiden
Profile sind die Ableitungen des Dickenprofils h), und daher die Belegungsfunktion
unstetig. Wie wir oben gesehen haben, sind damit logarithmische Singularitdten
der Geschwindigkeitsstorung xiq4.(x,07) verbunden. Offenbar divergiert das Stor-
potential fiir x — 0 und fiir x — 1. Dies bedeutet, dafl die urspriinglich getroffene
Annahme einer kleinen Storung in einer gewissen Umgebung der beiden Endpunk-
ten dieser Profile nicht mehr gilt. Die Stréomung wird sich daher in der Umgebung
dieser Punkte anders verhalten als von der Theorie schlanker Profile vorhergesagt.
Dies ist auch anschaulich klar: Denn wir erwarten ja in einer kleinen Umgebung
des Staupunktes u ~ 0 und nicht u = us + O(7). Um uy zu kompensieren reicht
eine kleine Stérung nicht aus. Allerdings ist die Ubereinstimmung der reibungs-
freie Naherung mit der realen Strémung auch noch in unmittelbarer Umgebung des
Staupunktes sehr gut (siehe Abb. VIII,3 auf S. 443 in Oswatitsch 1976).

Schliefflich kénnen wir noch die Druckverteilung aus der Bernoulligleichung be-
rechnen. Wie in (2.69) erhélt man fiir den Druckbeiwert

Cp: 1— ij =1 UQEUQ =1 (UOO+UOOX$22+(UOOXZ/)2

_ 2 2
=1-1-2x—-Xx;— X,
In erster Naherung gilt daher (x = 7x1 + ex2 mit 7,6 < 1)

U — Ugo

cp = —2Xz + O(72,%,7¢) = —2 + O(72, €2, 7¢). (2.116)

Ueco

Der Druckbeiwert ist demnach proportional zur Geschwindigkeitsstorung x. (x, 0F).

46 4. €. Rublmann, A. Rluwic€
Strémungsmechanik 2



2.4. Methode der Singularitdtenbelegung (Profiltheorie)
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Abbildung 2.21.: Angestellte diinne Platte. Die Wirbeldichtebelegung auf der Lénge d&
betréigt dI'.

2.4.3. Anstelleffekt

Die Stromung um eine Platte verschwindender Dicke kann nicht durch eine Quell-
verteilung erzeugt werden. Auf die Platte wirkt aber eine Auftriebskraft und diese
ist nach dem Satz von Kutta-Joukowski (2.80) mit der Zirkulation I" um die Platte
verbunden. Daher werden wir den Anstelleffekt mit Hilfe einer Wirbelverteilung
beschreiben.

Dazu betrachten wir einen einzelnen Punktwirbel bei (z,y) = (£,0) mit der
Wirbelstarke dI'. Der Beitrag dys zu x» ist dann nach (2.35)

dxe = o arctan (2.117)

Y
x—&
Wir wollen nun Punktwirbel kontinuierlich auf der z-Achse in dem Intervall [0, 1]
verteilen. Die Wirbelstiarkenverteilung wird zweckméfligerweise durch eine Bele-
gungsfunktion () ausgedriickt (Wirbelstiarke pro Lénge). Die Wirbelstérke dT,
die sich aus dem Langenelement d¢ ergibt, ist demnach (sieche Abb. 2.21)

dr’
Ar(e) = Trdé = (E)de. (2.118)
Fiir das Potential yo erhélt man daher
1 /1
alr) = 5= [ (€ arctan Lz (2.119)

Die Beitrige dieses Potentials zu den Geschwindigkeitskomponenten ergeben sich
durch Ableitung

1! y

X220 = —gfo W(S)Wdf, (2.120a)
1 ! xr—E&

X2y = g/o 7(5)md€- (2.120b)

Fiir die noch unbekannte Wirbelverteilung ~(x) folgt aus der linearisierten Rand-
bedingung (2.92) die Bestimmungsgleichung

1! x—¢
ylféi g/o 7(§)md§ = -1 (2.121)

beziehungsweise
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1! d¢
Gy ; 7(5):5—&

Wir mochten diese Gleichung gerne nach «y(§) auflosen. Das Pro-
blem ist ein Spezialfall (g(x) = 27) der sogenannten Betzschen

Integralgleichung
1
—][ () d¢. (2.123)
0o T—¢

— 1. (2.122)

Albert Betz

1885-1968 Die allgemeine Losung der Betzschen Differentialgleichung lautet
im Intervall 0 <z <1

G \/ é)
f(x)—\/m \/Tx][ Vo Mg, (2.124)

wobei C) eine beliebige Konstante ist. In unserem Fall ist g(z) = 27 und wir

erhalten
e JEd—¢
W)= T - ¢_Tf?f‘ %' (2.125)

w(1—22)/2

oder nach Integration

(@) = 4 B 1-— 2z :C’1+2x—1
Vel =) z(l—z) a(l-2)

Da die Konstante C} nicht festgelegt ist, ist auch die Wirbelverteilung ~(x) durch
die Randbedingung nicht eindeutig festgelegt.

Bevor wir ] einen bestimmten Wert zuweisen, berechnen wir zunéchst formal die
Storung der Tangentialgeschwindigkeit auf der Oberseite der Platte bei (y = 07).
Nach (2.120a) und mit Hilfe von (2.104) erhalten wir

(2.126)

e y 2100 ()
= — lim — g2y 2.12
X2,2ly—o+ Jim, o /0 7(€) Ry 3 5 (2.127)

Bemerkenswert an dieser Gleichung ist, dafl die Stérung der Tangentialgeschwin-
digkeit x2.(zp,0") an einem Punkt zp auf der Oberfldche des Profils nur von der
Wirbelbelegung v(xp) an eben diesem Punkt abhéingt. Die Geschwindigkeitsfelder
von Potentialwirbeln, die an anderen Punkten x # xp lokalisiert sind, besitzen am
Punkt zp keine tangentiale Komponente. Die normalen Komponenten aller Wir-
bel kompensieren lediglich vy, (s. (2.121)). An der Form von (2.120a) erkennt man
auferdem, dafl die x-Komponente der Storgeschwindigkeit antisymmetrisch bzgl.

y =0 ist, also Xauly=or = —Xzaly=o--
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(b)

Abbildung 2.22.: Stromlinienverlauf fiir beliebiges C (a) und experimentell beobachteter
Stromlinienverlauf (b).

Mit Hilde des Zusammenhangs zwischen u(z,0%) und x», erhalten wir damit

0, r <0,
o Cy+ 22— 1
u(@,0%) ~ s W) GER ol gcocr, )

= x 7O+ = - = )
Eloo X2 (2, 07) 2 2y/x(1—x)

07 x> 1.

Da nur auf der Platte Wirbel angeordnet sind (y(z) = 0 fiir < 0 und = > 1),
verschwindet die tangentiale Geschwindigkeitsstorung xo ., fiir # < 0 und = > 1.
Nur zwischen beiden Seiten der Platte kann ein Drucksprung auftreten. Fiir die
Grofe des Drucksprungs, siehe (2.116).

Um C zu fixieren und die Losung v(z) eindeutig zu bestimmen, verwenden wir
den experimentellen Befund, dafl bei kleinen Anstellwinkeln e die Stromung an der
Platte anliegt und glatt von der Hinterkante bei x = 1 abstromt. Das Fluid stromt
also nicht um die scharfe Hinterkante herum, siehe Abb. 2.22. Im Rahmen der hier
betrachteten reibungsfreien Stromung kann dieses Verhalten nur durch die ad-hoc
Bedingung

u(1,0%) = uy (2.129)

beriicksichtigt werden. Diese Bedingung nennt man Kutta-Joukowski- Bedingung.'°
Daher verlangen wir, daf die tangentiale Geschwindigkeitsstorung (2.128) fiir & — 1
verschwindet. Dies fiihrt auf die Beziehung

u(z, 01) — un _01+2x—1] o |- C)2 -
z—1

0=lim—— = lim
2/z(1 —x) z(1—x)

rz—1 EUso rz—1
Diese Bedingung wird fiir ¢} = —1 erfiillt. Dann geht die tangentiale Geschwin-
digkeitsstorung wie ~ /1 — 2z — 0 gegen Null. Wir erhalten also die tangentiale
Storgeschwindigkeit

] . (2.130)

1—=x
u(z,0") — us
Xl 07) = LB 0D = e ;o Usesl (2.131)

U
o 0, sonst.

0Das experimentell beobachtete glatte Abstrémen von einer scharfen Hinterkante ist auf die
Wirkung der Viskositit auf kleinen Léngenskalen zuriickzufiihren.
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1
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Abbildung 2.23.: Negativer Druckbeiwert auf der Oberseite einer angestellten diinnen
Platte nach (2.133).

Die zugehorige Wirbeldichteverteilung lautet daher

1—=x

v(z) = -2 (2.132)

T

Druckverteilung Fiir den Druckkoeffizienten in linearer Naherung (2.116) gilt da-
mit
1l—a

cp(7,0%) = —2x,(7,0%) = —2ex9.(7,0F) = F2¢ (2.133)

Das Verhalten ist in Abb. 2.23 dargestellt. Auf der Oberseite der Platte verhélt sich
¢p fiir £ — 07 wie
2e
Cp(ZL',OJr) ~ _ﬁ (2134)

Fiir x — 17 ergibt sich

cp(x,07) ~ —2ev/1 — . (2.135)

Die Lage des Staupunktes auf der Plattenunterseite (Abb. 2.24) berechnet sich aus
u(rg,07) = 0. Wenn wir diese Bedingung in (2.131) verwenden (ys, antisymme-
trisch bzgl. y = 0), erhalten wir

0) — . 1-— u(rs,07)=
w(@s,07) — oo _ _8\/7%‘ (@s0)=0 4 (2.136)
Uso Ts

:{Es(1+l‘5—...):€2<<1 = {L‘S%&:Q. (2137)

Dies fithrt auf

Ts

l—l‘s

Der Staupunkt liegt also sehr dicht an der Vorderkante.
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Abbildung 2.25.: Oberfliche S iiber welche integriert wird, um den Auftrieb zu berech-
nen.

Auftrieb Die Berechnung des Auftriebes erfolgt iiber den Auftriebsbeiwert. Fiir
ihn erhalten wir (sieche Abb. 2.25, gleicher Beitrag von der Ober- und der Untersei-
te)ll

1
oL =— %cpny do = —2/ cp(z, 07)d. (2.138)
0

Wenn man ¢, aus (2.133) einsetzt, ergibt sich

CL—4€/

also

1 1
Tde = 4e [ (1—x)+ 5 arcsin(2z — 1)} = 45%, (2.139)
0

cr = 27e. (2.140)

Der Auftriebsbeiwert ist also proportional zum Anstellwinkel . Daraus erhélt man
den Auftrieb. Wenn wir ¢, mittels (2.116) durch die Geschwindigkeitsstorung aus-
driickt, kann man den Auftrieb auch durch die Zirkulation ausdriicken (Referenz-
flache A = 1)

2.116)

1 1 1 ‘ 1
L = épuiocL = épuiﬂ/ cp(x,07)dx el —2,0uoo/ [u(z,07) — us| dz.
0 0

J

r/2
(2.141)

UHier ist kein Umlaufsinn der Integration zu beriicksichtigen, da es sich ja um ein Oberflichen-
integral handelt.
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Abbildung 2.26.: Auftrieb L senkrecht zur Anstréomung sowie normale (F,) und tan-
gentiale Kraft (Nasensog F;) auf die angestellte diinne Platte. Die Krifte greifen im
Druckpunkt zp = 1/4 an.

Wir erhalten also in Ubereinstimmung mit dem Satz von Kutta-Joukowski (2.80)
(angestromter Zylinder mit Zirkulation)

L = —pusl. (2.142)
Damit wird der Satz von Kutta-Joukowski auch fiir diinne Profile bestétigt.
Druckpunkt Schliefilich kénnen wir noch den Angriffspunkt der Auftriebskraft
berechnen, der auch als Druckpunkt xp bezeichnet wird. Dazu bestimmen wir zu-

néchst das Moment um die Vorderkante der Platte bei x = 0. Der zugehorige
Momentenbeiwert ist

1 . 1
ey = 2/ cp(z,07)zde = 45/ \/ . % odr = 4e va(l —z)dx
0 0 1 0

1 1
=4e {5 (:p — 5) x(l—x)+ 3 arcsin(2z — 1)]0 = 45%, (2.143)
also -

Uber M = Lxp bzw. ¢y = crap ergibt sich daraus die Lage des Druckpunkts zu

cu _ (1/2) 1 (2.145)
cr 2me 4’ )

Irp =

Wegen des D’Alembertschen Paradoxons verschwindet der Widerstand D. Die
Auftriebskraft L ist senkrecht zur Anstromrichtung definiert. Oben hatten wir aber
nur die Kréfte senkrecht zur Platte berechnet. Fiir kleine Anstellwinkel e gilt jedoch
fiir die Kréafte normal und tangential zur Platte (sieche Abb. 2.26)

F, = Lcose ~ L, (2.1464)
F, = —Lsine = —¢L. (2.146Db)
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0 1

Abbildung 2.27.: Angestromtes gewolbtes Profil.

Fiir die entsprechenden Beiwerte gilt also

Cn R Cp, (2.147a)
¢t & —ecp, = —2me, (2.147b)

Da die Kraft in einer reibungsfreien Stromung nur senkrecht zur Platte wirken
kann, enthélt diese aerodynamische Kraft die Auftriebskraft als dominierenden An-
teil, aber auch eine kleine tangentiale Kraft, in Richtung der Nase des Profils.
Diese bemerkenswerte Tatsache hdngt mit der Umstrémung der scharfen Platten-
vorderkante zusammen, durch die es zur Ausbildung eines sogenannten Nasensogs
F; kommt (siehe auch Kap. VIIL5 auf S. 448 von Oswatitsch 1976).

2.4.4. Woélbungseffekt

Die Wélbung eines Profiles ergibt sich aus dem antisymmetrischen Anteil der Pro-
filfunktionen )

hy = §(ho — hy). (2.148)
Analog zur Umstromung der angestellten Platte wird die Losung in Form einer Wir-
belbelegung dargestellt. Ist die Wolbung gering (7 < 1), so kann nidherungsweise
mit einer Wirbelbelegung auf der z-Achse gearbeitet werden. Dann ergibt sich fiir
den Wolbungseffekt in analoger Weise zum Anstelleffekt (siehe (2.119) und (2.120))

das Potential und seine Ableitungen

_Lr tan —2—d 2.149
X1iw = % 0 ’Yw(g) arctan T _g 57 ( : a)
1 1
Xiwe = _ﬁ/o %(f)Wd& (2.149b)
1 ! r—&
Xtw,y = %/O fyw(f)—(x —o7 7 def. (2.149c¢)

Um 7,(x) zu bestimmen, setzen wir die linearisierte Randbedingung (2.96) in
(2.149¢) ein

1! d¢ dh
walz, 0F) = — » = 2.150
V.09 = 5= (02 = (2.150)
Diese Beziehung stimmt mit der Betzschen Integralgleichung (2.123) iiberein, wenn
man identifiziert

dh,

[ =m(® wd  gla)=—2m (2.151)
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Mit dieser Identifikation kénnen wir die Losung von (2.150) fiir f(x) = v,,(x) direkt
aus der allgemeinen Losung (2.124) ablesen

(2) = Cy \/ £(1—¢)dhy, ae = 2u(:p,0+)—uoo
= e \/71_;5 ¢ U

(2.152)
Im letzten Schritt wurde 7, (z) aus (2.149b) bestimmt, wie in (2.128). Die freie
Konstante Cy mufl wieder mit Hilfe der Kutta-Joukowski-Bedingung (2.129) bei
x = 1 bestimmt werden

w(1,0%) — U

TUso

Yo(1) = =2 = 0. (2.153)

Daraus folgt

Cy=— w]é Vgl_ §) dhy ][\/ih’ (2.154)

Wenn man die so bestimmten Vortizitatsbelegung (2.152) in das Storpotential
(2.149) einsetzt, hat man das Wolbungsproblem vollstédndig gelost. Insbesondere
erhélt man die Geschwindigkeitsstorung in x-Richtung an der Plattenoberfldche
direkt aus (2.152) als

u(@,07) —use  Cor VEL =9,
Uoo N (1—x) \/ 1—:6][ hd§ (2.155)

2.4.5. Zusammenfassung der Ergebnisse fiir diinne Profile

Ein Profil sei durch die beiden Koordinatenfunktionen

Yo(x) = Tho(z), (2.156a)

gegeben, wobei der Dickenparameter 7 < 1 klein sei. Das Profil der Lénge 1 sei der
ungestorten Anstromung (u, v) = (s, Voo ) ausgesetzt mit dem kleinen Anstellwin-
kel

e~ tane = -2 < 1. (2.157)
uOO

Mit der Zerlegung des Profils (2.156) in Dicken- und Walbanteil

und hy = (2.158)
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ergibt sich die Verteilung von u auf der Profilober- und -unterseite zu

u(w,05) —uy R (€) 11—z
hd S A - W]é dg +e (2.159)

Uso r—£& T

chkeneffekt (2. 112) Anstelleﬁekt (2.131)

/ \/£<1_£>/
:Fﬂ' z(1—x) [][ \/1— hd€+0 §—x Tude]

Wolbungseﬁekt (2.155)

Fiir die Verteilung von v auf der Oberfliche des Profils ergab sich direkt aus den
Randbedingungen (2.92), (2.95) und (2.96)

v(z, 0%)

Uoo

=7 [£h(z) + K, (z)]. (2.160)

Die aus der Anstellung € # 0 resultierende konstante vertikale Geschwindigkeit v,
wird gerade durch die vertikale Storgeschwindigkeit an der Oberfliche des Profils
kompensiert.

Der Druckbeiwert an der Profiloberfliche hingt geméf (2.116) mit der Geschwin-
digkeitsstorung in z-Richtung zusammen

U — Ugo

cp(z,0%) = =2 (z,0%). (2.161)

Uoo

Daraus ergibt sich der Kraftbeiwert in y-Richtung

cp = —j{cpnyda =— /01 [ep(2,07) = ¢p(x,07)] d, (2.162)

der in erster Naherung identisch ist mit dem Auftriebsbeiwert.

2.4.6. Beliebig dicke Profile und Korper

Fiir die Belegung der (auch im Innern des Korpers liegenden) Profilachse hatten
wir bisher implizit die Voraussetzung getroffen, dafl die analytische Fortsetzung
der Potential- oder Stromfunktion in das Innere des Kérpers moglich ist. Bei Un-
stetigkeiten der Korperoberfliche kann diese Annahme im allgemeinen nicht mehr
gemacht werden. Die Belegung der Achse bringt auBlerdem nur bei schlanken Kor-
pern entscheidende Vorteile. Im allgemeinen Fall beliebig dicker Korper lassen sich
die Belegungsdichten auf der Achse nicht mehr auf einfache Weise auf die Pro-
filfunktionen zuriickfithren. Es ist dann besser, von vornherein eine Belegung der
Korperoberflaiche zu wahlen.

Es sei C' die geschlossene Profilkontur mit scharfer Hinterkante und s die Bogen-
lange entlang des Profils mit Ursprung an der Hinterkante H. Ein Punkt auf dem
Profil ist durch [£(s),n(s)] gegeben. Eine Wirbelbelegung ~(s) auf der Profilkontur
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Abbildung 2.28.: Dickes Profil mit scharfer Hinterkante H, das mit 1, angestromt wird.

C fiihrt dann zu der Stromfunktion ¢ (z,y) in Form des Oberflichenintegrals (siehe
(2.35), Anstromung mit u., aus der negativen z-Richtung)

W) =ty - 5= 1)y E—EOP Ty —nPds. (2163
C

-~
s

Zur Bestimmung der Geschwindigkeitsverteilung auf der &ufleren Oberfliche des
Profils mul man von aufen den Punkt # = (z,y)" — #p gehen lassen, wobei Tp
ein Punkt auf dem Profil ist. Das Integral verstehen wir im folgenden als Hauptwert;
der Punkt P wird also ausgenommen.

Die Belegung mufl so gewihlt werden, dal die Normalgeschwindigkeit auf der
Kontur in jedem Punkt verschwindet (Randbedingung). Deshalb ist es sinnvoll, die
Normal- und Tangentialkomponenten der Geschwindigkeit an der Profiloberflache
zu betrachten. Dazu betrachtet man ¢ [x(t,n), y(t,n)] in jedem Punkt P als Funk-
tion der tangentialen (¢) und normalen (n) Koordinate.'” Fiir die tangentiale und
normale Geschwindigkeitskomponenten 1t. Abb. 2.28 gilt dann

0
wp = a—lﬁ, (2.164a)
0
Unp = —a—f. (2.164b)

Fiir die Geschwindigkeit in Normalenrichtung n erhélt man in einem Punkt P auf

12Beachte, daf8 die Koordinaten (¢,n) mit den Koordinaten (x,y) durch eine Drehung um den
Winkel ¢ im Zusammenhang stehen. Fiir unsere Definition des Winkels ¢ (siehe Abb. 2.28) gilt

z\ _ [ cos?d —sind \ [ ¢
y )\ sind cos? n )’

Damit sind z.B. 9y/dt = sin®¥ und dz/9t = cos .
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der Kontur C aus (2.163)

oy dy 1 Olnr
Unp = =5 ~Uoo 5 —|—%f’y(s) 5 ds, (2.165)
P P Vol P
sin

wobei das Integral als Hauptwert zu interpretieren ist. Damit die Profiloberfliche
nicht durchstromt wird, muf§ man fordern w,p = 0. Dies ist eine Bedingung fiir
v(s). Genauer gesagt stellt (2.165) eine Integralgleichung zur Bestimmung der un-
bekannten Wirbeldichte y(s) dar. Man kann sie nur numerisch l6sen. Dazu ist es
sinnvoll, die Ableitung der Funktion im Integranden auszufiihren. Dies fiihrt auf

0 0
($_§)a_f+(y_77)a_:z (v —=&)cosV + (y —n)sind

b | @2+ (y—n)? (=2 + (y—n)?

Olnr
ot

(2.166)

Fiir die Kréafte auf den Tragfliigel ist die tangentiale Geschwindigkeit verantwort-
lich. Die Berechnung von u; im Punkt P auf der Kontur C fiihrt auf

81/} ay 1 aln’f’ fYP
Ton|  om| 2w - 2.167
thr = 5- u on 27r7€fy(3) 5, —ds = ( )

P PN g N>

cos Hauptwert von P

Hierbei ist —vyp/2 die von der Wirbeldichte im Punkt P induzierte Tangentialge-
schwindigkeit genau wie in (2.128),'® withrend

1 Olnr

v(s) o ds

_%C

die von allen anderen Wirbeln auf dem Profil im Punkt P induzierte Tangentialge-
schwindigkeit beschreibt, wobei

Olnr  —(x—&)sind + (y —n) cos?
In (x =&+ w—-n?*
Wenn man die Wirbelbelegung ~y(s) durch Losung von (2.165) bestimmt hat, kann

man sie in (2.167) einsetzen und die tangentiale Geschwindigkeitsverteilung bestim-
men.

(2.168)

Zur numerischen Losung von (2.165) kann man das Profil in N dquidistante In-
tervalle der Bogenldnge As = const. aufteilen und v in jedem Teilintegral mit Hilfe

3Dieser Term ist erforderlich, weil wir das Integral als Hauptwert betrachten, wobei der Punkt
P ausgenommen ist. Wenn wir den Punkt P beim Integral beriicksichtigen wiirden, ergébe sich
im Limes 2z — xp derselbe Beitrag (siehe (2.128)). Von der Vortizitétsbelegung am Punkt P
bleibt im Limes & — Zp etwas iibrig, weil man den Punkt & von auflen auf einen Punkt P auf
der Kontur gehen 148t; siehe auch Schneider (1978).
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2. Ebene stationidre inkompressible reibungsfreie und drehungsfreie Stromungen

Wirbel j
Kontrollpunkte ¢

Panel \

N +1
3 92 1

Abbildung 2.29.: Mogliche Anordnung der Punkte bei der Panel-Methode: Punkte, an
denen die Normalgeschwindigkeit verschwinden soll (Kontrollpunkte) sind blau darge-
stellt. Punkte, an denen diskrete Wirbel plaziert werden sind rot. Die Punkteverteilung
kann an stark gekriimmten Stellen verdichtet werden.

der Mittelpunktsregel approximieren. Diese Strategie wird Panel-Methode genannt.
Fiir das ¢-te Intervall erhélt man so

9, /) sin v, .
Up,i = —Uoo SIN U, + § vj gﬂ s : (4 = 1 LSm =0, i=1,2,..,N
2 = &)° + (4 — 1))

(2.169)
Dies ist ein System linearer Gleichungen fiir die N unbekannten Wirbelbelegungen
Y, ---,Yn. Das Gleichungssystem in der Form (2.169) ist singuldr, da in (2.169)
die Matrixelemente fiir ¢ = j singuldr sind. Daher wéhlt man die Punkte 7;, an
denen die Randbedingung erzwungen werden soll, verschieden von den Punkte é;»,

an denen die Vortizitédt konzentriert ist (z.B. an den End- und den Mittelpunkten
eines Panels, siche Abb. 2.29).

Da die Gesamtzirkulation I' = ). v;As bei ebenen reibungsfreien Stromungen
unbestimmt ist (vgl. Kutta-Joukowski (2.129)), kann man davon ausgehen, dafi das
lineare Gleichungssystem (2.169) einfach unbestimmt ist. Um eine eindeutige Lo-
sung zu erhalten, verwendet man deshalb wieder die Kutta-Joukowski-Bedingung
und fordert ein glattes Abstromen von der scharfen Hinterkante. Dies ist dquiva-
lent mit der Forderung, dal der Druck an der Hinterkante auf Oberseite des Profils
identisch mit demjenigen auf der Unterseite ist.'* Da die tangentiale Geschwindig-
keit bei einer Umstrémung der Hinterkante (beachte die Richtung von  auf der
Ober- und Unterseite des Profils) an der Hinterkante H sprunghaft das Vorzeichen
wechselt, fordert man, dafl dort ein Staupunkt liegt: u; z = 0. Wenn man diese Be-
dingung in die diskretisierte Version von (2.167) einsetzt, ergibt sich die zusétzliche

14Die Kutta-Joukowski-Bedingung kann man auf verschiedene Arten implementieren. Da die Stro-
mung sensitiv von dieser Bedingung abhéngt, ist hierbei grofie Sorgfalt erforderlich. Eine Mog-
lichkeit besteht darin, zu fordern, dafl die Tangentialgeschwindigkeiten auf den beiden Panels
N,N + 1 und 1,2 (oben und unten) gleich sind. Dabei muf} auch die Panel-Linge auf der Ober-
und der Unterseite gleich gewéhlt werden. Dies resultiert in w;; = —us, n. Das Minuszeichen
kommt von der Orientierung des Tangentialvektors.
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2.4. Methode der Singularitdtenbelegung (Profiltheorie)

Gleichung

yao  As i .—(xH — &) sinty + (yg — n;) cos Vg
]

— o cosdy — 2 _
it = oo COSTH (v — &) + (yu — n;)?

= = 0.
2 21 4

7j=1

(2.170)

Die gesuchten Wirbeldichten 7, ergeben sich dann als eindeutige Losung des er-
weiterten NV + 1-dimensionalen linearen Gleichungssystems. Daraus folgen die Tan-
gentialgeschwindigkeiten w,; an den Stiitzstellen ¢ auf der Profiloberflache iiber die
diskretisierte Version von (2.167). Hieraus kann man die Druckverteilung ermitteln

und damit die Kréfte auf den Tragfliigel.
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3. Der Tragfliigel endlicher
Streckung

Die Druckunterschiede zwischen der Ober- und der Unterseite eines angestellten
Tragfliigels fiihren dazu, daf§ eine Stromung in Spanweitenrichtung existiert, die von
unten nach oben um die Enden des Tragfliigels herum gerichtet ist. Diese Strémung
ist besonders grof§ in der Nahe der Tragfliigelenden. Aufgrund dieser zusétzlichen
Geschwindigkeitskomponente in Spannrichtung besitzen die resultieren Strémun-
gen auf der Ober- und der Unterseite des Tragfliigels eine leicht unterschiedliche
Richtung. Direkt nach der Hinterkante des endlichen Tragfliigels entsteht so eine
Wirbelschicht mit Vortizitdt in Hauptstromrichtung (Abb. 3.1). Da die Wirbel-
schicht an den Enden des Tragfliigels plotzlich authort, wickelt sie sich von den
Enden her auf (Idealsierung: Kaden-Spirale, siehe Saffman (1992)) und entwickelt
sich im weiteren Nachlauf infolge des viskosen Impulsaustausches zu den bekannten
Nachlaufwirbeln. Die Entstehung der Wirbelschicht erfolgt sehr dhnlich wie bei der
Umstromung einer querbewegten Platte (siehe Abb. 3.2).

Die fiir die kontinuierliche Erzeugung der Nachlaufwirbel erforderliche Energie
auBlert sich in einem erhéhten Widerstand. Tatséchlich ist dieser induzierte Wider-
stand grofier als der viskose Widerstand und ist im Langsamflug sogar grofler als
50% des Gesamtwiderstands. Um den Effekt der Nachlaufwirbel auf den Auftrieb
und den Widerstand zu berechnen, werden wir uns im folgenden mit elementaren
Eigenschaften dreidimensionaler reibungsfreier Wirbelstromungen beschéftigen.

Uoben

ﬁuntel},v"/
Abbildung 3.1.: Entstehung einer Wirbelschicht
hinter dem Tragfliigel durch die unterschiedlichen
Stromungsrichtungen der beiden von der Ober- und
Unterseite des Tragfliigels stammenden und zusam- —
mengefithrten Fluidmassen.
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3. Der Tragfliigel endlicher Streckung

(a) (b) ()

Wasseroberfliche Wasseroberflache

|

(d) (e) (f)

B

Abbildung 3.2.: Darstellung des Kaffeldffel- Experiments mit Original-Bildern aus Klein
(1910). Ein bewegtes Ruder induziert eine Stromung um das Ende herum (b). Wenn man
das Ruder entfernt (c), hat man dort eine Wirbelschicht (d), weil die Stromlinien nicht
senkrecht auf dem Ruder standen. Die Wirbelschicht wickelt sich vom Ende her auf (e)
und fiithrt schlielich iiber viskosen Impulsaustausch zu einem Wirbel (f).

3.1. Mathematisch-physikalische Grundlagen

3.1.1. Helmholtzsche Wirbelsatze

Fiir die nachfolgenden Betrachtungen werden einige Definitionen bendétigt, welche
sich auf die Vortizitdt @ = V X « beziehen. Ganz analog zu Stromlinien, Strom-
rohren und Stromféden, die auf « basieren, werden Wirbellinien, Wirbelréhren und
Wirbelfdden definiert.

Eine Wirbellinie ist eine Raumkurve, deren Tangentialvektor in jedem Punkt die
Richtung der Vortizitdt & aufweist. Als Wirbelréhre bezeichnet man eine Rohre,
deren Mantel von Wirbellinien gebildet wird. Ein Wirbelfaden ist eine Wirbelroh-
re, die so schlank ist, dafl die Feldgréflen iiber alle QQuerschnitte nédherungsweise

W
' o Abbildung 3.3.: Eine Wirbellinie ist in je-
Wirbellinie dem Punkt tangential zum Vektor der Vor-
tizitét .
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3.1. Mathematisch-physikalische Grundlagen

&L

Wirbellinien

So

Abbildung 3.4.: Wirbelrohre mit definierender Flache Sy. Die Kurve C7 umschlieit die
Wirbelrohre einfach. Die Kurve Cs liegt vollstéindig auf der Mantelfliiche der Wirbelrohre,
umschlieft sie aber nicht.

konstant sind.
Die Integration der Identitét V- = V- (V x ) = 0 {iber ein beliebiges Volumen
liefert unter der Verwendung des Gauflschen Satzes

/v.wdvz/ &-dS =0. (3.1)
1% S(V)

Wenn man dieses Resultat auf das Volumen einer Wirbelrohre anwendet, welches
durch die Querschnitte Sy und S begrenzt wird (Abb. 3.4), erhilt man (die Man-
telflache liefert keinen Beitrag, da 7 - @ = 0)

/cU -dS = / @ -dS = const. (3.2)
S So

Diese Gleichung (3.2) wird als erster Helmholtzscher Wirbelsatz bezeichnet.! Das
Integral ist der FluB der Vortizitdt durch die Fliache S. Fiir einen Wirbelfaden ist
& tber den Querschnitt S nédherungsweise konstant. Dann vereinfacht sich (3.2) zu

1S =w,S = const. (3.3)

Die Anwendung des Stokesschen Satzes auf (3.2) ergibt

/@-dﬁ:/(vXﬁ)-d§:j§ﬁ-d6:r1:const. (3.4)
St S1 C1
wobei (] eine beliebige geschlossene Kurve ist, die den Wirbelfaden einfach um-

schlieft. Damit kann man den Helmholtzschen Satz auch anders formulieren:

Die Zirkulation entlang jeder geschlossenen Kurve, die einfach um einen
Wirbelfaden gewunden ist, besitzt ein und denselben Wert T'.

!Dieses Ergebnis ist analog zur Massenerhaltung bei einer stationiren Stromréhre.
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3. Der Tragfliigel endlicher Streckung

Dieser Sachverhalt wird als zweiter Helmholtzscher Wirbelsatz bezeichnet. Die An-
wendung des Stokesschen Satzes auf eine geschlossene Kurve Cy auf der Mantelfla-
che einer Wirbelrohre, welche den Wirbelfaden nicht umschlieBt (siche Abb. 3.4),
liefert
rzzfﬁ-da:/(vm).ﬁdszo. (3.5)
Cs Sy ~—m—~—

Aus den Helmholtzschen Wirbelsétzen ergeben sich folgende
Konsequenzen:

1. Wegen (3.2) bleibt der Vortizitatsflu entlang einer
Wirbelréhre erhalten. Deshalb kann eine Wirbelroh-
re oder ein Wirbelfaden nicht einfach im Raum en-
den. Wirbelrohren und Wirbelfdden miissen daher ent-
weder geschlossen sein (wie bei einem Ringwirbel —
Rauchring), oder sie enden auf den Berandungen des
Fluidvolumens (z.B. Tornado auf der Erde).

2. Aus (3.5) folgt zusammen mit dem Thomsonschen
Satz (1.52), daBl der Mantel eines Wirbelfadens im-
mer aus denselben Fluidteilchen gebildet wird, also ei-
ne substantielle Fliche ist. Denn nach dem Thomson-
schen Satz &ndert sich die Zirkulation entlang einer < .
beliebigen geschlossenen substantiellen Linie nicht. Ringwirbel am Atna.

3.1.2. Biot-Savart Gesetz

Fiir einen weiteren wichtigen Zusammenhang gehen wir vom (hier unbewiesenen)
Hauptsatz der Vektoranalysis aus (siehe Fufinote 4 auf S. 9). Er besagt, daf jedes
stetige Vektorfeld « in einem einfach zusammenhdngenden Gebiet eindeutig be-
stimmt ist, wenn iiberall im Innern V - ¢ und V x @ bekannt sind und u,, auf dem
Rand angegeben ist; sieche zum Beispiel Wieghardt (1974) oder Saffman (1992).

Danach 148t sich die Geschwindigkeit « aus einem skalaren Potential ¢ und einem
Vektorpotential A in der Weise

Vo+V x A (3.6)

u

darstellen, wobei

() = —— /V a) gy (3.7)

Cdw Jy 7

ist, mit der Quelldichte ¢ = V - 4, und

A(F) = i /V lf(jﬁ;ldv’ (3.8)

mit der Wirbeldichte (Vortizitit) o =V X 4.
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3.1. Mathematisch-physikalische Grundlagen

Wirbellinie

O

Abbildung 3.5.: Geometrie beim Biot-Savart-Gesetz. Die vom Linienelement dr’ mit Vor-
tizitdt ' induzierte Geschwindigkeit @(7) steht senkrecht auf der Ebene, die durch d7” und
7 — 7 aufgespannt wird.

Eine inkompressible Stromung ist quellenfrei ¢ = V-4 = 0. Deshalb 148t sich ein
inkompressibles Geschwindigkeitsfeld allein durch V x A ausdriicken.? Wenn wir

diese Darstellung verwenden und (3.8) in (3.6) einsetzen, erhalten wir®
-1 (")
_’: A:— v dV/:—— (7 dV/ 39
u=VxA=g VT I | )X Ve, (39)
L) =)
4 |7 — |
Dies ist das Biot-Savart-Gesetz (sieche Abb. 3.5)
1 == =
7= OF) X (F=7) gy (3.10)

4 |7 —?

Das Biot-Savart-Gesetz wollen wir nun auf einen Wirbelfaden mit Linienele-
ment d/ spezialisieren. Wenn auflerhalb des Wirbelfadens & = 0 ist, braucht man
nur iiber den Wirbelfaden selbst zu integrieren. Dazu beachten wir einen diinnen
Schlauch mit senkrechter Querschnittsflache S um den Wirbelfaden herum. Dann
ist S||@ | d und es gilt

AV =35 -dl =@ - Sdl' =1dl. (3.11)
Eingesetzt in (3.8) erhélt man
- T dr’
A=— . 3.12
A ) |7 — 77 (312)

2Die nichttrivialen zweidimensionalen Losungen der Potentialgleichungen in Kap. 2.2.3 waren
immer auf Quellen oder auf singulére Vortizitdtsverteilungen zuriickzufiihren.
3Tm letzten Schritt haben wir hierbei verwendet

Sz ~3/2 P
_ S =2 e - AT > H L UR —
V|F—F’|7v[(r 7’)} = 2{(7’ T):| 2(r—171")-Vr |7_"7F’|3'
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3. Der Tragfliigel endlicher Streckung

Ay
N r 7 3
/ \ dl w
| . —
A ‘\ A
\\/} F, 'l“/d()O
©2
a / (%
®1
T
. >

Abbildung 3.6.: Induzierte Geschwindigkeit am Ort 7 = 0 im Abstand a von einem ge-
radlinigen Wirbelfaden (rot).

und aus (3.10) wird

ﬁ:VxE:—L/w. (3.13)

P

Die Integration ist iiber die gesamte Lénge des Wirbelfadens zu erstrecken. Meist
handelt es sich um ein geschlossenes Integral (Ringwirbel).

Beispiel Berechne die von einem geraden Wirbelfaden induzierte Geschwindigkeit
w in einem Punkt im Abstand a vom Wirbelfaden! Dazu wollen wir die Integration
iiber dI’ auf eine Integration iiber ¢ zuriickfithren. Wenn wir den Ursprung des
Koordinatensystems in den Punkt legen an dem die Geschwindigkeit berechnet
werden soll, ist 7= 0. Nach Abb. 3.6 gilt dann

a 5
P=—c., d=dle,=——
sin @ Sin

r'de

&. (3.14)

Desweiteren gilt mit €, = cos e, + sin pe),

a r'de L r'=a/sineg a’dp

P oxdl = —— — € X €y —— € (3.15)
Sin ¢ sin @ ~—— sin® ¢
(—€2)siny
Aus (3.13) erhélt man dann mit " = a/siny und Integration in positiver z-

Richtung (von @9 nach ¢1)

. Fﬁ/“"lsin?’(p a’ d r _,/*"1 - od r ( )é
U= —€, ' =—2¢, sin = ——— (cos 1 — COS P2) €.
a®  sin? ¥~ 4na o 7w 4dma 71 72

(3.16)
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3.2. Wirbelsystem eines Tragfliigels endlicher, grofier Streckung

Fiir einen unendlich langen Wirbelfaden ist ¢; = 0 und 9 = 7 und man erhalt fiir
die induzierte Geschwindigkeit

r
U = we, = ——¢.,. 3.17
U=w 50 € (3.17)
Dieses Ergebnis ist konsistent mit dem Geschwindigkeitsfeld eines Potentialwirbels
(2.32). Fiir einen einseitig unendlich langen Wirbelfaden mit ¢ = 0 und ¢y = 7/2
ergibt sich im Ursprung (x,y) = (0,0)
r

= —— 3.18
v dma ( )

3.2. Wirbelsystem eines Tragfliigels endlicher, groBer
Streckung

Wenn man die Rotation der Eulergleichung bildet, erhélt man mit V x Vp = 0 und
unter Beachtung der Vektoridentitit* @ - Vi = %VEQ —UXW

0 Io o .\ 04 L

E+Vx(§VU —uxw)—a—Vx(uxw) (3.19)
ntwicklungssatz 8_’ N N N R N N N 5
Frowicidungssat a—j—[u(v-w)—w(V-u)—u-Vw+w-Vu]
:a+u-Vw—w-VU—ﬁ—w-Vu— . (3.20)

Hieran sieht man: Wenn die Vortizitdt zum Zeitpunkt ¢ = 0 verschwindet, so ver-
schwindet sie fiir alle Zeiten. Wirbel konnen also nicht entstehen. Wegen der oben
gezeigten Wirbelsétze kénnen sie aber auch nicht vergehen. Wie entsteht aber die
fiir den Auftrieb erforderliche Zirkulation um einen Tragfliigel?

Die Zirkulation um den Tragfliigel entsteht beim Anfahr-Vorgang (Beschleuni-
gung) des Flugzeugs. Viskose Effekte sorgen dafiir, daf die Kutta-Bedingung erfiillt
wird, was zu einem Wirbel um den Tragfliigel fiihrt. Dieser Wirbel um den Tragflii-
gel wird gebundener Wirbel genannt. Aufgrund des zweiten Helmholtzschen Wirbel-
satzes (Konstanz der Zirkulation entlang eines Wirbelfadens) kann der gebundene
Wirbel nicht einfach am Ende des Tragfliigels authoren. Daher bildet sich eine freie
Wirbelschicht hinter einem Tragfliigel endlicher Streckung aus. An der Stelle, an
welcher die Bewegung des Tragfliigel begann, schliefen sich die beiden Wirbelb&n-
der. Am Ort des Anfahrens hinterlafit der Tragfliigel daher einen Anfahrwirbel. Als

4Dies sieht man folgendermafen:
UX T = €pUjWE = €jkELImUjOUm = €k €mkU;Otm = (0i10jm — Oim0j1) U; Ot

1
= ujaiuj - ujajui = §8iujuj — uj(')jui; .
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3. Der Tragfliigel endlicher Streckung

freie Wirbellinie

gebundene Wirbellinie

!

xr

Abbildung 3.7.: Die Wirbellinien des gebunden Wirbels gehen an der Hinterkante des
Tragfliigels in freie Wirbellinien iiber und bilden dort {iber die gesamte Spannweite eine
Wirbelschicht.

Folge der freien Wirbel werden am Ort des Tragfliigels Abwartsgeschwindigkeiten
w; induziert. Zu ihrer Berechnung kann von Gleichung (3.18) fiir halbunendliche
gerade Wirbelfiden ausgegangen werden.

Die folgenden Betrachtungen gehen davon aus, dafl die Spannweite b grof} ist ge-
geniiber der mittleren Fliigeltiefe [. Dann ist die Fligelstreckung A = b/l > 1 groB.
Wir wollen nun den Einflufl eines Wirbelbandes der Breite dn bei y = n auf die
Luftkrafte untersuchen. Am Ende wird dann iiber die gesamte Breite b der Wir-
belschicht integriert. Aus Gleichung (3.18) folgt fiir den vom (freien) Wirbelband
(Wirbelfaden) zwischen y = 1 und y = n+ dn mit der Zirkulation dI" herriihrenden
Beitrag dw;(y) zur induzierten Vertikalgeschwindigkeit w;(y) an der Stelle y mit

a=n-—-y

_dr 1 1dl dy
dr(y—mn) Andn(y—mn)

dw;(y) (3.21)

Durch Integration iiber das gesamte Wirbelband ergibt sich daher im Abstand y
von der z-Achse die Vertikalgeschwindigkeit

1 ][W ()
w;(y) = — dn. 3.22
() fry (3.22)

Diese Geschwindigkeit ist im Intervall y € [—b/2,0/2] im Regelfall negativ. Damit
ist also eine Abwirtsgeschwindigkeit mit Betrag |w;| verbunden. Die Zirkulations-
verteilung I'(y) ist aber noch unbekannt.
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3.3. Prandtlsche Integralgleichung fiir die Zirkulationsverteilung

Nullauftriebsrichtung ——

Abbildung 3.8.: Geometrieverhiiltnisse zur Erkldrung des induzierten Widerstands. Be-
achte, daf} alle Grolen von der Spannweiten-Koordinate y abhéngen. Die Krifte dR, dL
und dD; sind Kréfte pro Linge dy.

3.3. Prandtlsche Integralgleichung fiir die
Zirkulationsverteilung

Da die Zirkulationsverteilung I'(y) und die indizierte Geschwindigkeit w;(y) von der
Spannweitenkoordinate y abhéngen, wird auch der Auftriebsbeiwert y-abhéngig
sein, so daB man auch den Anstellwinkel und die Fliigeltiefe variabel 1a8t. Wir
suchen dann die Zusammenhénge zwischen diesen Grofen.

Fiir ein Flidchenelement des Tragfliigels mit der Breite dy in Spannrichtung und
der Tiefe I(y) betrigt der Beitrag zum Auftrieb L an der Stelle y

2
u
dL(y) = F=eu(y) Uy)dy. (3.23)
Flach

Dabei gilt fiir den lokalen Auftriebsbeiwert der lineare Zusammenhang (siehe
(2.140), ¢, ~ )
cL(y) = oo (y)ae(y), (3.24)

welcher ein Funktion der Spannweitenkoordinate y ist. Hierbei ist ¢} (y) =
(dep/da)s (= 2r fiir iibliche Tragfliigelprofile) die Anderung von ¢ mit dem An-
stellwinkel « fiir einen Tragfliigel unendlicher Spannweite (vergl. Profiltheorie). Der
Anstellwinkel «. ist der effektive Anstellwinkel.

Die am Ort des Tragfliigels induzierte Vertikalgeschwindigkeit w;(y) fiihrt zu einer
Anderung der Richtung der effektiven Anstromung. Dies entspricht einer Reduk-
tion des lokalen geometrischen Anstellwinkels a; um den sogenannten induzierten
Anstellwinkel o;(y). Es resultiert ein effektiver Anstellwinkel a.(y) = a,(y) — ai(y).
Die Verhéltnisse sind in Abb. 3.8 dargestellt. Fiir den induzierten Anstellwinkel gilt

: 1 b/2 I’
a;(y) =~ tan o; = Wi —][ ﬂdn. (3.25)

Uso  ATUoo J 4o Y — 1)
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3. Der Tragfliigel endlicher Streckung

/ o Profiltheorie

Abbildung 3.9.: Konventionen der positiven Rich-
tung der Zirkulation fiir die Tragfliigeltheorie (ent-
sprechend der tatséchlichen Zirkulation) und die
Profiltheorie (mathematisch positiv).

Tragfliigeltheorie

Die resultierende Luftkraft dR fiir den Fliigelabschnitt der Breite dy steht senkrecht
auf der effektiven Anstromrichtung. Mit dem Satz von Kutta-Joukowski folgt

dR(y) =  pusl(y) dy. (3.26)

Auftrieb pro Lénge
Aufgrund der die Vorzeichenkonvention fiir die Zirkulation in der Tragfliigeltheorie
haben wir hier das Vorzeichen von I' gewechselt (siche Abb. 3.9 und vgl. (2.142)).
Wenn man diesen Beitrag zur Luftkraft zerlegt in einen Anteil dL senkrecht zu
(Beitrag zur Auftriebskraft) und einen Anteil parallel zu ,, (Beitrag zum Wider-
stand), erhdlt man

o] <1

dL(y) = dR(y) cosai(y) =~ dR(y) = pusT'(y)dy, (3.27a)
dD;(y) = dR(y) sin a;(y) o dR(y)ai(y) = puseI'(y)a;(y)dy. (3.27b)

Die Luftkraft dR hat somit eine Komponente in Richtung der ungestorten An-
stromung, entsprechend einem induzierten Widerstand dD;, der von dem Fliigelab-
schnitt mit der Breite dy herriihrt.

Somit erhélt man fiir den Auftrieb und den induzierten Widerstand des Gesamt-
fliigels durch Integration iiber die Spannweite b

b/2
L=pu [ Ty, (3.280)
—b/2
b/2 3.25) b/2 b/2 v
Dizpuoo/ T(y)as(y)dy = L ['(y) ][ ﬂdn dy.  (3.28b)
—b/2 4m —b/2 —b/2Y — 7

In erster Ndherung hat die Wirbelschleppe also keinen Einflul auf die Auftriebs-
kraft. Sie bewirkt aber einen induzierten Widerstand. Dieser kann so verstanden
werden, dafl die von der resultierenden Luftkraft verrichtete Arbeit laufend in der
Wirbelschleppe als kinetische Energie gespeichert und abtransportiert wird.

Mit den Gleichungen (3.28) sind Auftrieb und Widerstand eines Tragfliigels
groer aber endlicher Streckung auf die Zirkulationsverteilung I'(y) zuriickgefiihrt
worden. Man kann die Auftriebskraft sowohl iiber die Kutta-Joukowski-Beziehung
(3.28a) als auch iiber den Auftriebsbeiwert entsprechend (3.23) beschreiben

b2 2
L= [ P ey (3.29)
—b/2
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3.3. Prandtlsche Integralgleichung fiir die Zirkulationsverteilung

Ein Vergleich mit (3.28a) liefert einen (auch lokal giiltigen) Zusammenhang zwi-
schen I'(y) und dem effektiven Anstellwinkel a.(y) beziehungsweise dem induzierten
Anstellwinkel o;(y)

() = oy (y) — anly) = — =)

I Em (3:30)

Diese Gleichung konnen wir nach ay(y) = ae(y) + a;(y) aufls-
sen und den effektiven und den induzierten Anstellwinkel mittels
(3.30) und (3.25) identifizieren. Wir erhalten so die Prandtlsche
Integralgleichung (Prandtl, 1918)

21 (y) 1 ][ "2 T'()
ay(y) = + dn. 3.31
o) Uool (Y)Cpoo(Y) — AMUso J o y =1 ! 330

~~ ~~

Qe (y) (e %] (y)

i

Ludwig Prandtl

Die Prandtlsche Integralgleichung ist eine Beziehung zwischen

18751955 den vier Groflen Zirkulationsverteilung I'(y), Fligeltiefe [(y),
geometrischer Anstellwinkel a,(y) und ¢ (y). Sie hat eine ein-
deutige Losung, welche im allgemeinen numerisch bestimmt wer-

den mu8B.

Man unterscheidet zwei Hauptaufgaben der Tragfligeltheorie:

1. Entwurfsaufgabe

a) gegeben: I'(y), U(y), o (y)
gesucht: Tragfligelverwindung a,(y)

b) gegeben: I'(y), ag(y), o0 (v)
gesucht: Fligeltiefe [(y)

2. Nachrechnungsaufgabe

gegeben: U(y), ay(y), oo (y)
gesucht: Zirkulationsverteilung I'(y)

Elliptische Zirkulationsverteilung Von besonderer praktischer Bedeutung ist die
elliptische Zirkulationsverteilung

T(y) = Toy/1— (%y)? (3.32)

Man kann namlich zeigen, dafl die elliptische Zirkulationsverteilung den induzierten
Widerstand bei konstantem Auftrieb L = const. minimiert. Dazu mufl man das
Funktional D;[I'(y)] betrachten und zeigen, da8 D; fiir (3.32) extremal wird. Dies
ist ein Variationsproblem: Die erste Variation 6 D;[I'(y)] = 0 mufl verschwinden.
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3. Der Tragfliigel endlicher Streckung

1.5 ‘ : ‘
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Abbildung 3.10.: Elliptische Zirkulationverteilung (rot) und zugehorige induzierte Ge-
schwindigkeit (blau); Skizze (links) und Rechnung (rechts).

Die Auswertung von (3.22) und (3.28) liefert fiir die elliptische Zirkulationsver-
teilung®

r
w;i(y) = —2—2 =const. fiir —0/2<y<b/2 (3.33a)
L= ZpuoobFo, (3.33b)
s 2172
Di=plf=—"1-0. 3.33
g/ o Tpu? b? (3.33¢)

Die Zirkulation I'(y) und die induzierte Geschwindigkeit w;(y) sind in Abb. 3.10
dargestellt. Die induzierte Geschwindigkeit ist iiber die gesamte Spannweite kon-
stant und negativ. Fiir |y| > b/2 erhélt man aber einen Aufwind w; > 0.°
SchlieBlich folgt aus der Prandtlschen Integralgleichung (3.31) fiir einen unver-
wundenen Fliigel (a, = const.), mit ¢}, = const. und mit (3.32), daf} die Fliigeltiefe
proportional zur Zirkulationsverteilung ist: I[(y) ~ I'(y). Damit ist auch der Fliigel-

SWenn man I"(n) aus (3.32) berechnet und in (3.22) einsetzt, erhiilt man

) Ty ][”/2 ndn
w;(y) = ——% .
VTR L ()1 @njb)e

Mit der Substitution n = (b/2) cos € mit dn = —(b/2)sin@ und y = (b/2) cos f wird dann

Iy [° r
wi(B) _O]Z &dgz -0

= 27b cos 3 — cos @ 2

da das Integral den Wert —7 hat. Mit derselben Substitution kann man den Auftrieb L mittels
(3.28a) berechnen. Mit dem induzierten Anstellwinkel «; = |w;|/uce = 'o/(2buss) erhélt man
aus (3.28b) auch den induzierten Widerstand D;.

5Der Aufwind wird von Enten bei ihrem keilfsrmigen Formationsflug ausgenutzt.
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3.3. Prandtlsche Integralgleichung fiir die Zirkulationsverteilung

grundrif elliptisch
20\ 2
I(y) = oy |1 — <?y) . (3.34)

Die Minimierung des Widerstands bei konstantem Auftrieb wurde zuerst bei der
Heinkel He 70 verwendet, die damit 1933 verschiedene Geschwindigkeitsrekorde
aufstellte. Der elliptische Tragfliigel wurde ab 1938 auch bei der Supermarine Spit-
fire verwendet.

Sei F' die Fliigelgrundrififliche. Dann definiert man die Fligelstreckung (Seiten-

verhéltnis) als
b2
Ai=—=
F
wobei [ = F//b die mittlere Fliigeltiefe ist. Mit L = 1pu ¢, F und D; = $pu2 cp, F
lassen sich die Ergebnisse fiir w; = usoc; aus (3.33a) und D; aus (3.33c) auch in
der Form schreiben

(3.35)

Y

~i

Cr,
o 3.36
o Y ( a)
% (3.36h)
cp, = —=. )
D= 2

Den funktionalen Zusammenhang cp,(cr) nennt man die Fligelpolare. Ein Beispiel
ist in Abb. 3.11 gezeigt.
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1%

" A=5y/ N

10

e

ca | ff
a¢ o T
/ /Lz 7 NACA 2412
02 f

\\\{
2

L]

8

5

Re=27- 10°

- ztg"
g
\ Abbildung 3.11.: Fliigelpolare eines
-4z NACA-2412-Profils: Theoretische Po-
\\ lare cyi(cy) (durchgezogene Kurve)
-4 und gemessene Polare ¢,,(c,) (Symbo-

7 4o aog 0% 4w ga0 4o¥ le o). Bei oy = 22.4° findet ein Stro-

C mungsabrifl statt (nach Schlichting &
w Truckenbrodt 1967).
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4. Kompressible Stromungen

4.1. Gasdynamische Gleichung fiir stationare
Stromungen

Die Impuls-, Energie, und Kontinuitatsgleichung fiir stationére reibungsfreie und
isentrope Strémungen lauten

- Vi=—-Vp (4.1a)
p

i Vs =0, (4.1b)

V- (pi) = (4.1c

Die Schallgeschwindigkeit ist definiert als

2. dp

== 4.2
=3, (4.2)

Wegen der Isentropiebeziehung (4.1b) ist die Entropie s entlang von Stromlinien
konstant. Aus der Definition der Schallgeschwindigkeit folgt dann, dal entlang einer
Stromlinie gilt dp = c?dp, oder

i-Vp=c*i-Vp. (4.3)

Damit kénnen wir p und p aus den Gleichungen eliminieren. Denn wenn wir (4.1c)
ausdifferentieren

g 1
pVoitid-Vp=0 pV i = ——il - Vp, (4.4)
(4.1a) auf u projizieren
1
w-[u- Vi) = —;ﬁ- Vp (4.5)

und aus beiden Gleichungen @ - Vp eliminieren, erhalten wir
i - [ii- Vi) = 2V - . (4.6)

Dies ist die stationdre Form der gasdynamischen Gleichung. In zwei Dimensionen
mit 4 = ue, + ve, 1aBt sie sich schreiben als

(u® - &% e (2_5 i %> + (0" = )z =0, (4.7)
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Fiir die Berechnung von kompressiblen Stromungen setzen wir im folgenden —
wie bei den frither behandelten inkompressiblen Stromungen — die kinematische
Bedingung der Drehungsfreiheit voraus

ou  Ov

Dariiber hinaus gilt fiir ideale Gase der Energiesatz in der Form (c¢* = sp/p, » =

Cp/Cy)

u? + v? c? u?, 2

> a1 2 Tad
wobei der Index oo die konstanten Groflen in der homogenen Anstromung (mit
Uso = 0) kennzeichnet.

= const., (4.9)

4.2. Linearisierte gasdynamische Gleichung fiir
stationare Stromungen

Motiviert durch die Fragestellung nach der Umstrémung von diinnen Profilen be-
trachten wir nun kleine Abweichungen von einer reinen Parallelstromung (schwach
gestorte Parallelstromung) mit dem Ziel, die Gleichungen zu vereinfachen. Deshalb
nehmen wir v < uy an. Das Verhéltnis v/uy definiert dann einen kleinen dimen-
sionslosen Parameter 7 < 1 (vergleiche auch den Dickenparameter in Kap. 2.4), so
daBl die Abweichungen von der homogenen Anstromung

Vo), U= o, =0(r), =0 (10

Uoso Uoso Coo P

C— Cso

von der Ordnung O(7) sind. Wenn man
U= Uso + (U — Uso), (4.11a)
€= Coo + (C—Cx), (4.11Db)

in die gasdynamische Gleichung (4.7) einsetzt, erhdlt man mit u, = O(1) und
Coo = O(1)

U2 4 2o (U — Usg) + (U — Uso )* —C2 + O(T)] w
N—— N—— Xz
olr) 0(7?) oty
ou  Ov 9 v
+ [t + O(7)] v ((’3_y + %) + [ + O(7)] o 0. (4.12)
O(r) ———— ~—
O(r) O(r)

Hierbei wurde vorausgesetzt, dafl die Storungen u — ., ¢ — ¢o und v sowie de-
ren Ableitungen von der Gréfienordnung O(7) sind. In niedrigster Ordnung O(7)
verbleibt daher

ou 5, Ov

2 _ 2 ov _
(uls — ) g C°°8y 0. (4.13)
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4.2. Linearisierte gasdynamische Gleichung fiir stationdre Strémungen

Nach Division durch ¢? erhalten wir die linearisierte gasdynamische Gleichung

ou Ov
1— M2 — =0. 4.14
() 2 (414)
Sie hat die physikalische Bedeutung einer Kontinuitédtsgleichung, was man auch
schon an (4.6) sieht. Hierbei ist My, = too/Co0 die Anstrom-Machzahl.
Fiir den Energiesatz (4.9) erhélt man in analoger Weise in erster (linearer) Ord-
nung O(7)
1

C— Coo = —TM (U — Uno). (4.15)

Linearisiert man auflerdem die z-Komponente der Bewegungsgleichung (4.1a) mit
P = poo + O(T), so erhdlt man

ou 1 dp

Diese Gleichung kénnen wir einmal in z-Richtung integrieren und erhalten unter
Beriicksichtigung der Randbedingung p = po. fiir u = 4

sl = 1) = == (p = ) (4.17)

Im Rahmen der linearisierten Gleichungen héangt der Druckbeiwert iiber diese Be-
ziehung in einfacher Weise mit der Geschwindigkeitsstérung zusammen'

p— poo o QU_uoo.

(4.18)

Cp_

Zusammenfassend lauten die linearisierten Kontinuitéts- (4.14), Energie- (4.15) und
Impuls-Gleichungen (4.18)

(1—M2) ZZ + g—; =0, (Kontinuitét) (4.19a)
-1

C— Coo = —%Mw (U — Uso), (Energie) (4.19b)

Cp = g ; fee (Impuls) (4.19¢)

Da das Geschwindigkeitsfeld drehungsfrei ist, verschwindet die Vortizitdt w =
u, — vy = 0 und das Geschwindigkeitsfeld 148t sich aus einem Potential ableiten.
Fiihrt man wie im Kapitel 2.4 (Profiltheorie) ein Stérpotential x im Gesamtpoten-
tial ein

O = Uso® + Uso X (T, Y), (4.20)

!Derselbe Druckkoeffizient ergab sich auch schon im Rahmen der diinnen Profile bei inkompres-
siblen Stromungen, siehe (2.116).
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so erhélt man die Geschwindigkeitsstorung aus dem Stérpotential

u—mu
= e 4.21
X " (4.21a)
v

Setzt man die Ableitungen des Storpotentials (4.21) in die linearisierte gasdynami-
sche Gleichung, die Energiegleichung und die Gleichung fiir ¢, ein, dann kann man
(4.19a)—(4.19¢) als Gleichungen fiir das Storpotential schreiben

(1 —M2)Xaz + Xy = 0, (4.22a)
c—c x—1

= =— M2 x, 4.22h

Coo 2 ooXa) ( )

Cp = —2Xa- (4.22¢)

Diese Gleichungen gelten kleine fiir Storungen sowohl fiir Unter- (0 < M., < 0.8)
wie auch fiir Uberschallanstromungen (1.2 < M., < 3). Eine genauere Betrachtung
(sieche Kap. 4.4) zeigt jedoch, daf sie nicht fiir den schallnahen Bereich gelten. Fiir
schallnahe Stromungen wird 1 — M2, klein und ist nicht mehr O(1). In Kap. 4.4
wird gezeigt, dal man dann noch weitere Terme aus der vollen gasdynamischen
Gleichung beriicksichtigen mufl. An der linearisierten gasdynamischen Gleichung
(4.22a) sieht man aber schon, daB sie fir M, < 1 elliptisch (Kap. 4.3) und fiir
My > 1 hyperbolisch ist (Kap. 4.5).

4.3. Prandtl-Glauert-Transformation
Fiir Unterschallstromungen mit M., < 1 kann man einen Zusammenhang zwischen
der kompressiblen Stromung und einer zugeordneten inkompressiblen Stromung

herstellen. Dazu schreiben wir die linearisierte gasdynamische Gleichung und die
Bedingung fiir Drehungsfreiheit in der erweiterten Form

0 [u—u 0 v
1—M2)=— =+ —(—) = 4.2
- (=) ()~ (123a)

0 (U — U 0 v\
LGRS S S

Der einzige Unterschied zu dem inkompressiblen Gleichungen besteht in dem soge-

nannten Prandtl-Faktor
Bi=1/1-M2 < 1. (4.24)
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4.3. Prandtl-Glauert-Transformation

Um ihn durch eine Transformation zu eliminieren, schreibt man das Gleichungssys-

tem in der Form
0 U — Usg 0 v\
e () + i (i) = (4.25)

a(gy) <5u ;:OO) - 5% (i) =0 (4.25b)

Mit der affinen Transformation?

T =T, (u—uoo) :B(U_um) : (4.26a)
Uso ) Uso

yi = By, (i) S (4.26D)

kann man die Gleichungen dann auch in der Form

0 [u— usx 0 v B
81‘1 ( U )i+ ayi (@)1 == O, (4.27&)

0 [u— Us 0 v B
() (), o wam

schreiben. Diese Gleichungen sind formal identisch mit denjeni-
gen fiir inkompressible Stromungen (M, ~ 0). Der Index i steht
demnach fiir inkompressibel.

Hermann Glauert
1892-1934 Mit der Prandtl-Glauert-Transformation (4.26) ist eine einein-

deutige Beziehung zwischen einer inkompressiblen (Index i) und
einer entsprechenden kompressiblen (Index k) Unterschallstro-
mung (M, < 1) hergestellt (siche Abb. 4.1). Man kann nun zwei
Fille unterscheiden.

Gleiches Profil Ist die Profilform vorgegeben, so ergeben sich daraus die Rand-
bedingungen fiir v/u,, auf der Belegungslinie y = y; = 0 (siehe Kap. 2.4.1). An
(4.26) erkennt man, dafl die transversale Geschwindigkeit v nicht von § beeinfluit
wird und damit unabhéngig von der Machzahl ist. Die Verteilung der longitudina-
len Geschwindigkeit u auf der Belegungslinie errechnet sich im kompressiblen Fall
aus der Losung der inkompressiblen Stromung geméif

=), =[] 2

2Eine affine Abbildung bewahrt Kollinearitit, Parallelitit und Teilverhéltnisse. Dies bedeutet,

dafl das Abbild von Punkten, die auf einer Gerade liegen, auch auf einer Geraden liegen, dafl
parallele Graden auch wieder auf parallele Geraden abgebildet werden und dafl die relativen
Absténde von Punkten auf einer Geraden erhalten bleiben.

1
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4. Kompressible Stromungen

y i s

=/

[

Ty
Abbildung 4.1.: Groflen, die durch die Prandtl-
7 _,/ Glauert-Transformation in Beziehung zueinander
U

gesetzt werden. In der schematischen Darstellung
x bezeichnen die gestrichenen Groflen die skalierten
= Storungen, z.B. @] = [(u — Uoo)/Uso)]y-

Fiir den Druck- und Auftriebsbeiwert ergibt sich in analoger Weise

(ephe = %(Cp)i und  (cp ) = %(CL)i- (4.29)

Fiir die Storungen an einem beliebigen Punkt (zy, yx) (siehe Abb. 4.1) gilt
%@ka Yk) = %Ui _Oouoo (@i, yi) = %ui _:OO (21, By, (4.30a)
%(rk,yk) = voio (i, y1) = %o(xk,ﬁyk). (4.30b)

Wir konnen daher schliefen, dafl die Druckstorungen und die Geschwindigkeits-
storungen u, die durch ein und dasselbe schlanke, gering angestelltes Profil bei
kompressibler Stromung verursacht werden, um den Faktor 1/8 grofler sind als
im inkompressiblen Fall. Die Storungen wachsen also mit Erhohung der Machzahl
sehr stark an. Wegen y; = Sy, mit 5 < 1 verlauft die zugeordnete inkompressible
Stromung flacher, wéhrend die kompressible Stromung vergleichsweise aufgebldht
erscheint.

Gleiche Krifte Andererseits kann man fragen, um welchen Faktor man die Dicke
eines Profils (bei gleicher Profilform) &ndern muf, um in kompressibler und in
inkompressibler Stromung identische Kréfte zu erreichen. Dazu mufl offenbar der
Faktor 71 in (4.28) und (4.29) kompensiert werden. Die Geschwindigkeits- und
Druckstérungen sind proportional zum Dickenparameter 7, denn

U — Uso

— Xz = TX1, (4.31)

wobei bei y; das Storpotential fiir den Dickeneffekt ist. Dann kann man gleiche Kréaf-
te erreichen, wenn man die Dicke 7, = f7; des Profils in kompressibler Stromung
um den Faktor g geringer wéhlt als die Dicke des Profils in der inkompressiblen
Stromung. Denn es ist

B U—Uso ) ox1\ _ Y %
(N = 2 ( Uoo )k T <a—x)k - < Ox )k

429 g L (0N _ o (04 _ o
= 267’16 < o )i = 27 < pe )i = ¢pi(1). (4.32)
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4.3. Prandtl-Glauert-Transformation

My =0

Abbildung 4.2.: Aufsicht auf zwei Fliigelformen, -
auf welche identische Krifte wirken. Dazu muf} die
Spannweite (wie auch die Dicke des Profils) im Fal- ‘ ‘ M, = 0.5 ‘ ‘
le einer kompressiblen Stréomung (blaue Form) um

einen Faktor § im Vergleich zum inkompressiblen
Fall (graue Form) gestaucht sein. Hier gezeigt fiir

8 =+/1—0.5% = 0.866. V=

L . | . | . | . | M
—-0.2 0 0.2 04 06 0.8 1 1.2
X

Abbildung 4.3.: Umstromung eines Parabelbogenzweiecks fiir Mo, = 0 (schwarz), My, =
0.5 (blau gestrichelt) und My, = 0.8 (rot gestrichelt) im Giiltigkeitsbereich der Prandtl-
Glauert-Transformation. Vergleiche auch Abb. 2.20a.

Fiir die kompressible Stromung benétigt man also schlankere Profile. Im dreidi-
mensionalen Fall kann die Koordinate in Spannweitenrichtung ganz analog zur Ko-
ordinate in Dickenrichtung behandelt werden. Um in der kompressiblen Stromung
gleiche Krifte wie im inkompressiblen Fall zu erhalten, mufl man deshalb nicht nur
die Dicke um eine Faktor § reduzieren, sondern auch die Spannweite. Dies ist in
Abb. 4.2 illustriert.

Fir M — 1 bzw. 8 — 0 divergiert der Druckbeiwert. Diese unphysikalische Di-
vergenz des Drucks wird auch Prandtl-Glauert-Singularitdt genannt. Daher ist die
Prandtl-Glauert-Transformation nur fiir einen nach oben begrenzten Bereich von
Anstrom-Machzahlen giiltig (M < 0.8). Die normierte Geschwindigkeitsstorung in
x-Richtung bei z = 0 ist in Abb. 4.3 fiir ein Parabelbogenzweieck gezeigt. Bei gege-
bener Profildicke nimmt die Geschwindigkeitsstorung fiir ansteigende Machzahlen
mit dem Faktor 7! zu.
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4.4. Giiltigkeitsbereich der Prandtl-Glauert
Transformation

Fir Mo — 1 geht 5 — 0 und 1/ — oo. Es erhebt sich damit die Frage nach
der Giiltigkeit der linearisierten gasdynamischen Gleichung (4.22a) und damit der
Prandtl-Glauert-Beziehungen (4.26). Um zu sehen, ob die obige Vernachlissigung
der Terme hoherer Ordnung in 7 gerechtfertigt ist, wenn M, — 1 bzw. § — 0 geht,
betrachten wir den ersten Term der vollen nichtlinearen gasdynamischen Gleichung
(4.7)

ou

Ou [2 )

(u? — ) = (U, — & + 2o (U — Usy) — 2€o0(C — Coo) +]

ox —
Storungen durch das Profil

Unter der Annahme kleiner Stérungen entsprechend (4.10) skaliert die Geschwin-
digkeitsstorung wie (u — Uy ) /oo = O(7). Wenn aber u., in die Néhe der Schallge-
schwindigkeit c,, kommt wird auch ( ein kleiner Parameter und nach der Prandtl-
Glauert Transformation sollte dann die kompressibele Geschwindigkeitsstorung wie
(U —Uso) /U = O(7/B) skalieren. Aus dem Energiesatz (4.15) erhélt man dann die
GroBenordnungsabschétzung

x—1[(Uu—Usx ) 115 1 ¢c—cs T
— = ——=01(=]. 4.34

Wenn man diese Skalierung in (4.33) beriicksichtigt, erhdlt man die genauere Ab-
schitzung

(4.15) = (e+1)M2 (u—too)/tUoo

A\

2 2

RS 1 CO ) e, R (4.35)
C5o N—— Uso Coo
_B2 —— ——
~TIB M (r/B)

Die Vernachlassigung des zweiten und dritten Terms der Groenordnung O(7/5) in
der linearisierten gasdynamischen Gleichung (4.14) ist also nur unter der Voraus-
setzung
gl T
£ /1-M%
gerechtfertigt, also nur fiir 4°/7 > 1. Fithrt man den schallnahen Ahnlichkeitspa-
rameter K := B%/712/3 = (83/7)%3 > 1 ein, so lautet die Bedingung (4.36)

(4.36)

K = > 1. (4.37)

Die Prandtl-Glauert Transformation ist daher nur dann giiltig, wenn der schallnahe
Ahnlichkeitsparameter K wesentlich grofer ist als 1.

Steigt jedoch M, an, so da K = O(1), dann kann (u* — ¢*)0u/dz nicht mehr
linearisiert werden. Der zweite Term uv(Ou/dy + Jv/dx) in der gasdynamischen
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4.4. Ghiltigkeitsbereich der Prandtl-Glauert Transformation

Gleichung (4.7) bleibt weiterhin von der GréSenordnung 72 (siehe (4.12)) und damit
vernachlissigbar. Der dritte Term (v?—c?)0v/dy in gasdynamischen Gleichung (4.7)
kann weiterhin durch —c? dv/dy approximiert werden, da v nicht mit 3 skaliert.
Unter der Verwendung des linearisierten Energiesatzes (4.15) und des Storpotentials
(4.21) erhdlt man dann eine genauere Form der gasdynamischen Gleichung (siehe
(4.35))

[1 = M2, = (3¢ + M2 Xa ] Xaw + Xy = 0. (4.38)

Sie ist nichtlinear. Im schallnahen Bereich ist K = O(1) und M, ~ 1. Daher kann
man M2 x, durch , approximieren

[1— M2, — (3¢ + 1)xs] Xow + Xgy = 0- (4.39)

Dies ist die schallnahe Form der gasdynamischen Gleichung.

Wie kommt man nun auf den schallnahen Ahnlichkeitsparameter K? Im allge-
meinen versucht man, die Anzahl der Parameter eines Problems durch Skalierung
zu reduzieren.® In die gasdynamische Gleichung fiir schlanke Profile in der N#he der
Schallgeschwindigkeit (4.39) geht der kleine Dickenparameter 7 (iiber die Randbe-
dingungen) und der kleine Parameter § ein. Mit Hilfe der Skalierung

X=z Y=1By y=1¥3, (4.40)

kann man (4.39) so umformen, daf alle Terme der Gleichung von gleicher Grofien-
ordnung sind, auch in den Randbedingungen. Dann erhélt man aus (4.39)

[1 — Mgo — (%+ 1)7‘2/3¢X} Oxx + 7'2/3¢YY =0, (4_41)
beziehungsweise
1 - M2
T35 —(se+ 1)ox |dxx + dyy = 0. (4.42)
K

Hierin sind nun alle Gréfien von O(1). Die linearisierten Randbedingungen lauten

v(X,07)

= 7h,(X), (4.43a)
uOO
X.0-
VX, 07) _ —7h. (X), (4.43b)
Uoo
oder in skalierter Form mit v = us Xy
B¢y (X, 05)r3 = £rh) (X). (4.44)

Damit erhalten wir letztendlich das Gleichungssystem

[K — (3¢ + 1)ox] dxx + ¢yy =0, (4.45a)
oy (X,01) = Kl (X), (4.45b)
by (X,07) = —h,(X). (4.45¢)

3S0 wird man bei der Navier-Stokes-Gleichung auf die Reynoldszahl gefiihrt.
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Fiir verschiedene 7 und g aber gleiche Werte von K ergeben sich dann bei gegebenen
Profilfunktionen h,, dieselben Losungen fiir das skalierte Potential ¢(X,Y’). Diese
Tatsache wird als schallnahes Ahnlichkeitsgesetz bezeichnet.

Wir versuchen nun, fiir ein diinnes Profil diejenige Anstrommachzahl zu bestim-
men, fiir welche die Prandtl-Glauert-Transformation noch giiltig ist. Dabei definie-
ren wir die untere kritische Anstrommachzahl My.i¢ als jene Anstrommachzahl,
fiir die an einer bestimmten Stelle des Profils erstmals Schallgeschwindigkeit er-
reicht wird. An dieser Stelle ist dann uma. = ¢ = ¢*.* Dann gilt fiir die maximale
Geschwindigkeit tyax

= U 1 =M

Umax — Uoo
Mo = Mokt <= — = , 4.46
frit Uso Uoo Y/ ( )

wobei wir MY := uq./c* definiert haben. Aus der Profiltheorie (Dickeneffekt) ken-

nen wir die Beziehung5
Umax — Uso 4.4
<7> — C;7 ( N 7)

wobei die positive Konstante C' von der Profilform abhéngt. Im kompressiblen Fall
gilt nach der Prandtl-Glauert-Transformation

Umax — Uso 1 Umax — Uso CT
S = ) 4.48
( Uoo )k ) ( Uoo )i V1= M2 (1.48)

Setzt man ndherungsweise voraus, dafl die Prandtl-Glauert-Transformation bis zur
unteren kritischen Machzahl My, giiltig ist, dann gilt (dies ist die Bedingung fiir
Mookis, aber der Index ’krit’” wird hier noch unterdriickt)

Cr _1-=ML
VI-ML M
Aus dem Energiesatz zwischen oo und dem Punkt, an dem die maximale Geschwin-
digkeit upma = ¢* erreicht wird,

(4.49)

ul 2 o*2 2
= x© = 4.50
2 + x—1 2 * x—1 ( )

erhiilt man mit |1 — M| < 1 nach einigen Umformungen® die Niherung
2 2

Mf?2 1~ —— (M2 —1). 4.51
~ %+1(m ) (4.51)

4Beachte, daf die so definierte untere kritische Anstrém-Machzahl Mooiit = (oo /Coo )irit Dicht
identisch ist mit der lokalen kritischen Machzahl M™ = uax/¢* = 1 und auch verschieden ist
von M7 := ueo/c*.

°Es ist (4 — too)/Uoo = TX1z, siehe (2.82) und (2.81).

Wenn man den Energie-Satz durch u, dividiert, den Kehrwert bildet und nach Mfﬁ — 1 auflost,

bekommt man 5

2+ (se—1)MZ

Wegen |1—My| < 1 kann man im zweiten Faktor der rechten Seite Mio durch 1 approximieren,
denn der erste Faktor (Mgo — 1) ist auch schon klein.

M2 —1= (M2 —1)
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4.5. Schwach gestérte Uberschallparallelstromung

Da auch M?_ nur wenig von 1 verschieden ist, folgt’

Cr 1

JI-ML  xt1

(1—M2), (4.52)

beziehungsweise

+2/3 1 2/3
~ . 4.5
1 - M2 {(%+ 1)0] (4.53)

———
1/K

SchlieBlich ist (setzte nun endlich My, = Mokriy und entwickle mit Myopi = 1 — €)

1= M2 i & 2(1 — Mogiaie) & (3¢ + 1)C7)*? (4.54)
oder, ausgedriickt durch K,
K ~ [+ 1)C]% = 0(1). (4.55)

Fiir ein Parabelbogenzweieck (siehe S. 45 in Kap. 2.4.2) ist zum Beispiel C' = 4/7
und demnach

1[4 1) 1%3

2
Bei einem Dickenparameter von 7 = 0.1 ergibt das eine untere kritische Anstrém-

machzahl von Moic = 0.77,° unterhalb der die Prandtl-Glauert-Transformation
fiir dieses spezielle Profil angewandt werden kann.

(4.56)

™

4.5. Schwach gestérte Uberschallparallelstromung

Zur Berechnung der Uberschallstrémung um diinne Profile (siche Abb. 4.4) legen
wir wieder die linearisierte Form der gasdynamischen Gleichung (4.22a)

(1 - Mgo)Xm + Xyy =0 (4'57)

zugrunde. Fiir M, > 1 hat diese Gleichung jedoch fundamental andere Eigen-
schaften als fiir den Fall M, < 1. Im Unterschallbereich ist die Gleichung von
elliptischem Typ (wie z.B. bei der stationdren Diffusion). Stérungen machen sich
dann im gesamten Raumgebiet bemerkbar. Im Uberschallbereich éndert sich das
Vorzeichen vor dem Term mit der zweiten Ableitung nach z. Dann ist die Gleichung
von hyperbolischem Typus (wie z.B. bei der eindimensionalen Wellengleichung im
(z,t)-Raum). Storungen breiten sich in diesem Fall nur in einem bestimmten Be-
reich aus, dem sogenannten Finflufigebiet. Das Verhalten ist in Abb. 4.5 skizziert.

"Setze in (4.49) und (4.51) M%, = 1 — € und entwickle den Nenner von (1 — M )/M?_ in (4.49).
Der Vergleich liefert M* % — 1 ~ (=2)(1 — M*,)/MZ_.

8Tn der alten Version des Skriptums wurde der Faktor 4 nicht beriicksichtigt was in einer zu
hohen kritischen Anstrommachzahl M it = 0.9 resultierte.
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Uoso > Coo
E— -

X

Abbildung 4.4.: Uberschallstrémung um ein diinnes Profil.

(a) (b)
ungestorte 7 gestort
AuBlenstromung -

Uoo < Coo Yo > Coo \‘

Abbildung 4.5.: EinfluBgebiete bei Unterschall- (a) und bei Uberschallstrémung (b).

Das EinfluBgebiet wird von Machlinien (Charakterisiken im mathematischen Sin-
ne, Abb. 4.6) begrenzt, welche unter dem Machwinkel a, gegeniiber der ungestorten
AufBlenstromung geneigt sind, und zwar geméaf

Coo 1

nay =S - 1 4.58
sin v ML (4.58)

Der Wertebereich von ay ist gegeben durch
1 <My <00 = gzaw>o. (4.59)

Fiir die Machlinien gilt y = & tan a,x. Betrachtet man parallele Kurvenscharen
mit z-Achsenabschnitten & bzw. 7, erhélt man

§ =z —ycot a, (4.60a)
1 = T + Yy cot On. (4.60Db)

Die Machlinien werden also durch die Werte von & und 7 festgelegt. Man bezeichnet
diejenigen Machlinien, auf denen £ = const. ist, als linkslaufende Machlinien, und
diejenigen mit n = const. als rechtslaufende Machlinien. Als Beispiel ist in Abb. 4.7
die Uberschallstromung um einen Keil skizziert.

Aus physikalischen Griinden erscheint es sinnvoll, die linearisierte gasdynamische
Gleichung mit Hilfe von (4.60) auf Machlinien-Koordinaten &(x,y) und n(x,y) zu
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y &’“
¢ //
%,
linkslaufende ML
Uoo X Qoo
. e
rechtslaufende ML
- ﬁ%
| C
n ‘ O@@é

Abbildung 4.6.: Links- und rechtslaufende Machlinien (ML).

Y

£€=0

ungestort

gestort

‘ T

n=20

Abbildung 4.7.: Uberschallstromung um einen Keil.

transformieren. Fiir die Ableitungen gelten die Relationen’

o _ ()0 () > > o

o 8§ on 9 oy

9 85 + 877 O _ _cotamd + cotan2-
9 85 o co Ozooaf co aooan,
o2 a? o2 32

Z _ Y 49 i

02 02 " “ogon T o

o2 , [P &

A~ - ~ ).

gy (6&2 JE0 +6’n2)

9Beachte die Kettenregel, z.B.

L Plee,9), (. v)] =
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(4.61a)
(4.61D)
(4.61c)

(4.61d)

87



4. Kompressible Stromungen

Nach (4.58) gilt sin ao, = M ' und damit

1 — sin® aog
cot? s = # = Mgo —1. (4.62)
Sin® e
Wenn man diese Beziehungen in die linearisierte gasdynamische Gleichung (4.22a)
einsetzt, erhilt man die einfache Differentialgleichung

——x =0. (4.63)

Dies ist gerade die sogenannte Normalform einer zweidimensionalen hyperbolischen
Differentialgleichung zweiter Ordnung. Sie besitzt die allgemeine Losung

x(&n) = F(§)+Gn), (4.64)

wobei I’ und G beliebige Funktionen sind. Das in die urspriinglichen Koordinaten
transformierte Ergebnis lautet

X(x,y) = F(x — ycot as) + G(x + y cot ). (4.65)

Mit cot as, = /M2 — 1 ist diese Losung auch als D’Alembertsche Lisung der
Wellengleichung bekannt.

Mit Hilfe der gewonnenen Erkenntnis wollen wir nun die Stérungen berechnen,
die von einem Profil ausgehen. Aufgrund des hyperbolischen Charakters der Dif-
ferentialgleichung (4.63) kann man die Gebiete oberhalb und unterhalb des Profils
getrennt betrachten (Abb. 4.8).

(i) y > 0: Storungen, die von der Profiloberseite ausgehen Fiir y > 0 kom-
men alle rechtslaufenden Machlinien n = const. aus dem ungestoérten Gebiet vor
dem Profil. Deshalb mufl die Funktion G(n) = 0 identisch verschwinden. Fiir das
Storpotential verbleibt

X(x,y):F(f):F(x—y\/Mio—l) . (4.66)

Die bereits bekannte Randbedingung

Xy (7, 07) = 7h!(z) (4.67)
fithrt mit &(x,0%) = 2 auf
aF 0 0 ,
Xy|g;70+ df ay o0+ ay e (.T})( cot O‘oo)

= F'(z) <—\/M§o - 1) =Th.. (4.68)
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o) §=0
O&{
P y = The(x)
ungestort
F=G=0 T
y = —T7hy(x)
n=70

Abbildung 4.8.: Links- (£) und rechtslaufende Machlinien (7). Auf allen Machlinien, die
aus dem ungestorten Gebiet kommen ist F' = 0 bzw. G = 0. Der rot (griin) hinterlegte
Bereich kann nur durch Stérungen von der Oberseite (Unterseite) des Profils beeinflufit
werden.

Nach Integration ergibt sich
-

VM2 —1

Zusammenfassend kann man schreiben
X(z,y) = —ﬁho (x —yy/MZ — 1) , (4.70a)
ui = Xy, y) = 7, (x - y\/@) : (4.70b)
4 ;:m = xa(z,y) = —ﬁh; (x —yy/MZ — 1) . (4.70¢)

F(z) = — ho(x) auf x € [0,1]. (4.69)

(i) y < 0: F =0 In analoger Weise erhiilt man fiir die Unterseite y < 0

x(z,y) =G (:c +yy /M2, - 1) : (4.71)

und wieder iiber die entsprechende Randbedingung x,(z,07) = —h! (z)7
T
v y) = by [+ \/Mio—1>, 472
x(2,9) AL 1 < y (4.72a)
=, (ey) = —Th, (x +yy /M2, - 1) : (4.72b)
Uoo
U — Uo T
= Xa(,y) = ———=—=h,, <x+y\/l\/[§o—1) . 4.72c
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“
&
A ©
Y 7
Q)
‘Q'\
Uoo N
x
U—Uso
Uoo
x
Abbildung 4.9.: Qualitativer Verlauf der
cp A Geschwindigkeitsstorung (u—ueo ) /tso und
des Druckbeiwerts ¢, auf der Oberseite

eines parabolischen Profils. Entlang der
Machlinien, die sich bis ins Unendliche er-
strecken, sind v und v konstant.

Aus den Gleichungen fiir Profilober- und Profilunterseite ergibt sich die wichtige
Formel von Ackeret

U — Uog 1 v

=F——— y20.
Uoo ]F\/M?,o—l w 7S

(4.73)

Bemerkenswert ist die Tatsache, dal die u- und v-Stérungen
in einem Raumpunkt (z,y) nur von der Neigung des Profils
(hy,,) im Punkt (x F yy/M2 — 1,0%) abhiingen. Zusammenfas-
send kann gesagt werden:

1. Storungen auf der Profiloberseite und Profilunterseite kon-
nen unabhdngig voneinander berechnet werden.

Jakob Ackeret )
18981981 2. Die vom Profil ausgehenden Stérungen auf rechts- und

linkslaufenden Machlinien sind konstant. Sie erstrecken
sich daher bis ins Unendliche und bewirken damit einen
nichtverschwindenden Profilwiderstand (Abb. 4.9).

Abschlieflend folgt die Bestimmung der auf das Profil wirkenden Luftkréifte. Fiir
den Druckbeiwert erhélt man

U — Ugg 2T
Cpo = —2 ™ (z,0%) = Wh;@)’ (4.74a)
2T
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Abbildung 4.10.: Vergleich eines angestellten Profils (a) mit einer angestellten Platte (b).

Der Auftriebsbeiwert bestimmt sich aus dem negativen Oberflichenintegral {iber
den Druckbeiwert. Fiir die Normalenvektoren auf der Profiloberseite und der Pro-
filunterseite kann ndherungsweise n, (z,0%) ~ 1 und n,(z,0”) ~ —1 gesetzt werden.
Damit ergibt sich

! 27 Y (dh, dh
= ds = — o — Cpu )T = —— — — —2 ) da. (4.75
€L %qcp”y /O(Cp Cpu)da /7Mio_1/0 <dx dx) z. ( )
Ausgewertet erhalten wir
2T

VM2 —1

Ohne Einschrankung kann immer h,(0) = h,(0) = 0 vorausgesetzt werden (die
Profilspitze liegt damit im Koordinatenursprung). Es verbleibt dann

[hu(l) - hu(o) - ho(l) + ho(o)} : (476)

C, =

2T
VM2 —1

Fiir geschlossene Profile gilt h,(1) = —h,(1) und daher

[hu(1) = ho(1)]. (4.77)

C =

). (4.78)

VM2 —1

Damit hidngt der Auftrieb nur von der Lage des Endpunktes h, (1) des Profils ab.
Ein um den Winkel « = tan[rh,(1)] &~ 7h,(1) angestelltes Profil endlicher Dicke
erzeugt damit denselben Auftrieb wie eine gleich stark angestellte diinne ebene
Platte, unabhéngig von der Profilwolbung. Die diinne, ebene Platte hat dabei noch
den geringstmoglichen Widerstand und ist damit (wenn man von konstruktiven
Schwierigkeiten und den Eigenschaften im Unterschallbereich absieht) das ideale
Uberschallprofil (Abb. 4.10).

Zur Berechnung des Widerstandsbeiwerts verwenden wir die Ndherung

dh,
dx’

dh,
de -

ny(z,0%) =~ —7 Ng(r,07) >~ —7 (4.79)
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(a) Uberschall (b) Unterschall
¢ A ¢,
A L
2a
Cpu = L
VMZ —1
x x
0 1 - 0 -
1/2 ‘ =
/ 1 1/4 |
_ 2a
P T AR Z1
oo

Abbildung 4.11.: Druckbeiwerte und Auftriebskraft einer angestellten ebenen diinnen
Platte fiir Uberschall- (a) und Unterschallstrémung (b) (vergleiche Abb. 2.23).

Damit erhalten wir den Widerstandsbeiwert

272 U /dh,\? (dh, 2
_ S = — Clo =) | da. 4.80
o=~ § amas m/ (&) +(&) [ am

Als Beispiel betrachten wir eine angestellte diinne Platte mit den Profilko-
ordinaten h,(x) = —z und h,(z) = z (Abb. 4.10b). Mit dem Anstellwinkel
a = tan[th,(1)] = T7h,(1) erhélt man die Kraftbeiwerte (h!, = —h! = —1, ho(1) =
—hu(1) = =1)

2a
Cpgvu - :F M2 _ 17 (481&)
4
cp = ﬁ (vergleiche Unterschall: ¢, = 27a), (4.81b)
4 2
a (vergleiche Unterschall: ¢p = 0). (4.81c)

AT

Der Auftriebsbeiwert steigt linear mit dem Anstellwinkel o an, wiahrend der Wi-
derstandsbeiwert quadratisch mit o ansteigt. Der Widerstandsbeiwert fillt bei Er-
hohung der Machzahl (M, > 1) ab. Er kommt aber von sehr hohen Werten und
bleibt (auch in Realitét) deutlich grofier als im Unterschallbereich.

Ein qualitativer Vergleich der lokalen Druckbeiwerte fiir Uber- und Unterschall-
stromungen ist in Abb. 4.11 gezeigt. Beim Ubergang von einer Unterschall- zu einer
Uberschallstromung verschiebt sich der Kraftangriffspunkt von 2 = 1/4 zu x = 1/2
(und umgekehrt). Diese Verschiebung wird als Druckpunktwanderung bezeichnet.
Bei iiberschalltauglichen Luftfahrzeugen mufl diesem Umstand mit entsprechenden
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Trimm- und/oder Steuermafnahmen Rechnung getragen werden.!”

0Djes konnte der Grund gewesen sein, warum Felix Baumgartner am 15.10.2012 beim Duchbre-
chen der Schallmauer wihrend seines Sprungs aus 39 km Hohe ins Trudeln kam.
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5. Nichtlineare Effekte bei
Uberschallstromung

5.1. Schiefer Verdichtungsstol3

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, dafl die Neigung der Machlinien im Fall
schwach gestorter Parallelstromung nur von der Anstrommachzahl M., abhingig
ist. Die Machlinien werden nicht von der Profilform beeinflufit (lineare Theorie).
Bei einer starken Umlenkung der Uberschallstrémung treten jedoch nichtlineare
Effekte auf. Wird die Stromung an einer konkaven Ecke um den Stromungswinkel
¥ umgelenkt, so bildet sich von der Ecke her ein schiefer Verdichtungsstofi unter
dem Stofiwinkel v im Stromungsfeld aus. Hinter dem Verdichtungsstof§ sind die
Machlinien unter einem Winkel & # « geneigt (Abb. 5.1).

Um die Feldgréfien vor und nach dem schiefen Verdichtungsstofl miteinander in
Beziehung setzen zu konnen, benutzen wir die Eigenschaft, dafi die Tangential-
komponente der Stromungsgeschwindigkeit iiber den Stofl hinweg stetig ist, das
heifit dafl v; = 0, ist. Wenn man den schiefen Stofl in einem Koordinatensystem
betrachtet, welches sich mit der konstanten Geschwindigkeit v; in der Stoflebene
bewegt (Galileitransformation der Stobeziehungen fiir den senkrechten Verdich-
tungsstof}), verbleiben nur noch die normalen Komponenten der Geschwindigkeit
und man hat in dem bewegten System einen senkrechten Verdichtungsstof3. Folglich
kénnen die entsprechenden Ergebnisse fiir den senkrechten Verdichtungsstof3 aus
der Grundlagen-Vorlesung hier sofort verwendet werden, wenn man beriicksichtigt,
daBl diese im Fall des schiefen Stofles fiir die Normalkomponente der Stromungsge-

(a)

Abbildung 5.1.: Machlinien (blau) und schiefer Verdichtungssto§ (rot) im Rahmen der
linearen Theorie fiir kleine Stérungen (a) und im Rahmen der nichtlinearen Theorie fiir
grofie Stérung (b).
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. v
Un < 4
V¢ 5 Un, (¥
v

A

(a)

Un

Ut
v

Abbildung 5.2.: Zerlegung der Geschwindigkeiten bei einem schiefen Stof3 in Komponen-
ten normal und senkrecht zur Stoflebene. (a): In einem Koordinatensystem, in dem der
Stof senkrecht auf der z-Achse steht und (b) in einem Koordinatensystem, in dem die

Anstromrichtung ¢ parallel zur z-Achse ist.

schwindigkeit gelten (Abb. 5.2). Die Normalkomponente berechnet sich {iber den

Stoffwinkel v aus
M, = Un _ gsinfy = Msin~y.
c ¢

(5.1)

Es ist daher in den Gleichungen fiir den senkrechten Stofi die Machzahl M durch
M,, = Msin~y zu ersetzen, um die fiir den schiefen Verdichtungsstof} giiltigen Glei-

chungen (fiir ideale Gase) zu erhalten'

Un, 2 1
@:1:1__(1_72‘2), (5.2a)
P Up n+1 M= sin” y
p 27 2 2
- =14+——- (M -1 5.2b
D1 2 (Msinty - 1), (5.2)
T_ﬁp 02:1RT 62
T pp 2
1 2 x—1
= M?sin?y —1)| |14+ —— (M?sin®~y — 1
M2Sin27[ %+1( sm” 7y )} l +%+1( sin” 7y ) ,
(5.2¢)
L =
A A 2 T -1 2 1 el
PO P04 =2 (M2sin?y — 1) 1- - —5— ,
Do Po x+1 x+1 M= sin® vy
(5.2d)
T P m? (5.2¢)
Cy p P

Ein senkrechter VerdichtungsstoB kann nur in einer Uberschallstromung existieren.

Auf den schiefen Stof iibertragen gilt daher

Msiny > 1.

In Gleichung (5.2d) sind po und po die Ruhegréfien.
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5.1. Schiefer Verdichtungsstof3

Dies schrinkt den StofSwinkel v auf den Wertebereich ein

1 T
in | — —. 5.4
arcsin (M) <7 <3 (5.4)

An (5.2a) sieht man, daf die untere Grenze v = arcsin(M ') einem Sto mit ver-
schwindender Stérke entspricht. Im Limes geht der Stof3 in eine Machlinie mit v = «
iiber. Die obere Grenze (v = 7/2) ergibt den Stoff mit dem groftmoglichen Druck-
anstieg, entsprechend dem senkrechten Verdichtungsstof.

Multipliziert man 9, /v, aus (5.2a) mit vZ, so erhélt man unter Verwendung des
Energiesatzes?

An 5.2a 2 — 1 2
UpUp = p2ln G2 _ O <% M? sin27+—)

"y M?sin?y \ s+ 1 —— x+1
—_——— v2 /c2
—c2
J{_12 2 2 %_12 x—1 o Energiesatz 492 x—1 2
- - = - 5.5
=0
Es gilt also die Prandtl-Relation
-1
UnOp, + Z+ 11}3 = c*?, (5.6)

welche eine Verallgemeinerung der Prandtl-Relation vd = ¢*? fiir den senkrechten
Verdichtungsstof ist.

Legt man den schiefen Verdichtungsstofl so in ein Koordinatensystem, daf} die
Anstromrichtung mit der z-Richtung zusammenfillt, gelten die Beziehungen (siehe

Abb. 5.3)

v, = usiny, (5.7a)
waus (5.7d) . ~ -
vy =wucosy =  ©cosy+ 0sinvy, (5.7b)
Vp = Uy — ! : (5.7¢)
cos 7y
tany = “ —_ “ (5.7d)

2Der Energiesatz lautet (Vergleich zu Energie im kritischen Zustand)

v%+vt2+ c? —ﬁ-l- c*? _1%+lc*2
2 w—1 w—1 2x—1

Hieraus folgt
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5. Nichtlineare Effekte bei Uberschallstromung

Abbildung 5.3.: Zerlegung der Geschwindigkeitsvektoren ¢ und & vor und nach dem Stof
(rot). Die Zerlegung erfolgt einerseits in die (x,y)-Komponenten (u,v) bzw. (4, 0) sowie
in die normalen und tangentialen Komponeten.

Wenn man v,,, v; und v,, aus (5.7) in the Prandtl-Relation (5.6) einsetzt, erhélt man

U -1
usin -y (usin'y — coZv) = er ] (i cosy 4 Dsiny)”. (5.8)

Mit Hilfe von (5.7d) kann man v aus (5.8) eliminieren und man erhélt nach einigen
Umformungen die sogenannte Stofpolare®

(5.9)

StoBpolaren wurden zuerst von Busemann eingefiihrt. Glei-
chung (5.9) ist eine Beziehung zwischen den normierten Ge-
schwindigkeitskomponenten (@/c*, v/¢*) nach dem Stof. Die nor-
mierte Anstromgeschwindigkeit u/c* fungiert als vorgegebener
Parameter. Eine Stoipolare ist also eine Kurve in der Ebene der normierten Ge-
schwindigkeitskomponenten @ /c* und v/c*. Sie spezifiziert die moglichen Geschwin-
digkeitskomponenten nach dem Stof fiir gegebene Anstréombedingung. Der normier-
te Parameter ist die Machzahl M* = wu/c*. Fiir sie gilt (sieche FuBnote 2 oder die

Adolf Busemann
1901-1986

3 Alternativ zu (5.7) kann man auch die Gleichungen

Ut ) V¢ 0 N R
e B N
Un Uu—"u u Unp — Up

verwenden, die sich aus &hnlichen Dreiecken in Abb. 5.3 ergeben.

98 4. €. Rublmann, A. Rluwic€

Strémungsmechanik 2



5.1. Schiefer Verdichtungsstof3

M — >~

§

Abbildung 5.4.: Form der Polaren in der Hod-
graphenebene (qualitativ).

Grundvorlesung)
1 ® k-1 2 1
M*2 w2 _%+1+%+1M2’ (5.10)
wobei M =1« M* =1 und M — oo < M* — /6. Mit M* wird der Uberschall-
Machzahlbereich also nur auf den endlichen Bereich [1,1/6] abgebildet. Es ist nur
eine Skalierung.

Die Gesamtheit der Polaren fiir alle Machzahlen ergibt eine Kurvenschar. Die
Ebene (u/c*,v/c*), in welcher diese Kurvenschar liegt, nennt man auch Hodogra-
phenebene. Die Polare ist eine Strophoide.*

Zunéchst betrachten wir v = 0 und @ # 0. Dann liefert (5.9) zwei Losungen: Den
senkrechten Verdichtungsstofi mit (u/c*)(a/c*) = MM =1 (Punkt @ in Abb. 5.4)
und den infinitesimalen Stofi mit 4 = u (Punkt P in Abb. 5.4).° Fiir M — oo geht
M* = u/c* — /(> +1)/(3 — 1) = v/6. Wenn man dies in der Gleichung fiir die
StoBpolaren (5.9) verwendet, erhélt man eine Kreisgleichung um einen Punkt auf
der i /c*-Achse.® Diese Polaren sind qualitativ in Abb. 5.4 gezeigt.

Fiir gegebenen Umlenkwinkel ¢ ist tantd = ©/4. Deshalb miissen die Kompo-
nenten der Stréomungsgeschwindigkeit nach dem Stof3 auf der Geraden © = @ tan v
liegen (rote Kurve in Abb. 5.5). Die Schnittpunkte dieser Geraden mit der Polaren

4Eine Strophoide in der (r,y)-Ebene geniigt der Gleichung (a + z)z? — (a — x)y? = 0.

5Die Fortsetzung der Polaren hinter den Kuspen, also fiir % > u beschreiben das inverse Problem,
wobei (@, 0) die Stromung vor dem Sto und (u,v) die Stromung hinter dem Stof sind. Diesen
Fall blenden wir hier aus.

6Fiir M* = u/c* = /6 erhilt man aus (5.9)

SN2 N N N
O o) (- a2
c ¢ c ¢
Polynomdivision der rechten Seite durch v/6(@/c*) — 6 und quadratische Erginzung fiihrt auf
() (2-5%) - ()
— )+ =) =|—=) —1
c* 26 26
Die Polare fir M — oo is damit ein Kreis um a/c* = 7/(2v/6) = 1.429 mit Radius

[7/(2v6)]]2 — 1 = 1.021.

2. €. Rublmann, A. Kluwid 99
Strémungsmechanik 2



5. Nichtlineare Effekte bei Uberschallstromung

Ut

o
= Y

Q Tw

>
<

Abbildung 5.5.: Die Schnittpunkte von ¢ = @ tand (rot) mit der Polaren (schwarz) erge-
ben die beiden Losungen fiir den schwachen (W) und fiir den starken Stof8 (S). Fiir den
schwachen Stof3 ist die Rekonstruktion des Stofwinkels vg dargestellt. Vergleiche dazu
auch Abb. 5.3. Fiir den starken Stof8 kann man analog vorgehen.

fiir gegebene Anstrom-Machzahl ergeben die beiden Losungen, die einem schwachen
(W) und einem starken Stof§ (S) entsprechen (Abb. 5.5). Die Stofiwinkel vy bzw.
vs, unter dem der schwache bzw. starke Stof3 zur x-Achse auftritt, sind gegeben
durch die Geraden durch den Ursprung, welche senkrecht auf der Verbindungslinie
PW bzw. PS steht (blau fiir den schwachen Stofi (W) in Abb. 5.5). Die Konstruk-
tion ist klar, wenn man sich tiberlegt, dafi die Kuspe bei (u,?) = (u,0) liegt und
die Komponenten @ und ¢ durch den Punkt W (5) fixiert sind (Analogie zu Abb.
5.3).

Fiir einen verschwindenden Umlenkwinkel ¢ geht der schwache Stof3 in eine Mach-
linie iiber. Dann wandert der Punkt W — P und ~yy — arcsin(M ~!). Daher ist die
Tangente an die Polare im Punkt P gegeniiber der v-Achse geneigt, entsprechend
dem Komplement des Machwinkels. Fiir den starken Stof§ geht vg — 7/2 fiir ¥ — 0.

Eine quantitative graphische Darstellung der StoBpolaren (5.9) ist in Abb. 5.6 ge-
zeigt (siehe auch Anhang A). Fiir eine Anstrom-Machzahl M = 1 gilt die Beziehung
u? + v? = 2, welche auch in der Form

2 2
(ﬁ*) n (ﬁ*) M2 M= (5.11)
C C

geschrieben werden kann und als Schallkreis in der Geschwindigkeitsebene (Hodo-
graphenebene) eingezeichnet ist. Diese allgemeine Beziehung gilt auch fiir (a, ).
Fiir Punkte innerhalb des Schallkreises hat man hinter dem Stofl eine Unterschall-
geschwindigkeit, fiir Punkte aulerhalb des Schallkreises hat man hinter dem Stof3
eine Uberschallgeschwindigkeit. Fiir u — ¢* (M* — 1) zieht sich die Polare auf den

100 4. €. Rublmann, A. Kluwid

Strémungsmechanik 2



5.1. Schiefer Verdichtungsstof3

M=M"'=1

Q*|®>

-0.5

a/c*

Abbildung 5.6.: Berechnete Polaren nach (5.9) (schwarz) fiir » = 1.4. In rot sind der
Schallkreis M = M* = 1 und die maximale Machzahl nach dem Sto M. = v/6 einge-
zeichnet. Diese maximale Machzahl M* = v/6 wird fiir Anstrom-Machzahl M = u/c — oo
erreicht. Die gezeigten Polaren enstprechen u/c* = M* = 1.05, 1.2, 1.4, 1.6, 1.8, 2, 2.2,
2.4495.

Q*| =

Abbildung 5.7.: Wenn der Punkt W -
auf dem Schallkreis (rot) liegt, hat -

man hinter dem schwachen Stof3 ge-
rade M = 1 (griin: Polare). Fiir 9 =
Umax (blau) fallen schwacher und star-
ker Sto3 zusammen und fiir ¢ > 9 N
Umax existiert keine Losung mit ebe- ; max Y:M=1 a/c*
ner Stoffront mehr. : “ -

Punkt (a/c*,0/c*) = (1,0) zusammen. Der Maximalwert der normierten Geschwin-
digkeit ist gegeben durch (siehe (5.10))

max ]' w=1.
Mz, = Dme [Pl g 4405, (5.12)
c* »w—1

Wenn der Umlenkwinkel grofler wird, wandern die Punkte S und W aufeinander
zu bis der starke und der schwache Stofl zusammenfallen (¢ = Oyay). Flir 0 > Ypax
existiert keine Losung der beschriebenen Form mehr (Abb. 5.7). In Realitdt 16st
dann der Stofl von der Spitze des Korpers ab und bildet sich in gebogener Form vor
dem Korper aus.
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5. Nichtlineare Effekte bei Uberschallstromung

(a) (b)

30 3
5
25|
2.5/
20f 5
p p
p150 4 1 5o
10}
3 1.5
51 M =2
9

Abbildung 5.8.: Druckverhéltnis-Umlenkwinkel-Polaren (Herzkurven). Gezeigt ist das
Druckverhiltnis p/p als Funktion des Umlenkwinkels ¢ fiir grole Anstrém-Machzahlen
M =2, 3,4 und 5 (a) und kleine Anstrom-Machzahlen M = 1.1...1.6 (b).

Zwischen den drei Groien (v, 9, M) kann man den funktionalen Zusammenhang

(3¢+1) M?
2 (M?sin?y —1)

cot ) = tan~y -1 (5.13)

finden. Dies ist dieselbe Relation, die schon in der Grundlagenvorlesung abgeleitet
wurde, hier nur aufgelost nach dem Umlenkwinkel. Eine graphische Darstellung von
(5.13) findet sich im Anhang in Abb. A.2.

Eine andere mogliche Darstellungsform der Stofipolaren ist das sogenannte Herz-
kurvendiagramm, das in Abb. 5.8 gezeigt ist. In dem Diagramm sind die Polaren in
einer Ebene gezeichnet, die durch das Druckverhéltnis p/p und den Umlenkwinkel
¥ aufgespannt wird. Dazu verwendet man die Rankine-Hugoniot-Beziehung (5.2b),
welche (p/p,M,~) in Beziehung setzt, und 16st nach sin~y auf. Dies setzt man in
(5.13) ein und erhélt eine ldngliche aber explizite Beziehung zwischen (p/p, ¥, M),
bei welcher M als Parameter dient.

Zur graphischen Darstellung der Herzkurven-Polaren, ist es einfacher, fiir feste
Machzahl M den Stofiwinkel v im Bereich arcsin(1/M) < v < 7 — arcsin(1/M)
zu variieren (Parametrisierung der Polare) und den Druckanstieg p/p nach (5.2b)
gegen den Umlenkwinkel ¥ nach (5.13) aufzutragen. Fiir v = arcsin(1/M) hat man
die eine Machwelle, fiir v = 7 — arcsin(1/M) hat man die andere Machwelle. Beide
Situationen entsprechen dem Punkt (p/p,?) = (1,0). Fiir v = 7/2 hat man einen
senkrechten Stof8 entsprechend dem Punkt (p/p, ) = [1+(25¢/(5c+1))(M?* —1)),0].

Beispiel Als Beispiel betrachten wir die Stromung um einen Keil (Abb. 5.9). Ge-
geben sei der Anstromzustand mit M = 3, p = 1 bar, T" = 288 K, der Umlenkwinkel
(Stromungswmkel) sei ¥ = 20°. Gesucht sind der StoBwinkel v, Druck p, Tempera-
tur 7' und Machzahl M sowie der Ruhedruck Po nach dem schiefen Stof3.
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5.1. Schiefer Verdichtungsstof3

p, T

Abbildung 5.9.: Uberschallstrémung um einen Keil
mit schragem Stof.

Losung Den StoBwinkel ~ erhélt man fiir die schwache Losung aus dem Stof-
polarendiagramm wie in Abb. 5.5 oder aus (5.13) bzw. Abb. A.2. Es ergibt sich
v = 37.5°. Mit (5.1) erhdlt man dann die senkrechte Machzahl M,,

M,, = Msiny = 1.826, (5.14)

und daraus mit der Isentropentabelle oder mittels (5.10) M; = 1.55. Die Prandtl-
Relation fiir den senkrechten Sto, uti = ¢*? bzw. M;M; = 1, liefert sofort 1\7[; =
1/M; = 0.64. Mit der Isentropentabelle fiir den Unterschallbereich erhélt man dann
M,, = 0.61. Mit der Isentropentabelle fiir den Uberschall erhélt man fiir M,, = 1.826
das Verhiiltnis der Ruhedriicke po/po = 0.80.7

Um das Druckverhéltnis p/p zu erhalten kann man die Rankine-Hugoniot-
Beziehung (5.2b) zusammen mit (5.14) verwenden, oder man erweitert

0.80 1/0.167
~ N /

p P Do p
t= 2 28 _37 (5.15)
p Po Po p

~—~

0.78

wobei die einzelnen Werte aus der Isentropentabelle stammen (obere Werte: Uber-
schall M,, = 1.826, untere Werte: Unterschall M, = 0.61). Damit wird p = 3.7 bar.
Hierbei ist zu bemerken, dal z.B. der Wert fiir das Verhéltnis po/p fiktiv ist
und nichts mit den tatséchlichen Werten in der Strémung zu tun hat, da pg als
Ruhegrofle nicht Galilei-invariant ist. Hingegen sind thermodynamische Grofien wie
T, p und s oder auch Verhiltnisse von Ruhegréfien sehr wohl Galilei-invariant.
In analoger Weise erhélt man das Temperaturverhéltnis mittels (5.2¢) oder durch

"Fiir adiabatische Zustandsinderungen zwischen zwei Zustinden 1 und 2 gilt die Energiebilanz

2 2
uy us
“Lphy =24 hy=hg.
2 1 2 2 0

Hierbei ist die Ruheenthalpie hg eine Erhaltungsgroéfie. Dasselbe gilt wegen hg = ¢,Ty auch fiir
die Ruhetemperatur Ty. Fiir den Druck gilt dies allerdings nur im Falle isentroper Zustandsén-
derungen. Beim Durchgang des Gases durch einen Stof§ nimmt die Entropie aber zu. Daher ist

Po/po # 1.
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Bereich konstanten
Zustandes

Abbildung 5.10.: Struktur der Stofifronten bei der Keilumstrémung.

Erweiterung
1/0.60
T T T, T
o 1o
—= — — — =155 5.16
F=E n T , (5.16)
~ =

093 1

so dal nach dem Stofl die Temperatur T = 447K herrscht.

Die Auswertung des Geschwindigkeitsdreiecks in Abb. 5.3, welches den Diffe-
renzwinkel v — ¢ enthélt, ergibt 0,, = 0 sin(y — ). Daraus folgt nach Division durch
¢

~

N M,,
~ sin(y — 9)

Die Machzahl nach dem Stof} ist in diesem Fall grofier als M =1, im Gegensatz
zum senkrechten Verdichtungsstof3, bei welchem immer M < 1 gilt.

Zur Berechnung der tatsédchlichen Werte der Ruhegréfien verwenden wir wieder
die Isentropentabelle und erhalten

M=3: = 2 -0027 = po=36.7bar, (5.18)

Po

= 2.03. (5.17)
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ﬁ*le

51
X ¥ M,
9 z
M]_ M3
YO

Abbildung 5.11.: Reflexion eines schiefen Verdichtungsstofies an einer ebenen Wand und
entsprechende Konstruktion mittels der Stofipolaren.

c* Machreflexion: ¥ > Pmax

U
* i - o Trennstromlinie
M >1 — 7
trennt Bereiche
¥ = Fmax v / ~ unterschiedlicher
i = 4 4 Entropie

Abbildung 5.12.: (a) Grenzfall der reguliren Stofireflexion (¢ = ¥pax) und (b) StoBkon-
figuration fir ¥ > Jyax.

und daher py = 0.8pyg = 29.6 bar.

M=3: = TZ =0.357 = Ty=1,=806.7K. (5.19)
0
Die Ruhetemperatur entspricht der Temperatur in einem Staupunkt der Stromung.

Die qualitative Lage des Stofes ist in Abb. 5.10 fiir die verschiedenen Félle skiz-
ziert,.

Mit den bisher erarbeiteten Ergebnissen l&8it sich die Reflexion eines schiefen
Verdichtungsstofles an einer festen, ebenen Wand leicht ermitteln. Die graphische
Losung ist in Abb. 5.11 dargestellt. Fiir ¥ > 9.« erreicht man den Sonderfall der
sogenannten Machrefiexion (Abb. 5.12). Die Berechnung des Stromungsfeldes stellt
in diesem Fall eine schwierige Aufgabe dar, die {iber den Rahmen dieser Vorlesung
hinausgeht.

5.2. Prandtl-Meyer Expansion

Bisher wurde bei der Behandlung von nichtlinearen Effekten bei [:Jberschallstré-
mungen die Umstromung konkaver Ecken betrachtet. Erfahrt die Uberschallstro-
mung hingegen eine Umlenkung um eine konvexe Ecke, kommt es zur Ausbildung
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v v
by
q2
T
" u
Abbildung 5.13.: Zerlegung des Geschwindig-
B x keitsvektors in Polarkoordinaten (rot) und in
- kartesische koordinaten (blau).

~ or (b) (qor)
7 - (ql + %ow) dr + ... (W + §i dr) dp

ap /\

G :
pqrr \
palr @rdBS 7y,

q

(qu + 3(pq2)d5> dr <pq1r n Mdr) dB + ...

x

Abbildung 5.14.: (a) Massenstrom durch ein Kontrollvolumen in Polarkoordinaten. (b)
Berechnung der Zirkulation dI' in Polarkoordinaten.

eines sogenannten Prandtl-Meyer-Fdchers oder einfach Ezpansionsfichers, in dem
die Stromung kontinuierlich und ohne Entropiezuwachs, also verlustfrei, expandiert
und daher beschleunigt.

Es zeigt sich, dafl man die Strémung um eine konvexe Ecke am
einfachsten in zylindrischen Polarkoordinaten beschreibt. Daher
formulieren wir die Grundgleichungen fiir ebene, stationére Stro-
mungen in Polarkoordinaten (r, ). Nach Abb. 5.13 gilt

x = rcosf, y = rsin f3. (5.20)

/%/ 7;,7 W Wenn man den Geschwindigkeitsvektor ¢ am Punkt & in eine ra-
diale Komponente ¢; und eine azimutale Komponente ¢, zerlegt

Theodor Meyer  (Abb. 5.13), so gilt fiir die kartesischen Komponenten (u, v)
1882-1972

U = g1 cos 3 — qo8in f3, v =qsinf + g cos S. (5.21)

Die Massenbilanz fiir das in Abb. 5.14a gezeichnete Kontrollvolumen lautet somit
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in Polarkoordinaten

0 0
- — =0. .22
Fiir die Zirkulation dI" ergibt sich (sieche Abb. 5.14b)
dI' = 86 (gor)drdf — —5d rdp. (5.23)
Fiir drehungsfreie Stromungen (dI' = 0) gilt daher
0 Iq
— —— =0. 24
2 ) - =0 (5.24)

Auf analoge Weise — oder durch direkte Anwendung von (5.20) und (5.21) —
lassen sich auch die Bewegungsgleichungen und die gasdynamische Gleichung in
Polarkoordinaten herleiten.

Im folgenden benétigen wir nur die volle nichtlineare gasdynamische Gleichung,
die hier ohne Beweis angegeben wird. In Zylinderkoordinaten lautet sie (vgl. (4.7))

6ql 1592 q192 5()1 5()2 q1
2 2 2 2 2
(C Q1) 9 (C q2) 96 9/8 4192 9 ( )

SchlieBlich lautet der Energiesatz in Zylinderkoordinaten (¢* = »RT)

2

2, 2
< ;(b + %C_ 1= const. (5.26)

Die Gleichungen (5.22) bis (5.26) stellen ein vollstdandiges Gleichungssystem fiir ¢,
G2, p und c dar.

Das Problem der Strahlerweiterung an einer scharfen Kante ist unabhéingig von
einer Langenskala. Es ist skaleninvariant. Deshalb kann man annehmen, dafl es Lo-
sungen gibt, die nicht von der Langenskala abhéngen. Aus diesem Grund suchen
wir Losungen, die unabhéngig von r sind und nur vom Polarwinkel § abhéngen.
Dazu setzen wir dq;/0r = 0qy/0r = 0. Dann ergibt sich zunéichst aus der Dre-
hungsfreiheit (5.24)

aCh
5.27
G2 = B (5.27)
Gleichung (5.25) reduziert sich auf
0q oq
("~ qQ)a—ﬁ2 ~ 01g % +q =0, (5.28)
QQ
also
(* —¢2) 04z +q | =0 (5.29)
86 Ch - . .

Diese Gleichung hat zwei verschiedene Losungen, je nach dem, welcher der beiden
Faktoren verschwindet.
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r
| Y
g =—-—c<0
g  Abbildung 5.15.: Wegen ¢ = —c sind die radialen
» Strahlen identisch mit Machlinien.
Fall 1: 8q>/98 = —qi: Um ¢ zugunsten von ¢, zu eliminieren, leiten wir nach
[ ab,
0? 0
g gh_ (5.30)
op* 0B
——
q2
und erhalten die Losung
go = —Asin 4+ Bcos 3, (5.31a)
¢1 = Acos 5 + Bsin f. (5.31b)

In (5.21) eingesetzt ergibt dies einfach eine homogene Stromung
u=A4A, v=B. (5.32)

Diese homogene Losung kann nicht die Umlenkung der Strémung beschreiben. Sie
beschreibt aber die homogene Stromung parallel zur ebenen Wand vor der Umlenk-
stelle. Um die Umlenkung der Strémung hinter der scharfen Kante zu beschreiben,
betrachten wir den zweiten Fall.

Fall 2: |g2| = ¢:  Dies ist die interessantere Losung. Da go lediglich die azimu-

tale Komponente der Geschwindigkeit ist, kann die Losung |gs| = ¢ nur bei Uber-
schallstromungen |v] > ¢ auftreten. Da bei einer Zerlegung der Geschwindigkeit in
Komponenten parallel und senkrecht zu den Machlinien die senkrechte Geschwin-
digkeitskomponente gerade die Schallgeschwindigkeit ist (siehe (4.58) und Abb.
4.5), folgt aus |g2| = ¢ und der Unabhéngigkeit von r, dal die radialen Strahlen
(8 = const.) Machlinien darstellen (Abb. 5.15)!

Zur Berechnung der Geschwindigkeitskomponenten betrachten wir den Energie-
satz (5.26)°

2 2 2 2
ql _'_ q2 C Umax
= ) 5.33
2 + xw—1 2 (5.33)
N——
a3/ (#-1)

8Betrachte die Energieerhaltung fiir den Ruhezustand und den Zustand, in dem alle Energie in
kinetische Energie umgesetzt wurde (Expansion in Vakuum). Dann ist 0+ c3/(sc— 1) = v, /2.
Mit ¢? = 3RT folgt vmax = \/25¢RTo /(5 — 1), wobei Ty die Ruhetemperatur ist.
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5.2. Prandtl-Meyer Expansion

Hieraus erhalten wir die azimutale Geschwindigkeit ¢, als Funktion der radialen

Geschwindigkeit ¢,
x—1
=4/ ——\/V2,. — ¢ 5.34
q2 7+ 1 Umax di ( )

Im folgenden betrachten wir eine negative azimutale Geschwindigkeit (negatives
Vorzeichen, g, < 0). Dies entspricht der Situation, in der eine Strémung in positiver
z-Richtung in negativer y-Richtung umgelenkt wird. Zur Bestimmung von ¢; und
@2 bendtigen wir noch eine zweite Gleichung. Deshalb setzen wir ¢ aus (5.34) in
die Drehungsfreiheit (5.27) ein und erhalten eine Gleichung fiir ¢; allein

8ql o /%—1 / 9 9
66 - 2+ 1 Umax qi- (535)

Die Gleichung kann man durch Trennung der Variablen lésen’ mit dem Ergebnis

w—1
\ ——(C —
x+1 ( 2
wobei C' eine Integrationskonstante ist.

Zur Bestimmung der Integrationskonstante betrachten wir im folgenden nur den
speziellen Fall einer Anstromung mit M = 1 (Abb. 5.16). Durch die Expansion
hinter der Kante wird das Gas auf Uberschallgeschwindigkeit beschleunigt. In der
Anstromung mit M = 1 verlaufen die Machlinien parallel zur y-Achse. Auf der
y-Achse bei § = /2 ist daher die Azimutalgeschwindigkeit go» = —c und die Ra-
dialgeschwindigkeit verschwindet dort (Abb. 5.16). Fiir M = 1 und 8 < /2 wird
die Stréomung umgelenkt und die radiale Geschwindigkeit erhoht sich.'” Deshalb
fordern wir

, (5.36)

(1 = Umax SIN

7

¢ (6 = 5) = 0. (5.37)

Damit wird C' = 7/2 und wir erhalten

:_: (5 - 5)] , (5.38)
x—1

w—1 us
= —VUmaxA/ —— — = - ) .38b
& U %+1COS w+1 (2 ﬁ)] (5.38b)

wobei man die Azimutalgeschwindigkeit (5.38b) aus (5.34) erhélt oder entsprechend
(5.27) durch Ableiten von (5.38a) nach .

d1 = Umpax S

9Unter Beachtung der Stammfunktion

dz x 78l x—1
/ — arcsin (a) erhilt man arcsin <Umax) o 1ﬁ +

OFiir eine Anstrémung mit M > 1 sind die Machlinen geneigt (o < 7/2) und die Strémung wird
erst fiir Polarwinkel § < a umgelenkt.
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5. Nichtlineare Effekte bei Uberschallstromung

= a2 =0

= B=n1/2

x  Abbildung 5.16.: Als Randbedingung fiir die Inte-
gration von (5.35) setzt man ¢;(8 = 7/2) = 0 im
Fall einer Anstromung mit M = 1.

Abbildung 5.17.: Winkel bei der Stromungsumlenkung um eine scharfe konvexe Ecke
mit Umlenkwinkel —}, Polarwinkel § und Machwinkel a. Die Anstromung erfolgt in
z-Richtung mit M = 1.

Wir wenden uns nun der Berechnung des lokalen Umlenkwinkels ¢ zu, den die lokale
Stromungsrichtung gegeniiber der xz-Achse macht. Aus der Skizze in Abb. 5.17 folgt

—0:a—6:(g—6)—(g—a)>0. (5.39)

Man kann 9 allein durch die lokale Machzahl M ausdriicken. Dazu berechnen wir
zunéchst 7/2 — f. Es gilt

M2:§ _ (th47§ = CJ%+2Q§ :1+C]_§’
¢ ¢ 43 43
= M’—-1= Z—g (5.28) i—i tan? z—: (g — 5)] . (5.40)
Hieraus folgt
g—ﬁzwziiarctan [U%\/ﬁ] (5.41)
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5.2. Prandtl-Meyer Expansion

Zur Berechnung von /2 — o beachten wir

1
q—fzézﬁzsina = tan(g—a>zcota:\/sin*2a— :\/M2—1,
(5.42)

und somit
T

5= arctan vV M? — 1. (5.43)

Wenn wir (5.41) und (5.43) in (5.39) einsetzen, erhalten wir den lokalen Umlenk-
winkel 9 als Funktion der lokalen Machzahl M

ﬂ-/g\_ﬁ T/2—«

[+ 1 [x=1 | 7 =
9 =./Z i | arctan [ %——Fl M? — 1] —arctan VM? — 1. (5.44)
”n— ”

Die Funktion —9(M) wird Prandtl-Meyer-Funktion genannt.'' Die Prandtl-Meyer-
Funktion gibt den Stromungswinkel als Funktion der Machzahl an, bezogen auf die
Stromungsrichtung bei M = 1.

Wenn man M durch M* ausdriickt,'? erhilt man

w+1 M2 —1 x+1 M2 — 1
- = arctan 5 — arctan 5 .
—1 ) =125 - (M7 —1)

(5.45)

Der maximale Umlenkwinkel ergibt sich bei der Expansion ins Vakuum (Abb. 5.18).
Am Ende der Expansion bei 8 = S, ist g2 = ¢ = 0. Aus (5.38b) mit ¢; = 0 folgt

(5.38b) w—1 (7T ) T s »x+1
=0 = — - \a5  Mmin) — & = min — T & — —1].
& il 7 2 B 2 |V =1

(5.46)

Wegen ¢, = ¢ = 0 ist auch der Machwinkel a@ = 0 und aus der Definition —¢ = a—

folgt |Umax| = —Bmin, SO dall
x+1
— —1]. 5.47
vEas ] (5.47)

HTn der vor-numerischen Zeit hatte es sich als sinnvoll erwiesen, die Funktion Ch(M) so zu
definieren, dafi Ch(M) := 1000 + ¥ ist. Dabei sind ¥ und Ch in Winkelgraden anzugeben.
12 Auflssen von (5.10) nach M? liefert

T
ﬁmax = =
Dl = .

M*2 -1

M= 1= (e—1) (M2 1) /2
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5. Nichtlineare Effekte bei Uberschallstromung

Y
M=1
:L,F
M=
Vakuum Abbildung 5.18.: Maximaler Umlenkwin-

kel bei der Expansion ins Vakuum. Die
Machlinien sind gestrichelt dargestellt.

Fiir Luft (3c = 1.4) ergibt sich damit der maximale Umlenkwinkel || = 2.2769 =
130.45°.

Die Stromungseigenschaften bei der Prandtl-Meyer-Expansion kann man bequem
in der Hodographenebene ablesen (Abb. 5.19, siehe auch Anhang A), die durch u/c*
und v/c* aufgespannt wird. In dieser Ebene sind Linien konstanter Machzahl M*
Kreise um den Ursprung. Man kann nun den Umlenkwinkel J(M*) nach (5.45) als
Polarwinkel in der Hodographenebene auftragen. Jeder Punkt dieser Kurve ent-
spricht dann der lokalen Machzahl M* (radiale Koordinate) bei gegebenem loka-
len Umlenkwinkel ¥ (Polarwinkel). Gleichzeitig kann man die zugehorigen karte-
sischen Komponenten der lokalen Geschwindigkeit (u/c*, v/c*) ablesen. Die Kurve
u*(M),v*(M), die sich fiir Anstrommachzahl M = 1 ergibt, ist blau dargestellt.
Entlang der Kurve variiert die lokale Machzahl von M = 1 bei ¢ = 0 bis M — oo
bei ¥ = Upax = —130.45°. Die beiden schwarzen Kurven sind um +7m/4 gegen-
tiber der blauen verschoben. Eine der Kurven schneidet die u/c*-Achse bei einer
endlicher Machzahl. Der weitere Verlauf beschreibt dann die Expansion bei einer
Anstrom-Machzahl, die gerade dem Schnittpunkt mit der u/c*-Achse entspricht.
Die gepunkteten Kurven beschreiben die Expansion bei positiven Werten von
(Expansion in die positive y-Richtung). Alle Kurven haben die Form von Epizy-
kloiden.

Beispiel: Expansionsfacher an konvexer Ecke (Abb. 5.20) Gegeben ist der An-
stromzustand mit M., = 1.40 und die Umlenkung mit ¥ = —20°. Gesucht sind
die Machzahl M, und der Machwinkel o, am Ende der Umlenkung sowie die Ver-
héltnisse pe/Poo, Pe/Poo und T, /T,,. Bei welcher Machzahl hat die Stromung eine
Umlenkung von 9 = —10° erreicht?

Lésung Zur Losung bedient man sich des Diagramms in der Hodographenebene
bzw. der tabellierten Werte der auf den Ruhezustand (Index 0) bezogenen nor-
mierten Zustandsgrofien als Funktion des Umlenkwinkels —¢. Diese Grofien sind in
Tabelle A.4 (Anhang A) gelistet.

1. Zunéchst mufl man denjenigen Winkel bestimmen, um den man die Kurve

1 1 2 4. €. Rublmann, A. Kluwid
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5.2. Prandtl-Meyer Expansion

Abbildung 5.19.: Hodographenebene fiir die Expansion einer Uberschallstrémung. Die
blaue Kurve gibt die kartesischen Geschwindigkeitskomponenten als Funktion des Um-
lenkwinkels 1 fiir den Fall einer Anstrémung mit M = 1 an. Im Laufe der Expansion
erhoht sich die lokale Machzahl bis M — oo (bei Expansion ins Vakuum). Die Punk-
te, an denen die lokalen Machzahlen M = 1,2,...,10 betragen, sind als blaue Kreise
eingetragen.

%,
Qo .
£

O’?a,g.
C‘é@l‘

Abbildung 5.20.: Stromungsumlenkur
und Expansionsficher an einer kon-
vexen Ecke.

-39 =20°

fiir M = 1 drehen muf}, damit die Anstrom-Machzahl M., auf der z-Achse
liegt. Dies ist gerade der Winkel, um welchen eine Anstrémung mit M = 1
umgelenkt wird, wenn sie durch Expansion auf M, = 1.4 beschleunigt wurde.
Aus Tabelle A.4 (Anhang A) ergibt sich fir M = 1.4: 1, = —9°. Weiter ist
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5. Nichtlineare Effekte bei Uberschallstromung

Abbildung 5.21.: Rechtslaufende Machlinie n(z,y) = const. und lokale Koordinaten
(@, y).

kann man ablesen: o, = 45°35" und

o o TOO
Poo —0.3142, 2= = 0.4374, = =0.7184. (5.48)

Po L0 0

2. Wenn man nun die blaue Kurve fiir M = 1 um den Winkel ¥, = —9° dreht,
ist hat man auf der z-Achse gerade M = M., = 1.4. Mit dem vorgegebenen
Umlenkwinkel ¢ = —20° fiir M = 1.4 miifite eine Stromung mit M = 1 um den
Winkel ¥, = —9° — 20° = —29° umgelenkt werden, um dieselbe Machzahl
nach der Expansion zu erreichen. Dann ergibt sich wieder aus der Tabelle
M, = 2.096 und «a, = 28°30’. Damit ergeben sich die Werte

Pe Pe

— 01099 = 2= —0.350, (5.49a)
Po Po
Pe— 02066 = L= =0472, (5.49b)
Lo Poo
T T
—° —0.5322 © = 0.741. 4
L =02 = gt =07 (5.49¢)

3. Die Machlinie fiir ¥ = —10° bestimmt sich iiber ¥ = —9° — 10° = —19° zu
M =1.741, o= 35°3% (5.50)

und daher
9+ a =253, (5.51)

5.3. Charakteristikenverfahren

Die bisher gewonnenen Ergebnisse kénnen noch erheblich verallgemeinert werden.
Um dies zu sehen, greifen wir aus einem beliebigen Stromungsfeld eine Machlinie
heraus, und fiihren kartesische Koordinaten so ein, dafl die z- und y Achsen im
betrachteten Punkt tangential und normal auf die Machlinie stehen (Abb. 5.21). In
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5.3. Charakteristikenverfahren

diesem Koordinatensystem lautet die gasdynamische Gleichung (4.7) mit v = ¢

ou ou  Ov ov
2 2 2 2

42 — — = .52
(u” — ) —|—uv<y+ $)+(U ) y 0, (5.52)

20v/0x, (4.8) -

also
9 9, OU ov
—¢)— + 2uc— = 0. .

(u® — ) . uco- 0 (5.53)

Man beachte, dafl in dieser Beziehung nur mehr die Ableitungen nach einer Rich-
tung, in Richtung tangential zur Machlinie auftreten. Dies bedeutet, dafl u, ¢ und
v auf einer Machlinie nicht beliebig vorgegeben werden kénnen, sondern eine Ver-
traglichkeitsbedingung erfiillen miissen.
Der Energiesatz 148t sich ja wegen der Bedingung v = ¢ so schreiben
u? + v? c? u? x+1 c?

_ - . 5.54
2 %1 2 210" x-1 (5:54)

Léngs der Machlinie besteht somit ein eindeutiger Zusammenhang zwischen v und
c

c=c(u). (5.55)
Damit kann (5.53) durch Trennung der Variablen im Prinzip gelost werden,
2 _ 2
el ) F (5.56)
2uc(u)

Die gesuchte Losung konnen wir in der Form v = f(u) schreiben, wobei u und v nun
wieder die iiblichen Komponenten der Stromungsgeschwindigkeit in kartesischen
Koordinaten bedeuten, oder zweckméfligerweise als

9 = g(M") (5.57)

formulieren. In dieser Form kennen wir die Losung allerdings bereits. Um dies zu
erkennen, betrachten wir noch einmal eine Prandtl-Meyer-Eckenstromung (Abb.
5.22). Bekanntermaflen gilt nach Gleichung (5.45) ¥ = Ch(M*) — const., also

g(M*) = Ch(M*) — const., (5.58)

oder
Ch(M*) — 9 = const. auf n = const. (5.59)

Dies ist die integrierte Form der Vertraglichkeitsbedingung langs rechtslaufenden
Machlinien.

Das entsprechende Resultat fiir linkslaufende Machlinien erhélt man aus der
Betrachtung der Prandtl-Meyer-Expansion um eine Ecke wie in Abb. 5.23 gezeigt.
Man erkennt unmittelbar, daf§ nur ¥ durch — ersetzt werden mufl. Dies ergibt
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5. Nichtlineare Effekte bei Uberschallstromung

Abbildung 5.23.: Prandtl-Meyer-Eckenstromung.

schlieSlich
Ch(M*) — 9 =2u auf n = const., (5.60)
Ch(M*) +9 =2\ auf ¢ = const., '
wobei die sogenannten Richtungsbedingungen
dy) _ tan(v + «a), (5.61a)
dx ¢
dy
—| = tan(d — «a). (5.61b)
dx ;

gelten.

Als Anwendungsbeispiel dieser Ergebnisse betrachten wir den Fall, dafl auf einer
Kurve C' die Werte von 9 und M* vorgegeben sind (Abb. 5.24). Hierbei kénnen
folgende Gebiete unterschiedene werden:

I: Abhangigkeitsgebiet Die Losung im Punkt 6 héngt nur von den Anfangsdaten
auf C' zwischen den Punkten 2 und 3 ab,

Il: Fortsetzungsgebiet Hier liegt die Losung eindeutig durch die Anfangsdaten
auf C fest,

I1I: EinfluBgebiet Die Losung liegt durch die Anfangsdaten auf C' nicht eindeutig
fest, wird aber durch sie beeinflufit.

1 1 6 4. €. Rublmann, A. Rluwic€
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-
—~
-

~
=" & =const, A = const

C — 1 = const, u = const

ar

Abbildung 5.24.: Abhingigkeits- (I), Fortsetzungs- (II) und EinfluBgebiet (III).

Aus der Skizze in Abb. 5.24 ist unmittelbar ersichtlich, dafi die Konstanten A

und p die folgenden Bedingungen erfiillen.

A1 :>\5 :>\8:)\107

Ao = Ag = Ag.

Az = A,

Ha = W7 = g = K10,
M3 = fe = Mg,

M2 = 5.

Aus der Auflosung der Gleichungen (5.60)

Ch(M*) = A+ p,
d=A—pu

folgen dann sofort die Zustandsgrofen in 5-10, z.B.

Vg = Ay — fig,

(5.64a)
(5.64D)

Die Lage des Punktes 9 findet man durch die Anwendung von Gleichung (5.61).

4. €. Rublmann, A. Rluwi€
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i v

c*

Vertraglichkeitsbedingung
—
N

—_

N Stofipolare
SN

u

c*

Abbildung 5.25.: Stofipolare und Vertréiglichkeitsbedingung.

5.4. Schwache StoBe

Da schwache Stéfle in erster und zweiter Néherung als isentrop angesehen wer-
den konnen,™ stimmt die Neigung und Kriimmung der Charakteristiken und der
StoBpolaren in der Geschwindigkeitsebene im ungestorten Zustand iiberein.

Taylorreihenentwicklung der Vertraglichkeitsbedingung um den ungestérten Zu-
stand u = uy, v = 0 ergibt:

b
v=alu; —u) — §(u1 —u)®+ O ((ug —u)*). (5.65)
——— ——
()
Der durch (x) gekennzeichnete Term weicht von jenem fiir die Stoipolare ab; die
Entropiezunahme im Stof} ist von der Gréfienordnung O [(uy — u)?].
Die Orthogonalitétsrelationen lauten (ohne Beweis)

dVv

W cot(¥ + «), (5.66)
daher gilt
% . = —a = Fcot aq, (5-673)
dVv ;
@ = —a+b(u1 —fbl) = —COt(Q91 ﬂ:dl), (567b)
u="u1

daraus ergibt sich der StoBwinkel wegen (5.7d)

Uy

coty = (5.68)

up — Uy

13Giehe auch die dynamischen Adiabaten und Isentropen bei eindimensionaler, stationirer Stro-
mung bei idealen Gasen, Skriptum zu Grundlagen der Stromungslehre
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Stof

Winkel gleich

S Machlinien

x

Abbildung 5.26.: Pfriemsche Regel.

A, & = konst.

x

Abbildung 5.27.: Schlanker Korper und Machlinien.

Al
b . a 1 . 1 - .
coty=a— §(u1 —Up)+...= 575 [—a + b(u; — 4y)] = j:§ cot(y £ ay). (5.69)
Allgemein gilt
1 .
coty = :|:§ [cot(al + ;) + cot(dy £ 191)} : (5.70)

Diese Beziehung wird als Pfriemsche Regel (bisector rule) bezeichnet (Abb. 5.26).

5.5. Schlanke Profile (Einfache Wellen)

Wie in Abschnitt 4.5 betrachten wir die Stromung um ein schlankes Profil (Abb.
5.27). Im Gegensatz zu frither wollen wir aber nicht mehr die Gleichungen lineari-
sieren, sondern die in Abschnitt 5.3 erhaltenen nichtlinearen Ergebnisse verwenden.

Wir betrachten hier nur die Stréomung auf der Oberseite des Profils. Die Behand-
lung der Stromung auf der Unterseite erfolgt ganz analog. Da alle rechtslaufenden
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neutrale Machlinie

.
(8 7599)
A X

8y

-

schwache Sté8e

Abbildung 5.28.: Schwache St68e und Machlinien.

Machlinien aus dem Gebiet der ungestorten Anstromung ¢ = 0, M* = M’ kommen,
gilt
1
fhoo = §Ch(M’;O). (5.71)

Auf der linkslaufenden Machlinie durch P gilt nach Gleichung (5.63)

¥ = X\ — oo = const. = Yy, (5.72)
also
A =w + oo, (5.73)
daher
Ch(M") = A+ ploo = U + 2l = Y + Ch(ML,). (5.74)

Somit gilt auf jeder Machlinie £ = const.

9 = Oy, (5.75a)
Ch(M*) = dy + Ch(MZ,). (5.75b)

Dies bedeutet, daB ¥ und M* und alle FeldgroBien auf linkslaufenden Machlinien
konstant sind. Daraus wiederum folgt, daf linkslaufende Machlinien Geraden dar-
stellen (Abb. 5.28).

Im allgemeinen éndert sich die StoBstérke mit y (sie nimmt mit zunehmendem
y ab), das heifit, daf ds/d¢) im allgemeinen von 0 verschieden ist und daraus folgt
wieder, dafl die Stromung stromabwérts von Stofien i.a. rotationsbehaftet ist (Croc-
coscher Wirbelsatz). Bei schlanken Profilen kann dieser Effekt wegen der Kleinheit
der Entropiednderungen ndherungsweise vernachlassigt werden.
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Prandtl-Meyer Expansion

~

7 Stof3

Qoo

Stof

X

Abbildung 5.29.: St6le und Prandtl-Meyer-Expansion.

Ackeret Theorie

/ /-

\\ >~ “Facher” oo-diinn

Abbildung 5.30.: Ackeret-Theorie.

l
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6. Diinne Reibungsschichten

In diesem Kapitel wollen wir uns mit dem Einflufl der inneren Reibung auf Stro-
mungen beschéftigen. Um den Rechenaufwand gering zu halten, beschrinken wir
uns auf den Fall diinner Reibungsschichten, bei denen sich die Feldgrofien in der
Hauptstromungsrichtung = wesentlich langsamer dndern als quer dazu. Strémungen
dieser Art sind bei vielen praktischen Problemen von Bedeutung (hydrodynamische
Schmierung, Grenzschichtstromung), lassen aber wesentliche Vereinfachungen der
Grundgleichungen zu. Die folgenden Betrachtungen setzen eine ebene (zweidimen-
sionale) Geometrie und stationédre Zusténde voraus.

Betrachten wir also einen schmalen Spalt (Abb. 6.1) mit einer Querschnittsflache
A(z), die langsam variiert, d.h. fiir welche dA/dz < 1. Wenn A(x) langsam in
x variiert, dann wird auch die z-Komponente der Geschwindigkeit langsam in -
Richtung variieren: du/0x < 1 (in einer geeigneten Skalierung).

Die Grundgleichungen umfassen die Massenbilanz

dpu  Opv

O + 9y 0, (6.1)
und die Bewegungsgleichungen. Die z-Komponente der Bewegungsgleichung kon-
nen wir an dem Gleichgewicht der Kréfte in z-Richtung ablesen, die in Abb. 6.2
dargestellt ist. Hierbei ist 7, die Schubspannung und 7, die viskose Normalspan-
nung in x-Richtung als Folge der inneren Reibung. Die auf das Volumen wirkende
Kraft in z-Richtung lautet pro Volumen AxAy

Op  OTus . 87333/'

F,=—-——= 6.2
ox + ox oy (6.2)
v ?
Vss.: dA/dz <1 — Qu/dz < 1
)
A(z)
-
T u
Abbildung 6.1.: Schmaler Spalt.
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v
0T,
Toy + oo d
Yy ay
—= Op
dy .
T ﬁ F————
Tzz + 67'1;1; d.’B
—————— 81
Tey
dz x

Abbildung 6.2.: Bilanzierung aller in z-Richtung wirkenden Krifte (Druck- und Rei-
bungskriifte) auf ein infinitesimales Volumenelement.

Da sich die Feldgréen in z-Richtung nur sehr langsam &ndern, gilt

(6.3)

Unter Vernachlidssigung des kleinen Terms 07,,/0x vereinfacht sich die z-
Komponente der Bewegungsgleichung zu
Ou  Op Oty

u@+ V— = —— +
ar ,an— or Oy

(6.4)

Um den Spanungstensor durch die Geschwindigkeiten auszudriicken, nehmen wir
an, dafl es sich bei dem stromenden Medium um ein Newtonsches Fluid handelt.
Dann gilt im Rahmen der hier betrachteten Néherung

ou
Tey = ua—y, (65)

wobei p(p, T') die dynamische Viskositdt ist.

Da die Stromlinien nur sehr schwach gekriimmt sind, ist der Druckgradient in y-
Richtung sehr klein. Die Bewegungsgleichung in y-Richtung vereinfacht sich daher
zu

Ip
-— =0 6.6
5 =0 (6.6
oder p = p(x). Damit lauten die approximierten Bewegungsgleichungen
ou ou dop 0 ou
= — =—5t=—\ux 6.7
puax—i—pvay 8x+8y (May) ’ (6.72)
p = p(x). (6.7b)
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Oqy
+ —==d
Try
e ————
Ou dy
dy dy 2
Ou dy Tzy
Oy 2 1‘111
dz z

Abbildung 6.3.: Bilanzierung der Wirmequellen (mitbewegtes Koordinatensystem).

Im allgemeinen wird zur Beschreibung der Stromung noch der Energiesatz (1.
Hauptsatz der Thermodynamik in einem mit dem betrachteten Fluidelement mit-
bewegten Bezugssystem) bendtigt. Die dem Volumenelement zugefithrte Wirme
und die am Element verrichtete Arbeit pro Zeiteinheit ist (sieche Abb. 6.3, ¢, ist die
Wirmestromdichte in y-Richtung)

L
dzdy dy

dady + Tmyg—dedy} - —%—2@’ + Tmyg—z. (6.8)

Mit diesen Energiequellen erhélt man aus (1.24)

p{Dh 1Dp] _ Oy Ou (6.9)

Hierbei wurde schon die fiir diinne Schichten zuldssige Naherung

0qy
< 8—y

‘8%‘ (6.10)

ox

beriicksichtigt (die Wérmestromdichte variiert nur langsam in z-Richtung).
Im weiteren setzen wir die Giiltigkeit des Fourierschen Wirmeleitungsgesetzes

voraus
oT
= —-A— 6.11
Qy ay ’ ( )

wobei A\(p, T') die Warmeleitfahigkeit ist. Dann erhélt man schliefllich den Energie-

satz in der Form
Dh 1Dp o (. 0T ou\ >
= - A - . 6.12
p{Dt th} 0y<8y>+u(8y> (6.12)
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y i
L
Schmier- Gleitachuh
fiissigkeit — Gleitschu
hi
ho \ h(z)

NN .

U

Abbildung 6.4.: Geometrie eines Gleitschuhs mit Spaltweite h(z).

6.1. Grundlagen der hydrodynamischen
Schmierungstheorie

Die Fahigkeit eines Gleitlagers oder Spurlagers, Belastungen aufzunehmen, ohne
daB es dabei zu einer Beriihrung zwischen Welle und Lagerschale kommt, beruht auf
dem hohen Druck, der sich bei der Stromung einer zihen Fliissigkeit (Schmiermittel,
2.B. Ol) zwischen zwei relativ zueinander bewegten Flichen einstellt, wenn die
Spaltweite klein ist und die Flachen leicht zueinander geneigt sind. Da es uns hier
nur um die grundsétzlichen Eigenschaften solcher Stromungen geht, wollen wir im
folgenden den Einflufl von Dichteéinderungen vernachlissigen und setzen p = const.
Dariiber hinaus beschréanken wir uns auf die Untersuchung der Stromung in einem
Spalt der Hohe h(x) zwischen einem Gleitschuh und einer bewegten ebenen Wand

(Abb. 6.4).

6.1.1. Skalierte Gleichungen

In nahezu allen wichtigen Féllen von praktischer Bedeutung kénnen die oben abge-
leiteten Grundgleichungen noch weiter vereinfacht werden. Um das zu sehen, fithren
wir in den Gleichungen (6.1), (6.4) und (6.5) voriibergehend dimensionslose Grofien
ein, die wir durch einen Stern (*) kennzeichnen,

) . UL
u=Uu", v= Vv, p:MOﬁp7
= poft", r = La*, y=Hy", (6.13)

wobei H und pg charakteristische Werte von h und p darstellen. Damit wird aus
der Kontinuitatsgleichung (6.1)

ou* VL ov*
= 0. .14
ox* + UH 0y* 0 (6.14)
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Diese Beziehung ist nur dann sinnvoll, wenn VL/(UH) = O(1) die GréBenordnung
O(1) aufweist. Deshalb kénnen wir ohne Einschréankung die vertikale Geschwindig-

keitsskala

H
— U= 1
V=UZ (6.15)

wéhlen. Sie skaliert also mit dem kleinen Hohen-zu-Léngenverhéltnis H/L. Die -
Komponente der Bewegungsgleichung (6.7a) 1a8t sich damit schreiben als

U/ ,ou Lou’ o Op* o O Lou*
J— _ — -1
<u ox* v 8y*) pH? Ox* + pH? Oy* a oy* )’ (6.16)

L

oder, mit py = pv,

ou* ou* op* 0 ou*
* * * — * .1
Re <u p + v 8y*) - + By (,u &y*) , (6.17)
wobel ,
UL (H
Re* = — [ — 6.1
e > <L) (6.18)

die um den kleinen Faktor (H/L)? reduzierte Reynoldszahl bedeutet.

6.1.2. Schleichende Stromung

Meist ist Re® < 1. Dann spricht man von schleichender Strémung. Dann konnen
die Tragheitkréfte vernachlissigt werden und die Bewegungsgleichung in z-Richtung
reduziert sich auf das Gleichgewicht zwischen Druck- und Schubspannungskréften

op* 0 ou*
= — * 1
0 o * oy* (ﬂ 8y*) ’ (6.19)

oder unter Verwendung dimensionsbehafteter Groflen

op 0 [ ou

Integration von (6.20) iiber y liefert dann wegen p = p(x)

ou dp

— =y— + Ci(x). 6.21
Moy ~ Vit 1 () (6.21)
Zur weiteren Vereinfachung sei noch p = const. angenommen. Dann kann noch eine
weitere Integration ausgefiihrt werden

y* dp

pu = + Ci(z)y + Cy(x). (6.22)
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Die Randbedingungen fiir das Gleitschuh-Problem (6.4) lauten

u(y=0)="U, (6.23a)
uly = h(x)] =0. (6.23b)

Wenn man diese Randbedingungen in der allgemeinen Losung verwendet, erhélt
man fiir die Integrationskonstanten

Cy(z) = pU = const., (6.24a)
hdp U

d U
L2 —yh) 4= (h—y). (6.25)
dl’%,_/ h N——

<0 >0

Der erste Term auf der rechten Seite entspricht dem Hagen-Poiseuille-Anteil der
Stromung, die durch den Druckgradienten dp/dz verursacht wird. Der zweite Term
entspricht dem Couette-Anteil der Stromung, der durch die Relativbewegung der
Berandungen bewirkt wird. Die beiden Effekte treten hier als Superposition auf,
weil (6.20) eine lineare Differentialgleichung fiir u(y) ist.

Um die z-Abhéngigkeit von p(z) und damit von u(x,y) zu erhalten, betrachten
wir den Volumenstrom pro Tiefeneinheit V. Dazu integrieren wir u(z, ) iiber y und
bekommen

: h r® dp Uh
V= dy = —— 2 4+ —— 6.26
/0 R R T (6:26)

Die Kontinuititsgleichung fordert V() = const. Aus dV /dz = 0 folgt

d (h3dp dh
— (=) = U=, 27
dz (u dx) 6de (6.27)
Gleichung (6.27) ist ein Spezialfall der sogenannten Reynoldsgleichung fir Spaltstro-
mungen.” Wenn man (6.26) formal nach dp/dz auflést, kann man auch schreiben

dp  12p (Uh -\ h—h

wobei h = 2V /U die Bedeutung einer Integrationskonstante hat.” Damit haben wir
p(z) auf h(x) zuriickgefiihrt.

!Dies ist nicht zu verwechseln mit den Reynolds-gemittelten Gleichungen fiir turbulente Stro-
mungen.

2h bedeutet hier nicht eine Mittelung des Spalthohe. Es ist die Spalthohe, bei welcher der Druck
eine Extremum (Maximum) hat.
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L
N
hO I —————
N N\ z

Abbildung 6.5.: Keilspalt.

6.1.3. Keilspalt

Um die Druck- und Geschwindigkeitsverteilung zu berechnen, betrachten wir den
Spezialfall, daf3 die Weite des Schmierspalts linear mit x variiert. Dann ist

T

h(z) = ho (1 - Z) (6.29)

mit A = const. Mit den Geometrieparametern aus Abb. 6.5 ergibt sich die Bezie-

hung
ho hy

dh = —de =7 de. (6.30)
Zur Charakterisierung der Geometrie definieren wir den Verengungsparameter
Dann gilt
ho A L
K=—-1=———-1=— .32
hy A—-L A-1L (6.32)
und man erhélt
L
de = — thdh. (6.33)

Wenn man diese Beziehung in der Gleichung fiir den Druckgradienten (6.28) ver-
wendet, erhdlt man

6uUL (1 h
_ - . 34
dp i <h2 h3) dh (6.34)
Einfache Integration liefert
_ 6pUL 1 h

Wenn man die Randbedingungen

p(x =0) = p(h = ho) =0, (6.36a)
plrx =L)=plh=hy) =0, (6.36b)
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einsetzt, erhilt man zwei Gleichungen fiir die beiden Integrationskonstanten A und

C

1 h
-+ 4 6.37
0 I + o0 +C, (6.37a)
1 h
-+ 4. 6.37b
0 Tt T + ( )

Die Auflésung dieser in h und C' linearen Gleichungen liefert

2hohy

h = .

ho bl (6.38a)
1
C = ) 6.38b
ho + hy ( )
Damit erhalten wir
6uUL |1 hoh 1

plhz)) = 2= o (6.39)

K b B2(ho+h) ho+h]

Wenn man dimensionslose Gréflen mit Langenskala H = hy in y-Richtung ver-
wendet, lauten die dimensionslose Spaltweite und der dimensionslose Druck (siehe
(6.13)), dem wir noch einen Faktor 6 spendieren,

h
h* = — 6.40
hi
t = : 6.40b
P = aUn? (6.40b)
Damit ergibt sich die dimensionslose Druckverteilung
1 [1 K+1 1

pr=—|—— i — (6.41)

K | (K+2)h?* K+2|

Wie man aus (6.28) unmittelbar erkennt, tritt das Maximum des Druckes bei h = h
auf. Wenn man diese Bedingung auswertet, erhélt man

- K (6.42a)
= , A42a

Prmax = 4K ¥ 1) (K + 2)
o 6,lLUL (ho — h1)2

Pmax = 55 K dhohi(ho + 1)

(6.42b)

Die Druckverteilung entlang dem Spalt und die charakteristischen Geschwindig-
keitsprofile sind in Abb. 6.6 dargestellt.

Als Ma8B fiir die vom Schmierspalt iibertragene Kraft fithren wir den mittleren
Druck p ein

1L
5= — de. 4
pL/OPx (6.43)
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%
-
p .
__—nur Couette-Anteil
T —
0 L/2 h L z

Abbildung 6.6.: Druckverteilung entlang dem Keilspalt und typische Geschwindig-
keitsprofile. An der mit h bezeichneten Stelle ist die Spaltweite h = h und das Ge-
schwindigkeitsprofil linear (Couette).

Wenn man die Integration iiber dz durch Integration iiber dh entsprechend (6.33)
ausdriickt und fiir p (6.39) verwendet, ergibt sich

L M 6uUL? [ [1 hoha 1
Lp=— h)dh = —— - dh, (6.44
P="0K ), p(h) R K> /h [h W2(ho + h1)  ho + hl]  (6:44)
und nach Integration
h? 1 hoh ho 1™ 1 [ hy 2(ho—h
L p=— |Inh+ o = — ln—O—M

6,lLUL K2 h(ho + hl) ho + h1 hy K2 h1 ho + h1

(6.45)

Wenn man die Sommerfeldzahl als Maf fiir den mittleren Druck
einfithrt
phi
0:= ,
6uU L

(6.46)

und in (6.45) K verwendet, dann erhdlt man den normierten
mittleren Druck in der Form

2K
Arnold Johannes S0 = K? In(1 + K) K+2]| (6.47)
Wilhelm
Sommerfeld Dies ist das Ahnlichkeitsgesetz fiir die Stromung durch einen
1868-1951 Gleitschuh. In Abb. 6.7 ist So(K) fiir verschiedene Tiefen (in
z-Richtung) gezeigt.
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(a) (b)

0.2 ' ' ' ' T T T T T T T T
0-16
0-14
0.15 I
0-12
1 6So -
0-10

650 0.1

008

0-06

0.05

Abbildung 6.7.: (a) Sommerfeldzahl als Funktion des Verengungsparameters K (Keil-
spalt) nach (6.47). In (b) ist der EinfluB des Tiefen-/Léngenverhéltnis (Parameter b/L)
des Gleitschuhs dargestellt (aus Cameron 1976).

K 0 0.5 1 1.5 2 3 4
X 0.5 0.5404 0.5687 0.5902 0.6074 0.6338 0.6536

Tabelle 6.1.: Normierte Kraftangriffspunkte X* als Funktion des Spaltparameters K.

Fiir K = O(1) (ho/hy 2 2) ist auch So = O(1). Gleichung (6.46) liefert dann
_ 6uU L
5= ( “h2 ) . (6.48)
1

Bei kleinen Spalthchen konnen also sehr grofie Kréfte iibertragen werden.

Die Berechnung des Kraftangriffspunktes X erfolgt iiber das Drehmoment bzgl.
z=0

L
pLX = / p(z)x dx, (6.49)
0
und fiithrt zu dem Ergebnis (siehe z.B. Cameron (1976), S. 53)

. X 2B+ K)(1+K)n(1+K) — K(6+5K)
X=7= 2K[(2+ K)In(1 + K) — 2K] ' (6:50)

Diese Funktion ist in Abb. 6.8 dargestellt. Einige numerische Werte sind in Tabelle
6.1 angegeben.
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0.8
0.75 | |
0.7 - .
X/Lo.65 - ]
0.6 |

0.55 - _

05 | | | | | | | |

Abbildung 6.8.: Angriffspunkt der Kraft X/L im Schmierfilm eines Keilspalts als Funk-
tion des Spaltparameters K.

6.2. Laminare Grenzschichten

Wie wir schon frither gesehen haben, ist die Reynoldszahl

UL
_I/

Re (6.51)

ein wichtiges Ma$ fiir die relative Bedeutung von Triigheits- (~ U?/L) zu Reibungs-
kriften (~ vU/L?) in der Stromung eines Fluids, wobei U eine charakteristische
Geschwindigkeit und L eine charakteristische Linge darstellen. Die kinematische
Viskositdt wird mit v bezeichnet.

Betrachtet man den Grenziibergang v — 0 bei festen Werten von U und L, so er-
kennt man, daf fiir Re — oo der Einflufl der Reibung unbedeutend ist und somit die
Stromung naherungsweise als reibungsfrei betrachtet werden kann. Es gelten dann
die Ergebnisse der Potentialtheorie, die wir in den fritheren Abschnitten behandelt
haben. Es ist aber Vorsicht geboten, denn diese Aussage gilt nicht in unmittelbarer
Néhe fester Wiande. Denn die Haftbedingung kann von einer reibungsfreien Stro-
mung nicht erfiillt werden. Vor dem viskosen Term V2@ steht nimlich der Faktor
Re™! — 0. Wenn man den viskosen Term vernachlissigt, verliert die Differenti-
algleichung die Terme mit den hochsten Ableitungen. Die hochsten Ableitungen
bestimmen aber die Anzahl der Randbedingungen. Daher kann die reibungsfreie
Stromung (ohne den viskosen Term) nicht alle drei Randbedingungen (u, v, w) =0
(Relativgeschwindigkeiten) erfiillen.

Fiir sehr kleine Viskositét, oder besser fiir grofe Reynoldszahlen Re > 1, erfolgt
die Geschwindigkeitsabnahme auf den Wert 0 an der Wand in einer diinnen Schicht
nahe der Wand. Diese Schicht wird Grenzschicht genannt. Vergleiche zwischen der
Potentialstromung und der Grenzschichtstromung sind in Abb. 6.9 und 6.10 gezeigt.
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Potentialtheorie Grenzschicht

U

T

LSS S
Haftbedingung

Abbildung 6.9.: Vergleich der Stromung in der Néhe fester Winde: (a) reibungsfreie Stro-
mung, (b) schnelle reibungsbehaftete (viskose) Stromung.

Haftbedingung

Abbildung 6.10.: Unterschied zwischen Potential und Grenzschichtstréomung in Wandné-
he.

Die Stromung innerhalb der Grenzschicht wird durch die bereits hergeleiteten Be-
ziehungen fiir diinne Reibungsschichten beschrieben. Auflerhalb der Grenzschicht,
wo die Beziehungen der Potentialtheorie gelten, sind im allgemeinen die Beschleu-
nigungsterme in den Bewegungsgleichungen von Bedeutung. Dies legt nahe, daf sie
auch in der Grenzschicht beriicksichtigt werden miissen. Aus den Gleichungen fiir
diinne Reibungsschichten in dimensionsloser Form erkennt man, dafl dies gleichbe-
deutend ist mit (siehe (6.18))

. UL [§)°
neg

wobei ¢ eine charakteristische Grenzschichtdicke bedeutet. Daraus folgt unmittelbar
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Strémung

eine Abschéitzung fiir die Grenzschichtdicke

5:LO<\/;_6):O< %) (6.53)

In Ubereinstimmung mit den fritheren Uberlegungen gilt /L < 1 fiir Re > 1. Die
zu losenden Grenzschichtgleichungen lauten damit (vgl. (6.7) und (6.12))

pu, Opv

— 54
3 oy 0, (6.54a)
ou du\ dp 0 ou
f <a— ! a—y) = oy (“a—y) ’ (6:540)
or T dp 8 [.0T ou\”
pCp (u% + Ua—y> = ua + a—y (Aa—y> + % <8_y) . (654(3)

Wegen dp/0y = 0 (siehe (6.6)) wird der Druck p(x) in der Grenzschicht durch die
reibungslosen Auenstromung (Potentialtheorie) aufgepriagt. Der Druck kann aus
der AuBlenstrémung iiber die Bernoulli-Gleichung fiir eine Wandstromlinie mit der
reibungsfreien Wandgeschwindigkeit U(z) in Beziehung gesetzt werden

dp dU
—— = pU—. 6.55
de 7 ar (6.55)

6.3. Laminare Grenzschicht an einer ebenen Wand in
einer inkompressiblen Stromung

Um das Problem zu vereinfachen, wollen wir in diesem Abschnitt annehmen, dafl
die Dichtednderungen vernachlissigbar klein sind, so dal p = const. ist. Im Rah-
men dieser Néherung ist es dann vielfach auch gerechtfertigt, die Anderungen der
Stoffwerte A und g mit der Temperatur 7" zu vernachlédssigen und A\ = const. und
i = const. zu setzen. Weiter nehmen wir an, daf die Stromung einer ebenen Plat-
te folgt. Die Potentialtheorie liefert hierfiir eine konstante Wandgeschwindigkeit
U = U, = const., die gleich der ungestorten Anstromgeschwindigkeit U, ist. Aus
(6.55) folgt dann, dafi auch der Druck p = const konstant ist. Damit vereinfachen
sich die Grenzschichtgleichungen (6.54) zu

ou Ov

i M | 6.56
ox + oy ’ (6.562)
ou ou 0%u
e D e .56b
uax+vay V@yz’ (6.56D)
or  or  0*T v [0u\?
el R I e 6.56
Y or +v8y K8y2 +cp <8y) ' (6.56¢)
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Abbildung 6.11.: Grenzschichtdicke 0 nach (6.69) als Funktion des Abstands = von der
Vorderkante einer angestromten Platte (gestrichelt). Die Geschwindigkeitsprofile sind in
blau angedeutet. Alle Léngen sind in Einheiten von 4v/U,, angegeben. Das Geschwin-
digkeitsdefizit ist grau angedeutet.

wobei k die thermische Diffusivitét ist. Die Randbedingungen lauten

y=0: u=v=0 (Haftbedingung), (6.57a)
T

T =Ty oder g— = 0 (adiabatische Wand), (6.57b)
Y

y=00: u=U, T=T. (6.57¢)

Wegen der Konstanz der Stoffwerte kann die Geschwindigkeitsverteilung unabhdngig
von der Temperaturverteilung berechnet werden. Wir werden uns hier mit der Be-
stimmung der Geschwindigkeitsverteilung in der Grenzschicht beschéftigen, fiir die
Ermittlung der Temperaturverteilung wird auf die weiterfithrende Vorlesung Wir-
metibertragung verwiesen. Die Stromungsverhéltnisse in Wandnéhe sind in Abb.
6.11 skizziert.

Zur Bestimmung der Geschwindigkeitsverteilung in der Grenzschicht ist zweck-
méaBig, die Stromfunktion )

_y %
0y’ - Oz’

u (6.58)

in gewohnter Weise einzufiihren. Dann lautet die Bewegungsgleichung in z-Richtung

(6.56b)
wywym - wxwyy = wayy- (659)

Dies ist eine nichtlineare partielle Differentialgleichung dritter Ordnung mit den
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Strémung
Randbedingungen
Uy =0) =0, (6.60a)
byly = 0) =0, (6.60b)
Yy(y = 0) = Us. (6.60c)

Wie schon in Kap. 6.1.1 versuchen wir, die Gleichung und ihre Losung in dimensi-
onsloser Form darzustellen. Wegen u = 0v¢/0y = O(Us,) muf} die Stromfunktion in
der Grenzschicht von der GréBlenordnung ¢ = O (Uxd) sein. Mit der Grofienord-
nung der Grenzschichtdicke 6 = \/vL/Us (6.53) skalieren wir deshalb die Strom-
funktion mit der Skala /v LU,

= VLU Y*(z*, y"), (6.61)

wobei wir die dimensionslosen Koordinaten
« Y
und  y* = s=\ oY (6.62)

verwenden.

Bisher hatten wir die Lénge L der Platte nicht spezifiziert. Fiir den Fall einer
halbunendlich ausgedehnten Platte L — oo darf die Losung 1 nicht von der Linge
L abhéngen. Damit v fiir alle Werte von z* und y* unabhéngig von L ist, darf ¢
nur von der Ahnlichkeitsvariablen

v WERE | [ 6
TvE T e Ve '

abhéngen. Die Ahnlichkeitsvariable 7 ist derart aus z* und y* konstruiert, so dafl

L aus 7 eliminiert ist. Dariiber hinaus muf} fiir eine vollstindige Elimination von

L auch noch der Faktor \/f vor ¢* in (6.61) kompensiert werden. Um dies zu
erreichen, machen wir den Ahnlichkeitsansatz

V) = Ve fn) = Play) = VvUsaf(n (6.64)

Wenn wir diesen Ansatz in (6.59) einsetzen und die partiellen Ableitungen

u =1, = (6.65a)
— Uy \/ = ") (6.65D)
Yy =~ f’”(n ), (6.65¢)

—U = 1/}:1: = 5 \/ ;OV (f - nf/>7 (665d>

Uso NG % 7
?/ny = g(f - 77f) - 77f ) (6656)

2
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1.2

f/:u/Uoo

1 L
0.8 r
0.6 1 (nf' = £)/2~v
0.4

0.2t I/~ Ty

0L e ‘
0 2 4 45 6 8 10

Abbildung 6.12.: Blasius-Profil u(n) (blau) fiir die Grenzschichtstromung entlang einer
halbunendlichen, ebenen Platte. Auflerdem ist die Abhéngigkeit der Normalgeschwindig-
keit v (griin) und der Schubspannung T, (rot) von 7 gezeigt.

beachten, erhalten wir die gewohnliche Differentialgleichung fiir f(n)

2f" + ff" = 0. (6.66)

Dies ist die Blasius-Gleichung (Blasius 1908). Die Losung mufl den Randbedingun-
gen

f(0) =0, (6.67a)
'(0) =0, (6.67b)
f'(o0) = 1. (6.67¢)

geniigen. Die Blasius-Gleichung ist eine gewohnliche aber nichtlineare Differenti-
algleichung und mufl numerisch gelést werden. Die Losung ist Abb. 6.12 gezeigt.
Abbildung 6.13 zeigt einen Vergleich mit gemessenen Werten.

Fiir die v-Komponente am Grenzschichtrand n — oo erhélt man

Voo i= V(1 — 00) = 4/ UO;U (nf 2_ /)

Die Grenzschichtdicke 18t sich nicht in eindeutiger Weise angeben, da die Rei-
bungswirkung in der Stromung nach auflen nur asymptotisch abnimmt. Das Ge-
schwindigkeitsprofil u(n) geht fir n — oo asymptotisch in U, iiber. Daher kann
man d(z) als den Abstand von der Platte definieren, an dem die Geschwindigkeit
u = 0.99u,, ist. Aus den numerischen Ergebnissen und nach Nach Abb. 6.12 liegt
dieser Punkt bei n = 5.0. Mit (6.63) gilt dann

Soo(x) ~ 5.0, /5,—:”. (6.69)
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6.3. Laminare Grenzschicht an einer ebenen Wand in einer inkompressiblen

Strémung
w //,—wr-» -ty

08 +—
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ar b /
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Abbildung 6.13.: Geschwindigkeitsprofil der Plattengrenzschichtstromung — Vergleich
von Theorie und Experiment (Landau & Lifschitz 1991).

(a) (b)
y A : y A
" 4’ ,,,,, 099
e EE— ] —»
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, L0 -

Abbildung 6.14.: Die Verdréngungsdicke d;(x) ist die Dicke, um welche ein reibungsfrei
stromendes Fluid verdriingt werden muf (a), damit der Volumenstrom (graue Fliche V')
im gleichen Mafle verringert wird wie durch den Einflu} der Reibung in einer viskosen
Grenzschicht der Dicke dgg(x) (b).

Diese Definition der Grenzschichtdicke hat den Nachteil, dal 6 von der geforderten
Genauigkeit abhéangt.

Ein physikalisch sinnvolleres Maf fiir die Grenzschichtdicke stellt die Verdrdn-
gungsdicke 6; dar. Durch das Anwachsen der Grenzschichtdicke in z-Richtung wird
eine immer dicker werdende Fluidschicht um das Geschwindigkeitsdefizit Uy, — u
verlangsamt (grau in Abb. 6.14). Dadurch wird der Volumenstrom in z-Richtung
um [, (Ux — u) dy vermindert. Als Folge muff das Fluid seitlich ausweichen, was
zu der v-Komponente in der Grenzschicht fiithrt. Zur Beschreibung des Verdrin-
gungseffekts wird die Verdrdangungsdicke 61(x) eingefiihrt. Dazu betrachtet man die
retbungsfrere Stromung iiber eine ebene Platte mit endlichen Dicke ¢;. Gegeniiber
einer unendlich diinnen Platte ist der Volumenstrom iiber die endlich dicke Platte
um 061 Uso dy = Usdy verringert (Abb. 6.14a). In einer Grenzschicht iiber einer un-
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endlich diinnen Platte ist der Volumenstrom gegeniiber der reibungsfreien Stréomung
auch vermindert, und zwar um [~ (Us —u)dy (Abb. 6.14b). Die Verdréingungsdicke
einer Grenzschlcht ist dann so definiert, daf§ der Verdrédngungseffekt einer reibungs-
freien Stromung iiber einer dicken Platte mit der Dicke d;(x) gleich ist mit dem
Verdringungseffekt in einer Grenzschicht iiber einer unendlich dimne Platte (Abb.
6.14). Fiir die so definierte Verdrangungsdicke gilt dann (konstante Dichte)

"Us = / (Uso — u)dy, (6.70)
0

8y = /OOO (1 - U—@) dy. (6.71)

Mit u/Us = f'(n) und dy = (va/U,,)"/%dn ergibt sich

v [ Na.  [vx
=T [ == [ = (6.72)

Durch Differentiation nach x ergibt sich

d51 1 1% ,
o~ 3\ Umx[nf — fln—soos (6.73)

und durch Vergleich mit (6.68) findet man

also

ddy

S Voo (). (6.74)

Diese Beziehung gilt ganz allgemein und zeigt die physikalische Bedeutung von 9.
Fiir den Fall der ebenen Platte erhélt man

51(z) = 1.72, /(’;—x ~ 0.344 x 8o (). (6.75)

Zur Bestimmung des Reibungswiderstand der angestromten Platte ist schlie8lich
die Wandschubspannung von grofler Bedeutung. Fiir sie gilt

= Uy g—z ” \/ f” (6.76)
- ~—
/U /v

Daraus ergibt sich fiir den lokalen Reibungsbeiwert c}:

! = v 1 ~ 4 . .
() U2 /2 ”U . 0.66 ﬁ/ U2 (6.77)
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Strémung

Es ist zweckméafig, die lokalen Reynoldszahl

Re, = =7 (6.78)

v

einzufithren. Damit konnen die wichtigsten Ergebnisse zusammengefafit werden

0.664
= TR (6.79a)
w 0.8604
Yoo _ 08604 (6.79b)
z vRe,

1.72
o _ 1.7208 (6.79)

T VRe,

Der Reibungswiderstand fiir eine Plattenseite und einen Streifen mit Lénge L von
der Vorderkante in z-Richtung und Breite b in z-Richtung lautet

L
D:b/»m@mm (6.80)
0
Fihrt man den Widerstandsbeiwert ¢p ein
2D (6.81)
Cp =5 :
P Uz /2L
so erhélt man fiir den Widerstandsbeiwert der ebenen Platte der Lénge L
1.328
= (6.82)

Cp = /—ReL ’

wobei Rej, die mit der Plattenldnge gebildete Reynoldszahl ist.

6.3.1. EinfluB des Druckgradienten auf das Grenzschichtprofil:
Ablosung der Stromung

Wir haben bisher nur den Sonderfall behandelt, daf§ der in die Grenzschichtgleichun-
gen eingehende Druck konstant ist (Plattengrenzschicht). Meist dndert sich auch
der Druck mit der Lauflinge z, im allgemeinen miissen dann die Grenzschicht-
gleichungen numerisch gelést werden. Ahnlichkeitslosungen lassen sich aber finden
(ohne Beweis), wenn die aus der reibungsfreien Theorie bestimmten Wandgeschwin-

digkeit die Form
U(x) . 2 ax]"
—L =K"= 6.83

Uy {(1 +m) L} (6.83)
hat, wobei K > 0 und U; > 0 beliebige Konstanten darstellen und m ein kleiner
Exponent ist. Mit

U /
= 6.84
oA (6.84a)
1
p =gy /D UE) (6.84b)
2 VT
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Abbildung 6.15.: Geschwindigkeitsprofil und Schubspannung fiir die Falkner-Skan-
Gleichung (6.85) nach Gersten & Herwig (1992).

geniigt f dann der gewohnlichen Differentialgleichung

T+ B - ) =0, (6.85)

die als Falkner-Skan-Gleichung bezeichnet wird und wobei 5 = 2m/(m + 1). Mit
diesen Gleichungen 148t sich der Effekt einer beschleunigten (m, 3 > 0,p'(z) < 0)
und verzogerten Stromung (m, 5 < 0, p'(x) > 0) beschreiben. Die Randbedingungen
lauten wie friither

£(0) = f(0)
f'(0)

Einige numerische Ergebnisse sind in Abb. 6.15 dargestellt. Man kann zeigen, daf3
im Falle eines Druckanstiegs fiir —0.199 < < 0 neben Losungen, in denen die
Geschwindigkeit u stets positiv ist, weitere Losungen existieren (nichtlineare Glei-
chung), fiir welche das Geschwindigkeitsprofil Riickstromgebiete aufweist.

In unmittelbarer Wandnéhe sind v und v sehr klein. Dann kann man in der
Impulsgleichung in z-Richtung (6.54b) die nichtlinearen Terme vernachlissigen, da
sie quadratisch klein sind. Damit gilt in Wandnéihe ganz allgemein (unabhéngig von
einer Ahnlichkeitslosung)

0, (6.86a)
1. (6.86D)

W _ o
de  Oy*|,_y

Fiir die Plattengrenzschicht mit p’ = 0 gilt an der Wand 0%*u/9y* = 0. Das Ge-
schwindigkeitsprofil weist an der Wand einen Wendepunkt auf. Fiir p/(z) < 0 (Be-
schleunigung) ist die Kriimmung des Geschwindigkeitsprofils {iberall negativ und
es existiert kein Wendepunkt. Im Fall p'(z) > 0 (Verlangsamung) weist das Profil
einen Wendepunkt auf (Abb. 6.16).

Bei einem weiterem Druckanstieg in Stromrichtung wird die Stromung in Wand-
nihe weiter verlangsamt bis sie an einem Punkt A zum Stillstand kommt. Weiter
stromab kommt es dann zu einem Riickstromgebiet (Abb. 6.17). Dieser Vorgang

(6.87)

142 4. €. Rublmann, A. Kluwid

Strémungsmechanik 2



6.3. Laminare Grenzschicht an einer ebenen Wand in einer inkompressiblen
Strémung

Abbildung 6.16.: Geschwindigkeitsprofile fiir beschleunigte (gestrichelt) und verzogerte
Grenzschichten (lang gestrichelt). Im Falle einer Verzogerung tritt ein Wendepunkt (WP)
auf.

Ay

Abbildung 6.17.: Schematische Darstellung der Stromung in der Néhe des Ablésepunk-
tes. Die Stromlinien sind blau, die Profile der Horizontalgeschwindigkeit , die
separierende Stromlinie gestrichelt und die Linie verschwindender Horizontalgeschwin-
digkeit gepunktet. Beachte, dafl die y-Achse stark gestreckt ist.

wird Ablosung genannt. Die Losung der klassischen Grenzschichttheorie endet im
Ablésepunkt A. In diesem Punkt verschwindet die Wandschubspannung 7,,, denn
dann ist Ou/ 8y}y:0 = (. Das Riickstromgebiet kann man mit der klassischen Grenz-
schichttheorie nicht mehr behandeln. Da der Ablosepunkt in einem Gebiet liegen
muf, in dem 9%u/dy? > 0 ist, muB die Ablosestelle im Gebiet eines Druckanstiegs
(p'(z) > 0) liegen.

In vielen Féllen mochte man die Ablosung der Stromung vermeiden, weil da-
mit ein betriachtlicher Anstieg des Widerstands verbunden ist (Tragfliigel) oder
weil sich die Topologie der Stromung in ungiinstiger Weise dndert (z. B. bei einer
Diffusorstromung). Wenn die Stromung vom Tragfliigel abreifit, wird ein weiterer
Druckanstieg der &ufleren Stromung hinter dem Ablésepunkt verhindert. Damit re-
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Abbildung 6.18.: Zylinderumstromung bei Re = Uyd/v = 9.6 (a), 13.1 (b), 26 (c), 41
(d) und 2000 (e). Die Aufnahmen (a)—(d) stammen von S. Taneda (siehe auch Taneda
1955, 1956) und (e) stammt von H. Werlé (ONERA) (Werlé & Gallon 1972, Van Dyke
1982). Fiir Re 2 47 wird die Stromung zeitabhéingig und es entsteht im Nachlauf die

Karmansche Wirbelstrafle.

duziert sich aber die Druckkraft in Vorwértsrichtung, was netto zu einem héheren
Widerstand fiihrt. Dies ist der Druck- oder Formwiderstand im Unterschied zum
Reibungswiderstand. Um die Ablésung zu verhindern, darf sich der Tragfliigel nur
sehr langsam verjiingen.

Wie hinter umstrémten Kérpern verlangsamt sich auch beim Diffusor die d&uflere
Stromung. Der damit verbundene Druckanstieg kann auch hier zur Ablosung fiithren.
Die Verlangsamung der Stromung wird zum Teil durch den Verdréangungseffekt der
Grenzschicht wettgemacht, so dafl eine hinreichend langsame Erweiterung nicht zur
Ablosung fithren musf.

Die Entwicklung der abgelosten Stromung hinter einem quer angestromten Zylin-
der bei Erh6hung der Reynolds-Zahl ist in Abb. 6.18 gezeigt. Abgeloste Strémungen
sind meist zeitabhéngig. Sie treten insbesondere an scharfen Kanten auf.

6.4. Impulssatz fiir inkompressible Grenzschichten

Wir gehen von der Kontinuitédtsgleichung und der Bewegungsgleichung in -
Richtung fiir inkompressible Grenzschichten aus.

ou  Ov
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ou  Ou  1dp 0%u

— — = ——— — 6.88b
u8x+U8y pdx+yﬁy2’ (6.88b)
1dp dU
————=U—. 6.88
pdx dx (6.88¢)

Unter Beriicksichtigung der Kontinuitétsgleichung kann die Bewegungsgleichung
auch in der Form

0, 4 0 dU 0*u
— — =U— —. 6.8
. (u®) + o (uwv) =U . + y8y2 (6.89)
geschrieben werden. Multiplikation der Kontinuitdtsgleichung mit U(z) liefert
0 0 dU
2 — = u— 6.9
8x<Uu) + ay(Uv) U (6.90)

Subtraktion dieser beiden Beziehungen ergibt

0 0 dU o*u

(U — (U - ) e 6.91
Sl =)+ o 0]+ (U - =5 (69
Formale Integration tiber y in den Grenzen [0,00) (Integration iiber die Grenz-
schicht) liefert (der zweite Term verschwindet wegen v(y = 0) = 0 und u(y = c0) =
U)

/oo ﬁ[u(U —u)|dy +ov(U — u)\8°+d—U /OO(U —u)dy = — 1/@ OO, (6.92)
Jo N 0

ox dx 9 |y
~~ —0
% Jo7 w(U—u)dy Tw/p
mit 5
u
Tw = VP — . 6.93
o o (6.93)
Es gilt fiir die Verdrangungsdicke
Uéy :/ (U — u)dy. (6.94)
0
Weiter definieren wir die Impulsverlustdicke dy(x) durch
U?6y = / u(U — u)dy. (6.95)
0
Damit folgt
d W, 7
— (U6 —0 = — 6.96
dx (U70:) +U dz ' p ( )
und schlief3lich & L dU
2 Tw
— 4+ =—(202+ 1) = —. 6.97
& TT a2t = On (6.97)
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Abbildung 6.19.: Ubergang von einer laminaren zu einer turbulenten Grenzschichtstro-
mung.

Dies ist der Impulssatz fiir Grenzschichten nach von Karman (1921) von Karman
(1921). Nach Einfiihrung des sogenannten Formparameters

H=2 (6.98)
9o
laBt er sich auch in der Form
ddsy 1dU C'f
— L —— 2L ) =L .
e 4 i dx52( + H) 5 (6.99)

schreiben. Diese Form des Impulssatzes gilt nicht nur fiir laminare Grenzschichten,
sondern auch fiir turbulente Grenzschichten! Die Geschwindigkeit u ist im turbu-
lenten Fall jedoch durch den zeitliche Mittelwert w zu ersetzen.

Mit Hilfe dieser integralen Formulierung des Impulssatzes fiir Grenzschichten
kann man wichtige Kenngroflen erhalten, ohne die urspriinglichen Grenzschicht-
gleichungen numerisch 16sen zu miissen. Insbesondere 148t (6.99) Genauigkeitsab-
schiatzungen von Néherungen zu, bei denen z.B. das Geschwindigkeitsprofil in der
Grenzschicht durch eine einfache Funktion (Potenzfunktion oder Winkelfunktion)
approximiert wird.

6.5. Turbulente Grenzschicht an einer ebenen Wand
fiir inkompressible Stromungen

Experimente und Theorie zeigen, dafl die laminare Grenzschicht bei hinreichend
groflen Werten von Re, nicht mehr stabil gegeniiber kleinen Storungen ist. Fiir
Re, > Regpr mit

Regiis ~ 5 x 10° (6.100)

ist die Grenzschichtstromung turbulent (Abb. 6.19).
Ahnlich wie die turbulente Rohrstromung (siehe Grundlagen der Strémungslehre)
ist auch die turbulente Grenzschichtstrémung einer strengen Behandlung zur Zeit
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6.5. Turbulente Grenzschicht an einer ebenen Wand fiir inkompressible
Strémungen

a(y)

Abbildung 6.20.: Profil der mittleren Strémung (qualitativ) in einer turbulenten Grenz-
schicht.

noch nicht zugénglich. Wir beginnen daher auch hier zunéchst mit einer Dimensi-
onsanalyse. Da sich die Grenzschichtdicke mit der Lauflinge x nur langsam &ndert,
gehen wir ndherungsweise von der Vorstellung einer turbulenten Scherstréomung an
einer ebenen Wand aus (Abb. 6.20).

Fiir die zeitlich gemittelten Werte der Stromungsgeschwindigkeiten ist dann

u=u(y), v=0. (6.101)
Wegen des verschwindenden Druckgradienten p’(x) = 0 ergibt sich dariiber hinaus
T = const. = 7. (6.102)

Da wir sehr grofle Reynoldszahlen voraussetzen, wird der Einfluf} der inneren Rei-
bung vernachlissigt. Die Schubspannung 7 wird dann allein durch den turbulenten
Impulstransport hervorgerufen. Mafigebend dafiir ist der Geschwindigkeitsgradient
du/dy der zeitlich gemittelten Stromung.

Jetzt lautet die Frage: Wie mufl du/dy von y abhéngen, damit durch den turbu-
lenten Impulstransport in der Scherstromung eine konstante Schubspannung erzeugt
wird? Dazu setzen wir voraus, daf§ du/dy eindeutig durch die Vorgabe der Grofien

Tw, p und y festliegt,
W s pry) (6.103)
— = f(Tw, p,y). :
dy 2%
Aus den Groflen 7, und p kann eine Gréfe mit der Dimension einer Geschwindigkeit
gebildet werden, die sogenannte Schubspannungsgeschwindigkeit u.,,

U i= o[ —. (6.104)

Durch Dimensionsanalyse (siehe Skriptum Grundlagen der Stromungslehre) findet

man 4z
U Uy
— =0C1— 6.105
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turbulente Scherschicht

Ubergangsschicht

[N

-
laminare Unterschicht

Abbildung 6.21.: Profil der mittleren Stromung (qualitativ) in einer turbulenten Grenz-
schicht.

Integration dieser Beziehung ergibt

ui —omY (6.106)

Yo
mit den beiden Konstanten C; und yo. Aus (6.106) folgt u(y — 0) — —oo, d.h.
die obige Dimensionsanalyse liefert in unmittelbarer Wandnéhe ein unphysikalisches
Ergebnis. Dieser Widerspruch wird aufgelost, wenn man beachtet, dal an der Wand
y = 0 die turbulenten Schwankungen verschwinden miissen (v’ — 0, v — 0), weil
in Wandnéhe die innere Reibung von Bedeutung ist. Die Schicht in der Néhe der
Wand, in der der Einflul der Zahigkeit dominant wird, nennt man Wandschicht.
In der laminaren Unterschicht gilt ndherungsweise

dii
T =Ty~ pl/d—Z. (6.107)
Wegen 7,/p = u,? gilt somit
do >
— ~ 6.108
dy v ( )
In der turbulenten Scherschicht gilt hingegen
di
et (6.109)
dy y

Die fiir die Beschreibung der Stromung in der Wandschicht wesentlichen Grofien
sind 7,, p und v. Daraus a8t sich eine einzige Grofle mit der Dimension einer
Lénge bilden:

v | L =2 (6.110)
Tw  Us
Somit ist y
Yo =C—, (6.111)
Uy
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Strémungen

Yo

e

Abbildung 6.22.: Wandrauhigkeit.

Y
e
i —
—
oy <1
Defektregion ( Uso )

P

laminare Unterschicht ~ yo

= 1 2
1

—

v
Uoo
Abbildung 6.23.: Struktur der mitleren turbulenten Strémung in Wandnéhe.

wobei C' eine weitere positive Konstante bedeutet. Einsetzen in (6.106) ergibt

T _om¥ o om
” - Cl In Cl/ - Cl In by +Cl In C, (6112)
oder kurz ~
L oon? o, (6.113)
Uy v

Diese Beziehung wird als logarithmisches Wandgesetz bezeichnet. Fiir glatte Wéande
(Abb. 6.22)

k< yo ~ — (6.114)
erhédlt man aus Experimenten
1
Cy=—=25 (Cy=55. (6.115)
»

Wir wenden uns nun wieder der Berechnung der turbulenten Grenzschichtstro-
mung zu. Dazu gehen wir von der Annahme aus, daB (6.113) an jeder Stelle x
zur ndherungsweisen Berechnung des Geschwindigkeitsprofils herangezogen werden
kann, da sich die Feldgroflen in der Grenzschicht nur langsam mit der Lauflinge
x dndern. Dann gilt (6.113). Allerdings hiangt die Schubspannungsgeschwindigkeit
nun von der Lauflinge x ab

Uy = U (). (6.116)
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Fiir den Grenzschichtrand y = § gilt ndherungsweise u ~ U, so dafl

Yoo _ 0y 1 22

Uy v

+ O, (6.117)

Um die gesuchte Abhéngigkeit u, = wu,(x) zu erhalten, benétigt man den Zusam-
menhang zwischen ¢ und x. Dieser Zusammenhang kann mit Hilfe des Impulssatzes
abgeschéitzt werden. Aus (6.117) und (6.113) folgt zunéchst

Uso — @ 4]
Yo om? (6.118)
Uy Yy
Dies bedeutet
Uso — U~ Ur, fir y~4. (6.119)

Somit gilt ndherungsweise

5 - _ P _
U U U
0o = — |1l —-—)dy ~ 1—— | dy = 6. 6.120
’ Al@( Ck)y A( l&)y 1 (6:120)
Weiter ist

5 - s
0y ~ / Uso udy ~ —C’lk In gdy
0

Uso U Jo 0

om0 [ yd@) 0, 40y (1 y_1> 5 (6.121)
U Jy 50 \G Ued U5 J '

und somit 5

ur
9y ~ 0y ~ Cy 0 (6.122)

Der Impulssatz (6.99) lautet

do, _ ¢ _ u” (6.123)

dr 2 UZ

Da sich u, nur langsam mit = dndert, kann die Integration sofort ndherungsweise
ausgefiihrt werden,

8y ~ ——1. (6.124)

0, 01 und &5 wachsen also nahezu linear mit x an!
Wir sind nun in der Lage, den gesuchten Zusammenhang zwischen ¢ (bzw. u.)
und z anzugeben. Mit (6.122) gilt

U901 Uy

0~ Ciu,  CiUs

(6.125)
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6.5. Turbulente Grenzschicht an einer ebenen Wand fiir inkompressible

Strémungen
(a) (b)
\ Wk
In C} | 0,020 tech
. AN !
laminar Cv N 7} 102
0010 > 7 :
L 10°
0,005} w_: = 1104
turbulent , < — ! } 105
2
7
0,002} } 106
\\ 7
A
. . o’w, TN 1 1 1
T = w5 106 1w 10t w0° 10"
Re, ~5-10° In Res Re

Abbildung 6.24.: Widerstandsdiagramm fiir eine lingsangestromte ebene Platte (eine
Seite, Breite b, Linge x). (a) glatte Platte. (b) rauhe Platte. Hierbei bedeuten (1) lami-
nare Stromung, (2) turbulent mit laminarem Anlauf, (3) turbulent (glatt), (4) turbulent
(rauh), (5) turbulent (vollausgebildete Rauhigkeitsstromung) (nach Schlichting & Gersten
1997).

Damit folgt aus (6.117) unmittelbar

2 ulx U
— ~ 1 ~ 1
c} 1 nyUooCl +C~Ciln 2C v +0
~ Cl hl(leRex) —+ CQ — Cl 111(201) (6126)
oder . o
~ —=In(c}Re,) + C. (6.127)

\/g\/?

Unter der Verwendung der fiir glatte Winde giiltigen Werte von C; und Cy (siehe
Grundlagen der Strémungslehre), erhdlt man den experimentell gut bestitigten

Zusammenhang
1

= = 1.7In (¢}Re,) + 3.0. (6.128)

s
Der Widerstandsbeiwert ist dann (siehe Abb. 6.24)

2D 1 [

So wie bei den in der Vorlesung Grundlagen der Strémungslehre untersuchten
turbulenten Rohrstrémungen kann in &hnlicher Weise auch die turbulente Stro-
mung iiber rauhe Wénde behandelt werden. Beziiglich der Ergebnisse sei auf die
einschligige Literatur verwiesen, z.B. Gersten & Herwig (1992) oder Schlichting &
Gersten (1997).
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6. Diinne Reibungsschichten
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A. Diagramme und Tabellen

I
&G

s

Abbildung A.1.: StoBpolarendiagramm fiir Luft (5 = 1.4) (aus Oswatitsch 1976).
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A. Diagramme und Tabellen

Abbildung A.2.: Stofiwinkel in Abhéngigkeit von Stromungsumlenkwinkel und Anstréom-

machzahl fiir Luft (s
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Abbildung A.3.: Charakteristikendiagramm fiir Luft (»r = 1.4) (aus Oswatitsch 1976).
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A. Diagramme und Tabellen

ch 2 M M a 2 L T o
Po 2o T, g¥c*
1000 0 1,000 1,000 90° 0,6283 0,8339 0,8333 1,0000
999 1 1,082 1,087 67°33° 0,4789 0,6910 0,8103 0,9947
998 2 1,133 1,107 61°58” 0,4496 0,5649 0,795'7 0,9864
997 3 1,177 1,141 58°10° 0,4249 0,5426 0,7830 0,9765
996 4 1,218 1,171 55°11° 0,4028 0,6223 0,7712 0,8664
995 5 1,256 1,200 52°46° 0,3830 0,6038 0,7602 0,9534
994 6 1,293 1,227 50°40" 0,3644 0,4862 0,7494 0,8404
993 7 1,330 1,252 48°45° 0,3464 0,4690 0,7389 0,9263
992 8 1,365 1,276 47° ¢ 0,3300 0,4530 0,7285 0,9120
991 9 1,400 1,300 46°35" 0,3142 0,4374 0,7184 0,8970
990 10 1,435 1,323 44°11 0,2990 0,4222 0,7083 0,8811
989 it 1,469 1,345 42°54" 0,2847 0,4077 0,6086 0,8651
988 12 1,502 1,366 41°45" 0,2711 0,3937 0,8888 0,8487
987 13 1,537 1,387 40°35’ 0,2680 0,3800 0,6792 0,8318
286 14 1,570 1,408 39°34" 0,2456 0,3669 0,6606 0,8148
985 15 1,604 1,429 38°34’ 0,2337 0,354 1 0,6801 0,7975
984 16 1,638 1,448 31°37 0,2221 0,3415 0,8506 0,77197
983 17 1,873 1,487 36°42" 02111 0,3294 0,6412 0,7621
982 i8 1,707 1,486 36°52" 90,2006 0,3175 0,8319 0,7441
981 19 1,741 1,505 36° 3 0,1905 0,3060 0,6226 0,7262
980 20 1,775 1,523 34°17° 0,1808 0,2048 0,6134 0,708 1
979 21 1,809 1,541 33°34" 0,1715 0,2830 0,6043 0,6899
978 22 1,844 1,659 32°50" 0,1827 0,2733 0,5951 0,6718
977 23 1,879 1,676 32° 9 0,1640 0,2629 0,5860 0,6536
976 24 1,915 1,693 31°29° 0,1459 0,2529 90,5769 0,8355
975 25 1,950 1,610 30°51° 0,1380 0,2430 0,5679 0,8174
974 26 1,986 1,627 30°14° 0,1306 0,2335 0,5590 0,5995
973 21 -2,023 1,043 29°37" 0,1234 0,2243 0,5499 0,581 5
972 28 2,060 1,859 29° 27 0,1166 0,2153 0,5411 0,5637
971 29 2,096 1,675 28°30" 0,1099 0,2066 0,5322 0,5461
970 30 2,134 1,691 27°57° 0,1037 0,1982 0,5233 0,5286
969 31 2,172 1,706 27°25' 0,09770 0,1899 0,5146 0,5113
968 32 2,211 1,722 26°53’ 0,09200 0,1819 0,5058 0,4942
967 33 2,249 1,738 26°24' 0,08656 0,1741 0,4971 0,4773
966 34 2,289 1,753 25°54’ 0,08137 0,1666 0,4884 0,4607
965 35 2,329 1,767 25°26" 0,07644 0,1593 0,4798 0,4442
964 36 2,360 1,782 24°58" 0,07174 0,1522 04711 0,4280
963 37 2,411 1,796 24°30" 0,06726 0,1454 0,4626 0,4121
962 38 2,453 1,810 2° ¢’ 0,08301 0,1389 0,4540 0,3964
961 39 2,495 1,824 23°38" 0,05898 0,1325 0,4455 0,3811
960 40 9,538 1,838 23°12’ 0,05517 0,1263 0,4370 0,3660
959 41 2,581 1,852 22°47" 0,05153 0,1203 0,4286 0,3513
958 42 2,626 1,865 22°93" 0,04811 0,1145 0,4203 0,3368
957 43 2,671 1,878 21°59" 0,04488 0,1089 04121 0,3228
956 44 9,718 1.891 2(°35' 0,04181 0,1035 0,4038 0,3000
955 15 2,764 1,904 21°13’ 0,03890 0,09835 0,3955 0,2955
954 16 2,812 1,917 20°50° 0,03616 0,09336 0,3873 0,2824
953 47 2,861 1,931 20°27" 0,03357 0,08853 0,3792 0,2695
952 48 2,911 1,943 20° 5 0,03114 0,08391 0,3712 0,2571
951 49 2,961 1,955 19°44° 0,02880 0,07946 0,3632 0,2451
950 30 3,013 1,967 19°23’ 0,02670 0,07518 0,3552 0,2333
949 51 3,066 1,979 19° 27 0,02467 0,07106 0,3472 0,2128
948 52 3,119 1,991 18°42° 0,02277 0,06711 0,3394 0,2108
947 53 3,174 2,003 18°22° 0,02101 0,06334 0,3317 0,2001
946 54 3,230 2,014 18° 2 0,01935 0,05973 0,3240 0,1898
945 55 3,287 2,025 17°43 0,01781 0,05628 0,3163 0,1798
940 60 3,504 2,080 16° 9 0,01148 0,04114 0,2790 0,1349
935 65 3,941 2,131 14°42’ 0,007131 0,02926 0,2435 0,09835
930 70 4,339 2,177 13°20° 0,004233 0,02017 0,2098 0,06929
925 5 4,802 2,221 12° 1° 0,002391 0,01341 0,1782 0,04697
920 80 5,348 2,260 10°47 0,001271 0,008541 0,1488 0,03045
915 85 6,007 2,206 9035 0,000629 1 0,005 169 0,1217 0,01863
910 90 6,820 8°26° 0,0002849 0,002935 0,09706 0,01078
905 95 7,852 719’ 0,0001156 0,001 541 0,07505 0,005732
900 100 9,210 2,380 6°14/ 0,00004069 0,0007310 0,05566 0,002745
895 105 11,095 2 401 5°10° 0,00001175 0,0003010 0,03903 0,001 140
890 110 13,87 24183 48 0,000002587 0,0001021 0,02533 0,0003896
885 115 18,435 24317 3° 6’ 0,0000003670 0,00002531 0,01450 0,000097 10
880 120 27,35 24413 2 0,00000002385 0,000003593 0,006640 0,00001384
875 125 52,48 92,4473 6 0,0000000002746  0,000000148 1 0,001812 0,0000005397
869,55 130,45 o 24495 o 0 0 0 0

Abbildung A.4.: Tabelle zum Charakteristikendiagramm fiir Luft (»c = 1.4) (aus Oswa-
titsch 1976).
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Divergenzform, 5
Drehung, 8
Drehungsfreiheit, 8
Druckbeiwert, 3, 77
Druckpunkt, 52
Druckpunktwanderung, 92
Druckstérung, 3
Druckwiderstand, 144

Ecke

Umstromung einer, 22
EinfluBgebiet, 85
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differentielle, 6
Energiesatz, 125
Entropiedefinition, 6
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stationére, 5
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Fliigeltiefe, 68, 71
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substantielles, 5
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