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Vorbemerkungen

Dieser zweistiindige Kurs, den ich im WS04 zum ersten und im WS20 zum letz-
ten Mal an der TU Wien gehalten habe, hat das Ziel die wichtigsten grundlegen-
de Konzepte der numerischen Methoden der Stréomungsmechanik zu vermitteln.
Er baut auf der Grundlagenvorlesung Grundlagen der numerischen Methoden der
Stromungs- und Wiarmetechnik (LVA-Nr. 302.017) auf. Daher wird des ofteren auf
die genannte Grundlagenvorlesung verwiesen. Aus demselben Grund beginnt die
Numerierung der Abschnitte auch mit Kapitel 6, womit alle Kapitel der beiden
Vorlesungen durchgehend numeriert sind. Das vorliegende Skriptum basiert auf ver-
schiedenen Lehrbiichern und anderen Vorlesungsskripten, auf die im Text verwiesen
wird.

Aus Zeitgriinden kann diese Vorlesung nicht alle Details abhandeln. Wiinschens-
wert wiren sicher noch Erweiterungen um Vortex/Particle-Methoden, Zweiphasen-
stromungen mittels Volume-of-Fluid und Level-Set-Methoden und andere wichtige
Themen gewesen.

H. C. K.
im Januar 2021
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6. Zeitliche Diskretisierung:
Konvektions-
Diffusionsgleichungen

In der Stromungsmechanik realer Fluide hat man es fast immer mit Gleichungen
vom Typ
aT

— 4+ u-VI =xVT+ _F (6.1)
ot N—— —— ~—~
~—~ Konvektion  Diffusion  &duflere Krifte

Anderungsrate

zu tun.! Wenn wir zum Beispiel T' als Temperatur auffassen, beschreibt die Glei-
chung die Entwicklung der Temperatur an allen Punkten a des betrachteten Ge-
bietes und fiir alle Zeiten ¢ > t; nach der Pridparation eines Anfangszustandes
To(xz) = T(x,t). Dann ist (6.1) eine Wirmetransportgleichung. Die zeitliche An-
derung der Temperatur an jedem festen Ort @ zur Zeit t ist gegeben durch 07'/0t.
Der Term w - VT, in einer Dimension udT'/0x, beschreibt die negative Anderungs-
rate der Temperatur durch Konvektion mit der Geschwindigkeit w (Abb. 6.1a).
Die Rate der Anderung durch Diffusion xV?T (Abb. 6.1b) hatten wir ja schon
kennengelernt. Die Grofle F'(x,t) beschreibt die Quellen bzw. Senken des Feldes
T(x,t). Dies konnen zum Beispiel Warmequellen aufgrund chemischer Reaktionen
(Verbrennung) sein oder Verluste aufgrund von Strahlung.

Die Konvektion von 7" wird vom Geschwindigkeitsfeld u be-
wirkt, das seinerseits durch die Navier-Stokes-Gleichung (hier fiir
ein Newtonsches Fluid)

88—?+u-Vu: —%Vp—l—uVQujLF(T) (6.2)
bestimmt ist. Die Navier-Stokes-Gleichung ist im wesentlichen
auch eine Konvektions-Diffusionsgleichung.” Nur wird hier die
Claude Louis Ma- vektorielle Gréfie w (Impuls pro Masse) transportiert.® Der kon-
rie Henri Navier  vektive Transportterm u-Vu stellt einen nichtlinearen Term dar,
1785-1836 der das Verhalten der Stromung ganz entscheidend beeinflussen

!Eigentlich treten noch weitere Terme auf, die aber sehr oft vernachlissigt werden kénnen.

2In der Navier-Stokes-Gleichung tritt jedoch zusétzlich noch der Druck auf, der einer besonderen
Behandlung bedarf.

3Bei einem inkompressiblen Fluid ist p = const., so da§ der Geschwindigkeitsvektor proportional
ist zum Vektor der Impulsdichte: u ~ pu.

4. €. Rublmann, WS 20 /21 1
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Diffusionsgleichungen

(a) (b)

0.6

0.2r-

Abbildung 6.1.: Illustration der zeitlichen Entwicklung einer Gréfle T' durch Konvek-
tion (a) oder durch Diffusion (b). Hier wurde als Ausgangsfunktion das Gaufpaket
T(z,t0) = exp(—2.52%) gewihlt. Als Besonderheit bleibt das Gau-Profil bei der Diffusion
(b) erhalten, nur die Skalen &ndern sich. Denn T'(z, t) = (47kt) ™2 exp{—22/4kt} ist cine
exakte Losung der Diffusionsgleichung fiir eine konzentrierte Warmequelle T'(z,0) = 6(x)
bei x = 0 zum Zeitpunkt ¢ = 0 (Landau and Lifschitz, 1991). Die Losungen sind dar-
gestellt fiir ¢ = ¢ty (gestrichelt) und ¢ = 2/u fiir reine Konvektion (a) sowie fiir ¢t = 2t
( ), t =4ty (blau), t = 9o ( ) und ¢t = 25t (rot) fiir reine Diffusion (b).

kann. Physikalisch bedeutet der gesamte Term dw/dt = 0u /0t + u - Vu die Tréig-
heitskraft pro Masse. Aber auch w - VT in der Warmetransportgleichung (6.1) ist
ein nichtlinearer Term, wenn w in irgendeiner Weise von 7' abhéngt (gekoppelte
Gleichungen). Falls dies nicht der Fall ist, wenn also u fest vorgegeben ist, dann ist
u - VT ein linearer Term.

Bevor wir die Losung der gekoppelten Navier-Stokes und Wiér-
metransportgleichung unter Einbeziehung aller Terme betrach-
ten, ist es zweckméfBig, verschiedene zeitliche Diskretisierungen
an einfachen Modellproblemen zu testen und die Eigenschaften
(Genauigkeit) der Verfahren durch einen Vergleich mit exakten
Losungen zu untersuchen. Fiir die Diffusionsgleichung hatten
wird dies ja teilweise schon in Numerik I durchgefiihrt.

Fiir die Analyse von Zeitintegrationsschemata ist es am ein-
fachsten, eindimensionale Modellgleichungen zu verwenden, da
sie das prinzipielle Verhalten in den meisten Féllen sehr gut wi-
derspiegeln. Zunéchst werden wir Verfahren fiir die parabolische

Sir George Gabri-

. . . . el Stokes
Gleichung ( Diffusionsgleichung) 1819-1903

orT 0T

betrachten. Der zugrundeliegende physikalische Prozefl ist die Realisierung eines
thermodynamischen Gleichgewichts durch einen Entropiestrom von Gebieten mit
hoher Temperatur zu Gebieten mit niedriger Temperatur. Im Mikroskopischen ge-

2 . €. Rublmann, YOS 20/21
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6.1. Diffusion

schieht dies durch Austausch der kinetischen Energie zwischen den Molekiilen. Im
Fall der Konzentration ¢ einer Spezies (1" — ¢) wird das thermodynamische Gleich-
gewicht durch die Vermischung unterschiedlicher Molekiile aufgrund des chemischen
Potentials und der thermischen Bewegung realisiert. Einfach gesagt, wirkt die Dif-
fusion glittend. Je schiirfer die Spitzen, d.h. je gréfer |0?°T/9%x|, desto schneller
werden sie abgebaut.

Danach werden wir die Advektionsgleichung

or — ar

betrachten, wobei u > 0 konstant vorgegeben sei. Sie ist vom
hyperbolischen Typ. Bei gegebener Anfangsbedingung Ty(z, to)
8 kann man Ihre Losung sofort angeben. Sie lautet T'(z,t) = To[z—
Sir Isaac Newton w(t —to),to]. Die Anfangsverteilung wird lediglich in positiver z-
1642-1727 Richtung verschoben. Es handelt sich um eine reine Translation,
bei der keine Anderung der Form des Profils T'(z, *) stattfindet.
Schliellich werden wir uns auch mit dem kombinierten Effekt im Rahmen der
Konvektions-Diffusionsgleichung (Kap. 6.4) und mit Nichtlinearitidten beschéftigen
(Kap. 6.5) bevor wir Losungsmethoden fiir die Navier-Stokes-Gleichung (6.2) be-
trachten.

6.1. Diffusion

Zunichst betrachten wir die eindimensionale Diffusionsgleichung (6.3). Zur Losung
kommen explizite oder implizite Verfahren in Betracht.

6.1.1. Explizite Verfahren
FTCS-Algorithmus

Das einfachste explizite Verfahren fiir die Diffusionsgleichung ist das FTCS-Schema
(siehe Numerik I). Es verwendet raumlich zentrale Differenzen und zeitlich einseitige
Vorwértsdifferenzen
n+1 n n n n
it T

— Jj+1
A7 =K A2 . (6.5)

Aufgelost nach der unbekannten Grofie Tj’hLl erhalten wir den FTCS-Algorithmus

T = G 4 (0L = 2T = ST (6.6)

4Man kann diese Gleichung auch Konvektionsgleichung nennen. Nur in der Meteorologie wird
zwischen Konvektion und Advektion unterschieden. Konvektion bezeichnet dort das wvertika-
le Aufsteigen von Warmluft. Advektion bezeichnet hingegen das horizontale Aufgleiten von
Warmluft iiber kiltere Luftschichten.

4. €. Rublmann, WS 20 /21 3
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Diffusionsgleichungen

) FTCS ) Richardson ) Du-Fort-Frankel ) 3-Niveau-explizit
Q—I—Q &—o —o "
n—1 g ® o n—1
J j+1
(e) Crank-Nicolson (f) allg. 3-Niv.-impl. (g) 3-Niveau-implizit
n e—o —o " n
J—1 J j+1
[} n—1 n—1
i—1 J j+1 j=1 J J+1

Abbildung 6.2.: Verschiedene Integrationsschemata zur Losung der Diffusionsgleichung.

wobei s = kAt/Az? ist. Die involvierten Gitterpunkte sind in Abb. 6.2a dargestellt.
Im Kapitel {iber Konsistenz in Numerik I hatten wir gesehen, dafl das Verfahren kon-
sistent, von erster Ordnung in der Zeit O(At) und von zweiter Ordnung O(Az?) im
Raum ist. Fiir s = 1/6 ist der Fehler sogar nur von der GroéSenordnung O(A#?, Ax?).
Die von Neumann-Stabilititsanalyse lieferte fiir die Diffusionsgleichung und kleine
Storungen den Verstirkungsfaktor®

G =1 — 4ssin” (g) . (6.7)

Wenn man das Intervall x € [0, 1] betrachtet, ist die Phase § = mrAx. Fiir Stabi-
litdt muB |G| < 1 sein, was auf die Bedingung s < 1/2 fiihrt.

Heuristisches Stabilitdtskriterium Einen Hinweis auf die Stabilitit liefern auch
die Koeffizienten von T} |, T}* und T}, auf der rechten Seite von (6.6): Aus phy-
sikalischen Griinden sollte eine Storung, welche nur die Temperatur von 77", T}
oder T7',; erhoht, auf jeden Fall auch zu einer Erhthung von T”Jrl fithren. Falls einer
der Koefﬁmenten von 17, Tj* oder T}, in (6.6) negativ 1st kann diese positive
Storung jedoch unter Umstédnden eine Ermedrlgung von T]”Jrl bewirken, was keinen
Sinn machen wiirde. Daher ist ein negativer Koeffizient ein Warnzeichen fiir eine
mogliche Instabilitit des Verfahrens. In der Tat verschwindet der Koeffizient von

T} genau auf der von-Neumann-Stabilitétsgrenze.

5Zur Erinnerung: Bei der von Neumann-Stabilititsanalyse setzt man fiir die Abweichungen
€' von der exakten diskreten Losung auf dem Bereich [0,1] den Ansatz £ ~ (G)"e'% mit
0 = mmrAz (falls € [0,1]) in die lineare Differentialgleichung ein, um den komplexen Ver-
starkungsfaktor G fiir einen Schritt der Zeitintegration zu erhalten (siehe das Kapitel iiber
Stabilitédtsanalyse in Numerik I). Dabei ist mm die Wellenzahl und jAz die Ortskoordinate.

4 4. €. Rublmann, WS 20/2f
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6.1. Diffusion

Richardson- und DuFort-Frankel-Schema

Beim FTCS-Schema ist die zeitliche Diskretisierung mit einseitigen Vorwérts-
Differenzen nur von erster Ordnung. Symmetrische Differenzen fiir die erste zeitliche
Ableitung wiirden von zweiter Ordnung sein. Daher wére das Richardson-Schema
fiir die Diffusionsgleichung naheliegend

e S Y S S 6.8
N Ao? ' (6.8)

Mittels Neumann-Stabilitéitsanalyse kann man aber zeigen, daf§ dieses Schema fiir
alle s > 0 instabil ist. Das bedeutet aber nicht, dafl das Richardson-Schema auch
fiir andere Differentialgleichungen instabil sein mu8.°

Durch eine leichte Modifikation kann man das Richardson-Verfahren stabilisieren.
Dazu wird T} durch den zeitlichen Mittelwert (Tj"Jrl +Tj"_1) /2 ersetzt. Damit
erhalten wir das DuFort-Frankel-Schema (Du Fort and Frankel, 1953)

n+1 n—1 n n+1 n—1 n
TjJr — 1 Tj+1_(Tj+ t7; )+Tj—1

oder, aufgeldst nach T,
2s 1—2s
Tr+l — == (qm " -1 6.10
7 s G+ D)+ 50T (6.10)

Das DuFort-Frankel-Schema umfafit 3 Zeitniveaus. Nur fiir s = 0.5 entféllt das
Niveau bei n — 1. Dann ist das DuFort-Frankel-Schema identisch mit dem FTCS-
Schema. Bei Verwendung eines 3-Niveau-Schemas ist es erforderlich, jeweils zwei
vorhergehenden Niveaus im Speicher zu halten. AuBlerdem mufl man zu Beginn der
Rechnung zuerst ein zweites Niveau mittels eines 2-Niveau-Schemas berechnen.

Die von Neumann-Stabilitdtsanalyse liefert Wachstumsfaktoren |G| < 1 fiir alle
f und s > 0. Das DuFort-Frankel-Schema ist damit uneingeschrankt stabil. Eine
Priifung der Konsistenz durch Taylorentwicklung aller auftretenden Terme T]” um
den zentralen Punkt (n, j) liefert fiir das DuFort-Frankel-Schema

or\" &PT\" At\? (2T\" 2 A2

J J

J/

TV TV
entspr. Differentialgleichung Fehler EJ"

Damit der Fehler klein wird, muff daher kAt? /Az? = sAt < 1 sein. Da im allgemei-
nen s = O(1) ist, mufl man die Zeitschrittweite begrenzen, da sonst der numerische
Fehler zu grof wird. Wenn wir 0*T'/0t* mit Hilfe der Diffusionsgleichung allein

6Fiir die Advektionsgleichung kann man zum Beispiel ein stabiles Verfahren erhalten; siche Kap.
6.3.3.

4. €. Rublmann, WS 20 /21 5
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Diffusionsgleichungen

durch die Ortsableitung ausdriicken (durch abermaliges Ableiten nach t), finden
wir den fithrenden Fehler

82T n 1 84T " /
SAt (W)] + O (AtQ, A|Jj‘2) = KJAJZ‘Q (82 — E) (@)J —|—O (At27 AJ1) .
| N———
Kk=2(02T /ot?)

(6.12)
Fir den speziellen Wert s = 1/4/12 &~ 0.2887 haben wir damit ein Verfahren
4. Ordnung im Raum und 2. Ordnung in der Zeit.

Allgemeines explizites 3-Niveau-Schema

Das allgemeine explizite 3-Niveau-Schema fiir die Diffusionsgleichung kann man

schreiben als
aT ™ + T} + T = dLy, T} + eLy, T) (6.13)

wobei L,, der raumliche Ableitungsoperator zweiter Ordnung mittels zentraler Dif-
ferenzen ist, d.h. - -
i1 — 245+ 15
Lxxjy — Jj+ AxJQ J )
Zur Bestimmung der Koeffizienten a, b, ¢, d und e mufl man alle diskreten Terme 77"
als Taylor-Entwicklung um den zentralen Punkt (n, j) schreiben und verlangen, dafl
die resultierende Gleichung konsistent mit der Diffusionsgleichung ist und moglichst
viele Fehlerterme verschwinden. Wenn man so verfidhrt, kann man zeigen, daf§ sich
die Anzahl der unbekannten Koeffizienten auf 2 reduziert. Man erhalt dann die
Form

(6.14)

Trtl _ n Tn — 1
1 J J J J
(1+7) Y T

=k [(1 = B) Lo T] + BLee T ] (6.15)

oder, nach T;hLl aufgelost,

. 142 . . sAx? . .
7= () () (35 - s

1+ 1+ 1+~
(6.16)
Der Abbruchfehler betragt
E" = A284T 1+ﬁ+ ! + O (A, Az?) (6.17)
7R e (2 7T 1os ) '
Damit hat man fiir
8= ! + = (6.18)
T2 T o '

ein Verfahren 4. Ordnung im Raum. Eine Stabilitdtsanalyse nach von Neumann
liefert eine quadratische Gleichung fiir den Verstérkungsfaktor G(3,, s, 6)

(1+9)G* = [1+2y+2s(1 - B)(cos — 1)] G + [y — 285 (cos @ — 1)] = 0. (6.19)
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6.1. Diffusion

0.6
instabil
0.5]
S 047
Abbildung 6.3.: Stabilititsbereich (unterhalb der 0.3 stabil
blauen Kurve) fiir das explizite 3-Niveau-Schema
(6.15) berechnet durch Losen von (6.19) unter der 02 ‘ ‘
Bedingung (6.18). Die gepunktete Linie deutet die 0 2 4 6
Stabilitatsgrenze fiir v — oo an. 2l

Fiir 5 nach (6.18) erhdlt man fiir ¥ — 0 einen stabilen Algorithmus, wenn s < 1/3
(Abb. 6.3). Fiir v — oo erhalten wir einen stabilen Algorithmus fiir s < 0.5, was der
Stabilitatsgrenze des FTCS-Schema entspricht. Tatséchlich sieht man leicht, daf fiir
v — oo Gleichung (6.15) die Differenz zweier aufeinanderfolgender FTCS-Schritte
ist (wegen (6.18) geht in diesem Limes f — —o0). Das explizite 3-Niveau-Schema
mit (6.18) ist genauer als das FTCS-Schema, besitzt aber einen etwas geringeren
Stabilitédtsbereich.

Man kann nun die obigen expliziten Verfahren implementieren und fiir spezielle
Félle mit einer exakten Losung der Diffusionsgleichung vergleichen (Hausaufgabe).
Die Effizienz der Verfahren héngt von dem Schrittweitenparameter s ab. Fiir s = 0.3
findet Fletcher (1991a), dal das DuFort-Frankel-Verfahren am genauesten ist, was
daran liegt, dal s = 0.3 nahe an dem Wert s = 1/1/12 = 0.2887 liegt, an dem das
DuFort-Frankel-Verfahren von 4. Ordnung ist. Bei dem gréferem Wert s = 0.41
ist das 3-Niveau-Schema 4. Ordnung (d.h. (6.15) mit (6.18) und v = 1) iiberlegen,
insbesondere bei hoherer raumlicher Auflésung.

6.1.2. Implizite Verfahren

Bei impliziten Verfahren werden die rdumlichen Ableitung zumindest teilweise auf
dem jeweils neu zu berechnenden Zeitniveau n + 1 gebildet. Damit sind die Unbe-
kannten miteinander gekoppelt und man muf in jedem Fall ein lineares Gleichungs-
system losen.

Voll-implizites Verfahren

Das einfachste implizite Verfahren ist die voll-implizite Diskretisierung

A N sVt T v ,
A7 =K A2 ) (6.20)

Wenn man nach dem Zeitniveau n + 1 auflost, ergibt sich

= STIH + (L4 28) T — T =TT, (6.21)
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Diffusionsgleichungen

wobei wie iiblich s = kAt/Ax?. Per Taylor-Entwicklung kann man wieder zeigen,
daB das Verfahren von 2. Ordnung im Raum ist, fiir s = 1/6 sogar von 4. Ordnung,.
Aufgrund des Verstarkungsfaktors

1
G= 6.22
1+ 2s(1—cosb) (6:22)
ist immer |G| < 1, weshalb das Schema uneingeschrénkte Stabilitdt besitzt.
Wenn man das Gleichungssystem nach (6.21) aufstellt, ergibt sich fiir die internen

Punkte T2”Jrl bis T }‘fll

(1+ 2s) —s Tyt Ty + sTitt
—S (1+2s) —s T3t Ty
—5 - =5 _ i T
—s (14 2s) ! T |+ sT)H
(6.23)

Die rot gekennzeichneten Randwerte 77" und 7 }“Ll sind iiber die Randbedingun-
gen fest vorgegeben. Da das Gleichungssystem tridiagonal ist, kann es leicht mit
dem Thomas-Algorithmus gelost werden.

Die Losung dieses Systems mit Hilfe des Thomas-Algorithmus kostet nur unge-
fahr den zweifachen Rechenaufwand wie die Losung der Diffusionsgleichung mittels
explizitem FTCS-Verfahren. Beim impliziten Verfahren kann aber die Zeitschritt-
weite grofler gewdhlt werden. Der Vergroflerung der Zeitschrittweite sind jedoch
Grenzen gesetzt. Denn bei groflen Zeitschritten bleibt das Verfahren zwar stabil, es
wird aber ungenau.”

Crank-Nicolson-Verfahren

Das Crank-Nicolson-Schema ist teil-implizit, wobei die rdaumli-
chen Ableitungen bei n + 1 und n gleichstark gewichtet werden,
jﬂjnJrl o jv]n B E
At 2
Die Konsistenzpriifung mittels Taylor-Entwicklung um (j,n +
1) liefert einen Abbruchfehler der Grofienordnung O (At?, Az?).
Damit ist das Crank-Nicolson-Verfahren immer von 2. Ordnung
in der Zeit, was einen signifikanten Vorteil gegeniiber dem voll-
impliziten und dem FTCS-Verfahren darstellt. Auflerdem ist es
uneingeschrankt stabil. Aus diesen Griinden ist das Crank-Nicolson-Verfahren sehr
populér. Durch Trennen der Zeitniveaus ergibt sich der Algorithmus

{=

(Laa Tt + Lo TT) - (6.24)

{
John Crank
1916-2006

s s o
§j—vjn_—|—11 =T+ (L= s)T + =10 ). (6.25)

8 . T
—_T +1 + (1 -I-S)Tj +1 _ 5 i 5

2 J+1

"Diese Ungenauigkeiten spielen keine Rolle, wenn man nur an der stationiiren Losung fiir ¢ — oo
interessiert ist. Die Dynamik wird aber nicht richtig wiedergegeben.
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6.2. Mehrdimensionale Diffusion

Dies fiihrt wiederum auf ein tridiagonales System, das man effizient mit dem
Thomas-Algorithmus 16sen kann.

Das Crank-Nicolson-Schema kann man nun verallgemeinern,
indem man die Wichtung der beiden Zeitniveaus der rdumlichen
Ableitung variiert (sieche Fletcher (1991a)). Wenn sich das Sys-
tem, d.h. die exakte Losung, auf stark unterschiedlichen Zeits-
kalen entwickelt® (steifes System), besitzt das Crank-Nicolson-
Verfahren den Nachteil, dafl es unphysikalische, oszillierende Lo-
sungen liefert. In solchen Fillen sind einige 3-Niveau-Schemata
besser.

Phyllis Nicolson
1917- 1968

Verallgemeinertes 3-Niveau-Schema

In Anlehnung an das explizite 3-Niveau-Schema (6.15) kann man das implizite 3-
Niveau-Schema

T+l _n A

(47— =37 = F LT + (1= B) L] (6.26)
konstruieren, das bei Fletcher (1991a) 3LFI (3-level-fully-implicit) genannt wird.
Ein besonders effizientes Verfahren erhélt man fiir v = 1/2 und § = 1. Bei die-
ser Wahl der Parameter ist das Verfahren, wie das Crank-Nicolson-Verfahren, von
zweiter Ordnung in der Zeit O (At?, Ax?). Es besitzt aber bessere Eigenschaften
bei steifen Problemen. Unphysikalische Oszillationen werden gedampft. Auch die
Gleichungen fiir das 3LFI-Schema kann man mit dem Thomas-Algorithmus 16sen.
Fiir

1 1
== — 2
15} 2+7+125 (6.27)

erhélt man sogar eine Genauigkeit 4. Ordnung im Raum.

Fazit: Wenn man die obigen impliziten Schemata implementiert, findet man, dafl
alle Verfahren auf groben Gittern in etwa gleich gut bzw. gleich schlecht sind. Auf
feinen Gittern wird aber die Uberlegenheit der Verfahren hoherer (4.) Ordnung
deutlich sichtbar.

Ahnliches gilt fiir den Vergleich von expliziten und impliziten Verfahren. Auf
groben Gittern sind sie etwa gleich gut bzw. schlecht. Auf feinen Gittern besitzen
jedoch die impliziten Verfahren in der Regel eine hohere Genauigkeit.

6.2. Mehrdimensionale Diffusion

Meist lassen sich reale Problemstellungen nicht auf eine Raumdimension reduzie-
ren. Dann mufl man zwei- oder dreidimensionale Rechnungen durchfiihren. Fiir die

8Ein Problem wird steif genannt, wenn die Losung zeitweise extrem schnell variiert und dann
wieder sehr langsam. Dann wird die maximale Zeitschrittweite durch die schnellste Anderungs-
rate bestimmt, was sehr restriktiv sein kann.
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Diffusionsgleichungen

(c)
(a) (b)
n+1 Tn+1 n+1
/ %/ . -

Abbildung 6.4.: Differenzenstern fiir das explizite 2D-FTCS-Verfahren (a), dessen Erwei-
terung nach (6.32) (b) und fiir das ADI-Verfahren (6.37) (c).

zweidimensionale Diffusionsgleichung
orT 0T n 0T
— =K JE— JE—
ot Jx?  0y?

liefert die direkte Erweiterung des eindimensionalen FTCS-Verfahrens das explizite

Verfahren (Abb. 6.4a)

v =T . .
Lth’ = (LmTjk + Ly j7k) ’ (6.29)

(6.28)

was nach Auflosen als

s

Ax? Ay?

= (L=2s5 = 25) T + 821701 o + STy o+ 5y T + 8y T (6.30)

geschrieben werden kann, mit s, = kAt/Axz? und s, = kAt/Ay>? Der Abbruch-
fehler ist von der Ordnung O(At, Ax?, Ay?).

Die Stabilitéit dieses Verfahrens ist gegeniiber der eindimensionalen Version re-
duziert, denn man muf} die Bedingung

Th = Th 4 kAt (Tﬁflk — 2055 + T30, + Tinen = 2155 + jynk1>
7 Js

1
Sg + 8y < B (6.31)
erfilllen. Fiir s = s, = s, entspricht dies s < 1/4. Im dreidimensionalen Fall

reduziert sich der stabile Bereich der Schrittweite sogar auf s < 1/6.
Eine Modifikation des FTCS-Verfahrens fiir s = s, = s, durch einen Zusatzterm
stellt das 9-Punkt-Verfahren dar (Abb. 6.4b)
T = T

A = 6 (LaaTj + Ly Tjs) + 1At Loy Ly T, (6.32)

TV
—0 fir At—0

9Hier kénnte man auch unterschiedliche Diffusionskonstanten x, und k, in z- und y-Richtung
einbauen.
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6.2. Mehrdimensionale Diffusion

Nach T]",j L aufgelost

To =T 4 kAL (Loo Ty + Ly Ty ) 4 62 At Loy Ly, T7Y, (6.33)
= (14 KAtL,,) (1 + KALLy,) T]nli (6.34)

Jetzt erkennt man den Grund fiir die Wahl des Zusatzterms: Die rechte Seite kann
faktorisiert werden. Dadurch kann die Gleichung sehr einfach in zwei Schritten

Tjy = (L+ kAt Ly,) T}, (6.35a)

Tt = (14 KAtLy,) T, (6.35b)

gelost werden. In jedem Teilschritt werden nur jeweils 3 Werte benotigt. Auflerdem
besitzen die so modifizierten Gleichungen den erweiterten Stabilitdtsbereich s <
1/2.
Die naheliegendste implizite Diskretisierung besteht darin, alle rdumlichen Ab-
leitungen bei n + 1 zu berechnen (vgl. (6.30)), was auf
(1+ 255 +25,) T)5 ' = sa T3 — 8700 — sy Tt — sy Ty = Tjy - (6.36)
fithrt. Hierbei sind alle N, .V, Variablen gekoppelt zu l6sen. Man kann die Variablen
im Vektor der Unbekannten so anordnen, dafl in der Matrix die drei Hauptdiagona-
len besetzt sind. Aus der Ableitung in der zweiten Raumrichtung resultieren aber
noch zwei weiter aufien liegende Diagonalen im Abstand NN, bzw. N, von der Haupt-
diagonalen. Daher kommt eine Losung mit dem einfachen Thomas-Algorithmus
nicht in Frage. Andere direkte Verfahren, wie etwa das GauB-Verfahren, sind zu

teuer. Zu erwégen ist dann die ndherungsweise Losung mit dem SIP-Verfahren
(Kap. 5.2.4).

6.2.1. Splitting-Methoden

Um die starke Kopplung der Variablen beim einfachen impliziten Verfahren (6.36)
zu verringern und um tridiagionale Matrizen zu erhalten, kann man versuchen, das
implizite Problem @hnlich wie im expliziten Fall (6.33) in zwei Teilschritten zu lésen.
Dabei wird im ersten zeitlichen Teilschritt nur die Ableitung in einer Raumrichtung
implizit behandelt, im darauf folgenden zweiten Teilschritt die andere Raumrich-
tung, und so weiter alternierend. Bei dieser Vorgehensweise kann man fiir jeden
einzelnen Teilschritt den Thomas-Algorithmus nutzen.

ADI

Die am héufigsten verwendete Splitting-Methode ist die Alternating Directions
Implicit Method (ADI-Methode). Diese Methode hatten wir schon in Kap. 5.2.5
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Diffusionsgleichungen

(a) (b) (c)
2 / 2 > — 2
) g w NN 0% 0% N mlu‘,f
1.5 g 1.5 & 4 15 8
/ / K \,z ///0.6/ .A/ /“‘I \
Sy 1 o s s &° /// Sy 1/:: Q.A/Z/‘;//Dz/—/ Sy 1{"% °
/st/ N ﬁ//‘ﬁ///o %Q&
05" S es 05 .
LE L Sy 5/ 2 :{: o4 7 :%;Ox o 1 ‘,'l/ 0
e 3 e ] B e
05 1 15 2 0 05 15 2 0 05 1
Sz Sz Sz

Abbildung 6.5.: Verstdrkungsfaktoren maxg, g, |G1] (a), maxg, e, |G2| (b) und
maxy, g, |G1Ga| (c) nach (6.39) fiir das ADI-Schema (6.37).

betrachtet und geht aus einer teilimpliziten Formulierung mit 5 = 0.5 hervor (da-
her der Faktor At/2 in (6.37)). Sie lautet

T?kk _ Tnk * n

LT/Q% = £ (LaaTj5 + Lyy i) » (6.37a)
T'n’jl B Tﬁkk * n
LT/Q% = £ (LooTjp + Ly T}y ) - (6.37b)

Die Gleichungen fiir die beiden Halbschritte kann man ausfiihrlich schreiben als

Sz * * Sz * S n n S n
_ETjJrl,k + (1 + 52)T5 — Eijl,k = EyTj,kJrl + (1= sy) TG + 5;/ k-1
(6.38a)
_s_yT”+1 + (1 4 )T +1 s_yTnJrl _ ET* 4 (1 o )T* + ET*
o Lik+1 Sy)dLjk o Lik—1 7 o5 titLk Sz )Lk 5 Li-1k
(6.38b)

wobei nur tridiagonale Matrizen auftreten.

Der Verstarkungsfaktor G von Storungen fiir das ADI-Verfahren ergibt sich als
Produkt der Verstarkungsfaktoren G; und G fiir die beiden Teilschritte. Mit dem
Ansatz fiir die Stérungen £} = GrGRe?iei%k und 6, = IrAz und 0, = mrAy

erhélt man dann aus den von-Neumann-Stabilitidtsgleichungen

1 —2s,sin?(6,/2)] [1 — 2s, sin? (0, /2
G=GGy = il s‘1n2( v/2) i s?nz( /2) . (6.39)

1+ 2s,sin” (0,/2) | [ 1+ 2s,sin” (6,/2)

G G>
Wegen
_ L2 _ L2
Gl = 1—2s, s%n2 (0,/2)] |1 —2s, s?n2 (0./2) <1 (6.40)
1+ 2s,sin” (6,/2) | |1 + 2s, sin® (0,/2)

12 4. €. Rublmann, WS 20/21

Numerische Methoden der Strémungsmechanik



6.2. Mehrdimensionale Diffusion

(a) (b)

1
ne n+1

\
|

Abbildung 6.6.: Den unbekannten Randwert o in (a) erhéilt man aus den anderen Rand-
punkten ( ), wenn man die ADI-Gleichungen fiir j = N, betrachtet (b) und die Dif-
ferenz zwischen (6.37a) und (6.37b) bildet. Durch die Differenzbildung fallen die Werte
an den roten Punkten heraus (L, fillt heraus) und man kann den gesuchten Randwert
(o) durch die grilnen Randwerte ausdriicken (b).

ist das gesamte ADI-Verfahren fiir alle s,, s, stabil. Jedoch ist jeder Teilschritt nur
bedingt stabil (siehe Abb. 6.5). Das ADI-Verfahren besitzt eine Fehlerordnung von
O(At?, Az?, Ay?). Die Genauigkeit zweiter Ordnung resultiert aus der zeitlich sym-
metrischen Formulierung (siehe auch Abb. 6.4¢), dhnlich wie beim Crank-Nicolson-
Schema aus Kap. 6.1.2.

Damit diese Genauigkeit aber tatséchlich realisiert wird, mufl man auch die Rand-
bedingungen fiir die Zwischenwerte 77, so formulieren, daf} sie kompatibel mit dem
Algorithmus sind. Wenn zum Beispiel die Funktion bei j = N, durch Ty, , = bf vor-
gegeben ist, dann kann man fiir den Halbschritt nicht einfach T3 , = (bp*' +by) /2
verwenden. Der Fehler wire dann O(At). Die korrekte Randbedingung erhilt man
vielmehr durch Einsetzen von 77 = TF , = bp und Differenzbildung zwischen
(6.37a) und (6.37b) (siche auch Abb. 6.6). Dann fillt der Term L., T}, auf der
rechten Seite weg und man erhélt!’

bn—l—l bn 1
Ti = kTﬂ — SRy, (B = 07). (6.41)

Man kann das ADI-Schema auch in naheliegender Weise auf drei Dimensionen
erweitern, wobei man drei Teilschritte zu jeweils At/3 macht und in jedem Schritt
nur je eine Raumrichtung implizit behandelt. Die 2.-Ordnung-Genauigkeit und die
schnelle Losbarkeit der Gleichungen bleiben erhalten, nur ist das ADI-Verfahren in
3 Dimensionen nicht mehr uneingeschréankt stabil. Es gilt dann die Beschriankung
Sz, Sy, S2 < 3/2.

OWenn man in (6.37) zuerst y- und dann die z-Richtung implizit behandelt, also in umgekehr-
ter Reihenfolge vorgeht, dann erhélt man fiir die Randwerte den analogen Ausdruck, nur mit
Try, = (05 +07)/2 — (At/4)kLey (b7 = b)), wobei b = T7'y der Randwert auf k = N,
ist.
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Diffusionsgleichungen

Verallgemeinertes 2-Niveau-Schema

Beim ADI-Verfahren hatten wir einfach ad hoc ein zusétzliches Zeit-Niveau bei
n+1/2 eingefiihrt. Hier wollen wir ein allgemeines 2-Niveau-Schema etwas systema-
tischer ableiten. Dabei werden wir den Algorithmus als Schema fiir das Inkrement
der Funktion
AT = T T (6.42)
schreiben. Wir gehen zunéchst von dem teilimpliziten Verfahren
n+1

j K n n n n
—— = OF (LT3 + Ly T37) + (L= B) s (L T+ Loy Tj) - (6.43)

aus. Mittels (6.42) eliminieren wir nun auf der rechten Seite 77" ! zugunsten von
AT]"/I;F ! Dann ergibt sich
n+1

'7k mn mn mn n
e = Bk (La AT + Ly AT 4 (LT + Ly T) - (644)

Wenn wir nun alle Terme zur Zeit n + 1 auf die linke Seite bringen, erhalten wir
1 — AtBK (L + Lyy)] AT;?,;Ll = Atk (Lox + Lyy) T} (6.45)

Um die linke Seite in Faktoren zerlegen zu kénnen, machen wir nun einen kleinen
Fehler dhnlich wie in (6.32) und schreiben

(1= AtBKLye) (1 — AtBrLyy) AT = Atk (Lag + Lyy) T}y, (6.46)

~~
::Arj.,k:

Hierbei haben wir den Fehler At252l-€2LmLyyATﬁ,j ! gemacht. Er ist von der Ord-
nung O(At?). Das macht aber nichts, solange das Verfahren selbst nur von erster
Ordnung in der Zeit ist.'' In der Tat ist das aus (6.46) resultierende Verfahren
lediglich fiir 8 = 1/2 von zweiter Ordnung,.

Die Differenzengleichung (6.46) wird nun in zwei Schritten gelost

(1 = AtBrLyy) ATy = Atk (Log + Lyy) T}, (6.47a)

J

(1 — AtKLy,) AT = ATy, (6.47D)

Beide Teilschritte konnen mit dem Thomas-Algorithmus effizient ausgefiihrt wer-
den.

Diese Methode der Aufspaltung des Operators kann auch auf drei Dimensionen
erweitert werden. In drei Dimensionen hat dieses Verfahren gegeniiber dem ADI-
Verfahren den Vorteil, daf es uneingeschrénkt stabil ist, wenn der implizite Anteil

HWenn das Verfahren O(At) ist, dann ist der Fehler in der Gleichung (6.46) fiir das Inkrement
O(At?). Der durch die Faktorisierung zusitzlich gemachte Fehler ist demnach von derselben
Fehlerordnung wie das urspriingliche Verfahren ohne Splitting. Die Differenzengleichung bleibt
also konsistent.
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6.3. Advektion

iiberwiegt, also fiir § > 1/2. Dartiber hinaus kann man die Strategie des Splitting
durch Addition eines kleine Fehlerterms auch auf Schemata mit drei Zeitniveaus
(beispielsweise (6.26)) anwenden (siehe Fletcher (1991a)).

Bei den oben beschriebenen Splitting-Schemata wurde die Differentialgleichung
zuerst diskretisiert. Danach wurde versucht, die Operatoren, welche die verschie-
denen Raumrichtungen miteinander koppeln, zu faktorisieren. Die Faktorisierung
erlaubte dann ein schrittweise Berechnung, wobei in jedem Teilschritt jeweils nur ei-
ne einzige Raumrichtung behandelt wird. Damit lassen sich die Gleichungssysteme
okonomischer 16sen.

Eine gewisse Modifikation des Splitting ist die Fractional-Step-Methode. Hierbei
wird schon die Differentialgleichung, z.B. die zweidimensionale Diffusionsgleichung

oT 0? 0?

in zwei Gleichungen aufgespalten. Erst danach erfolgt die Diskretisierung. Dazu
schreibt man

10T O*T
éa = H@, (649&)
10T O*T

In dieser Form sind die Gleichungen aber nicht korrekt, da sie im allgemeinen,
d.h. fiir 9°T/0z* # 0*T/0y?*, widerspriichlich sind. Deshalb sind diese Gleichun-
gen lediglich algorithmisch zu verstehen, im Sinne einer sukzessiven Losung. Wenn
man die beiden Gleichungen in diesem Sinne diskretisiert, kann man das explizite
Verfahren (6.35) erhalten oder, bei impliziter Diskretisierung, das ADI-Verfahren
(6.38).

Abschlieflend sei noch einmal betont, dafl es wichtig ist, auch die Randbedingun-
gen konsistent mit derselben Fehlerordnung zu implementieren, wie diejenige des
Integrationsverfahrens, da sonst die Genauigkeit der Verfahrens generell reduziert
wird. Eine Ubersicht iiber die wichtigsten Eigenschaften der gingigsten Integrati-

onsverfahren fiir die Diffusionsgleichung ist in Abb. 6.7 gezeigt.
12

6.3. Advektion

In diesem Abschnitt wollen wir die Eigenschaften verschiedener Integrationsver-
fahren fiir hyperbolische Gleichungen am Beispiel der fiir die Strémungsmechanik
wichtigen Advektionsgleichung (6.4) untersuchen. Wie zu Beginn dieses Kapitels
erwahnt, erhélt man die Losung der Advektionsgleichung fiir ein unendlich ausge-
dehntes Gebiet einfach durch die Translation der Anfangsbedingung um die Lénge

12HK: Sengupta einarbeiten.
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Abbildung 6.7.: Verfahren fiir die Diffusionsgleichung (Fletcher, 1991a).

4. €. Rublmann, WS 20/2f

Numerische Methoden der Strémungsmechanik

16



6.3. Advektion

L = u(t —ty), vorausgesetzt u = const. Die Kenntnis dieser exakten Losung ermog-
licht eine leichte Uberpriifung der numerischen Ergebnisse verschiedener Verfahren.
Wenn zusétzlich auch Diffusionsterme in der Differentialgleichung auftreten (siehe
Kap. 6.4), ist die Losung natiirlich nicht mehr so einfach darzustellen.

Zunéchst werden wir die lineare Advektionsgleichung betrachten. Die nichtlineare
Advektionsgleichung wird spéter behandelt. Die Advektionsgleichung ist von erster
Ordnung im Raum. Wir werden sehen, dafl eine symmetrische 3-Punkt-Berechnung
der ersten rdumlichen Ableitung zu unphysikalischen Oszillationen fiithrt. Ande-
rerseits wird die Ordnung des Verfahrens meist um 1 verringert, wenn man eine
stabilere asymmetrische raumliche Diskretisierung verwendet.

6.3.1. FTCS-Schema
Wir betrachten die Advektionsgleichung (6.4)

oT  oT
- Tua—=0 (6.50)

auf der reellen Achse = € [—00, 00] mit u = const. > 0. Die einfachste Diskretisie-
rung stellt das explizite FTCS-Schema dar

n+1 n n n
L =17 T -1

= 0. 6.51
At YT oA (6.:51)
Wir schreiben es in der Form
C
n—+1 mn mn n
TP =T - S (T — T (6:52)
Hierbei ist
U
g O = (6.53)
Kurt Otto Ax/At
Friedrichs die Courant-Zahl.'® Die Courant-Zahl ist das Verhaltnis der Ge-
1901-1982 schwindigkeit u des tatséchlichen physikalischen Transports der

GroBle T' zu der Geschwindigkeit Axz/At, mit der sich eine Information bei einem
expliziten Verfahren (2. Ordnung) auf einem Gitter ausbreiten kann.'* Aus dieser
Betrachtung folgt, dafl Werte C > 1 keinen Sinn machen. Denn fiir C > 1 reicht die
numerisch maximal mogliche Ausbreitungsgeschwindigkeit nicht aus, um die Gro-
Be T mit der erforderlichen physikalischen Geschwindigkeit u auf dem gegebenen
Gitter zu transportieren. Wir miissen also verlangen

C<l1. (6.54)

Diese Bedingung wird Courant-Friedrichs-Lewy-Bedingung (CFL-Bedingung) ge-
nannt. Sie besagt, dafl sich ein physikalisches Fluidelement innerhalb eines Zeit-
schritts At nicht weiter bewegen darf als eine rdumliche Gitterweite Ax.

13Sie wird auch Courant-Friedrichs-Lewy-Parameter genannt.
1 Alternativ gibt die Courant-Zahl an, um wieviele Gitterpunkte (im Abstand Az) sich die GroBe
T pro Zeitschritt fortbewegen sollte.
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Diffusionsgleichungen

Der Abbruchfehler des FTCS-Verfahrens ist O(At, Az?). Eine
Untersuchung der von-Neumann-Stabilitdt ergibt den Verstér-
kungsfaktor von Storungen innerhalb eines Zeitschritts

G =1-iCsind = |G| = V1+ C?sin?0 > 1. (6.55)

Wegen |G| > 1 ist das FTCS-Schema fiir alle Werte von C # 0
uneingeschriinkt instabil.'” Die Auswirkung der Instabilitit auf
die Entwicklung von 7" sind in Abb. 6.8a,b zu sehen. In der Néhe
von starken Gradienten kommt es zu Oszillationen, deren Amplitude explodiert.
Aus diesem Grund ist das FTCS-Schema fiir reine Advektionsgleichungen nicht zu
gebrauchen.

Hans Lewy
1904-1988

6.3.2. Upwind-Verfahren

Die Instabilitédt tritt bei einseitigen Differenzen nicht auf. Wenn man rdumliche
Riickwértsdifferenzen bildet, ergibt sich

TPt =T - C(T} -T2 ,) = (1 - O) I} + CT1,. (6.56)
Wegen u > 0 werden die Differenzen also zur Luv-Seite gebildet. Man spricht daher
auch von einem Upwind-Verfahren.'s Fallsu < 0ist (C < 0), muB man die rdumliche

Ableitung nach rechts nehmen

n n n n\ <0 7 n n n n
T =17 - C(T7, — T7) = 1 = [Cl(T} = T},) = (1= [C]) T} + [CIT},,.

(6.57)
Die von-Neumann-Analyse von (6.56) liefert
G=1-C+Ce™, (6.58)
Dies ergibt
IG?=1-2C (1-C) (1—cosf). (6.59)
—— ——

>0 fir C<1 €[0,2]

Wir erhalten also einen stabilen Algorithmus fiir C < 1. Das
ist gerade die Courant-Friedrichs-Levy-Bedingung. In der Regel
findet man diese Stabilitdtsbedingung fiir alle expliziten Verfah-
ren fiir hyperbolische Systeme. Interessanterweise erhélt man fiir
C = 1 das Schema Tj"+1 = T} ;. Dies entspricht gerade der exakten Losung der
Advektionsgleichung.

Richard Courant
1888-1972

5Fiir die Diffusionsgleichung war das FTCS-Schema bedingt stabil.
16Manchmal wird das Upwind-Verfahren auch Upstream-Verfahren oder Donor-Cell-Schema, ge-
nannt.
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6.3. Advektion

(a) FTCS, C = 0.9, n = 25 (b) FTCS, C = 0.05, n = 50
forward Euler: Courant=0.9, N=100, period~=111, time=25 forward Euler: Courant=0.05, N=100, period~=2000, time=50
1 L
Yos
0
0 0.5 1
X
(¢) Upwind, C = 0.9, n = 250 (d) Upwind, C = 0.9, n = 50
upwind: Courant=0.9, N=100, period~=111, time=250 upwind: Courant=0.9, N=100, period~=111, time=50
1 o) 1
Yos Y05
0 0
0 0.5 1 0 0.5 1
x x
(e) Lax-Wendroff, C = 0.9, n = 580 (f) Lax-Wendroff, C = 0.9, n = 50
Lax-Wendroff: Courant=0.9, N=100, period~=111, time=580 Lax-Wendroff: Courant=0.9, N=100, period~=111, time=50
1r 1r
Yos Yos
0 0
0 0.5 1 0 0.5 1
x x

Abbildung 6.8.: Numerisch berechnete Losungen (blau) im Vergleich mit der exakten
Losung (rot) fiir die beiden Anfangsbedingungen ( ) eines GaufB-Pakets und eines
Rechteckpulses. Gezeigt sind Ergebnisse fiir das FTCS-Schema (a,b), das Upwind-Schema
(c,d) und das Lax-Wendroff-Schema (e,f) fiir den angegebenen Zeitpunkt n. Mit der
rdumlichen Periodenléinge L = 1 und mit Az = 1/N ist die zeitliche Periode T'= L/u =
1/u = At/(AzC) = (N/C)At. Nach np = N/C Zeitschritten hat die exakte Losung also
wieder die Ausgangskonfiguration angenommen. In allen Fillen ist N = 100 die Anzahl
der rdumlichen Stiitzstellen. Damit ist fiir alle Fille ny = 111, nur fiir (b) ist ny = 2000.
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Diffusionsgleichungen

(g) Leapfrog (Euler), C =0.9, n =120 (h) Leapfrog (Euler), C =0.9, n = 20

Leapfrag: inistep: Euler, Courant=0.9, N=100, period~=111, time=120 Leapfrag: ini-step Euler, Courant=0.9, N=100, period~=111, time=20

0 0.5 1 0 05 1
X X

(i) Leapfrog (Upwind), C = 0.9, n = 120 (j) Leapfrog (Upwind), C =0.9, n = 20

Leapfrag: inistep: upwind, Courant=0.9, N=100, period~=111, time=120 Leapfrag: inistep: upwind, Courant=0.9, N=100, period~=111, time=20

0 0.5 1 0 05 1

X x

Noch Abbildung 6.8.: Beschreibung siche oben. Hier sind die Ergebnisse fiir das
Leapfrog-Verfahren gezeigt, wobei in (g,h) zu Beginn der Rechnung ein FTCS-Schritt
gemacht wurde, und in (i,j) ein Upwind-Schritt. Die zwei unabhéngigen numerischen Lo6-
sungen sind durch gestrichelte bzw. durchgezogene blaue Linien gekennzeichnet.

Zur Bestimmung der Ordnung des Upwind-Verfahren setzen wir die Taylorent-
wicklungen der exakten Losung um den Punkt (n, j)

0T AROT
Tt =10 + Ata + ozt O (At%), (6.60a)
T ARPT ;

in das Upwind-Schema (6.56) ein und erhalten

or o  At&PT Az d°T Yy
E+u%——7ﬁ+u7w+O(At,A‘x>. (661)

Das Upwind-Verfahren ist also von erster Ordnung O (_At, Ax). Durch abermalige
Zeitableitung der Advektionsgleichung (6.50) folgt 9T /ot* = u?0*T /Ox*. Daher
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6.3. Advektion

kann man den Fehler auch schreiben als

or 0T Ax o0*T s A o
E+u%—?7(l—C)aT2j+O(At,Ax). (6.62)
Difalrsion

Da der fithrende Fehlerterm proportional zur zweiten Ortsableitung ist, hat er die-
selbe Wirkung wie ein Diffusionsterm. Diese kiinstliche Diffusion wird durch die
Diskretisierung verursacht. Die zugehorige Diffusivitét ist " = uAx (1 — C) /2. Die
diffusive Wirkung des Fehlers kann man sehr gut in Abb. 6.8¢c,d sehen: Der Gauf3-
Peak wird im Laufe der zeitlichen Entwicklung abgebaut und die Ecken des Recht-
eckimpulses werden verschmiert. Fiir C — 1 verschwindet die kiinstliche Diffusion.
Dann ist die Losung des Upwind-Schemas ja auch identisch mit der exakten Lo-
sung. Bei Stromungsproblemen kann man leider nicht einfach C = 1 setzen, da die
Geschwindigkeit u(z,t) im allgemeinen im Raum variiert. Die Courant-Zahl nimmt
dann lokal unterschiedliche Werte an.

6.3.3. Leapfrog-Verfahren

Um ein stabiles Verfahren fiir die Advektionsgleichung zu erhalten, kann man al-
ternativ versuchen, den zeitlichen Operator des FTCS-Verfahrens zu modifizieren.
Es liegt dann nahe, die zeitlichen Differenzen wie beim Richardson-Verfahren fiir
die Diffusionsgleichung (Kap. 6.1.1) symmetrisch zu bilden, was gleichzeitig die
Genauigkeit in der Zeit erhthen wiirde. Mit dieser Anderung erhalten wir

Tl el L
J J Jj+1 j—=1
=0 6.63
oAt T 2Ag ’ (6.63)
was auf das Leapfrog- Verfahren fithrt
T =T = C(Tha — TiLy) - (6.64)

Wenn man die Konsistenz iiberpriift, stellt man fest, da} dieses Verfahren von 2.
Ordnung O (At?, Ax?) ist. An dem Verstirkungsfaktor von Stérungen

G = —iCsinf 4+ V1 — C*sin?0 (6.65)

sieht man sofort, dafl das Leapfrog-Verfahren fiir C = 1 neutral stabil ist, denn es
ist |G(C = 1)| = 1. Das Verfahren ist aber auch fiir alle C' < 1 neutral stabil, was
recht vorteilhaft ist. Denn neutrale Stabilitdt bedeutet, dafl kleine Abweichungen
weder verstiarkt noch geddmpft werden. Dies entspricht genau dem Verhalten der
exakten Advektionsgleichung. Sie ist trivialerweise energieerhaltend.

Wenn man sich das raum-zeitliche Gitter schachbrettartig (schwarz/weif3, Abb.
6.9) vorstellt, erkennt man, da durch das Leapfrog-Verfahren (6.64) nur die Git-
terstellen einer Farbe miteinander in Beziehung stehen. Die weilen Gitterpunkte
entwickeln sich vollig unabhéngig von den schwarzen. Unter Umstédnden koénnen
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Diffusionsgleichungen

_ Abbildung 6.9.: Schachbrettmuster der beim Leapfrog-
J Verfahren miteinander in Verbindung stehenden Punkte.

sich beide Losungen unterschiedlich entwickeln.!” Dies kann man vermeiden, wenn
die beiden Losungen in gewissen periodischen Zeitabstédnden schwach miteinander
gekoppelt werden (z.B. durch Mittelung {iber zwei Zeitschritte).

Man kann analytisch zeigen, dafl das Leapfrog-Verfahren (6.64) zwei Losungen be-
sitzt, eine physikalisch sinnvolle und eine unphysikalische Losung (spurious mode).!®
Die unphysikalische Losung kann durch eine geeignete Wahl der Anfangsbedingung
auf den beiden ersten Zeitniveaus vermieden werden. Falls die unphysikalische Lo-
sung bei der Implementierung der Anfangsbedingungen nicht eliminiert wird, ent-
wickeln sich die Losungen auf den weiflen und schwarzen Raum-Zeit-Punkten unter-
schiedlich und mufl zum Beispiel durch die oben genannte Mittelung ausgeglichen
werden.

Beim Leapfrog-Verfahren erfolgt die Berechnung auf 3 Zeitniveaus. Daher braucht
man zu Beginn der Rechnung zunéchst ein zweites Zeitniveau, das man zum Beipiel
mit dem Euler-Verfahren (FTCS) oder dem Upwind-Verfahren berechnen kann.

6.3.4. Lax-Wendroff-Verfahren

Eine andere Moglichkeit zur Konstruktion eines Verfahrens zweiter Ordnung in der
Zeit besteht darin, das instabile FTCS-Verfahren (6.52) zu modifizieren. Zum Bei-
spiel kann man den Fehlerterm erster Ordnung, welcher bei der Vorwéartsdifferenz
in der Zeit in (6.52) vernachléssigt wurde, mit in das Schema einbeziehen. Dazu be-
trachten wir die Taylorentwicklung von Tj’hLl um den Punkt (n,7) und 16sen nach
JT /0t auf,
or T -Tp Ato*T T =T ALOPT
E =7 7 At : _7W+O (Atz) =4 7 AL J —u27%+0 (AtQ) . (666)
Hierbei haben wir die zweite Zeitableitung durch die zweite Ortsableitung aus-
gedriickt. Diese kann nun diskretisiert und in das Differenzenschema einbezogen
werden. Man erhélt dann anstelle des FTCS-Schemas das Laz- Wendroff-Verfahren
Tn+1 ™ C n n C2 n n n
S B (T - T) + ) (T4 = 217 + T}y) - (6.67)

"In Abb. 6.8 wurden die beiden unabhingigen Funktionswerte mit durchgezogenen beziehungs-
weise gestrichelten Linien verbunden.
8Der Grund dafiir sind die drei Zeitniveaus.
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6.3. Advektion

Es ist von der Fehlerordnung O (A#?, Az?) und stabil fiir C < 1. Fiir C = 1 wird das
Lax-Wendroff-Verfahren exakt. Numerische Ergebnisse sind in Abb. 6.8e.,f gezeigt.

Man kann noch viele weitere Schemata untersuchen. Insbeson-
dere kann man auch implizite Verfahren, wie das Crank-Nicolson-
Schema, betrachten. Fiir hyperbolische Gleichungen, wie der Ad-
vektionsgleichung, bieten die impliziten Verfahren aber keine we-
sentlichen Vorteile gegeniiber den expliziten. Dies liegt daran,
daf} sich numerische Fehler innerhalb nur eines Zeitschritts (also
sofort) iiber das gesamte Raumgebiet ausbreiten. Aus physikali-
g schen Griinden propagieren Storungen bei hyperbolischen Glei-
Burton Wendroff chungen aber nur mit endlicher Geschwindigkeit. Obwohl die im-
(Burt) pliziten Verfahren in der Regel sehr stabil sind (auch fiir C > 1),
1930 produzieren sie bei groflen Zeitschritten recht grofle Fehler. Bei
kleinen Zeitschritten (C < 1) kann man dann auch die schnelleren expliziten Verfah-
ren verwenden. Im iibrigen sollten man nicht vergessen, daf§ das Upwind- und auch
das Lax-Wendroff-Schema fiir C = 1 die exakte Losung der Advektionsgleichung
reproduzieren. Implizite Methoden sind dazu nicht in der Lage.

Generell kann man sagen, dafl es wesentlich einfacher ist, genaue Losungen fiir
parabolische Gleichungen (Diffusion) zu erhalten, als fiir hyperbolische Gleichungen

(Advektion).

6.3.5. Dispersion und Dissipation

Als Dispersion bezeichnet man die Tatsache, dafl die spektralen Komponenten
(Fourierkomponenten) eines Signals unterschiedlich schnell propagieren. Nicht-
monochromatische Wellen dndern sich deshalb mit der Zeit. Neben der reinen For-
méinderung wird die Abschwichung eines Signals als Dissipation bezeichnet.”

Die Dispersion kann man zum Beispiel beobachten, wenn man einen Stein ins
Wasser wirft. Fiir Wasserwellen unter dem Einflufl von Kapillaritdt und Schwerkraft
(capillary-gravity waves) gilt unter Vernachldssigung der Dichte der Luft die Dis-
persionsrelation (Landau and Lifschitz, 1991)

&2 = (%)2 - % + ‘%{;. (6.68)

Fiir Wasser/Luft hat die Phasengeschwindigkeit ¢ ein Minimum bei kyi,

Vpg/o =~ 3.66cm™! (0,0 = 72.8 x 107°N/cm, pp,o0 = 1g/em?, g = 9.8 m/s?).
Dies entspricht einer Wellenldnge von A\, ~ 1.71 cm. Fiir Wellenldngen A < Apin
dominieren kapillare Effekte und man hat Kapillarwellen. Im Bereich der Kapil-
larwellen nimmt die Phasengeschwindigkeit mit der Wellenlénge ab. Dies ist der
normale Fall bei einem Steinwurf. Fiir Wellen mit A > A,;, nimmt die Phasenge-
schwindigkeit mit der Wellenldnge langsam wieder zu. In diesem Bereich hat man

9Djie Dissipation im strengen strémungsmechanischen Sinn bezeichnet die Umwandlung von ki-
netischer Energie in Wérmeenergie. Sie ist mathematisch genau definiert.

4. €. Rublmann, WS 20 /21 23

Numerische Methoden der Strémungsmechanik
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(a) Verfahren fiir die Advektionsgleichung (Fletcher, 1991a).

Abbildung 6.10.
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(b) Verfahren fiir die Advektionsgleichung (Fletcher, 1991a).

Noch Abbildung 6.10.
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Diffusionsgleichungen

(b)
10 — — —
I —Bo=1
Schwerewellen

c? i Kapillarwellen
Z 5L
gd I

O L L L L

Abbildung 6.11.: (a) Wellen verschiedener Wellenlénge auf einer Wasseroberfliche (Pho-
tographie: Andrew Davidhazy) und (b) Dispersionsrelation fiir Oberflichenwellen fiir
Bondzahl Bo = pgd?/o = 1, wobei d die Lingenskala ist. Die Bondzahl ist ein Maf}
fiir die relative Bedeutung von Gravitationskriften zu Oberflichenspannungskréften.

Schwerewellen. In der Seefahrt sind die sehr langwelligen freak waves so gefahrlich,
weil sie am schnellsten propagieren.

Ausbreitung von Wellen in linearer Ndaherung

Wenn Wellen eine kleine Amplitude besitzen, kann man die zu-
grundeliegenden Gleichungen beziiglich der Amplitude lineari-
sieren. Dies ermdglicht eine analytische Behandlung. Dispersion
und Dissipation sollen daher an zwei Beispielen fiir die lineare
Wellenausbreitung demonstriert werden. Wir betrachten einer-
seits die Konvektions-Diffusions-Gleichung (Transportgleichung)

or or 0*T

Diederik — t+u——K— =0, (6.69)
Johannes ot O Oz
i;‘ige;v;fl und andererseits die linearisierte Korteweg-De Vries-Gleichung®

20Eine mogliche Form der Korteweg-De Vries-Gleichung ist

0 o3
_+(1+f)a_£+a—xé:0'

Sie beschreibt die Ausbreitung nichtlinearer Wellen in einer
flachen Fliissigkeitsschicht (Flachwasser). Man kann die KdV-
Gleichung auch noch in verschiedenen anderen Formen aufschrei-
ben (Drazin, 1983). Insbesondere erlaubt sie trotz der Dispersion
Wellen, die ihre Form nicht verédndern (Solitonen und Cnoidal-
Wellen). Hierbei wird die Dispersion gerade durch die Nichtlinea-
ritdt kompensiert.
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6.3. Advektion

oT oT ?*T

In beiden Féllen kénnen wir die Losung als Fourier-Reihe darstellen

T(x,t) = Z Tielkate=iolt ¢ (6.71)
k

mit k,0,w € R und c.c. als Bezeichnung fiir das konjugiert Komplexe.?! Da
die linearen Wellen entkoppeln, brauchen wir nur eine représentative Fourier-
Komponente zu betrachten.

Wenn wir diesen Ansatz in die obigen Differentialgleichungen einsetzen, erhalten
wir fiir die Transportgleichung

_ 2

(0 —iw+ivk+rk?)T=0 = { ZEZ; _ ;]fk ! (6.72)
Dies ist gerade die in Raum und Zeit Fourier-Transformierte von
(6.69). Die Wachstumsrate o < 0 ist negativ. Je kleiner die Wel-
lenlénge ist, desto grofler ist die Dampfungsrate —o (Dissipation)
der betreffenden spektralen Komponente von 7. Die Frequenz
der Welle ist proportional zur Wellenzahl. Damit ist die Phasen-
geschwindigkeit ¢ = w/k = u konstant und durch die Advek-
tionsgeschwindigkeit u gegeben. Dies wird auch oft als Disper-
sionsfreiheit bezeichnet. Jede spektrale Komponente der Welle
propagiert mit derselben Geschwindigkeit u. Aber jede Kompo-
nente wird auch im Laufe der Zeit entsprechend ihrer Wellenléan-
ge abgeschwicht.

Fiir die linearisierte Korteweg-De Vries-Gleichung erhalten wir

Gustav de Vries
1866-1934

o . a3\ O'(k?) = 0,

(0 —iw + iuk — iBk*) T); = 0 = { wlk) = uk— Bk, (6.73)
Wellen erfahren hier keine Verstdarkung oder Démpfung: o = 0. Die lineare KdV-
Gleichung besitzt jedoch eine kubische Dispersion. Ein Puls, der verschiedene Wel-
lenldngen enthélt, zerflieit, da die Komponenten mit unterschiedlicher Geschwin-
digkeit fortlaufen. Die entsprechenden Kurven o(k) und w(k) sind in Abb. 6.12
gezeigt.

Aufgrund des Zusammenhangs 0, — ik bei der Fourier-
Transformation tragen die geradzahligen Ableitungen immer
zur Dissipation und die ungeradzahlige Ableitungen immer zur
Dispersion bei.

In Abb. 6.13 ist die Wirkung von Dispersion und Dissipation auf einen Rechteck-
puls gezeigt. Angenommen wurden die Relationen (6.72) und (6.73) mit verschie-
denen Werten fiir § und k.

215 ist hier eine Wachstumsrate und nicht die Oberflichenspannung.
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0.5
w,o ()
Abbildung 6.12.: Dispersion
(durchgezogen) und Dissipation
(gestrichelt) fiir die Transportglei-
05 e chung (rot) und die linearisierte
0 0.25 0.5 KdV-Gleichung (blau). Es wurde
k u=kr = =1 gesetzt.
(a) exact: k=8=0 (b) kK =0.001, 8=0 () k=0.01,8=0
1 1 1
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T05 | \ To.s ’/ \ T05
0 ’ \ 0 | \\ 0
-0.5 J V ; -05 J | \ -0.5
-1 -1 -1

—2

2 -2 0 2 -2 2

0
T

(f) k=0.01, 8 =0.01

Ko
8

Ko

Abbildung 6.13.: Disperion und Dissipation eines periodischen Rechteckpulses mit peri-
ode 27 fiir die Gleichung O;T + u0,T — KOyeT + BOpezxT = 0 mit u = 1. Der anfiangliche
Puls (blaue Kurve) wurde approximiert durch 7'(z,t = 0) = R iZii):l exp (imzx) /m

(m ungerade). Die roten Kurven zeigen den Puls bei t = 2. Die Parameter sind in den
Uberschriften angegeben.
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Abbildung 6.14.: Dispersion des Leapfrog-Verfahrens (6.64). Gezeigt ist die normierte
Phasengeschwindigkeit cpy (blau) und die normierte Gruppengeschwindigkeit cg, (rot).
Die Courant-Zahl C ist als Parameter angegeben. Die Wellenzahlen sind durch die Grenz-
wellenzahl knyquist = m/Ax skaliert.

In analoger Weise kann man die Dispersion und Dissipation der diskretisierten
Form der beiden Gleichungen (6.69) und (6.70) untersuchen. Die Dispersion und
Dissipation sollten derjenigen der exakten Gleichungen méoglichst nahekommen. Das
Vorgehen soll am Beispiel des Leapfrog-Verfahrens fiir die reine Advektionsgleichung
(6.4) demonstriert werden.

Dispersion und Dissipation des Leapfrog-Verfahrens fiir die
Advektionsgleichung

Es ist leicht zu sehen, dafl die Advektionsgleichung (6.50) keine Dispersion besitzt,
d.h. alle Fourierkomponenten einer beliebigen Anfangsbedingung propagieren mit
derselben Phasengeschwindigkeit ¢ = u. Auch ist die Advektionsgleichung frei von
Dissipation, die Amplituden der Fourierkomponenten sind ungeddampft (o = 0).

Um die mit dem Leapfrog-Verfahren diskretisierte Version der Advektionsglei-
chung zu untersuchen, setzen wir den Ansatz (6.71) in der Form T}* ~ elfit(o—iw)tn
in das Leapfrog-Schema (6.64) ein und erhalten mit den Gitterweiten At und Ax
die diskrete Dispersionsrelation

plo—iw)At _ —(o—iw)At _ (elkdr _ gmikas) (6.74)
Trennen von Real und Imaginirteil liefert®?
Realteil: e cos (wAL) = e 7% cos (wAL), (6.75a)
Imagindrteil: ~ —e”®'sin (WAt) = e 7?' sin (wWAt) — 2Csin (kAz).  (6.75b)
22Es gilt e'¥ = cos ¢ + isin .
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(a) k=0.1 kNyquist (b) k=0.25 kNyquist
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Abbildung 6.15.: Advektion eines Wellenpakets bei periodischen Randbedingungen
mittels Leapfrog-Verfahren und C = 1. Die Anfangsbedingung ( ) ist Ty =
exp [—N(z — 1/2)?] sin [sknyquist (z — 1/2)], mit Nyquist-Wellenzahl kxyquist = N7 =
w/Ax (vgl. Abb. 6.14). Der erste Zeitschritt wurde mit Lax-Wendroff durchgefiihrt. Die
Auflosung betridgt N = 512. Die Einhiillende der exakten Losung (rot) und die numeri-
sche Losung (blau) sind zur Zeit n = 2000 gezeigt. Die Gruppengeschwindigkeit héingt
von der Wellenzahl ab (s := k/knyquist): s = 0.1 (a), s =0.25 (b), s = 0.5 (¢) und s = 0.6
(d). (e) zeigt das Spektrum fiir den Fall (c).
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Aus dem Realteil folgt 0 = 0. Das Leapfrog-Schema fiir die Advektionsgleichung
besitzt also keine Dissipation, genau wie die exakte Advektionsgleichung. Mit o = 0
folgt aus dem Imaginérteil

sin (wWAt) = Csin (kAx). (6.76)

Die Dispersionsrelation lautet also

1
w(k) = X arcsin [Csin (kAx)] . (6.77)
Daraus folgt fiir die Phasen- (cpy) und fiir die Gruppengeschwindigkeit (cq;)*
w 1 : . co1 Az o=

Crn = ¢ A aresin [Csin (kAzx)] — A7 u, (6.78a)

Ow Az Ccos (kAz) o1 Az o=
Cor = — = — - — = u. 6.78b
N ok At \/1 — (%sin? (kAx) At ( )

Fiir C # 1 zeigt das Leapfrog-Verfahren fiir die Advektionsglei-
chung eine Dispersion, die nicht in der kontinuierlichen Advekti-
onsgleichung vorhanden ist. Diese numerische Dispersion ist in
Abb. 6.14 durch Kurven fiir Phasen- und Gruppengeschwindig-
keit illustriert. Die kleinste auf einem Gitter darstellbare Wel-
lenlénge ist A\, = 2Ax. Dies entspricht einer maximalen Wel-
lenzahl, der Nyquistwellenzahl knyquist = 7/Az. Fir C — 1
: fallt die Phasengeschwindigkeit ab der halben Nyquist Wellen-
Harry Nyquist zahl k/knyqust = kAz/m = 1/2 stark ab und verschwindet fiir
18891976 k = knyquist. Fiir & > kxyquse/2 (d.h. fiir Wellenliingen A < 4Az)
ist die Gruppengeschwindigkeit sogar fiir alle C negativ. Dieses Verhalten ist in
Abb. 6.15 fiir C =1 fiir ein Wellenpaket demonstriert. Langwellige Pakete werden
gut transportiert. Wenn sich die Wellenzahl der Trégerwelle erhoht, bleibt das Wel-
lenpaket aber hinter der exakten Losung zuriick. Bei der halben Nyquist-Wellenzahl
bleibt das Wellenpaket sogar stehen. Eine weitere Erhchung von £ fithrt dann zu
einer Propagation in die entgegengesetzte Richtung.

6.3.6. ErhaltungsgroBen

Meist gibt es bei partiellen Differentialgleichungen gewisse Groflen, die im Laufe
der zeitlichen Entwicklung erhalten bleiben. Die diskrete Version der PDE sollte
natiirlich auch méglichst viele dieser Groflen erhalten. Dies ist besonders wichtig
bei der Advektionsgleichung.

Eine offensichtliche Erhaltungsgréfie der Advektionsgleichung ist die Flache unter
der Funktion T'(x,t). Wir konnen diese als Masse auffassen. Als Beispiel betrachten

#3Beachte: arcsin’(z) = (1 — x2)_1/2.
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Diffusionsgleichungen

wir das FTCS-Verfahren (6.52). Wenn wir das Integral iiber x mittels Trapezregel
approximieren, erhalten wir (den gemeinsamen Faktor Az kénnen wir kiirzen)

C
2T = ZT"——Z T = ]”1)=ZT;1—5(ZTJ?—ZTJ%>-
J J 7’ J"

J

J

~~

(6.79)
Damit bleibt Zj T} von einem Zeitniveau zum anderen konstant. Das FTCS-
Verfahren ist also massenerhaltend, aber — wie schon gezeigt — leider instabil.
Natiirlich kann es noch weitere Erhaltungsgrofen geben (zum Beispiel den Im-
puls). Bei der KdV-Gleichung existieren sogar unendlich viele Erhaltungsgrofien,
deren Erhaltung man beim Diskretisieren iiberpriifen kénnte.

6.4. Lineare Konvektions-Diffusionsgleichungen

6.4.1. Stationare Konvektion und Diffusion

In vielen stromungsmechanischen Problemen treten Grenzschichten auf. Die mathe-
matische Ursache hierfiir ist das Auftreten eines kleinen Koeffizienten vor der hoch-
sten Ableitung in der Differentialgleichung. Dies ist normalerweise der Diffusions-
term. Der kleine Faktor entspricht dann der inversen Reynoldszahl oder der inversen
Péclet-Zahl. Die Reynoldszahl Re = u/(v/L) und die Péclet-Zahl Pe = u/(k/L)
geben das Verhiltnis von konvektiver Transportgeschwindigkeit u zur diffusiven
Transportgeschwindigkeit v/L (bzw. x/L) an. Wenn der konvektive Transport we-
sentlich schneller ist als der diffusive, kann es an denjenigen Berandungen, auf
denen das Geschwindigkeits-, Temperatur- oder Konzentrationsfeld aufgepragt ist,
zu hohen Gradienten kommen.

Als einfachstes Beispiel fiir ein derartiges Verhalten kann man die stationdre
Konwvektions-Diffusions-Gleichung

U— = Kk— (6.80)

betrachten. Hierbei steht der konvektive Transport von T in positiver z-Richtung
(u > 0, linke Seite) im Gleichgewicht mit dem diffusiven Transport von T' (rechte
Seite). Fiir die Randbedingungen 7(0) = 0 und 7(1) = 1 kann man leicht eine
analytische Losung dieser linearen gewohnlichen Differentialgleichung finden.?* Mit
dem Ansatz T ~ e erhalten wir

ul — kA? =0, (6.81)

24Dijese Randbedingungen entsprechen der homogene Durchstrémung eines Gebiets, bei dem die
permeablen Winde bei x = 0 und 1 auf verschiedenen Temperaturen gehalten werden.
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Abbildung 6.16.: Losungen der stationdren Konvektions-Diffusions-Gleichung fiir u/kx =
20. Gezeigt sind die exakte Losung (rot) und numerische Losungen mittels zentraler Dif-
ferenzen auf Gittern mit Az = 0.05 (Reg =1, ), Az = 0.1 (Reg = 2, magenta) und
Az = 0.2 (Reg = 4, blau). Zusétzlich ist auch die Losung fiir Az = 0.2 (Reg = 4, cyan)
dargestellt, wobei der advektive Terme per Upwind-Verfahren diskretisiert wurde.

mit den Wurzeln A\; = 0 und A\ = u/k. Die Linearkombination der beiden Moden

@ welche die beiden Randbedingungen erfiillt, lautet

/R _

T(z) = (6.82)

eu/k — 1 °
Diese exakte Losung ist in Abb. 6.16 als rote Kurve gezeigt.
Bei Verwendung von zentralen Differenzen fiir unser elliptisches Problem (6.80)
erhalten wir

JLr =T T — 205+ 15

— . .8
2Ax " Ax? (6.83)
Dies kann man auch schreiben als
1 ulAzx
5 o (Tya = Tya) = Ty = 205+ Ty, (6.84)
——
:=Req
bzw. R R
e e
(1 + TG) Ty — 215 + (1 - TG) Tjo1 =0, (6.85)
wobei
A
Reg = w2 (6.86)
K

als Gitter-Reynoldszahl bezeichnet wird.? Man kann leicht nachpriifen, daf§ die

25Djes ist eine Reynoldszahl, die mit der Gitterweite Az als Lingenskala gebildet wurde. Eigent-
lich ist es eine Gitter-Péclet-Zahl, da wir die nicht weiter spezifizierte Diffusivitéit x verwenden,
und nicht etwa die kinematische Viskositét v.
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Abbildung 6.17.: Eigenwerte A der Matrix des linearen Systems (6.85) bzw. (6.88) fiir
u/k = 20. Dann ist Reg = 20/J, wobei 1/J = Az ist. Fiir die unterkritische Bedingung
J = 11 (blau) sind alle Eigenwerte reell. Bei der kritischen Bedingung J = 10 entspre-
chend Req = 2 (schwarzes Quadrat) sind alle Eigenwerte entartet und es sind alle A\; = 2.
Fiir iberkritische Verhéltnisse J =9 (rot) sind alle Eigenwerte komplex.

Rekursionsformel (6.85) die Losung
1+ Reg/2)’
T,=A+B|———— 6.87
J + (1 - RGG / 2) ( )
besitzt. An der Form dieser exakten Losung der diskretisierten Gleichung sieht
man, daf T} oszilliert, wenn Reg > 2 ist.*® Eine oszillierende Losung ist hier aber
unphysikalisch, da die exakte Lésung monoton ist.
Um die Losung der diskretisierten Gleichung (6.85) zu finden, kann auch das
zugehorige lineare Gleichungssystem fiir 7} aufstellen. Dann erhélt man ein tridia-
gonales System mit konstanten Diagonalen

b ¢ 15 —al}
a b c T3 0
: =1 1, (6.88)
a b c TJ_Q 0
a b TJ_1 —CTJ

mit a = —(1 4+ Reg/2), b =2 und ¢ = —(1 — Reg/2). Die Eigenwerte der Tridiago-
nalmatrix lassen sich sofort angeben (sieche Anhang Numerik I)

mJ
J—1

)\j:b+2\/@cos< ), j=1,..,J-2 (6.89)

%6Der Grenzfall Reg = 2 ist singuldr. Dann fillt 711 aus (6.85) heraus und es bleibt 7; = 0, bis
auf den Randwert Ty = 1.
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6.4. Lineare Konvektions-Diffusionsgleichungen

Fiir ac < 0 sind alle Eigenwerte komplex (Abb. 6.17). Diese Bedingung entspricht
Reg > 2. Ein oszillatorisches Verhalten der Losung der stationédren Konvektions-
Diffusionsgleichung wird vermieden, solange die Bedingung

Reg < 2 (6.90)

erfiillt ist. Der Grenzwert Req = 2 fallt offenbar mit dem Auftreten komplexer
Eigenwerte fiir Reg > 2 zusammen.

Auch bei vielen anderen Methoden fiir Grenzschichtprobleme findet man zur
Vermeidung von oszillatorischem Verhalten die Bedingung Reg < ¢, wobei ¢ eine
Konstante ist. Es ist aber nicht allgemein zwingend, dal die numerische Losung
eines bestimmten physikalischen Problems fiir Reg > ¢ oszilliert. So kann die nu-
merische Losung fiir die verzogerte Stromung vor einem Hindernis zwar oszillieren,
man kann aber fiir die beschleunigte Stromung hinter einem Hindernis monotone
Losungen fiir Reg > ¢ finden.

Wenn man die zentralen Differenzen fiir die erste Ableitung in (6.85) durch un-
symmetrische Differenzen ersetzt, erhélt man das Upwind-Verfahren

Reg (T = Tj1) = Tja = 215 + Tja, (6.91)

und somit

R
— (1 +Reg)Tj_1 +2 (1 + %) Ty — Tjsq = 0. (6.92)

Mit @ = —(1 + Reg), b = 2(1 + Reg/2) und ¢ = —1 in (6.88) hat die zugehorige
Matrix nur reelle Eigenwerte (y/ac > 0 in (6.89)) und wir erwarten die Abwesenheit
von Ostzillationen, was durch die Rechnung bestétigt wird. Das Verfahren ist dann
jedoch nur noch von erster Ordnung und deshalb nicht sehr genau (sieche Abb. 6.16).

Die Taylor-Entwicklung der exakten Losung um den Punkt j zeigt, dafl der in der
ersten Ableitung beim Upwind-Schema vernachléssigte Term ein diffusiver Term ist
(siehe (6.62)). Das Upwind-Schema (6.92) entspricht dann einem Differenzenschema
zweiter Ordnung der Differentialgleichung

a7 Reg\ d2T
—ok1+=8) =— .
- /<;<+ 2)d:c2 (6.93)

Daraus kann man schlieBen, dafl das Upwind-Schema erster Ordnung eine kiinstliche
Diffusivitdt der GroBe rkpig = (Reg/2)k besitzt. Dies erkldrt auch den Verlauf der
numerischen Losung (cvan) in Abb. 6.16, der wesentlich flacher ist als derjenige der
exakten Losung.

6.4.2. Zeitabhangige Konvektion und Diffusion
Als néichstes betrachten wir die sogenannte Transportgleichung
or or  9*T
— — = k. 6.94
ot T oz oz (6.94)
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Die Gréfle T (z.B. die Temperatur) wird durch das Geschwindigkeitsfeld u transpor-
tiert und sie diffundiert. Im Grenzfall K = 0 erhélt man die Advektionsgleichung.
Diese Art von Gleichung ist typisch fiir den Transport von Temperatur (Wéarme)
und der Konzentrationen von Stoffen. Sie ist parabolisch, und man mufi Anfangs-
und Randbedingungen vorgeben. Falls die transportierte GroSe (hier T') nicht auf
u zuriickwirkt, wird sie als passiver Skalar bezeichnet.

Die mit der Léngenskala L, Geschwindigkeitsskala U und
der Zeitskala L/U dimensionslos gemachte Transportgleichung
(6.94) lautet, wenn wir fiir die dimensionslosen Variablen diesel-
ben Symbole verwenden,

or =~ or 109°T

— — = ——. 6.95
ot o Ox  Pe 0x? ( )
Jean Claude Hierbei ist Pe = UL/k die Péclet-Zahl. Fiir Pe > 1 dominiert
Eugene Péclet der konvektive Transport iiber den diffusiven Transport. Dann
17931857 erwarten wir ein dhnliches Verhalten wie bei der Advektionsglei-

chung (Wellencharakter) sowie ein Grenzschichtverhalten. Um-
gekehrt sollte fiir Pe < 1 das Verhalten von 7" nahezu diffusiv
sein.

Explizite Verfahren

FTCS Die einfachste Diskretisierung ist das FTCS-Verfahren. Angewandt auf
(6.94) und mit v = const. lautet es

et T TR Tr  — 2T + T
J J Jj+1 Jj—1 j+1 J j—1
- =0. 6.96
AL TYToAr " Aa? (6.96)
Auflésen nach T;hLl ergibt
T, —1T" T, =277+ 1"
ntl _ n Jj+1 j—1 J+1 J j—1

C n mn C mn

= 5—5 7}+1—|—(1—23)Tj+ 34—5 ijp (6.97)

mit s = kAt/Az? und C = uAt/Azx. Die Gitter-Reynoldszahl ist von diesen beiden
GroBen abhéngig: Req = C/s. Daher mufl man die Eigenschaften der jeweiligen
Diskretisierung in der (s, C)-Ebene diskutieren.

Durch Taylor-Entwicklung kann man leicht priifen, daf§ das FTCS-Verfahren von
der Ordnung O(At, Az?) ist. Der fiihrende Fehlerterm ist At92T/0t*. Das FTCS-
Verfahren (6.97) 16st also die Gleichung

or or o*T At ﬂ
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6.4. Lineare Konvektions-Diffusionsgleichungen

in Ordnung O (A#?, Az?). Man kann nun die zweite zeitliche Ableitung mit dem
kleinen Vorfaktor wieder durch rdumliche Ableitungen ausdriicken, indem man die
Transportgleichung (6.94) nach der Zeit ableitet und in den gemischten Ableitungen
OT /Ot entsprechend (6.94) ersetzt. Dann erhélt man

[ — 1 2 =
o + o Atku O(At) 0. (6.99)

oT oT Atu?\ 0*T PT  Ats?0'T
< ) Ox? ox3 * 2 Ox* *

Die im Vergleich zur Transportgleichung (6.94) auftretenden Terme aus dem fiih-
renden Fehler der zeitlichen Diskretisierung sind rot dargestellt. Man sieht, dafl
das FTCS-Schema eine verfilschte (verringerte) Diffusion liefert. Auflerdem wird
ein dispersiver Term (~ 9%T/0xz%) generiert und eine Diffusion héherer Ordnung
(~ OAT /02*). Um diese Effekte zu minimieren sollte die Zeitschrittweite moglichst
gering sein, genauer gesagt Atu?/2 < k bzw. C* < 2s.

Mit einer Stabilitéitsanalyse findet man den Verstarkungsfaktor |G| < 1, genau
dann wenn (siehe Tabelle in Abb. 6.18)

C? < 25 <1. (6.100)

TN~
~AL2 ~At

Damit wird die Stabilitdtsgrenze des F'TCS-Verfahrens fiir die Diffusionsgleichung

reproduziert. Fiir die reine Advektion war FTCS immer instabil. Im Fall der Trans-

portgleichung erhalten wir zumindest ein stabiles Verfahren, wenn C hinreichend

klein ist. Die Stabilitdtsbedingung kann man auch durch die Gitter-Reynoldszahl

ausdriicken A o
) c<1
Reg = ——0 = ~ < = (z 2). (6.101)
K s C

DuFort-Frankel Um eine hohere Genauigkeit in der Zeit zu erhalten, sind auch
symmetrische Differenzen beziiglich ¢ von Interesse. Wenn man das Richardson-
Verfahren mit Zeitniveaus bei n+1 und n—1 (siehe (6.8)) auf die Transportgleichung
anwendet, erhilt man wie bei der Diffusiongsgleichung ein instabiles Verfahren fiir
s > 0. Fiir s = 0 mit C # 0 wird die Diffusion vollsténdig verhindert man erhélt in
diesem Limes das Leapfrog-Verfahren (6.63) fiir die Advektionsgleichung.

Abhilfe schafft eine Modifikation des Richardson-Verfahrens zum DuFort-
Frankel-Verfahren, bei welchem T7' im diffusiven Term durch den Mittelwert
(Tj"Jrl + T;“l) /2 ersetzt wird, wie im Fall der reinen Diffusionsgleichung. Dann
erhélt man

LU - Ta T T - (G ) 4T (6.102)
2At B 2Azx Ax? ' '
Solange C < 1 ist, ist das DuFort-Frankel-Verfahren fiir alle s stabil. Man findet,
daB der Abbruchfehler von der GroSenordnung O(C?) ist. Daher muB die Zeit-
schrittweite hinreichend klein gew#hlt werden, At < Az bzw. C? < 1, damit das
Verfahren konsistent ist.
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Upwind Das Upwind-Verfahren (u > 0)
TH =sTP, +(1—-2s—C) T + (s + C) T}, (6.103)

besitzt nur eine Genauigkeit von O(At, Az). Es hat dieselbe kiinstliche Diffusion
wie das Upwind-Verfahren (6.62) fiir die Advektionsgleichung. Die zusétzliche Diffu-
sivitat ist uAz (1 — C) /2. Fiir hinreichend genaue Losungen muf3 diese Diffusivitét
klein sein gegeniiber der wirklichen Diffusivitit . Diese Bedingung entspricht

uAx 2
Reg = . 6.104
eq - < 1—C ( )
Die Stabilitatsanalyse liefert
2s+C <, (6.105)

was eine wesentlich stérkere Einschriankung der Zeitschrittweite darstellt als fiir die
Diffusionsgleichung (2s < 1).

Auch diese Stabilitdtsgrenze bestéitigt wieder das heuristische Argument, das
wir schon in Kap. 6.1.1 benutzt hatten, wonach kein Koeffizient auf der rechten
Seite negativ werden sollte, wenn Stabilitit gewihrleistet sein soll. Denn auch eine
positive Storung von 77, oder T7* im Advektionsterm sollte bei u > 0 (Upwind)

zu einer Erhohung von Tj”Jrl fithren.?"

Lax-Wendroff Um ein Verfahren zweiter Ordnung zu erhalten, kénnte man versu-
chen, wie bei der Advektionsgleichung in (6.67) die zweite Zeitableitung im Fehler
von 9T /Ot entsprechend (6.99) zu beriicksichtigen. Wegen der Terme hoherer Dis-
sipation und Dispersion gelingt dies nicht. Zumindest kann man aber den Fehler
zweiter Ordnung in der normalen Dissipation eliminieren, wenn man ihn wie in der
Lax-Wendroff-Methode fiir die Diffusionsgleichung mitnimmt. Man muf} also die zu
geringe Diffusion des FTCS-Verfahren entsprechend erhéhen. Dies fiihrt auf

C
T =17 = 5 (T = Tih) + s (Ti — 27 + T3L))
(2
+ % (T}, =217+ 17 ) (6.106)
n C n n C2 n mn mn
=T =5 ([ —Th) + (s+ 5 ) (Ga - 207 + L),

Der korrigierende diffusive Term ist rot dargestellt. Das Verfahren hat formal die-
selben Stabilitédtsgrenzen wie das FTCS-Verfahren, nur mit der modifizierten Dif-
fusivitit £* = k + Atu?/2.

2TBei Diskretisierung des Konvektionsterms mit zentralen Differenzen (6.97) kann man das nicht
fordern, weshalb die Stabilitdtsbedingung (6.100) nicht mit der Nullstelle von s — C/2 zusam-
menfillt.
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(a) Verfahren fiir die Transportgleichung (Fletcher, 1991a).

Abbildung 6.18.
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(b) Verfahren fiir die Transportgleichung (Fletcher, 1991a).

Noch Abbildung 6.18.
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6.4. Lineare Konvektions-Diffusionsgleichungen

Implizite Verfahren: Crank-Nicolson

Einfaches Crank-Nicolson-Verfahren Eines der effizientesten impliziten Verfah-
ren fiir die Diffusionsgleichung ist das Crank-Nicolson-Verfahren. Wenn wir das
Konzept auf die Transportgleichung iibertragen und alle rdumlichen Ableitungen
iiber die Zeitniveaus n 4+ 1 und n mitteln, erhalten wir aus dem FTCS-Schema das
implizite Crank-Nicolson-Verfahren fiir die Transportgleichung

L (T — T T = T)

AL 2 2Ax 2Ax
e (TR AT TR ST (6.107)
2 Ax? Ar? | |

Wenn wir alle Terme zum neuen Zeitpunkt n+1 auf die linke Seite bringen, erhalten
wir

C n n C n

C C
= (s— 5) Try +2(1—s)T] + <s+§> T . (6.108)

Durch Taylorentwicklung kann man leicht zeigen, dafl das Verfahren von der Ord-
nung O(At?, Az?) ist, also nicht die starke kiinstliche Diffusion zeigt, wie die Ver-
fahren erster Ordnung. Auch findet man, daf§ das Crank-Nicolson-Verfahren fiir alle
Werte von C und s stabil ist. Um Oszillationen zu vermeiden, muf jedoch Reg < 2
sein.

Im allgemeinen verhalten sich die impliziten Verfahren fiir die Transportgleichung
gutmiitig. Die starke Dispersion, die bei der Advektionsgleichung insbesondere fiir
sehr kleine Wellenléngen viele Probleme macht, kommt bei der Transportgleichung
nicht in dem Umfang zum Tragen, da die spektralen Komponenten mit kleiner
Wellenléngen durch die reale Diffusion sehr schnell geddmpft werden. Trotzdem
konnen starke Uberschwinger auftreten, wenn die Gitter-Reynoldszahl zu grof ist

(sieche Abb. 6.19 unten).

Crank-Nicolson-Verfahren mit Massenoperator Das einfache Crank-Nicolson-
Verfahren kann erweitert werden, so daf die mit der Dispersion verbundenen Uber-
schwinger bei starker Variation von T (sieche Abb. 6.19) verringert werden. Ein
Moglichkeit besteht darin, die Zeitableitung rdumlich zu verteilen. Die geschieht
mit dem Massenoperator M, = (6,1 — 24, ), wobei wir definieren

M, fj == 6fj—1+ (1 —20) fj + 6 fisa. (6.109)

Eine derartige Verschmierung der Zeitableitung tritt in natiirlicher Weise bei ge-
wichteten Residuen auf (finiten Elementen, siehe Kap. 4.4.3 in Teil I). Damit lautet
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das modifizierte CN-Verfahren

n+1 n n+1 n+1 n n
M (Tj+ _Tj>+2<Tj++1 - T N j+1_le>

At 2 2Ax 2Ax
B S O (6.110)
2 Ax? Ax? ’ '

Und nach dem Sortieren der Terme erhalten wir
C n—+1 n+1 C n+1
- 3—5—25 T +2(1 =20 +8)T] — s+§—25 I
C mn mn C mn
= s—§+25 Tj+1+2(1—25—5)Tj+ s+§+25 Tj_1- (6.111)

Man kann zeigen, daf8 dieses Verfahren stabil ist fiir 6 < 1/4. Formal ist (6.111)
von zweiter Ordnung. Aber wenn man § = 1/6 4+ C?/12 wihlt, kann man den
fiihrenden Term im Dispersionsfehler eliminieren.?® Wenn man d so wihlt, erfordert
die Stabilitdtsbedingung § < 1/4 jedoch C < 1.

Crank-Nicolson-Verfahren mit Upwind-Verfahren héherer Ordnung Ein bes-
seres Dispersionsverhalten kann man auch erhalten, wenn man das Crank-Nicolson-
Verfahren mit einem Upwind-Verfahren héherer Ordnung fiir den advektiven Term
kombiniert. Die Vier-Punkt-Upwind-Formulierung der ersten Ableitung lautet®’

j—

ﬂH -1, + qunf2 - 3Tjan + 3Tjn — jer

n , u >0,
oT _ @ _ 2Ax 3Ax “
8 r J n mn n n n n
v e = qu+2 — 3T, + 317 T, w<0
2Ax 3Ax ’ '
(6.112)

Der Faktor ¢ € [0,0.5] reguliert zwischen reinen zentralen Differenzen (¢ = 0) und
reinem Upwind-Verfahren (¢ = 0.5). Fir ¢ # 0.5 ist dieses Schema von zweiter

28Es bleibt aber noch ein Term hoherer Dissipation (~ %) iibrig.

2YMan erhilt dies Schema wie in Kap. 2.2 von Teil I, indem man ansetzt 97/0x = aT;_o+bT;_1+
cT;+dT}1, alle Terme um den Punkt x; entwickelt und fordert, dal der Koeffizient vor 9T /0
gleich 1 ist und weitere drei Koeffizienten verschwinden. Dies liefert vier Gleichungen fiir a, b,
c und d mit dem Ergebnis

orr Tt ,—6T7" 4+ 317"+ 2T,
=2 U5 L 0(A?)
ox 6Ax
n,=Tr T o =311  + 3T -1
_ J+l Jj—1 Jj=2 Jj—1 J J+1 Az
2Azx + 6Ax +0(Aa%).

An der letzten Form sieht man, dafl man einen Term abspalten kann, der genau den zentralen
Differenzen entspricht. Wenn man den Rest weg 1483t ist das Verfahren 2. Ordnung, ansonsten
3. Ordnung. Den Korrekturterm kann man deshalb mit einem Faktor 2¢ wichten mit ¢ € [0,0.5].
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6.4. Lineare Konvektions-Diffusionsgleichungen

Ordnung. Im Grenzfall ¢ = 0.5 hat man genau das 4-Punkt-Upwind-Verfahren,
was die Fehlerordnung O (Az?) besitzt. In Kombination mit dem Crank-Nicolson-
Verfahren erhélt man

T+l _n
J J +

S % (uL® — kLy,) (T +T7) = 0. (6.113)

Sortieren der Terme liefert das implizite Verfahren (u > 0)

Cqrpsn C _— Cq —

—3 ij2 — s+§+Cq Tj—l + 2 1+S+? TJ

C  Cq\ . Cq, . C n
—(S—§+?)T]le = _? J_2+<S+§+Cq)r7—1

Cq . C Cq .
"‘2(1—8—7)7}4—(8—54‘?)7}4_1. (6114)

Dies fiihrt auf Matrizen mit vier Diagonalen. Zur Losung mufl daher die vierte Dia-
gonale mit einem zusétzlichen Sweep eliminiert werden (siehe Kap. 5.1, Teil I), da-
mit die Matrix tridiagonal wird. Danach kann man dann den Thomas-Algorithmus
verwenden. Fiir ¢ = 0 erhélt man das normale Crank-Nicolson-Schema.

Beipielrechnungen

Benchmark und analytische L6sung Um einige der obigen Verfahren zu testen,
betrachten wir den eindimensionalen Temperaturtransport. Gegeben sei eine an-
fangliche Temperaturverteilung in Form der Stufenfunktion

1, =<0,
T(z,0) = { PN (6.115)

Diese scharfe Stufe wird im Laufe der Zeit durch Advektion verschoben und gleich-
zeitig durch Diffusion verschmiert.

Mit der Léngenskala L und X = x — ut lautet die exakte Losung der eindimen-
sionalen Transportgleichung (siehe Anhang A)

_ 1 > 2 2. 2,/72
T=5-) —————sin[(2k — 1)mX/L]e "Gk, 6.116
2 k- " [(2k = mX/L]e (6.116)

Parameter In der Regel sind die physikalischen Parameter v und s gegeben. Au-
Berdem gibt man Az und At vor. Daraus berechnen sich die wesentlichen numeri-
schen Parameter s und C. Von ihnen héngt auch Reg = C/s ab. Bei den Rechnun-
gen geben wir die konvektive Geschwindigkeit © = 1 vor, damit wir den Sprung zum
Zeitpunkt t = 1 immer an der Stelle x = 1 haben. Damit die Front innerhalb dieser
Zeit nicht zu sehr verschmiert, wéahlen wir x = 0.001. Mit dem Parameter s steuern
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(a) N =40, C = 0.1, s = 0.001, Reg = 100 (b) N =40, C =1, s = 0.01, Reg = 100
1
T 0.5
0,
-2
x x
(c) Explizite Verfahren, (d) Implizite Verfahren,

N =400, C = 0.1, s = 0.01, Reg = 10 N =400, C = 0.1, s = 0.01, Reg = 10

(e) Legende

Anf fil
+F%Camg1gspro Abbildung 6.19.: Vergleich verschie-
Lax-Wendroff denen Verfa'hren zur Losung der
~ofin. Diff., 4-Punkt-Upwind, ¢ = 0.5 Transportgleichung T + u0,T —
Crank-Nicolson, fin. Diff. KOz T = 0 bei t = 1 fiir eine anféing-
—e— Crank-Nicolson, Massen-Op., § = 0.25 lich (¢t = 0) stufenformige Front bei
Crank-Nicolson, 4-Pkt.-Upwind, ¢ = 0.5 r=0( ). Die exakte Losung zum
——exakte Losung Zeitpunkt t = 1 ist blau dargestellt.

wir die Zeitschrittweite At. s mufl bei den gegebenen physikalischen Parametern
und Auflésung hinreichend klein sein, da sonst die Courant-Zahl C = uAt/Ax
grofer wird als 1 (siehe (6.54)).

Ergebnisse sind in Abb. 6.19 fiir verschiedene Verfahren dargestellt. Fiir C = 0.1
und s = 0.001 (Abb. 6.19a) sind alle Verfahren ungenau und zeigen oszillatori-
sches Verhalten (Reg = 100). Am schlimmsten wirkt sich dies aus beim FTCS-
Verfahren, dem einfachem Crank-Nicolson, dem Lax-Wendroff und dem explizi-
tem Upwind-Verfahren 4. Ordnung. Eine Erhéhung der Zeitschrittweite um einen
Faktor 10 zu C = 1 und s = 0.01 (Abb. 6.19b) fithrt dazu, dal das implizite
Crank-Nicolson-Verfahren mit Massenoperator und § = 0.25 (schwarz) die Front
sehr genau wiedergibt. Dies ist gerade die Stabilitdtsgrenze fiir dieses Verfahren.
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Auch das Lax-Wendroff-Verfahren (cyan) zeigt nur einen kleinen Uberschwinger.
Alle anderen Verfahren zeigen jedoch inakzeptable Oszillationen.

Wenn man die rdumliche Gitterweite um einen Faktor 10 verringert, werden al-
le Verfahren genauer und wegen der reduzierten Gitter-Reynoldszahl nehmen die
Oszillationen ab. Explizite (Abb. 6.19¢) und implizite Verfahren (Abb. 6.19d) sind
separat dargestellt. Auch hier schneidet FTCS am schlechtesten ab. Bei den expli-
ziten Verfahren ist Lax-Wendroff am genauesten. Implizite Verfahren sind deutlich
besser. Hier schneidet das Crank-Nicolson-Verfahren mit dritter Ordnung Upwind
am besten ab. Es ist aber auch das aufwendigste Verfahren (4 Diagonalen). Ei-
ne Ubersicht iiber Verfahren zur Diskretisierung der Transportgleichung ist in den
Tabellen in Abb. 6.18a,b gezeigt.

6.5. Nichtlineare Effekte: Die Burgers-Gleichung

Bisher hatten wir die lineare Transportgleichung betrachtet. Der Transport des
Impulses, der durch die Euler- bzw. die Navier-Stokes-Gleichung beschrieben wird,
ist jedoch nichtlinear (sieche Kap. 1.1, Teil I). Dies kann man der substantiellen
Ableitung der Geschwindigkeit du/dt = 0u/0t + u - Vu sofort ansehen.

Ein Paradebeispiel fiir den nichtlinearen Transport ist die
Burgers-Gleichung in einer Dimension. Im reibungsfreien Fall

lautet sie

du Ou ou

Die Nichtlinearitét ist quadratisch (in w). Die Losung der rei-
bungsfreien Burgers-Gleichung ist durch u = u(z — ut) gegeben.
Um das zu sehen, braucht man nur die partiellen Ableitungen
zu bilden und einzusetzen. Johannes

Physikalisch bedeutet (6.117), daf} sich die Geschwindigkeit Martinus Burgers
u eines substantiellen Fluidelements entlang seiner Trajektorie 1895-1981
nicht dndert (du/dt = 0). Jedes Fluidelement behilt seine urspriingliche Geschwin-
digkeit bei und bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit. Falls nun die anfangli-
che Geschwindigkeit u(z,0) rAumlich variiert, dann werden Fluidelemente mit einer
hoheren Geschwindigkeit diejenigen mit einer niedrigeren Geschwindigkeit ein- und
eventuell sogar iiberholen kénnen.

Dieser ProzeB fiihrt dazu, daf sich eine Welle u(z,t) im Laufe der zeitlichen
Entwicklung aufsteilt und, falls Fluidelemente iiberholt werden, sogar mehrdeutig
wird. Dieser Prozef entspricht einer Generierung von Fourierkomponenten mit sehr
hoher Wellenzahl im Signal u(x,t). Als Beispiel ist die zeitliche Entwicklung von u
fiir die Anfangsbedingung u(x,0) = sin(z) in Abb. 6.20 gezeigt. Bei ¢t = 1 besitzt
die Welle an den Stellen z = (2n — 1)7 eine unendliche Steigung. Fiir ¢ > 1 wird
die Welle mehrdeutig.®

30Die Aufsteilung kann man auch bei Wellen sehen, die auf einen flachen Strand auflaufen bevor sie
sich brechen. Dabei ist u nicht die Geschwindigkeit eines substantiellen Fluidelements, sondern
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x/2m

Abbildung 6.20.: Aufsteilung und Entwicklung der Mehrdeutigkeit einer anfinglich har-
monischen Welle als Losung der nichtlinearen reibungsfreien Burgers-Gleichung fiir ¢ = 0
( ), t = 0.5 (blau gestrichelt), t =1 (rot) und t = 2 (blau gestrichelt).

Die eigentliche Burgers-Gleichung enthélt noch einen viskosen Term. Sie lautet

ou ou  0u

Die Diffusion der Geschwindigkeit v mit Diffusivitédt v bewirkt eine Dédmpfung aller
Variationen von u und verhindert gleichzeitig das Entstehen der Mehrdeutigkeit.
Denn wenn sich eine Welle aufsteilt, werden zunehmend héhere Harmonische ge-
neriert. Je hoher jedoch die Wellenzahl £ ist, desto stérker wird die entsprechende
spektrale Komponente durch Diffusion geddmpft. Bei der Fourier-Transformation
geht v0? in —vk? iiber.

Oft ist es sinnvoll, den nichtlinearen Term in sogenannter konservativer Form zu
schreiben. In dieser Form lautet die Burgers-Gleichung

ou OF 0%u

wobei F' = u?/2 ist.

Eine wichtige Konsequenz eines nichtlinearen Terms ist das Aliasing, das wir
schon in Kap. 4.6.3 von Teil I Vorlesung angesprochen hatten. Dieses Phinomen
tritt bei der spektralen Darstellung einer diskreten Funktion mit Periode J auf. Sei
zum Beispiel die rdumlich spektrale Darstellung der diskreten Funktion auf einem
Gitter x; gegeben durch

u(zp,t) =Y 4;(t)e’™ + c.c. (6.120)

die variierende Hohe der Welle.
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Dann fithrt die Produktbildung im nichtlinearen Term auf Harmonische mit j =
j' £ 4", unter denen sich auch Komponenten mit j > J — 1 befinden, die im Ansatz
(6.120) nicht beriicksichtigt sind. Auf einem Gitter mit Gitterabstand Az ist jedoch
die kiirzeste Wellenlénge, die man darstellen kann Anyquist = 2A2. Entsprechend ist
die hochste darstellbare Wellenzahl knyquist = 27/ ANyquist = 7/Az. Werden nun
durch die Nichtlinearitét Fourierkomponenten mit k > Enyquist generiert, dann wer-
den diese hohen Wellenzahlen auf dem endlichen Gitter als Fourierkomponenten
mit niedriger Wellenzahl wiedergegeben (wie beim Sampling eines hochfrequentes
Signals mit einer niedrigen Frequenz). Dadurch werden Fourierkomponenten vor-
getéduscht, die eigentlich gar nicht vorhanden sind, bzw. existierende Komponenten
verfilscht. Das Problem des Alisasing wird durch den dissipativen Term verringert,
wenn die Dampfung bei der Grenzwellenldnge hinreichend stark ist. Dann werden
die niederfrequenten Anteile nur unwesentlich verfilscht.

Die Losung des Anfangswertproblems fiir die Burgers-Gleichung (6.118) kann
man gliicklicherweise exakt angeben

/: (x 0 8) G(s) exp {— (z — 5)° /Avt} ds
/_Z G(s)exp{— (v —s) [Avt}ds

u(z,t) =

(6.121)

Wie man dieses Ergebnis erhélt, ist in Anhang B beschrieben. Fiir die weiter unten
verwendete Anfangsbedingung u(z,0) = [1 — sign(x)]/2, also fiir eine Stufe bei
r =0, ist G(z) = e % falls z < 0, und G(x) = 1 falls z > 0. Die exakte Losung
ist sehr hilfreich bei der Untersuchung der verschiedenen numerischen Verfahren.
Im folgenden sollen nun die schon bekannten Verfahren auf die nichtlineare Burgers-
Gleichung angewandt und ggf. modifiziert werden.

6.5.1. Explizite Verfahren

Das FTCS-Verfahren 148t sich problemlos auf die eindimensionale Burgers-
Gleichung anwenden. Es ergibt sich

Wt (W —ut) = 22Ut 4l

J J J j+1 j—1 j+1 J j—1
- = 0. 6.122
NI Az g Az (6.122)

Die konservative Variante lautet

n+1 n n n n n n

A + Fjﬂ _ Fj*l — Vujﬂ _ 2uj U =0. (6.123)
At 2Ax Ax?

Leider kann man die Stabilitdt hier nicht so einfach mit der von-Neumann-
Methode untersuchen wie bei linearen Gleichungen, denn durch die Nichtlinearitét
sind alle Fourierkomponenten miteinander gekoppelt. Daher kann man die Wellen-
zahl nicht als einen einfachen Parameter behandeln. Ein Ausweg besteht in der
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Néherung, den Faktor u vor der ersten Ableitung du/0x als konstant zu betrach-
ten (frozen coefficient). Diese Vorgehensweise liefert oft eine brauchbare Néherung
fiir die Stabilitatsgrenze. Da der eingefrorene Koeffizient aber trtlich und zeitlich
variiert, ist die Stabilitéit lokal zu verstehen.

Oft erhélt man eine Verbesserung der FTCS-Diskretisierung, wenn man die erste
Ableitung mittels 4-Punkt-Upwinding nach (6.112) diskretisiert. Der nichtlineare
Term ist dann fiir ¢ # 0.5 von zweiter Ordnung Genauigkeit und fiir ¢ = 0.5 von
dritter Ordnung O (Az?).

Da die reibungsfreie Burgers-Gleichung der Advektionsgleichung &dhnelt, ist man
geneigt, das Lax-Wendroff-Schema auf die Burgers-Gleichung zu iibertragen, da
Lax-Wendroff fiir die Advektionsgleichung auf jeden Fall besser ist als FTCS.
Kern des Lax-Wendroff-Verfahren ist es, den fithrenden Term im Fehler in der
ersten Zeitableitung bei Diskretisierung in Vorwértsrichtung (—(At/2)0%u/0t?)
durch é&quivalente Raumableitungen auszudriicken und mit Zweiter-Ordnung-
Diskretisierung in das Differenzenschema aufzunehmen (siehe (6.66)). Fiir die nicht-
lineare reibungsfreie Burgers-Gleichung ist es jedoch zunéchst unklar, wie man die
zweite Zeitableitung durch Ortsableitungen ausdriicken kann. Dies ist aber folgen-
dermaflen moglich.

Wir betrachten die reibungsfreie Burgers-Gleichung in konservativer Form 0,u +
0, F = 0 mit F = Flu(z,t)] = ©?/2. Der fithrende Fehler (zweiter Ordnung) der
vorwiirts-diskretisierten Zeitableitung lautet (At/2)0%u/dt*. Die hierin auftretende
zweite Zeitableitung mochten wir nun durch rdumlich Ableitungen ausdriicken. Es
gilt

9%t 0 OF aaFaa_a<AaF)

o dx ot Ox du ot ox \ o
inrd
Diskretisierun, 1 Fr, — F" F— "
(S;m.) > Az |:Aj+1/2 (7#2:5 ’ ) —Aj—1/2 (7] ij 1)] . (6.124)

Wenn wir nun den Fehler zweiter Ordnung mit umgekehrten Vorzeichen in die
Differenzengleichung d,u+ 0, F = 0 fiir den reibungsfreien Fall einbeziehen, erhalten
wir

n+l _ n n o n

At 2Ax 2A 22 [

Ajrje (Foy = F}) = A (B = F})).
(6.125)
Fiir die Burgers-Gleichung ist A;1/2 = w4172 = (uj + uj41) /2. Das Schema besitzt
den Abbruch-Fehler O (Az?, At?) und es ist stabil fiir .y /(Az/At) < 1 entspre-
chend der Courant-Friedrichs-Levi-Bedingung (6.53) fiir die Advektionsgleichung.
Um die Auswertung von A an den réaumlichen Zwischenstellen j+1/2 zu vermei-
den, kann man die obige Gleichung durch die dquivalente Form

Wge = 5 (0 + i) — 55— (Fla = F7), (6.126a)
At
n+l _ . n * *
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ersetzen, die etwas 6konomischer ist. Die Aquivalenz kann man leicht durch Ein-
setzen tiberpriifen. Mit F' = w ist dieses Schema identisch mit dem Lax-Wendroff-
Verfahren (6.67) fiir die Advektionsgleichung.

Man kann das Verfahren auch auf den viskosen Fall erweitern. Das entsprechende
Schema lautet dann®!

" Lo o At o, .
Wrp =3 (4 +40) = gxg (B = )
s |1 1
+ 713 (u?_l — 2uj + ugﬂrl) + 3 (u;1 —2uj, + u?+2) , (6.127a)
At . . o
uith =i = o (e = Foy) + s (ufg = 205 +u) (6.127b)

Hierbei ist wie iiblich s = vAt/Ax?. Die angegebene viskose Version des Verfahrens
hat jedoch den Nachteil, dal es nur noch O (At, Ax?) ist, denn im Fall der viskosen
Burgers-Gleichung miifite man eigentlich auch noch den viskosen Term in (6.124)
mitnehmen, was aber offenbar in (6.127) nicht der Fall ist. Zwar sind stationére
Losungen von zweiter Ordnung Genauigkeit. Um aber auch die Dynamik (Zeitab-
héngigkeit) genau zu berechnen, mufl der Zeitschritt sehr klein sein. Dariiber hinaus
beno6tigt man auch noch eine weitere Randbedingung, da der viskose Term hier vier
Gitterpunkte involviert. Als Stabilitdtsbedingung kann man

At (A*At +2v) < Az® (6.128)

ableiten (Fletcher, 1991a). Fiir praktische Berechnungen schlagen Peyret and Taylor
(1983) das Kriterium At < Az?/ (2v + |A|Az) vor.

6.5.2. Implizite Verfahren

Wenn wir nach der Crank-Nicolson-Methode vorgehen, werden sowohl der kon-
vektive wie auch der diffusive Term je zur Hélfte dem Zeitniveau n und n + 1
zugeschlagen. Fiir die Burgers-Gleichung ergibt sich so

utt — 1 v
J n+1 n n+1 n
“ar = gke T A E) 4 S Les (w4 uf) = 0. (6.129)

Um diese Gleichung 16sen zu konnen, wiirden wir sie gerne in ein lineares tridiagona-
les System iiberfithren. Der Term F! j"H ist fiir die Burgers-Gleichung jedoch quadra-
tisch in u?“. Man kann ihn aber mit Hilfe einer zeitlichen Taylor-Entwicklung auf
einen beziiglich des Zeitpunkts ¢, linearen Term zuriickfithren. Dazu entwickeln

31Tm ersten Term auf der rechten Seite der ersten Gleichung hat Fletcher (1991a) einen kleinen
Druckfehler (u?“) . Aulerdem scheint dieses Lax-Wendroff-Schema gar nicht so schlecht zu sein,
wie in Fletcher (1991a) implizit behauptet. Die abweichenden numerischen Werte in Tabelle 10.3
von Fletcher (1991a) kénnen so nicht nachvollzogen werden. Siehe auch Abb. 6.21 und 6.22.
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wir F jnH um den Zeitpunkt ¢, und erhalten mit F' = »?/2 und unter Beachtung
von = Auf ™ = uf T —ult = At (Qu/ot); + O(Ar?)

n

oF
n+1l __ n
F = Fj +At<g)‘

J

+ O (A?) = F! +ulf At(gt) +0 (AF)

%,_/
Auti+o(Ar?)

= F} +uj (W —u)) + O (AF). (6.130)

Dieser Term ist linear in «”*'. Damit kénnen wir die Burgers-Gleichung schreiben
]
als

n+1 n

(I —u. 1
uf u;“H

Wenn wir nun die Zeitniveaus trennen, erhalten wir

At vAt
u® 1 n, n+1 n+1 n n
Wt — (L. (u] ut ) - VLol | =u}+ TLmuj. (6.132)
Mit den Operatoren®* L, = (—1,0,1)/2Az und L,, = (1,—2,1)/Ax? erhalten wir
dann die gewiinschte tridiagonale Form

ajul |+ 0t Gul = dy, (6.133)
mit
a;% = —% (uZ‘Alft + 3) : (6.134a)
=1+s (6.134D)
= % ( QZC ) , (6.134c)
" = ; w4 (1= s)ul +2u]+1 (6.134d)

Das Verfahren ist von der Ordnung O(A#?, Az?) und es ist uneingeschriinkt stabil.

Dieses Crank-Nicolson-Verfahren kann jetzt wie in Kap. 6.4.2 weiter verbessert
werden; zum Beispiel durch Verteilung der zeitlichen Ableitung auf die benach-
barten Raumpunkte mittels Massenoperator M, = (J,1 — 2§,6) oder/und durch
Verwendung des 4-Punkt-Upwind-Verfahrens (L(;l) nach (6.112)). Ein allgemeines
Crank-Nicolson-Verfahren, das beide Modifikationen erhélt, kann man schreiben als

ui g [ _— v

32Hier bedeuten z.B. (—1,0, 1) die Wichtung der riumlichen Komponenten j — 1, j und j + 1 (in
dieser Reihenfolge).
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Man erhilt so das quadridiagonale System (fiir u > 0)

n, n+1 n, n+1 n, n+1 n, n+l __
etuity +ajuiTy + bl 4 cjull = df, (6.136)

mit den Koeffizienten

o= 2_;@_2, (6.137a)

al = —% [(% + q) U?Aft +s— 25] : (6.137b)

b —1— 20454 242 (6.137¢)
2Ax

gL () ) o7

= (5+2)u + (=2 —spup+ (5+2) uly. (6.137¢)

Die Losung erfolgt wieder durch Gaufl-Elimination der durch e} beschriebenen vier-
ten Diagonale durch einen Sweep und anschlieBendem Thomas-Algorithmus fiir das
verbleibende tridiagonale System.

6.5.3. Numerische Ergebnisse

Numerische Ergebnisse sind in Abb. 6.21-6.23 dargestellt. Bei moderaten Parame-
tern, wie in Abb. 6.21, sind alle untersuchten Verfahren gut zu gebrauchen. Eine
genauere Inspektion zeigt, dafl bei den expliziten Verfahren das FTCS- und bei den
impliziten Verfahren das Crank-Nicolson-Verfahren mit 4-Punkt-Upwinding am ge-
nauesten sind.

Wenn die Gitter-Reynoldszahl anwéchst, werden zunéchst die expliziten Verfah-
ren ungenau (Abb. 6.22). Auch das einfache Crank-Nicolson-Verfahren zeigt Schwié-
chen. Die Crank-Nicolson-Verfahren mit Massenoperator bzw. 4-Punkt-Upwind bie-
ten hier noch die genauesten Ergebnisse.

Fiir sehr hohe Gitter-Reynoldszahlen kommt es auch bei Verwendung von impli-
ziten Crank-Nicolson-Verfahren zu Oszillationen in der Ndhe der Front. Um diese
Ostzillationen zu vermeiden, wird manchmal eine zusétzliche kiinstliche Diffusion
eingefiihrt. Die kiinstliche Diffusion soll die Oszillationen ddmpfen, die durch das
numerische Verfahren enstehen. Fletcher (1991a) schlégt vor, den kiinstlichen Dif-

fusionsterm
F=u?/2 Vg,

2
zur rechten Seite von (6.135) zu addieren. Dies fithrt auf

S AL, (F] + F) AtL,, (u'u?) (6.138)

J

u?+1 - U? 1 (4) n, nt+l v n+1 n Va n+l, n

(6.139)
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(a) J =20, Az = 0.2, s = 0.25, Reqg = 1, (b) J = 20, Az = 0.2, s = 0.25, Req = 1,

v=02t=1 v=02t=1
0.945 < 0.145}
uw 094 u o 0.14;
0.935} 0.135}
0.931 0.137
0.995 | | | S\ 0.125; | RN
-0.22 -0.2 -0.18 —-0.16 0.96 0.98 1 1.02
T T
(c) exakte Losung, v =0.2,t =1 (d) Legende
1 ‘ ‘ ‘ Anfangsprofil
—-FTCS

Lax-Wendroff

—o—fin. Diff., 4-P.-Upw., ¢ = 0.5
Crank-Nicolson, fin. Diff.

—eo— Crank-N., Mass.-Op., 6 = 0.25
Crank-N., 4-P.-Up., ¢ = 0.5

—exakte Losung

u 0.5

O’ L L L
-2 -1 0 1 2
T

Abbildung 6.21.: Vergleich verschiedenen Verfahren fiir die Burgers-Gleichung mit v =
0.2 und t = 1. Die Gitter-Reynoldszahl, gebildet mit der Referenzgeschwindigkeit v = 1,
ist Req = 1. Auf der vollen Skala (c) sind die Ergebnisse nicht zu unterscheiden. In (a)
und (b) sind VergroéBerungen gezeigt.

mit entsprechender Modifikation der Koeffizienten (6.137).

Die Ergebnisse, die damit erzielt werden kénnen, sind in Abb. 6.23 gezeigt. Fiir
alle Crank-Nicolson-Verfahren wurde hier v, = 0.25 verwendet, so dafl sich fiir
C = 1 der Wert s, = 1,C%* = 0.25 ergibt, wobei hier C = At/Ax eine Referenz-
Courant-Zahl ist, die mit dem Referenzwert u = 1 gebildet wird. Fiir das Crank-
Nicolson-Verfahren mit Massenoperator wurde § = 0.12 verwendet und fiir das
Crank-Nicolson-Verfahren mit 4-Punkt-Upwind ¢ = 0.5. Man sieht, dafl man die
Ostzillationen durch eine geeignete Wahl von v, sehr stark unterdriicken kann, ohne
daB sich die Front zu sehr verschmiert. Im betrachteten Fall funktioniert die kiinst-
liche Viskositét recht gut, weil die Funktion u auflerhalb des Sprungs konstant ist.
Im konstanten Bereich macht eine zusétzliche Diffusion natiirlich nichts aus. Man
kann auch Schemata konstruieren, bei denen die kiinstliche Diffusion erst ab einem
gewissen Gradienten der Funktion u wirksam wird.
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(a) J =30, Az = 0.2, s = 0.2, Reg = 2, v = 0.1,
t=6

(b) Legende

1 Anfangsprofil
-~ FTCS
2 Lax-Wendroff
—o—fin. Diff., 4-P.-Upw., ¢ = 0.5
w 05°F 0.5 Crank-Nicolson, fin. Diff.
—o— Crank-N., Mass.-Op., 6 = 0.25
0.01 o Crank-N., 4-P.-Up., ¢ = 0.5
0.1 —exakte Losung
0 L
0 2 4

Abbildung 6.22.: Vergleich verschiedenen Verfahren fiir die Burgers-Gleichung mit v =
0.1 und ¢t = 6. Die Gitter-Reynoldszahl ist Req = 2 (v = 1). Die blau gestrichelten
Kurven zeigen die zeitliche Entwicklung der exakten Losung. Die Zeiten sind als Zahlen
angegeben.

(a) J = 40, Az = 0.1, s = 0.02, C = 1, Reg = 50,
v =0.002, v, =0.25,t =2 (b) Legende

Crank-Nicolson, fin. Diff.
—— Crank-N., Mass.-Op., 6 = 0.25
Crank-N., 4-P.-Up., ¢ = 0.5
I | Crank-N., fin. Diff., s, = 0.25
u ‘ —CN, MO, § = 0.12, s, = 0.25

041 ——CN, 4-PU, ¢ = 0.5, s, = 0.25
0.2} — exakte Losung
O,
0.2

—0.5 0 0.5

x
Abbildung 6.23.: Einfuf} der kiinstlichen Diffusion auf die verschiedenen Varianten des
Crank-Nicolson-Verfahrens fiir die Burgers-Gleichung bei kleiner Viskositét, entsprechend

einer hohen Gitter-Reynoldszahl von Reg = 50. Die Ergebnisse ohne kiinstliche Diffusion
sind durch offene Symbole gekennzeichnet.

6.6. Ausbreitung eines VerdichtungsstoBes

Als stromungsmechanisches Beispiel betrachten wir Ausbreitung eines senkrechten
Verdichtungsstofles unter der Annahme einer reibungsfreien Stromung. Bei Abwe-
senheit duflerer Krafte und Warmequellen gelten hierfiir die Kontinuitéts-, Euler-
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und Energie-Gleichungen

9 7 (pu) =0, (6.140a)
ot
9 pu) + V- (puu) = —Vp, (6.140b)

ot

%lp (“;+6>] v lpu (%2+h>:| —0. (6.140¢)

Mit der Zustandsgleichung fiir ein ideales Gas

h=e+Lloert 1 P (6.141)
)

wobei v = ¢,/c¢, = 1.4 das Verhiltnis der spezifischen Wérmen ist,* erhalten wir

fiir den eindimensionalen Fall

dp 0 B

d (pu) 0 2 _
5 T e (pu®+p) =0, (6.142b)

a (pu*  p o (P _
ot (7 * m) "oz [“ (7 L] (6.142c)

Alle Gleichungen sind Advektionsgleichungen, die im vorliegenden Fall nichtlinear
und gekoppelt sind.

Aus der integralen Form der Gleichungen werden normalerweise die Rankine-
Hugoniot-Relationen fiir py/pl und py/p; hergeleitet, welche die Propagation von
Verdichtungsstofien charakterisieren. Hier gehen wir davon aus, daf3 sich das Gas auf
der Seite 1 in Ruhe befindet (u; = 0) und bei dem Druck p; die Dichte p; besitzt.
Aus der Zustandsgleichung folgt die Temperatur T} = ¢,(y — 1) "'p1/p1. Aus einem
Gebiet 2 mit einem Druck p, > p; breite sich nun eine Verdichtungswelle in das

33Die Gaskonstante ist R = ¢,(y — 1) /7).

A
p
P2 ‘ g
| \ \ 3 U
P1 : 3
: : z
; | ™ Abbildung 6.24.: Verdichtungswelle,
| die sich zu einem Verdichtungsstof3
ausbildet und dann mit Geschwindig-
i keit U in ein ruhendes Medium (1)
Uz, P2, P2 u1 =0, p1, P hinein propagiert.
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Gebiet 1 des ruhenden Fluids aus (Abb. 6.24). Die Stdrke des damit verbundenen
Stofles kann man durch den Drucksprung

P2 — D1
z =

> 0, 6.143
P ( )

auch Stofistirke genannt, charakterisieren. Fiir den senkrechten Verdichtungsstof3
lassen sich dann aus den Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls- und Energie
die Dichte po, die Geschwindigkeit us und die Geschwindigkeit U, mit welcher der
Stof propagiert, als alleinige Funktionen des Parameters z ausdriicken (siehe z.B.
Chapman, 2000)

1
14 (—7; ) z
P2 _ 71 , (6.144a)
P1 1+ (’V )z
2y
L 7 S (6.144D)
c1 v+1
1+ z
27y
1
A (6.144c)
C1 2’)/

Hierbei ist ¢; = y/7yp1/p1 die Schallgeschwindigkeit im ruhenden Medium 1.

Zur Darstellung ist es bequem, den Druck p, die Dichte p und die Geschwindigkeit
u auf die GroBlen p;, p; und c¢; des ruhenden Mediums zu beziehen. Wenn wir
auflerdem die Liangenskala L einfiihren, ergeben sich die dimensionslosen Variablen

/ p / P / u / z / t

= —, = —, u = —, X = -, t = . 6145
Wenn wir den Strich wieder weglassen, lauten die skalierten Gleichungen

dp 0

En + 9 (pu) =0, (6.146a)

d(pu) 0 2 P

— — | = .146b

BT +8x <,0u Jr7 0, (6.146b)
a0 ([ pu? p 0 pu? P

— (=, £ — — 4+ —]| =0. 6.146
3t(2 +fy(fy—l) +8xu 2 +fy—l ( )

Man kann die drei Gleichungen fiir die drei Unbekannten p, u und p als eine einzelne
vektorielle Advektionsgleichung der Form

dq OF
5 T =0 (6.147)
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schreiben, und zwar fiir die vektoriellen Gréfien

p P
q= pu awd  F = pu 4/ . (6.148)
pu? p (pu p
+— w4+ —
2 q(y—1) 2 y-1

Beachte, dafl (6.147) nichtlinear ist, da F' und g keine unabhéngigen Groflen sind.
Vielmehr sind sie iiber p, v und p nichtlinear miteinander gekoppelt.

Eine Losungsmoglichkeit besteht in der Anwendung des zweistufigen Laz-
Wendroff-Schemas (6.126). Fiir die hier auftretenden vektoriellen Groflen lautet
es (u—gq, F— F)

1 A n mn
Tiyrj2 = B (4} +ajs1) — N (F3, — F7), (6.149a)
O =a; - 5 (Fip—Fip). (6.149b)

Da F und q iiber p, v und p zusammenhéngen, mufl man in jedem Teilschritt p, u
und p aus q berechnen und daraus F'(q) bestimmen.

- Alternativ dazu wird auch das MacCormack-Schema**
F

At
q; = a4 — 5 (Fj.— Fj), (6.150a)
1 At
@™ =5 (@) +a)) — o5 (F5 —Fi). (6.150b)

eingesetzt. Im Gegensatz zu Lax-Wendroff werden bei MacCor-
mack einseitige Differenzen verwendet. Der dadurch verursachte
Robert W. fithrende Fehler der Ordnung O(Ax) hebt sich aber bei den bei-
MacCormack den Schritten gerade auf, so dafl das Schema ebenfalls zweiter
Ordnung im Raum und Zeit ist. Fiir lineare Probleme (F = q)
reduziert sich das MacCormack-Schema auf das einstufige Lax-Wendroff-Verfahren
(6.67).
Als Stabilitdtsbedingung kann man fiir das Lax-Wendroff- und das MacCormack-
Verfahren
Al
Az /At —

ableiten, wobei \; die Eigenwerte der Jacobi-Matrix 0F;/dq; sind. Fiir das vorlie-
gende Problem erhélt man die 3 Eigenwerte u, u + ¢ und u — ¢ (siehe Richtmyer

and Morton, 1967), wobei ¢ = /p/p die lokale Schallgeschwindigkeit ist. Daher
lautet die Stabilitdtsbedingung hier

(6.151)

<1 (6.152)
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(a) (b)
11—
3| . : i
N S 0.8 PYR
2} P 0.6 '
4‘ u
1 0.4
1r u ~ Bt o
- 0.2}
0 R
ot ‘ ‘ ‘
—0.5 0 0.5 0.1 0.2 0.3 0.4
xT x

Abbildung 6.25.: Entwicklung eines Verdichtungsstofles fiir Stoistdrke z = 1.5. Die An-
fangsbedingung zur Zeit ¢t = 0 ist und die exakte Losung bei t = 0.2 ist blau darge-
stellt. Numerische Ergebnisse fiir Az = 0.01 und At = 0.002 sind in rot (Lax-Wendroff)
und in (MacCormack) gezeigt. (a) zeigt den Uberblick, (b) Details fiir w.

Ein Beispiel ist in Abb. 6.25 fiir die Stostéarke z = 1.5 gezeigt. Dabei wurde die
Skalierung (6.145) verwendet. Beide Schemata zeigen einen starken Dispersionsfeh-
ler durch die hohen Harmonischen, die in der spektralen Darstellung des Sprungs
enthalten sind.

Man kann den Dispersionsfehler glatten, indem man eine kiinstliche Viskositét
einfithrt. Diese sollte nur dort wirken, wo sehr hohe Gradienten der Feldgrofien
auftreten. Dazu hat sich die Erweiterung der Grundgleichungen auf

dq\
%) =0 (6.153)

dq
B AN - I i
+ vAx B

dq OF 0
ot ox ox

bewdhrt. Wegen der Betragsstriche héngt die kiinstliche Viskositdt nicht von
der Richtung des Sprungs ab. Auflerdem wird der Gradient quadratisch bestraft.
Bei den entsprechenden Modifikationen des Lax-Wendroff- und des MacCormack-
Verfahrens wird die kiinstlichen Viskositdt in einem dritten Schritt implementiert.
Aus dem Lax-Wendroff-Verfahren erhélt man so das modifizierte Schema

1 At
Gorjp = 5 (@) + @j1) — 5= (Fi — F5), (6.154a)
9, =4; — A—x ( j+1/2 — j—1/2) ) (6-154b)
At
0 =i+ v A{[AGL | Ag), (6.154c)
=4q; tvLs lai5 —a57[ (a5 — a77) = |aj™ — a7"u] (97" — ;7))

34Gleichungen (14.49) und (14.50) in Fletcher (1991b) enthalten Druckfehler.
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(a) (b)
: 1 :
3,
P 0.8
2 i’ S 0.6 "
i u .
' 0.4r1
1 (A :
Y 0.2 .
0 e
ot ‘ ‘ ‘
0.5 0 0.5 0.1 0.2 0.3 0.4
X xr

Abbildung 6.26.: Einflu der kiinstlichen Viskositédt auf die numerische Losung des
Verdichtungssto-Problems mittels des nach (6.154) modifizierten Lax-Wendroff-
Verfahrens. Der Wert der kiinstlichen Viskositét betrdgt v = 0 (), v = 0.5 (cyan)
und v =1 (rot). Die Parameter sind identisch mit denen aus Abb. 6.25.

Nach Richtmyer and Morton (1967) wird durch die kiinstliche Viskositét der stabile
Bereich der zeitlichen Schrittweite aber weiter eingeschriankt (sieche auch Fletcher,
19910). Der Effekt der kiinstlichen Viskositat ist fiir das obige Beispiel an Hand
des Lax-Wendroff-Verfahrens in Abb. 6.26 fiir die Werte v = 0, 0.5 und 1 illu-
striert. Hierbei wurde die kiinstliche Viskositat auf alle drei Komponenten von q
angewandt. Man sieht, dafl die kiinstliche Viskositét einen geringen Einflul auf die
Stromung weit weg vom Stofl hat. In der Dichte werden jedoch einige der weiter
entfernten kiinstlichen Oszillationen noch etwas verstérkt.

Fiir starke StoBe liefert das sogenannte fluB-korrigierte Transport-Schema (FCT-
Schema, fluz corrected transport scheme) bessere Ergebnisse. Dieser Ansatz beruht
darauf, in einem ersten Schritt eine relativ grofle kiinstliche Diffusion zu verwenden
und im zweiten Schritt die Auswirkung der kiinstlichen Diffusivitidt durch eine fast
gleich grofle Anti-Diffusion wieder zu kompensieren. Dabei wird die Anti-Diffusion
so gestaltet, daf} sie limitiert ist und keine neuen Extrema auftreten konnen. Dies
ist in Kap. 14.2.6 und 14.2.7 von Fletcher (1991b) genauer beschrieben.*”

35Weiterfithrend kénnte man sich noch mit TVD- (total variation diminishing) und ENO-
Schemata (essentially non-oscillatory) befassen.
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7.1. Navier-Stokes-Gleichungen

7.1.1. Gitteranordnung

Bei einer Integration der Navier-Stokes-Gleichung mufl man verschiedene skala-
re Groflen berechnen (3 Geschwindigkeitskomponeten und den Druck). Es ist aber
nicht von vornherein klar, wie man diese Groflen am besten auf dem Gitter anordnet.
Zunéachst erscheint es naheliegend, fiir alle Gréfen dasselbe Gitter zu verwenden.
Man spricht dann von einem collocated grid (Abb. 7.1a,b). Eine andere Moglich-
keit, die von Harlow and Welsh (1965) eingefithrt wurde, besteht darin, die Gréfien
versetzt auf dem Gitter zu plazieren. Dieses gestaffelte Gitter (staggered grid, Abb.
7.1d) bietet einige Vorteile, da zum Beispiel Druckgradienten ohne Interpolation
gebildet werden konnen (0p/0z koppelt an du/dt). Auch kann man zeigen, dafl die
Diskretisierung auf einem gestaffelten Gitter exakt energieerhaltend sein kann.

Wegen ihrer Vorteile bei Verwendung kartesischer Koordinaten wurden lange
Zeit gestaffelte Gitter bevorzugt. Sie haben jedoch auch Nachteile, zum Beispiel bei
der Simulation von Stromungen in einem Gebiet, das durch gekriimmte Flichen
begrenzt wird. Fiir komplexe Geometrien wurden deshalb gemeinsame (collocated)
Gitter wieder attraktiver und werden heutzutage iiberwiegend verwendet.

7.1.2. Die Beziehung zwischen Druck und Geschwindigkeit

Die Impulserhaltungsgleichung bei Abwesenheit duflerer Krifte

lautet
9 (pu)

ot
Die Gleichung wird Navier-Stokes-Gleichung genannt. Sie ist klar
die Entwicklungsgleichung (dynamische Gleichung) fiir das Ge-
schwindigkeitsfeld u mit den Komponenten u = u; = (u, v, w)?.
Hierbei ist T, der viskose Teil des Spannungstensors. Bei kom-
pressiblen Stromungen ist die Kontinuitétsgleichung

+ V.- (puu) = -Vp+ V- Ty (7.1)

Claude Louis Ma-

rie Henri Navier
1785-1836 ap

ot

die dynamische Gleichung fiir die Dichte p. Aus der Zustandsgleichung' kann man
dann den Druck p ermitteln.

+ V- (pu) =0 (7.2)

'Fiir ein ideales Gas lautet die Zustandsgleichung p/p = (¢, — ¢,) T
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(a) (b)

A

A A
H—————— O —————— >

Abbildung 7.1.: Anordnung der Variablen w (blau), v (rot) und p ( ) auf verschie-
denen Gittern: (a): collocated (finite Differenzen), (b): collocated (finite Volumen), (c):
partially staggered und (d): fully staggered.

Fiir inkompressible Stromungen gilt dp/d¢t = 0. Daraus folgt die inkompressible
Kontinuitatsgleichung
V-u=0. (7.3)

Sie ist aber keine dynamische Gleichung wie bei kompressiblen
Stromungen, sondern eine kinematische Bedingung fiir das Ge-
schwindigkeitsfeld, das sich aus (7.1) ergibt. In diesem Fall erhebt
sich die Frage, wie wir an den Druck gelangen. Dazu betrachten
wir die Divergenz der Navier-Stokes-Gleichung (7.1). In der all-
gemeinen Form fiir ein kompressibles Fluid lautet sie

9 (pu)

V-Vp=V. |V T4 —V-(puu)— g

(7.4)

Dies ist die Poisson-Gleichung fiir den Druck. Mit V - (pu) = Sir George Gabri-
—0dp/ot folgt el Stokes
5 1819-1903
V- -Vp=V-[V-(Ty — puu)| + FTR (7.5)
Im Falle konstanter Dichte p = const. verschwindet ihre zweite Zeitableitung.
Falls es sich dariiber hinaus um ein Newtonsches Fluid handelt, lautet der viskose
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Anteil des Spannungstensors

ou;  Ou,
Tvs =p [Vu+ (Vu)'| =T;; = p (8:6' + 83:]) : (7.6)
] 1

Bei konstanter Viskositéit verschwindet auch der viskose Term? und wir erhalten®
V- -Vp=-V-[V:(puu)]. (7.7)
Diese Form der Poisson-Gleichung kann man verwenden, um explizite oder implizi-

te Formulierungen fiir die Berechnung des Drucks in inkompressiblen Stromungen
Newtonscher Fluide zu erhalten.

7.2. Generelle Strategien

7.2.1. Eine explizite Methode

Wir schreiben die Navier-Stokes-Gleichung (7.1) symbolisch in diskretisierter (ex-
pliziter) Version unter Verwendung der Indexschreibweise’

(pu) " = (pu)" 0T 6 (pui))"  8p"
At 5l‘j 5l‘j 5l’l ’

(7.8)

wobei 0/0x; der diskrete Ableitungsoperator nach der Raumrichtung x; ist. Auch
wenn u? zum Zeitpunkt n divergenzfrei ist, so ist u*! nach einem Zeitschritt im
allgemeinen nicht divergenzfrei, wenn man u!"*! nach (7.8) berechnet. Man kann
aber den Druck p" so bestimmen, dafl das mit (7.8) berechnete Geschwindigkeitsfeld
ul divergenzfrei ist.

Um das zu sehen, bilden wir die Divergenz von (7.8) (es sei p = const.)

B 51‘2 55L‘j _51‘2‘ 5{L‘j

—_— =

;0 =0 =0

(7.9)

2Wegen V - u = 0 ist

0 0 (Ou; Ouj 0% Ou; 0% O,
. cTois) = — ¢ J ) = —- —1 ] =0.
v-(v ) Ko oz ; <8xj i axi) H (61:? ox; * 0z? 8$j> 0

3Die konstante Dichte p wird hier mitgeschleppt, da es inkompressible Fluide mit variabler Dichte
gibt, zum Beispiel bei zwei nicht-mischbaren Fluiden mit konstanter aber unterschiedlicher
Dichte.

4Uber doppelt vorkommende Indizes innerhalb eines Terms wird summiert.
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Da das bereits vorher berechnete Geschwindigkeitsfeld w]' divergenzfrei ist, ver-
schwinden einige Terme in dieser Gleichung. Wenn wir nun verlangen, daf3 der
Druck die Poisson-Gleichung

5 (op™\ & [0 (pumuy)”

erfiillt, kénnen wir folgern, dal auch v divergenzfrei ist. Die Divergenzfreiheit des
berechneten Geschwindigkeitsfeldes ist also direkt mit der Bestimmung des Drucks
aus der Poisson-Gleichung verbunden.

Falls das Geschwindigkeitsfeld « nicht divergenzfrei sein sollte, z.B. weil die vor-
hergehende Berechnung des Drucks durch ein iteratives Verfahren das Geschwin-
digkeitsfeld nur ndherungsweise divergenzfrei gemacht hat, dann mufl man in (7.9)
auch noch den Term duf/dz; mitschleppen.

In der Poisson-Gleichung (7.10) muf man zwischen verschiedene Ableitungsope-
ratoren unterscheiden. Die jeweils ersten diskreten Ableitungsoperatoren in jedem
Term von (7.10) sind identisch mit dem Ableitungsoperator der Kontinuitétsglei-
chung, da wir ja die Bedingung du}'/éx; = 0 nutzen wollen. Die inneren Ableitungs-
operatoren stammen aus der Impulsgleichung. Diese Unterscheidung ist wichtig,
falls die beiden Operatoren unterschiedlich diskretisiert werden. Es sei bemerkt, dafl
man den Druck in (7.9) auch implizit behandeln kann. Dann steht in der Poisson-
Gleichung (7.10) nur p"*!, es dndert sich aber nichts Prinzipielles.

Ein moglicher expliziter Algorithmus zur Losung der inkompressiblen Navier-
Stokes-Gleichung lautet damit folgendermaflen

e Gegeben sei das inkompressibles Geschwindigkeitsfeld .

e Lose die Poisson-Gleichung (7.10) fiir p™.

n+1

[

e Berechne das neue Geschwindigkeitsfeld u
tionem divergenzfrei.

nach (7.8). Es ist per construc-

e Gehe zum niichsten Zeitschritt iiber, nachdem die Poisson-Gleichung fiir p"**
gelost wurde.

7.2.2. Ein einfaches implizites Verfahren

Die einfachste implizite Formulierung ist das Riickwirts-Euler-Verfahren. Wenn wir
dies auf (7.8) tibertragen, erhalten wir

)" = (pw)” _STET 8 (pusuy)" apt! 711)

Wir konnen jetzt wie oben die Poisson-Gleichung fiir den Druck ableiten und er-
halten mit der Forderung, dafl u"*! divergenzfrei ist,

o (opmtt\ 0 5 (pugu;)™™
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Im Gegensatz zur expliziten Version ist die implizite Variante aufwendiger, weil
Druck und Geschwindigkeit zum neuen Zeitpunkt n 4+ 1 simultan zu berechnen
sind. Dies erfordert ein iteratives Verfahren zur simultanen Losung der Navier-
Stokes- (7.11) und der Poisson-Gleichung (7.12). Aber selbst wenn der Druck p™*!
bekannt wére, miiiten wir fiir u?“ ein grofles nichtlineares Gleichungssystem losen.
Das Ganze ist also ist ziemlich aufwendig. Zur Losung dieses gekoppelten nichtli-
nearen Problems konnte man im Prinzip das nichtlineare Gleichungssystem mit
dem Newton-Raphson- oder dem Sekanten-Verfahren 16sen wobei als Startwert die
Losung des vorhergehenden Zeitschritts verwendet wird. Dies ist aber zu aufwendig.

Um das Problem der Nichtlinearitit zu umgehen, kann man wie bei der Burgers-

Gleichung in Kap. 6.5.2 versuchen, die Nichtlinearitét zu linearisieren. Dazu ent-

wickeln wir 7™ um den Zeitpunkt n
n+1 n 8’&? 2
ul ™ =+ At o +0 (At?), (7.13)
——
=Au;
wonach
wf Tl = w4 u Auy 4 ulf Au; 4+ O (AF?) (7.14)

ist, mit Au = u"™! —u". Der dabei gemachte Fehler ist kleiner als der Abbruchfeh-
ler O(At) des Riickwérts-Euler-Verfahrens. Aber selbst bei Verwendung des Crank-
Nicolson-Verfahrens mit Genauigkeit O(At?) wiire diese Approximation noch kon-
sistent. Wenn wir die Linearisierung (7.14) in der Navier-Stokes-Gleichung (7.11)
verwenden und die Korrekturgréfien Au; und Ap entsprechend

uptt =i + A, (7.15)
Pt =p" + Ap, (7.15b)

als Unbekannte verwenden, dann erhalten wir das lineare System fiir die Geschwin-
digkeitskorrektur

A — At 0T N OAT; 6 (puawy)” 0 (pAuul) 0 (pupAuy)  op" dAp .
5.1’]' 537]' 5.1’]' 5.1’]' 5.1’]' 5.1’@ 5.1’@

(7.16)

Die noch zu bestimmenden Unbekannten Aw;, AT;; = p[0Au;/dz; + §Au;/dx;]

und Ap sind implizit zu 16sen. Die Gleichung fiir die Geschwindigkeitskorrektur ist

jetzt linear, aber sie ist immer noch an die Druck-Korrektur (7.12) gekoppelt. Das

verbleibende gekoppelte lineare System mufl man iterativ 16sen, denn eine direkte
Losung wére viel zu aufwendig.

Wir bezeichnen die Geschwindigkeitskorrektur nach (7.16), aber ohne den noch

unbekannten Druck-Korrektur-Term, mit pAu}. Es sei also pAu} die Losung von

Oy OATS 6 (puy)" 8 (pAuiug) 6 (pupdug) - W (7 am)

Auf = At
P 0x; 0x; dx; dx; dx; ow;
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Der Stern * deutet hier und im folgenden an, dafl das zugehorige Geschwindigkeits-
feld nicht divergenzfrei ist. Da in dieser vorldufigen Geschwindigkeitskorrektur nur
der alte Druckgradient eingeht, ist die Methode beziiglich des Drucks nicht im-
plizit. Sie ist nur beziiglich der Geschwindigkeit implizit. Zwischen der vorldufigen
Korrektur Au} und der gesuchten Korrektur Awu,; besteht der Zusammenhang

0Ap
5.1’@' .

pAu; = pAu; — At (7.18)

Wenn wir nun die Divergenz bilden und fordern, dafl die Geschwindigkeitskorrektur
divergenzfrei ist, d.h. §(pAuw;)/dz; = 0, erhalten wir

o (Ap\ _ 1 &(pAuj)

Dies ist die Poisson-Gleichung fiir die Druck-Korrektur.

Algorithmus Ausgehend von einem divergenzfreien Geschwindigkeitsfeld u} und
dem dazugehérigen Druckfeld p™ stellt sich der Algorithmus dann folgendermaflen
dar.

e Berechne aus u! und p" mit Hilfe von (7.17) eine vorlaufige Geschwindig-
keitskorrektur Aw;, wobei nur der alte Druckgradient —dop"/dx; beriicksich-

tigt wird, nicht aber die Druckkorrektur —AtdAp/dz;. Deshalb ist Auf i.a.
nicht divergenzfrei.

e Berechne aus der vorldaufigen Korrektur Au} die Druck-Korrektur Ap durch
Losen der Poisson-Gleichung (7.19).

e Berechne das neue Geschwindigkeitsfeld «)""" mit Hilfe der Geschwindigkeits-
korrektur (7.18), d.h.

5A;%9 it — AtéAp

n+l __ n ) — n ) —

(7.20)

Es ist nun divergenzfrei.

Es folgt der néchste Zeitschritt.

Eine attraktive Moglichkeit zur Losung der impliziten Gleichung (7.17) ist das
Splitting. Wir hatten es schon in Kap. 6.2.1 kennengelernt. Beim ADI-Verfahren
wird in jedem Schritt nur in einer Raumrichtung integriert. Wenn man dies macht,
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dann hat man pro Raumrichtung nur ein block-tridiagonales System zu l6sen. Die
3 x 3 Blocke resultieren aus den 3 Geschwindigkeitskomponenten.®

Die oben beschriebene zeitlich implizite Methode ist ungefahr zweimal so aufwen-
dig wie die explizite Methode aus Kap. 7.2.1. Sie liefert aber genaue Ergebnisse fiir
die Zeitabhingigkeit, wenn der Zeitschritt hinreichend klein gew#hlt wird. Wenn
man nur an der stationdren Losung interessiert ist, falls eine solche existiert, dann
konnte man den Zeitschritt im Prinzip recht grofi machen, da die implizite Methode
stabil ist. Wegen der mit grolen Zeitschritten verbunden Fehler ist es jedoch besser,
eine Methode zu verwenden, die speziell auf stationdre Losungen zugeschnitten ist.

7.3. Projektions-Methoden

Um auch den Druck implizit zu behandeln, wollen wir die obige Methode, die nur
fiir das Geschwindigkeitsfeld implizit war, verallgemeinern. Aus Griinden der Uber-
sichtlichkeit werden wir die Diskretisierung der rdumlichen und zeitlichen Ableitun-
gen vorerst nicht spezifizieren. Deshalb schreiben wir die Gleichung, die in jedem
Zeitschritt gelost werden mufl, in der Form (geographische Notation, alle Terme
werden implizit behandelt)

Aul n+1 Aul n+1 n+1 _ 5pn+1 7 21
+Z ) (7.21)
? P

Hierbei bezeichnet P den jeweils betrachteten Gitterpunkt und [ lduft iiber alle
involvierten Nachbarpunkte. Wegen der Nichtlinearitdt konnen die Koeffizienten
A auch noch von den Geschwindigkeiten abhingen. Der Quellterm Q"' enthiilt
alle Grolen, die im Rahmen einer iterativen Losung der Gleichungen als bekannt
behandelt werden. Das sind z.B. Geschwindigkeitsterme u] aus Linearisierungen,
aber auch implizite Grofen, die an die aktuellen Geschwindigkeiten u"*! koppeln,
wie zum Beispiel duflere Krifte oder ein Temperaturfeld 77+!, fiir welches eine
weitere Gleichung (die Energiegleichung) gelést werden mufl. Der Quellterm Q™!
enthélt jedoch nicht den Druck, der im letzten Summanden als separater Term
aufgeschrieben wurde. Die symbolische Schreibweise mit Hilfe der geographischen
Notation deutet an, dafl die folgende Methoden unabhéngig von der raumlichen
Diskretisierung sind.

Wegen der Kopplung der Unbekannten und wegen der nichtlinearen Terme (A4;"
kann von u*! abhingen) muf die Gleichung (7.21) fiir jeden Zeitschritt iterativ

5
Ein lineares Problem mit Block-Tridiagonalstruktur kann man for- [y ]
mal genauso 16sen wie ein Tridiagonalsystem mit dem Thomas- .

Algorithmus (Teil I, Kap. 5.1.3). Die bei der Elimination verwen- ..
deten skalaren Operationen mufl man nur durch die entsprechenden .

Matrixoperationen zwischen den einzelnen Blocken (rechts in Far- ..
be angedeutet) ersetzen. Zum Beispiel entspricht dann die Division
durch b; der Matrix-Multiplikation mit der inversen Matrix b;” ! (sie- ..

he auch Fletcher, 1991a). - -
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gelost werden. Die Genauigkeit mit der dies erfolgen muf}, héngt davon ab, ob
man den Zeitverlauf, d.h. die Dynamik, genau berechnen will, oder ob man nur
an einem stationdren Endzustand interessiert ist, falls dieser existiert. Im letzteren
Fall ist man versucht, eine grofle Zeitschrittweite zu wéhlen, um den Aufwand zur
Berechnung der stationédren Losung zu minimieren.

7.3.1. Generelles Konzept

Die Berechnung eines einzigen Zeitschritts n — n+1 durch Losen von (7.21) umfafit
zwei ineinander verschachtelte Iterationen. Eine &uflere und eine innere Iteration.

Zur Losung der diskretisierten Impuls- und Wérmetransportgleichungen miissen
grofle Gleichungssysteme gelost werden. Die duffere Iteration dient der Behandlung
der Nichtlinearititen in der Impulsgleichung (und der Temperaturgleichung). Im
Laufe der Iteration werden die Koeffizienten A; (inklusive Ap) und der Quellterm
Q"*! neu berechnet, da diese i.a. von u]""! abhingen. Diese Iteration ist erforder-
lich, da die nichtlinearen Terme meist linearisiert werden, wobei Werte aus dem
vorherigen Iterationsschritt verwendet werden.

Angenommen die Koeffizienten der linearisierten Gleichungssysteme wurden nach
einem Schritt der &uleren Iteration neu zugewiesen. Dann miissen die linearisierten
Gleichungen fiir Impuls und Druck mit festen Koeffizienten gelost werden. Wegen
der Grofle der Gleichungssysteme geschieht dies ebenfalls iterativ. Die innere Ite-
ration befafit sich also mit der iterativen Losung grofler linearer Problem. Hierzu
empfiehlt Demirdzi¢ et al. (1993) die Verwendung des SIP-Algorithmus von Stone
(1968), der auf einer unvollsténdigen LU-Zerlegung (ILU) der Matrix beruht (siehe
auch Numerik I, Kap. 5.2.4). Im Rahmen der Iteration werden die linearen Syste-
me (mit konstanten Koeffizienten) nur ndherungsweise gelost. Typischerweise wird
fiir die Impulsgleichung und fiir die Temperaturgleichung nur ein einziger Iterati-
onsschritt ausgefithrt. Zur Losung der Druckkorrekturgleichung werden allerdings
1 bis 10 SIP-Iterationen ausgefiihrt, solange, bis die Summe aller Residuen um eine
GroBenordnung kleiner geworden ist oder aber die maximal vorgegebene Anzahl
von Iterationen erreicht wurde.

Nach Abschluf} einer inneren Iteration werden die Residuen der Impuls-, Energie-
und Kontinuitédtsgleichung gepriift und man geht, falls noch keine Konvergenz er-
reicht wurde, zu einem neuen Schritt der dufleren Iteration iiber, wobei alle Ko-
effizienten (A;, Q") auf der Basis der nun abgeschlossenen inneren Iteration neu
zugewiesen werden (nichtlineare konvektive Terme, Kopplung der Gleichungen).

Nach dem m-ten Schritt der dufleren Iteration hat man aus der Impulsgleichung
ein divergenzbehaftetes Geschwindigkeitsfeld erhalten, das man als momentane
Schitzung (Zwischenlosung) der gesuchten Losung u?' auffassen kann. Wir be-
zeichnen diese Zwischenlosung mit «[**. Dabei bezeichnet m den Index der duferen
Iteration und der Stern * zeigt an, daf es sich um eine nicht divergenzfreie Zwi-
schenlosung handelt. Daher mufl v — ;" korrigiert werden, so dafl u]"* divergenz-
frei ist. Da sich die duflere und die innere Iteration auf einen einzigen Zeitschritt
(n — n + 1) beziehen, lassen wir den Zeitindex im folgenden weg.
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7.3.2. AuBere lteration

Sei m der Index, der die duflere Iteration numeriert. Dann wird in jedem &dufleren
[terationsschritt die diskretisierte Impulsgleichung

m—1
Aul m;+§ :Aul Qm 1 5]) (7'22)
51‘,’ P

gelost. Zu Beginn jedes dufleren Iterationsschritts werden auf der rechten Seite
der Gleichung die Werte der vorhergehenden Iteration (Index m — 1) verwendet.
Bei der Losung werden normalerweise die Geschwindigkeitskomponenten sequenti-
ell in drei Schritten berechnet, wobei man jeweils nur eine Komponente 16st und
die anderen beiden Geschwindigkeitskomponenten sowie den Druck aus dem vor-
hergehenden Schritt verwendet. Die so berechneten Geschwindigkeiten werden i.a.
nicht divergenzfrei sein (daher der Stern %), da der Druck bei der dufleren Iteration
auf der rechten Seite von (7.22) steht. Um Divergenzfreiheit zu erzielen wird nach
jedem Schritt der #uBeren Iteration eine Anpassung des Drucks (p™~! — p™) er-
forderlich. Dabei wird p™ so konstruiert, daf§ das korrigiertes Geschwindigkeitsfeld
u” divergenzfrei ist. Da das korrigierte Geschwindigkeitsfeld u[* aber nicht mehr
(7.22) erfiillt (s.u.), muBl man zum néchsten Schritt (m + 1) der dufleren Iteration
iibergehen.

Wir wollen nun den Druck so variieren, dafl ;s — u}"p divergenzfrei wird. Um
die Kontinuitdtsgleichung V - 4 = 0 ausnutzen zu konnen 16sen wir (7.22) formal
nach der Zwischenldsung s auf

mol S ANy 1 (e 1 (op
u;n; P XU:.I Ul - ( p ) = a;n; — = ( p ) . (723)
’ 141;.Z 141;.Z 55[]1 P ’ 141;.Z 5.1’@ P

~~

=Uuip
Hierbei wird den erste Term auf der rechten Seite mit @5 abgekiirzt. Es ist der
momentane Schétzwert von u;"p ohne den Beitrag des Druckgradlenten
Wenn wir nun in (7.23) den Druckgradienten geeignet variieren [(m —1) = m)],
sollte es moglich sein, dal das Geschwindigkeitsfeld divergenzfrei wird. Wir setzen
deshalb das divergenzfreie Geschwindigkeitsfeld in gleicher Weise wie in (7.23) an,

wobei wir nur den Druck variieren, nicht aber um* 7 Sei also

1 5pm
mo— g (P) 7.24
uLP uz,P AQFL;L ( 51,@ )P ( )

Bilden der Divergenz V - (7.24) unter Beachtung der Forderung nach Divergenzfrei-
heit von u;"p

p— -2
G =0 (7.25)

5Da die Methode implizit ist, ist 4”5 nicht dieselbe Geschwindigkeit, die man erhalten wiirde,
wenn man den Druckgrad1enten in (7 22) von vornherein streichen wiirde.

"Wenn man u™ — u" ersetzt, miifite man das eigentlich auch im Term @"* tun. Aber dann
hitten wir keinen expliziten Ausdruck mehr fiir u;"p.
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liefert eine Poisson-Gleichung fiir den erforderlichen (neuen) Druck

o [ (52) ) - [571, -

Das zugehorige lineare Gleichungssystem fiir p” wird dann iterativ gelost (SIP,
innere Iteration).

Diese Vorgehensweise hat den Vorteil, daf§ die Inhomogenitét in der Poisson-
Gleichung (71:“;) bekannt ist. Hat man den Druckgradienten geméfl (7.26) in guter
Néherung berechnet, kann man «" nach (7.24) berechnen. Damit ist u]* divergenz-
frei. Da wir aber in (7.24) nur den Druck und nicht %} angepaft haben (denn auch
;'p hiingt von u™ ab), erfiillt u;* jetzt nicht mehr die Impulsgleichung (7.22). Des-

halb miissen die Werte ! und p™ erneut fiir v/"~* und p™~! in die Impulsgleichung
(7.23) eingesetzt werden, d.h. es erfolgt der néchste Schritt der dufleren Iteration.
Dann wird die Poisson-Gleichung erneut gelost, und so weiter, bis Konvergenz er-
reicht wird. Das vorgestellte Schema wird auch als Projektionsmethode bezeichnet,
da die Anteile von w7, die nicht divergenzfrei sind, herausprojiziert werden.®

7.3.3. Druckkorrektur

Um die Konvergenz der duBeren Iteration zu verbessern, wére es gut, in (7.24)
nicht nur den Druckgradienten, sondern auch den Term ;"5 anzupassen (im Ideal-
fall durch 4"%). Dann ist die rechte Seite der Poisson-Gleichung aber nicht explizit
bekannt und man mufl Annahmen iiber den unbekannten Teil ;" — @5 der Inho-
mogenitéit machen. Im folgenden werden einige Moglichkeiten der inneren Iteration
besprochen.

SIMPLE

Eine beliebte Variante der Projektionsmethode ist der SIMPLFE-Algorithmus. Die-
ses Akronym steht fiir Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations.” Bei
der Formulierung wird nicht der Druck verwendet, sondern die Druck-Korrektur.
Dazu schreiben wir

ul* = ul™ + ul, und  p"=p" 49 (7.27)

(2

Wir fordern nun fiir das divergenzfreie Feld u* und fiir p™ die Einhaltung der
Impulsgleichung geméf (7.22)

. _ op™
Aﬁ'ufp + E A}‘u’ﬁ = Z* — (;7) . (7.28)
l vt/ p

8Die rdumlichen Ableitungen innerhalb der runden Klammer in (7.26) ergeben sich aus der
Diskretisierung der Impulsgleichung (7.22), wihrend die anderen Ableitungen entsprechend der
Diskretisierung der Kontinuitéitsgleichung (7.25) zu bilden sind.

9Manchmal findet man auch die Erklarung als Sheer Idiot’s Monopurpose Programming Language
Environment ©.
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Um zu den Korrekturgréfien w, und p’ iiberzugehen, subtrahiert man hiervon die
zuvor tatsichlich geldste Gleichung (7.22) und 16st nach u; p auf. Dann erhilt man
anstelle von (7.24) die Beziehung fiir die Korrekturgréfien

duA i, 1 oy 1 [op
Yi,p AY A% <59c,~)P i, A% <59c,~)P (7.29)
N————

R
= p

Die Kontinuitatsgleichung fiir u]" lautet

Sp () _ 8 (pur™) b (pu)

m

Wenn wir also v zu (7.29) addieren, mit p multiplizieren und die Divergenz bilden,
erhalten wir unter Ausnutzung der Inkompressibilitdtsbedingung (7.30) die Poisson-
Gleichung fiir die Druck-Korrektur

S,

—0 (SIMPLE)

Leider ist an dieser Stelle der Term @ noch nicht bekannt, da er von der (gesuch-
ten) Korrektur w, abhéngt. Daher wird @, in (7.31) und auch in (7.29) schlichtweg
ignoriert (weggelassen).!” Wenn man dies tut und die Druck-Korrektur p’ durch
Losen der resultierenden Poisson-Gleichung (7.31) (durch einige innere Iterationen)
berechnet hat, kann man die Geschwindigkeitskorrektur u; p nach (7.29) (unter
Vernachlissigung von @) berechnen. Obwohl nicht die richtige Poisson-Gleichung
gelost wurde, ist die korrigierte Geschwindigkeit u™ + u; nun divergenzfrei. Davon
kann man sich leicht durch Einsetzen iiberzeugen.

Wenn die duflere Iteration konvergiert ist, verschwindet sowohl die Druckkorrek-
tur (p™ = p™~!) als auch die Geschwindigkeitskorrektur (u* = u7*). Im Limes ver-
schwindet daher auch der in der Poisson-Gleichung vernachléssigte Term 0pw;/dx;.
Da dieser Term bei SIMPLE jedoch a priori vernachlissigt wird, konvergiert die
SIMPLE-Methode nicht besonders schnell.

SIMPLEC

Eine bessere Moglichkeit als die vollstandige Vernachldssigung von [0pt)/dx;]p in
der Poisson-Gleichung (7.31) wére eine Approximation dieses Terms. Eine Mog-
lichkeit besteht darin, eine nidherungsweise Beziehung zwischen » 7, Aj"uj, und u; p
herzustellen. Zum Beispiel kann man die Geschwindigkeitskorrektur u; p am Punkt
P durch ein gewichtetes Mittel iiber die Werte an den Nachbarpunkten ausdriicken.

0Das ist dasselbe wie die Verwendung von %* anstelle von @ in (7.24) und (7.26).
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Wenn man dazu die Wichtungsfaktoren A} verwendet, erhélt man die Néherung

! ~ El A?Zu;,l AUZ I~ !/ Aul 7 32
U; p = TA}L = Z 1 Wiy ™ uz‘,PZ I (7.32)
! l l

Wenn man dies in die Definition von @ p in (7.29) einsetzt, erhilt man

U4 1 Uq
Det. 2 Ay U ~ ! DA
P U ~ %P u;
AP AP

=t

(7.33)

Damit wurde die Abhéngigkeit von @ p von den Werten u;; an den Nachbarpunkten
[ # P auf eine einfache Abhingigkeit von u; p zuriickgefiihrt. Dies erlaubt es, den
Term ; p vollsténdig der linken Seite (u; p) zuzuschlagen und durch Divergenzbil-
dung zu eliminieren. Denn mittels (7.29) folgt jetzt fiir die Beziehung zwischen u; p
und p’

Al 1 [op 1 op’
UQP%—Uépzlu-l - (= = upn - (s
’ ’ AAPZ AAPZ 5.’172 ’ 141;.z _'_Zl All 5.’172 P
(7.34)
Wenn man nun wieder die Forderung der Divergenzfreiheit von " ausnutzt, indem

man u;"5 addiert, mit p multipliziert und die Divergenz bildet, erhalten wir anstelle
von (7.31) die Poisson-Gleichung fiir die Druck-Korrektur

J p op'\1 _ [ (pui™)
0w; {A?ﬂi +D A" <5xi)]p B [ 0 P (7.35)

Anstelle des unbekannten Terms mit @, haben wir nun lediglich einen anderen Ko-
effizienten vor dem Gradienten der Druck-Korrektur. Die Losung dieser Gleichung
ergibt wiederum ein divergenzfreies Geschwindigkeitsfeld und man geht zum néch-
sten Schritt der dufleren Iteration iiber. Diese Methode heifit SIMPLEC (SIMPLE
Corrected/Consistent).

PISO

Ein weitere Moglichkeit der Verbesserung des SIMPLE-Verfahrens besteht darin,
zunéchst eine erste Korrektur «; nach SIMPLE zu berechnen und danach eine
zweite Korrektur vorzunehmen, wobei man die erste Korrektur verwendet, um ; p
ZU approximieren.

Dazu wird zunéchst die Poisson-Gleichung in SIMPLE-Néherung gelost und dann
die Geschwindigkeitskorrektur nach (7.29) berechnet, wobei jedoch @; , unberiick-
sichtigt bleibt. Damit erhélt man eine erste Korrektur

, 1 [dp
Uy p = A <5$i>p. (7.36)
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Mit dieser vorldufigen Korrektur u p, berechnen wir nun

Ug o/
o _El A

U: o =
@, P Uj
Ap

(7.37)

und setzen die zweite Geschwindigkeitskorrektur u; in der bekannten Art wie in

(7.29) an als
~ 1 5pl/)
P it A]_—f 51‘2 P

Da die erste Korrektur u; so konstruiert wurde, daff im Falle der Konvergenz u* =
ul™ + ul divergenzfrei ist, miissen wir fordern, dafl die zweite Korrektur a priori
divergenzfrei ist. Zur Bestimmung von p” kénnen wir daher die Divergenz bilden

und erhalten 5 5o 5 (pit)
P p _ pU;
0; [A? (5%‘)]13 N [ 0; L’ (7:39)

wobei @, nun aber nach (7.37) schon bekannt ist. Die Koeffizienten auf der linken
Seite der Poisson-Gleichung fiir p” sind dieselben wie fiir die Poisson-Gleichung
fiir p’ (7.31). Dies kann man beim Implementieren eines Programms ausnutzen, um
Rechenzeit zu sparen. Die Namensgebung PISO stammt von Pressure Implicit with
Splitting Operators. Die korrigierten Felder sind danach

ul = ul™ 4w + und  p"=p" 4+ (7.40)

)

Man koénnte das Verfahren nun in derselben Weise fortsetzen und sukzessive wei-
tere Geschwindigkeits-Korrekturen u]” etc. konstruieren. Dies entspréiche einer ite-
rativen Losung der vollstandigen Poisson-Gleichung (7.31). Stattdessen werden nor-
malerweise nur die beiden Korrekturen w; und u! berechnet und danach schon zum

néchsten Schritt der d&ufleren Iteration iibergegangen.

SIMPLER

Die SIMPLER-Methode (SIMPLE Revised) ahnelt PISO. Sie wurde von Patankar
(1980) vorgeschlagen. Bei SIMPLER wird zunéchst die Poisson-Gleichung (7.31)
fiir die Druck-Korrektur p’ wie bei SIMPLE unter Vernachlidssigung von @; p gelost.
Dann wird die Geschwindigkeitskorrektur u; (und damit uj*) nach (7.29) ohne @ p
berechnet, also wie in (7.36).

Zur Berechnung des Drucks p™ wird allerdings nicht die soeben berechnete Druck-
Korrektur p’ verwendet. Vielmehr wird der Druck durch nochmaliges Losen einer
Poisson-Gleichung berechnet, jetzt aber direkt nach (7.26), wobei anstelle von @™
der schon korrigierte Term (vgl. (7.23))

m—1 Ui, m
o Wu, T YA U; 1
P

(7.41)
verwendet wird, weil ja das korrigierte Geschwindigkeitsfeld u]" jetzt schon zur

Verfiigung steht.
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Randbedingungen

Das Problem der Randbedingungen fiir die Poisson-Gleichung fiir den Druck ist
delikat. Der Druck ist eigentlich nur ein Langrange- Parameter, dessen Aufgabe es
ist, die Inkompressibilitat sicherzustellen. Daher kann man fiir den Druck a priori
keine Randbedingungen fordern. Wenn zur Losung von (7.7) (bzw. der Lineari-
sierung (7.31)) Randbedingungen bendtigt werden, so sollten sich diese aus den
Navier-Stokes-Gleichungen herleiten lassen.'! Es ist daher naheliegend die vektori-
elle Navier-Stokes-Gleichung zu verwenden, um Randbedingungen fiir die Druck-
Gleichung zu formulieren, indem man die Navier-Stokes-Gleichung auf dem Rand
auswertet. Dabei ist es zunéchst nicht klar, ob man die normale oder tangentiale
Komponente der Navier-Stokes-Gleichung verwenden sollte.

Wenn wir die normale Komponente der Navier-Stokes-Gleichung betrachten er-
halten wir fiir ein inkompressibles Newtonsches Fluid aus (7.1) (ohne duere Kraft-
felder)

n-Vp=V Ty -n— {%njLV(puu)n}
— V2, — {8(2?") +pu - Vun] , (7.42)

wobei u, = u - n die normale Komponente von w ist. Wenn man diese Gleichung
auf dem Rand auswertet hat man eine Neumann-Randbedingung fiir den Druck
(die normale Ableitung 0,,p ist durch die rechte Seite von (7.42) vorgegeben). In
analoger Weise kann man eine Dirichlet-Randbedingung ableiten, indem man die
Navier-Stokes-Gleichung auf einen tangentialen Einheitsvektor 7 projiziert.

Auf festen Randern, auf denen w = 0 ist, erhéilt man so die Neumann Randbedin-
gung Ip/On = pd?u, /On? bzw. die Dirichlet-Randbedingung dp/01 = ud*u, /on?.
Falls die Reynoldszahl Re ~ p~! > 1 grof ist, kann man diese Randbedingung
durch dp/dn = 0 bzw. dp/0T = 0 approximieren und die homogene Neumann und
die homogene Dirichlet-Randbedingungen liefern dasselbe Ergebnis.

7.3.4. Zusammenfassung

Die vorangegangenen Varianten der impliziten Druckiteration sind die wichtigsten
Représentanten einer ganzen Klasse von Verfahren. Es hat sich herausgestellt, dafl

HGresho and Sani (1987) haben dieses Problem behandelt. Knapp zusammengefat haben sie
gezeigt, dafl Neumann Randbedingungen fiir die kontinuierliche Poisson-Gleichung des Drucks
immer angemessen sind und fiir ¢ > 0 eine eindeutige Losung liefern. Dirichlet-Randbedingungen
sind nur fir ¢ > 0 angemessen. Auch fiir die diskretisierte Version der Poisson-Gleichung
sind Neumann Randbedingungen fiir ¢ > 0 angebracht. Dirichlet Randbedingungen werden
von der diskretisierten Poisson-Gleichung nicht erfiillt. Aber in dem Falle, in dem die Losung
der diskreten Gleichungen gegen die Losung der kontinuierlichen Gleichungen konvergiert, er-
filllt die Losung der Poisson-Gleichung Neumann-Randbedingungen fiir ¢ > 0 und Dirichlet-
Randbedingungen, die letzteren allerdings nur fiir ¢ > 0.
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das SIMPLE-Verfahren besser konvergiert, wenn die Druck-Korrektur nicht voll-
standig durchgefiihrt wird, sondern nur teilweise

P =p" +ayp, (7.43)

wobei der Unterrelazationsparameter oy, im Bereich 0 < a;, < 1 liegt. Man kann
optimale Werte von «, angeben (Ferziger and Peri¢, 2002). Die Geschwindigkeits-
Korrektur benotigt keine Unterrelaxation. SIMPLEC, PISO und SIMPLER kom-
men ganz ohne Unterrelaxation aus.

Zusammenfassend stellt sich die Strategie der Projektionsverfahren folgenderma-
Ben dar:

1. Ausgangspunkt ist ein Zustand u] und p" zum Zeitpunkt n.

2. Aufstellen der Impulsgleichung (7.21) fiir n + 1 und Berechnung eines Schétz-
wertes ;.

3. Aufstellen und Losen der Druck-Korrekturgleichung (7.31) mit dem Ergebnis
P’ und u}. Berechne dabei u]" und p™ aus den Korrekturen u und p':

a) SIMPLE: Vernachldssige den zweiten Term in (7.31), 16se die resultie-
rende vereinfachte Poisson-Gleichung und berechne ;" und p™.

b) PISO: Berechne zunéchst die erste Korrektur wie bei SIMPLE 3a. Lose
dann die Poisson-Gleichung (7.39) fiir die zweite Druck-Korrektur p” und
berechne mit u; und p” die zweite Korrektur zu " und p™.

c) SIMPLER: Berechne zunéchst p’ wie bei SIMPLE 3a. Berechne daraus
ul™. Zur Berechnung des Drucks p™ verwende jedoch nicht p’ sondern
16se (7.26) mit u™ auf der rechten Seite.

4. Gehe nach 2 und setzte die soeben berechneten Werte «[* und p™ ein, um
neue Werte der Koeffizienten A; und @) und neue Schétzwerte ugmﬂ)* zu be-
rechnen. Wiederhole die Schritte in 3 und gehe zu 2 bis diese duflere Iteration

konvergiert ist.
5. Gehe iiber zum néachsten Zeitschritt.

Neben den genannten Projektionsmethoden existieren noch andere Methoden.
Dazu zdhlen unter anderem Fractional-Step-Methoden, Formulierungen mit Hilfe
der Stromfunktion'? ¢ und der Vortizitiit w fiir zweidimensionale inkompressible
Stromungen und auch die Methode der kiinstlichen Kompressibilitit. Entsprechende
Ausfiihrungen sind in Ferziger and Peri¢ (2002) zu finden.

2Die Stokessche Stromfunktion v in kartesischen Koordinaten (z,y, z) ist definiert durch

u = 8—1/} und v = 78_1/}
- Oy - Oz’
Dann ist die Vortizitit w = V x u = (9v/0z — 0u/dy) e, = — (9% /0> + 0*¢/0y*) e. =
—V2e, = we,.
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7.4. Losung der Navier-Stokes-Gleichung mittels
Projektions-Methode

Zur Losung der Navier-Stokes-Gleichungen gibt es eine Vielzahl von Verfahren, die
hier nicht umfassend vorgestellt werden kénnen. Deshalb soll nur ein Verfahren
detailliert behandelt werden, das in vielerlei Abwandlungen zum Einsatz kommt.

Wir werden hier ein zweidimensionales Verfahren beschreiben, das auf finiten Vo-
lumen beruht. Ausgangspunkt sind die Navier-Stokes-Gleichungen fiir ein inkom-
pressibles Fluid (7.1) und (7.3). Diese sollen erweitert werden, um auch thermische
Konvektion relativ einfach beriicksichtigen zu kénnen.

7.4.1. Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen

Gleichungen (7.1) und (7.3) gelten fiir ein Fluid mit konstanter Dichte. Im Schwe-
refeld mit Schwerebeschleunigung g wirkt die dulere Kraftdichte f = pg und wir

haben 5
u
% + V- (pun) = =Vpges +V - Tuis + pg, (7.44)
mit dem viskosen Teil des Spannungstensors T = pl/[Vu + (V’u,)T]. Fir p =
const. 148t sich die Kraftdichte pg = V(pg - ) aus einem Potential (dem hydrosta-
tischen Druck) ableiten. Daher kann man den hydrostatische Druck pg -  und den

Gesamtdruck pges zusammenfassen

— Vpges + pg = =V (Pges — pg - ) =: = V. (7.45)

Mit der Definition p = pees — pg - & taucht die Schwerkraftdichte dann nicht mehr
explizit in der Navier-Stokes-Gleichung auf

% + V- (puu) = —Vp+ V- T, (7.46)
wobei p nunmehr der dynamische Druck ist. Ein konstanter Druck ist irrelevant
und wird daher ohnehin weggelassen.

Wenn die Dichte p aufgrund thermischer Expansion nicht konstant ist, miissen
Zusatzterme beriicksichtigt werden. Fiir kleine Temperaturabweichungen vom Re-
ferenzzustand mit Dichte p(Ty) = pp und Temperatur 7j kénnen wir die Dichte
durch die ersten Terme der Taylor-Reihe

p=po[l = B(T—Tp)]+ O [(T - Tp)’] (7.47)

approximieren. Hierbei ist 8 = — p,'0p/OT ’p der isobare thermische Ausdehnungs-
koeffizient. Wenn man den dynamischen Druck als p = pges — pog - @ definiert,
verbleibt von der dufleren Kraft noch der lineare Term —pof (T — Tp) g (Auftriebs-
term) in der Impulsbilanz.
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Strenggenommen mufl man in allen Termen, in denen die Dich-
te auftritt, ihre Abhéngigkeit von der Temperatur beriicksichti-
gen. Man kann aber zeigen, dafl im Limes kleiner Temperatur-
variationen AT — 0, bei dem die Grashof-Zahl

B gBATL?

2

Gr (7.48)

Franz Grashof
1826-1893

von der Groflenordnung O(1) bleibt, die Variation der Dichte nur
im Auftriebsterm berticksichtigt werden mufl. Diese sehr hau-
fig verwendete Naherung wird Oberbeck-Boussinesq-Ndaherung
genannt und kann systematisch aus den vollstindigen Navier-
Stokes-Gleichungen abgeleitet werden (siehe z.B. Landau and
Lifschitz, 1991).

Die Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen lauten somit in konservativer Form

V- (pu) =0, (7.49a)
0
) |9 (pu) = ~Vp + V- Tuu = pB(T ~ T, (7.490)
T
0 (gt ) + V- (puT) = prV - VT, (7.49c¢)

wobei der Index 0 der konstanten Dichte pg aus Bequemlichkeit weggelassen wurde.

& Wenn wir die Kontinuitatsgleichung iiber ein Kontrollvolumen
V' (in zwei Dimensionen ist dies eine Fléche) integrieren, erhalten
wir

/ V- (pu) AV 2 / pu- dS =0, (7.50)
|4 S

wobei dS das vektorielle Oberflachenelement des Volumens V'
ist. In den hier betrachteten zwei Dimensionen ist d.S das infi-
nitesimale Bogenelement entlang der Kontur des zweidimensio-
Valentin Joseph nalen Kontrollvolumens, wobei die Richtung von d.S senkrecht

Boussinesq zum Bogenelement und nach aulen gerichtet ist.
1842-1929 Fiir die Impulsgleichung ergibt sich durch Integration iiber V'
0
— [ pudV+ | V-(puu)dV =— [ Vp dV + [ V. T, dV
ot Jy v v~~~ v
V-(Ip)
~ g [ (T~ Ty) av (7.51)
v

Wenn wir den Gauflschen Satz anwenden, auch die Temperaturgleichung integrieren
und die Temperaturabweichung § = T — T von der Referenztemperatur T, als
abhéngige Variable betrachten, kénnen wir die Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen
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in integraler Form schreiben

/pu~ dS =0, (7.52a)
0
at/,oud‘/'—l—/,ouu dS = — /pd5+/ vis + A4S
—pﬁg/ 6dv, (7.52Db)
14
0 / pd dV + / Opu - dS = p/i/ (VO) - dS. (7.52¢)

Diese Gleichungen sind die Ausgangsgleichungen fiir die Diskretisierung. Im Fall
einer isothermen Strémung konnen wir die Temperaturgleichung wie auch den Auf-
triebsterm in der Impulsgleichung weglassen.

7.4.2. Kontrollvolumina

Wir wollen im folgenden ein gestaffeltes orthogonales Gitter verwenden. Fiir die
finiten Volumen wéhlen wir die Kontrollvolumina nach Abb. 7.2. Die Gitterlinien
zerlegen das Gebiet in Kontrollvolumina, in deren Zentren die skalaren Groéflen p
(e) und 6 (e) definiert sind. Die x-Komponente der Geschwindigkeit u (—) und die
y-Komponente v (1) werden auf den vertikalen bzw. horizontalen Gitterlinien in
der Mitte der Oberflichen der Kontrollvolumina fiir p und 6 ausgewertet.

Aufgrund der versetzten Anordnung der Variablen definiert man fiir v, v und p
andere Kontrollvolumina, wobei die jeweilige Grofle immer im Zentrum definiert ist.
Die drei verschiedenartigen Kontrollvolumina sind in Abb. 7.2 grau schattiert dar-
gestellt. Fiir alle Kontrollvolumina wird der zentrale Punkt immer als P bezeichnet.
Die Bezeichnung fiir die anderen Punkte ergibt sich aus der geographischen Nota-
tion. Beispielsweise differiert der Punkt P fiir # vom Punkt P fiir v.

7.4.3. Zeitintegration

Zur Diskretisierung der ersten Zeitableitung verwenden wir das 3-Niveau-Schema
wie im impliziten Verfahren (6.26). Fiir v = 1/2 ist es von zweiter Ordnung in der
Zeit. Wenn wir auflerdem das Volumenintegral durch das Produkt aus dem Wert am
Mittelpunkt P und dem finiten Volumen AV approximieren (Mittelpunktsregel'?),
erhalten wir die Approximation der Anderungsrate des z-Impulses des im Volumen
AV am Punkt P befindlichen Fluids

a / 3un+1 — Ay™ + un—l L
pu dV] ~p AV = Abu'b’ L (7.53)
[8t » 2At b P

13Diese Approximation ist von zweiter Ordnung. Fiir konstante oder linear variierende Funktionen
ist sie exakt.
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(a) Kontrollvolumen fiir p und T

Ax
Yit1 4 4 4
N
- - -
Yi w1 me t
n
E
W—»w P e -» Ay
sw_ 4 se
Yi-1 + t +
- S 4 -
Ti—1 T
(b) Kontrollvolumen fiir u (¢) Kontrollvolumen fiir v
N
+ + + Yit1 + + +
N
- - -» e S — -
nw n e
4 4 4 Vi AW A% 4P € AE
! mw n nel @ | I |
| 3 E sw S se
W w 4P eé - - - -
\sw |s  sey S
+ + + Yi-1 t + t
S
- - - —» —» -
Ti—1 T Ti+1 Li—1 L

Abbildung 7.2.: Kontrollvolumina (grau) und geographische Notation auf einem gestaf-
felten Gitter fiir (a) die skalare GroBen (o), (b) den z-Impuls (—), und (c) den Impuls in
y-Richtung (1).

mit den Abkiirzungen

3pAV pAV
Al = N, und Q= AL (du™ — ™). (7.54)

Die bekannten Werte u™ und u"~" zu den alten Zeitpunkten n und n — 1 wer-
den den Quelltermen @) zugeschlagen. Fine entsprechende Gleichung gilt fiir die
y-Komponente des Impulses

a 3 n+l _ 4™ n—1
{a /va dV] R p v ZAUt v AV = ALulitt — QY (7.55)
P P

1
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mit Q! = (40" — v 1) pAV/2At. Im weiteren werden wir den aktuellen Zeit-Index
n + 1 aus Bequemlichkeit weglassen.

7.4.4. Raumliche Diskretisierung

Bei der rdumlichen Diskretisierung miissen wir die diffusiven und konvektiven Fliisse
betrachten, die in das jeweiligen Kontrollvolumen ein- bzw. austreten. Die dabei
auftauchenden Oberflachenintegrale lassen sich als Summe aus vier Integralen iiber
die vier Seitenflachen darstellen. Beispielhaft werden wir das Integral iiber die Seite
e betrachten. Die drei anderen Beitridge ergeben sich entsprechend. Zur Bildung der
Ableitungen werden wir zentrale Differenzen zweiter Ordnung verwenden.

Um die Strome durch die Oberflachen zu approximieren, neh-
men wir an, daBl der Wert im Zentrum der Seitenfliche den
Mittelwert iiber diese Seitenfliche représentiert. Dies nennt man
auch Mittelpunktsregel (midpoint-rule approzimation). Die nicht-
linearen Terme in (7.52b) und (7.52¢) werden linearisiert, indem
sie als Produkt aus dem aktuellen Wert (m-ter Schritt) und dem
Wert zum vorhergehenden Iterationsschritt (m — 1) der &ufleren
[teration approximiert werden. Genauer gesagt wird die in bei-
den nichtlinearen Termen auftretende Massenstromdichte pu™
Picard durch den Wert pu™ ! approximiert. Diese Technik nennt man
1856-1941 auch Picard-Iteration.

Charles Emile

Massenstrom

Im nichtlinearen Term des m-ten Schritts der dufleren Iteration verwenden wir
also die Massenstromdichten pu™ ! aus dem Schritt m — 1. Diese erfiillen daher
die Kontinuitdtsgleichung. Im Rahmen der Mittelpunktsregel approximieren wir
nun den Massenstrom 7 durch die e-Seite eines Kontrollvolumens fiir die skalaren
GroBen (o) im m-ten Iterationsschritt durch (dS = e,dS)

e = / pu - dS = (pu)" " S.. (7.56)

Hierbei beziehen sich alle geographischen Bezeichnungen auf das jeweilige skalare
Kontrollvolumen. Der rote Index m — 1 bezieht sich auf den Iterationsschritt m —1.
Im folgenden werden wir den Iterationsindex m, der die &uflere Iteration numeriert,
weglassen mit dem Verstdndnis, daf sich diese Grofien auf den Schritt m beziehen.
Nur falls es sich um einen Wert aus dem vorhergehenden Iterationsschritt handelt,
wird der Index m — lexplizit angegeben. Die vollstdndige Diskretisierung der Kon-
tinuititsgleichung (7.52a) fiir das Kontrollvolumen der skalaren Grofien (e) lautet
somit

m = Z /S pu - dS ~ [(pv), Sn + (pu), Se — (pv), Ss — (pu),, Suw)™

i=n,e,s,w

= MMy, + e + Mg + 1y, = 0. (7.57)
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(a) u-Kontrollvolumen (b) v-Kontrollvolumen
N
t + + Yit1 t + +
N
- - > | e e -
nw n ne
4 4 4 Yi +VV W +P [¢] +E
i nw | nel i i i i
i i s
Woow P et F LN >
4 45w_s_ses yic1 ——4 45 +
- S - - -» -»
Ti—1 x; Tit+1 ZTi—1 X5

Abbildung 7.3.: Der durch Mittelung gebildete Massenstrom fiir die u- und wv-
Kontrollvolumina (gestrichelt) entspricht genau dem halben Massenstrom durch zwei be-
nachbarte skalare Kontrollvolumina (grau).

Die Massenstrome gehen in die Berechnung der nichtlinearen Terme in den Glei-
chungen fiir v und v und auch fiir 6 ein. Daher miissen wir sie auch fiir die u-
und v-Kontrollvolumina berechnen. Da pu und pv aber nicht in den Mittelpunkten
der Berandungen dieser Kontrollvolumina definiert sind, liegt es nahe, die Mas-
senstrome durch Interpolation zu ermitteln. Das Problem bei einer Interpolation
ist jedoch, dal die Massenerhaltung dabei nur bis zur Genauigkeitsordnung der
jeweiligen Interpolation gewéhrleistet ist.

Man kann aber die Massenerhaltung exakt sicherstellen, wenn man den Mas-
senstrom durch die e-Seite des u-Kontrollvolumens m¢ durch den Mittelwert der
Massenstrome mp und mpg ersetzt. Dasselbe kann man fir die w-Seite des u-
Kontrollvolumens machen. Dann werden

R S . \u R S . \u

Tt = 5 (mp+mg)", m, = 5 (mp + mw)" . (7.58)
Fiir die Nord- und Siidseite werden die Massenstrome durch die Mittelwerte an den
Eckpunkten des Kontrollvolumens approximiert

my = ) (M + Mie)”, e = 3 (Mg + Mse) ™ (7.59)
Damit sind alle Flachenmittelpunkte zweier benachbarter Zellen fiir skalare Grofien
involviert. Insbesondere ist der Massenstrom durch die beiden skalaren Kontrollvo-
lumina identisch mit der Summe der beiden Massenstrome durch die beiden einzel-
nen skalaren Kontrollvolumina (Abb. 7.3a). Da die letzteren exakt verschwinden,
gilt die exakte Massenerhaltung auch fiir den Massenstrom durch die Summe bei-
der skalarer Kontrollvolumina. Da der Massenstrom durch das u-Kontrollvolumen

genau die Hélfte (Faktor 1/2 in (7.58) und (7.59)) des Massenstroms durch die
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beiden skalaren Kontrollvolumina betragt, gilt die Massenerhaltung auch fiir das
u-Kontrollvolumen, und es gilt

Y + Y + W + i = 0. (7.60)

In gleicher Weise begriindet sich die exakte Massenerhaltung fiir den Massenstrom
durch die vier Oberflichen des Kontrollvolumens fiir v (Abb. 7.3b)

m, D) (mp +my)", g 9 (e + 1Me)”
, L1 o
e =2 (g + 1hs)” iy, =3 (itnw + isw)” (7.61)
d.h. es gilt
Ty, + g + 1y + 1y, = 0, (7.62)

wobei die in den Massenstromen auftretenden Geschwindigkeiten aus dem Schritt
m — 1 stammen (siehe (7.57)).

Konvektiver Impulsstrom

Mit den oben berechneten Massenstromen (ausgedriickt durch die Geschwindig-
keitskomponenten der Iteration m — 1) konnen wir den konvektiven Impulsstrom
F = [ puu - dS (siehe (7.52b)) fiir ein u- bzw. v-Kontrollvolumen angeben.
So lautet der Strom der u-Komponente des Impulses mit Impulsstromdichte pu
durch die Ostseite (e) des u-Kontrollvolumens und der Strom der v-Komponente
des Impulses pv durch die Ostseite (e) des v-Kontrollvolumens (Mittelpunktsregel!)

e,  F"V =F%%" = [ upu-dS ~ mlu. und (7.63a)
’ S, N——

e, - F' =F%" = [ vpu-dS =~ mlv.. (7.63b)
’ S, N—=——

Der Wert u, auf der e-Seite des u-Kontrollvolumens ist jedoch nicht direkt ver-
fiighar. Die einfachste Ndherung wére eine lineare Interpolation der Werte an den
Punkten P und FE, z.B.

LTe — Tp

tral . e
ue™ = Aug + (1 — Ae) up, mit A\ =
g —Tp

(7.64)

Fiir ein dquidistantes Gitter wie auch fiir das oben definierte gestreckte und gestaf-
felte Gitter (Abb. 7.2) ist A, = 1/2. Dies wird zentrales Differenzenschema genannt,
obwohl keine Differenzen involviert sind.**

Einige iterative Loser konvergieren aber nicht, wenn man diese lineare Interpola-
tion verwendet, da die resultierenden Matrizen nicht diagonaldominant sind. Dieses

“Der Grund fiir diese Bezeichnung liegt darin, daf die finiten Volumen fiir dquidistantes Gitter
und mit dieser linearen Interpolation identisch sind mit zentralen finiten Differenzen.
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Problem kann man mit einem Trick umgehen, den man deferred correction nennt.'®
Dazu verlagern wir die implizite Behandlung der zentralen Differenzen auf die im-
plizite Behandlung von Upwind-Differenzen, indem wir schreiben

conv __ - u, upwind s u central _ _ upwind m—1

Feo™ = mug + 1l (ul uy ) (7.65a)
conv __ - v, upwind ) central upwind m—1

Fyo™ = mgv; + iy (v — vy ) (7.65b)

Hierbei ist die Upwind-Naherung (UDS, upwind differencing scheme) gegeben
durch, z.B. fiir die u-Komponente,

mete - miug, fallsw-dS. <0, d.h falls m? <0,

e

. upwind { miup, fallsw-dS. >0, d.h falls my >0, (7.66)

= max (g, 0) up + min (my, 0) ug.

Die Terme mit hochgestelltem Index m — 1 in (7.65) werden aus dem vorherigen
Iterationsschritt gebildet. In der aktuellen Iterationsmatrix wird also im aktuellen
Schritt m nur die Upwind-N&herung verwendet. Diese ist zwar lediglich von erster
Ordnung, aber im Falle der Konvergenz kompensieren sich die beiden Upwind-
Terme in (7.65) und die konvergierte Losung ist von zweiter Ordnung Genauig-
keit. Die Konvergenzgeschwindigkeit ist vergleichbar mit derjenigen eines reinen
Upwind-Verfahrens. Auch kann man den Anteil von Upwind und zentralen Diffe-
renzen mischen, indem man den expliziten Term (in Klammern in (7.65)) mit einem
Wichtungsfaktor 5 € [0, 1] wichtet.

Der gesamte konvektive u-Impulsstrom durch das u-Kontrollvolumen ist natiirlich

oY =FON + FO 4+ FO + FoyY (7.67)

u,w

wobei F7OW, Feom und FPOV in analoger Weise gebildet werden miissen. In gleicher

un I

Weise wird auch der konvektive Impulsstrom durch das v-Kontrollvolumen fiir die

15Die Methode der verzogerten Korrektur (deferred correction) basiert auf folgender Uberlegung:
Wenn man ein implizites Verfahren hoher Ordnung hat,

Afull . :B(n+1) — Q(n),

dann ist der Differenzenstern groB, was zu vielen Eintragungen in der Matrix Af! fiihrt. Um die
mit der komplizierten Matrix verbundenen Probleme (Speicherplatz, hoher Lésungsaufwand)
zu umgehen, schldgt man all diese Terme auf die rechte Seite (wertet sie also explizit aus)
und addiert auf beiden Seiten des linearen Gleichungssystems die entsprechenden Terme eines
einfacheren Diskretisierungsverfahrens mit niedriger Genauigkeit

Asparse m(n—i—l) — Q(n) + (Asparse _ Afull) IB(n)

Die Losung des Gleichungssystems ist dann relativ einfach zu erreichen und die Differenz der
Matrizen beider Verfahren auf der rechten (expliziten Seite) ist klein. Im Fall der Konvergenz
ist 2"t = (™ und die Terme des einfachen Verfahrens fallen heraus. Trotzdem besitzt die
Losung die Genauigkeit des Verfahrens hoher Ordnung, genauso, als wenn man sie mit einem
impliziten Verfahren berechnet hétte.
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l me < 0

|
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} } Abbildung 7.4.: QUICK-Schema: Berech-

j j nung von Groéfen im Punkt e durch qua-
1%7%4 P e E EE dratische Interpolation der Daten auf dem

x Rechengitter (W) nach Upwind-Manier.

y-Komponente der Impulsgleichung behandelt. Als Beispiel seien fiir den gesamten
konvektiven u-Impulsstrom die restlichen Terme spezifiziert

conv __ ~ AU __ u, upwind s u central upwind m—1
Fey = / upw - dS =~ myu, = meul + g (wg ™ — wlPr )T (7.68a)
w

. . i . ind\m—1
Jreonv / upu - ds ~ mzun _ mzu;llpwmd + mz (ucentral o uupwmd) ’ (768b)

u,n n n
n
conv __ ~ U __ . u, upwind s u central upwind m—1
Fyo = / upw - dS = miu, = miu + 1 (ug —ul ). (7.68¢)
S

Eine andere populdre Methode, um auf eine Approximation héherer Ordnung als
eins zu kommen, ist das QUICK-Schema (quadratic upwind interpolation of con-
vective kinematics). Dabei wird zur Approximation des konvektiven Impusstroms
ein Polynom zweiter Ordnung durch die beiden benachbarten Punkte und einem
weiteren Punkt stromaufwiirts gelegt und daraus die gesuchte Variable bestimmt
(Abb. 7.4). Fiir u, erhélt man dann zum Beispiel

" — { ayup — auw + (1 —ay 4+ ag) up, falls 1, >0, (7.69)

byup — byupg + (1 — b+ b2) Ug, falls 1, < 0,

wobei die Koeffizienten fiir ein dquidistantes Gitter a; = by = 3/8 und ay = by = 1/8
sind. Bei einem gestreckten Gitter miissen die Interpolationsfaktoren entsprechend
angepafit werden. Dieses Schema ist von dritter Ordnung Genauigkeit.

Diffusiver Impulsstrom

Der diffusive Impulsstrom involviert den viskosen Spannungstensor. In der Glei-
chung fiir v geht nur die z-Komponente des Impulses ein. Der diffusive Strom
von z-Impuls durch die Flache e des u-Kontrollvolumens lautet (siehe (7.52b) mit

dS = e,dS)

u,e xx,e~ €

Fdiﬂ‘usiv —e,- leiﬁusiv _ / e, - TVis .dS =~ TVis S . (770)
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Zur Gleichung fiir v tragen umgekehrt nur Terme bei, welche y-Impuls transportie-
ren. Der diffusive Strom von y-Impuls muf also fiir das v-Kontrollvolumen berech-
net werden. Beispielsweise lautet der Beitrag zum diffusiven y-Impulsstrom von der
e-Seite des v-Kontrollvolumens

y$7e €

Fqii@ffusiv _ / e, - Tyis - dS ~ Tvis g . (771)

e

Die Komponenten Ty , und T;;ie des viskosen Spannungstensors, gebildet im jewei-
ligen Punkt e, beinhalten Ableitungen von u bzw. v. Wenn wir diese mit zentralen

Differenzen bilden, erhalten wir

. 9 _
Tire = 20 (—u) ~ ot (7.72a)
’ oz ), TE — Tp
i du v Une — Use Vg — Up
Toe=bl7+5) = + : 7.72b
e = M (331 337)@ : (yne —Yse TE— xp) ( )
Da TV fiir das Kontrollvolumen fiir v ausgewertet wird, sind u,,. und u,. Gitter-

y$7e

punkte von u, so dafl keine Interpolation erforderlich ist (Abb. 7.2¢).
Die Beitrige von den anderen 3 Seiten ergeben sich entsprechend. Ausge-x-t
erhédlt man (die soeben berechneten Terme sind in rot dargestellt)

F;iiffusiv — -I-Vis Sn + Tvis Se o TVis S — Tvis S = [ |:Sn (UN —Uup + Une — 'Unw)

xy,n xTx,e xy,s™~S T, w~w
’ ’ ’ YN —Yp Tne — Tnw

Up — 1 Up —Us  Vse — Vs up —u
+25€M_SS( p_Us | )_QSwu], (7.73a)
Ip —Ip Yp — Ys Tse — Tsw Ip —Tw

Fusi ; i i UN — VUp Unpe — Use
P T S, 4 TS~ TS = TS = e [28, 2 (Mo e
Yn —Yyp Yne — Yse

+ M) _9g¥PTUs g <UP Wy S T u“})} (7.73b)

Tp —Xp Yyp — Ys Tp — Tw Ynw — Ysw

Bei Verwendung dieser Form kann man auch eine variable Viskositét (z.B. u(6))
beriicksichtigen. Dazu miiffite man p in die Klammern ziehen und entsprechend den
Seitenflichen S; indizieren pu — p; mit ¢ = n,e, s, w . Fiir konstante Viskositét
(1t = const., wie im weiteren angenommen, kompensieren sich einige Summanden.
Man erhélt dann die vereinfachte Variante!®

F;iiffusiv = (SnUN —Uup + SeuE —Uup _ st _ Sww) , (7743)
Yn —yp Tp—Xp Yyp — Ys Ip — Iw

Fiir konstante Viskositit kompensieren sich einige Summanden aufgrund der Massenerhaltung,
V-T:V-{u [Vu+(Vu)T}} = UV -Vu+pu VV-u =pv-Va.
inkomp.—0

Dies bedeutet, daff bei der integralen Version nur der Term |, ¢ dS - Vu zu beriicksichtigen ist,

und nicht der Term [ (VU)T -dS. Da fiir die Komponente v nur Terme in z-Richtung relevant
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piffusiv _ (Snvzv —vp S, Vg —Up Ssvp —Us S vp — UW) . (7.74b)
Yn —Yp Tp —Zp Yyp — Ys Tp — ITw

Impulsstrom durch den Druck

Auch der Druck als Impuls/(Zeit xFliche) ist eine Impulsstromdichte. Die durch
den Druck verursachten Impulsstréme in z- bzw. y-Richtung sind

QZ = —/vpem . dS ~ — (peSe — prw)m—l , (775&)
S

Q= _/Pey +dS & — (P — psSs)" (7.75Db)
S

wobei die Terme durch die Werte des vorherigen Schritts m—1 der dufleren Iteration
approximiert werden (vgl. (7.22)).

Impulsstrom durch Auftriebskrafte

Auftriebskrifte in (7.52b) werden durch die Volumenintegrale

Auftrieb m—1 (9111 + ee)m_l
Q. = —pPe,-g | 0dV =~ —ppO5 "AV,e,-g = —pB#AVuel« 9,
1%
(7.76a)
uftrie m— 0” + 05 "
Qi — —pjie, g [ 00V~ —pp0p i Avie, 9.~ —pp 1) Avie, g
1%
(7.76D)

reprasentiert. Auch hier wurde die Temperaturabweichung 6 des vorherigen Ite-
rationsschritts m — 1 verwendet und die Kontrollvolumina fiir die z- bzw. die y-
Komponente der Geschwindigkeit (sieche Abb. 7.2b,c)

ZT; — Ti—
AV = (we =) =yl = =5 —— (= v, (T778)

AV, = (v = 20) (yn = 93, = (3 = w3-) FHSEL (7.77h)

sind, tragen zur u-Gleichung auch nur Ableitungen von u bei,

ez-/s(dS-V)u:/S(dS-V)u-ez:/S(dS-V)u.

Die Ableitungen von v tragen nichts bei. Sie gehen ausschliefflich in die v-Gleichung ein, die in
analoger Weise gebildet werden kann.

84 4. €. Rublmann, WS 20 /21

Numerische Methoden der Strémungsmechanik



7.4. Losung der Navier-Stokes-Gleichung mittels Projektions-Methode

7.4.5. Diskretisierte Gleichungen

Wenn wir alle Terme sammeln, erhalten wir die Approximation fiir die z- und y-
Komponenten der Impulsbilanz (fiir den Term der Zeitableitung siehe (7.53))

A;UP + Fsonv . Fz(Liiffusiv — Ql; + Qg + Qﬁuftrieb’ (778&)
AtPUP + FSOHV _ F;iiffusiv — Qf) + Qg)) + quftrieb’ (778b)

wobei sich die diffusiven und die konvektiven Impulsstrome jeweils aus den vier
oben berechneten Beitrdgen zusammensetzen.

Als Beispiel sei die Gleichung (7.78a) fiir u betrachtet. Wenn wir alle Terme
einsetzen, erhalten wir die algebraische Gleichung in der Form

t . ind . ind . ind . ind
APUP 4 mzugpwm 4 mzetuupwm 4+ mguupwm 4+ mzzf)uupwm
>

€ S w
(.

~
Upwind-Anteil von Fgonv

—M<S UN_UP+SEUE_UP_SUP_US_Squ_UW)

“yn —yp Tp—Tp  Yp—Ys tp— 2w/,
ngﬂusiv
_ Qi QP+ Qﬁuftrieb + Qiefem,-d7 (7.79)
) =0 ’
mit
(leterred _ [( freonvyupwind _ preonv central m—1 | (7.80)

Wir wollen nun die Koeffizienten vor den unbekannten Geschwindigkeiten bestim-
men, so dafl wir auf die typische Struktur des Problems (7.84) kommen. Einsetzen
von u"PVi"d und Abkiirzen der rechten Seite der Gleichung mit Qp ergibt

Azﬂ“P + 2 (Sn v + Se o + Ss e + SwL)
Yn —Yyp Tp —Zp yp — Ys Ip —Tw

+ [max (", 0) + max (ry, 0) + max (1}, 0) + max (1, 0)] up
+ min (1., 0) uy + min (rhy, 0) ug + min (rmy, 0) ug + min (s, 0) uy

— (snuiN +S—2r g1 g, W ) Q. (7.81)

YN — Yp Tp — Xp yp — Ys Ip — Tw

Fiir beliebiges x € R gilt: © = max(z, 0)+min(x,0). Aufgrund der Massenerhaltung
gilt insbesondere hier

m, +m, +mg, +m,

= max (1., 0) + max (¢, 0) + max (¥, 0) + max (2, 0)

+ min (72, 0) 4+ min (72, 0) 4+ min (7Y, 0) + min (7., 0) = 0. (7.82)
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Damit kénnen wir die max-Terme in (7.81) durch min-Terme ersetzen und erhalten

S, S, S Sw
{Atp + ( a + A T - )
Yn —Yyp TEg—Tp Yp—Ys Tp—Tw

— min (7ir,,, 0) — min (i, 0) — min (i, 0) — min (riay,, 0):|Up

_ S, s
+ |min (7,,, 0) — L} uy + [min (g, 0) — Mo ug
L Yn —Yp | R TE — l‘P_J
[ Ss o Sw |
+ |min (Y, 0) — a } us + [mln (e, 0) — Mo uw = Qp.  (7.83)
L yp —Ys] R rp—Iw]
A A%,

Wenn man mit der y-Komponente der Impulsgleichung genauso verfiahrt, haben
die beiden Impulsgleichungen die gesuchte kompakte Form

Apup + ) Afu = Q}, (7.84a)
!

Apvp+ Y Alu = Qb (7.84b)
l

mit [ € {N, E, S, W} und den Koeffizienten fiir (7.84a)

Sn
A% = min (m®, 0) — 220 (7.85a)
YN —Yp
Se
A% = min (i®, 0) — —2¢ (7.85b)
g —Tp
S
A% = min (", 0) — —225 (7.85¢)
Yp —Ys
Sw
A% = min (1", 0) — —2v (7.85d)
I'p — Tw
Ap=Ab— ) A (7.85¢)
I=N,E,S,W
sowie
Q% — QZ + Q]; + Qiuftrieb + Qgeferred' (785f)

Fiir die v-Gleichung (7.84b) erhélt man formal dieselben Koeffizienten, jedoch
sind die Werte an den entsprechenden Stellen des v-Kontrollvolumens auszuwerten.
In dhnlicher Weise kann man auch die Gleichung fiir 8 aufstellen, wobei fiir 6 das
skalare Kontrollvolumen zu verwenden ist.

Wenn die Viskositédt variabel ist, zum Beispiel p = p(T"), dann ist die Variabilitét
oft relativ gering. Die Differenz zum Verhalten fiir konstante Viskositét wird dann
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hiiufig explizit behandelt und in den Termen Qd¢®rred yund Qdeferred auf der rechten
Seite dargestellt (Ferziger and Perié¢, 2002).

Alle Quellterme @Y% in diesen Gleichungen werden aus dem vorherigen Iterati-
onsschritt verwendet. Hier gehen der Druck, der Auftrieb und die Terme aus dem
Deferred-Correction- Ansatz ein, sowie ein Beitrag aus dem zeitabhéingigen Term.

7.4.6. Iterative LGsung

Da die Variablen iiber den Massenstrom eng miteinander gekoppelt sind, wird das
System (7.84) iterativ gelost. Dabei wird bei jeder duBeren Iteration mit Index m
der Massenstrom 7 (Kopplung der Geschwindigkeiten im konvektiven Term) und
der Druck p aus der vorherigen #ufleren Iteration mit Index m — 1 verwendet (siehe
(7.57)). Dies nennt man auch Sequenzielle Losung (Sequential-Solution Method)
(Ferziger and Peri¢, 2002).

Die Losung von (7.84) liefert uns dann provisorische Werte u* und v*. Diese pro-
visorischen Werte werden die Kontinuitdtsgleichung im allgemeinen nicht erfiillen.
Der aus diesen Geschwindigkeitswerten resultierende provisorische (nicht divergenz-
freie) Massenstrom durch das Kontrollvolumen fiir skalare Groen betriagt dann

m,, + My, + m; + m,, = Amp. (7.86)

Wegen des gestaffelten Gitters liegen alle Geschwindigkeitspunkte mitten auf den
Seitenflichen des skalaren Kontrollvolumens. Falls nicht explizit anders erwéhnt,
beziehen wir uns im folgenden immer auf dieses skalare Kontrollvolumen.

Als néchstes miissen wir die Werte «* und v* um ' und v" korrigieren, so daf3
der Massenstrom verschwindet. Die divergenzfreien Geschwindigkeiten des m-ten
[terationsschritts lauten dann

u™ =ut + und 0" =0* + 0 (7.87)

Um die Korrekturen zu berechnen, werden wir die Massenbilanzen fiir (u*, v*) und
fir (u™,v™) miteinander vergleichen und daraus die Poisson-Gleichung fiir den
Druck ableiten. Wir miissen die Geschwindigkeiten daher so darstellen, dafl der
Druckterm als separater Summand erscheint. Um das zu erreichen, méchten wir u*
und v* in der Form wie in (7.23) schreiben. Dazu dividieren wir zunéchst (7.84)

durch Ap und erhalten

u Aty
usy =9 %l iy (7.88a)
P
v Al
vp =%F AZJ L (7.88b)
P

wobei sich alle Indizes auf das u bzw. v-Kontrollvolumen beziehen. Jetzt spalten
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wir den Beitrag des Drucks ab

Qp — QL — > Ay 4 % (7.75) Qp — QL = > Aly _ (pesSe — prw)m_l

e Ay Ay Ay Ay
(7.89a)
br _@P = Q0= 30 AP Q) Qb — Q= S AT (paSe = psS)™
! Ap Ap Ap Ap ’
(7.89b)

Der Punkt P des u-Kontollvolumens ist der Punkt e des skalaren Kontrollvolumens.
Der Punkt P des v-Kontrollvolumens entspricht dem Punkt n des skalaren Kontroll-
volumens. Um die Massenerhaltung auswerten zu konnen, miissen die Druckterme
auf das skalare Kontrollvolumen bezogen werden. Mit (pe, pw)u = (PE, Pp)m und
(Pn, Ps)v = (PN, PP)s (siehe Abb. 7.2) werden daher die Gleichungen

)mfl

Qb= Q- A (e—pe)" L (e —pp

U, = A}f_, — e A}LD U, T, (790&)
v o_ P _ Av * o m—1 . m—1
U;; _ QP Qv Zl 1Y _Sn (pN pP) _ 17; . Sn (pN pP) ’ (790b)
Ay, Ay, Ay,

J/

-~

von der provisorischen Losung (u*,v*) erfiillt. Hierbei sind S, und S, des u-
Kontrollvolumens durch S, des skalaren Kontrollvolumens ersetzt worden. Fiir das
v-Kontrollvolumen gilt entsprechendes. Die Geschwindigkeiten u, und v} auf den
Mittelpunkten der beiden restlichen Flédchen des skalaren Kontrollvolumens kann
man in analoger Weise ausdriicken. Alle in den obigen Gleichungen auftauchenden
GroBen (u*,v*,p™ 1) kénnen wir als bekannt voraussetzen.

Wir setzen nun die divergenzfreien Geschwindigkeiten (u,v) und den dazugeho-
rigen Druck p™ in gleicher Weise an als (Korrektur des Drucks sowie der Geschwin-
digkeiten)

uy = i, — 8, PE=PP) (7.91a)
Ap

o =5, g, PN PP (7.91b)
Ap

wobei p™ = p* + p’ der noch unbekannte korrigierte Druck ist (p* = p™~!). Die
Groflen mit der Tilde ” bedeuten lediglich eine Linearkombination der Gréflen oh-
ne Tilde gemé$ der bisher verwendeten Konvention (siehe z.B. (7.23) oder (7.90)).
Wenn wir nun die Differenz zwischen den gesuchten (ungesternten) und den provi-
sorischen (gesternten) Geschwindigkeiten bilden, konnen wir die Geschwindigkeits-
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korrekturen als Funktion der Druckkorrekturen schreiben

I \m
U, =u, —ul =u, — Se%, (7.92a)
P
I \m
R Sn%. (7.92b)
P
Fiir die Geschwindigkeitskorrekturen mit Tilde gilt dabei'”
Au /
i = — @ — 2 (7.93a)
Ap
AU /
B =0, — 0 = _Lvl”l, (7.93b)
Ap

Da die korrigierten Geschwindigkeiten die Divergenzfreiheit m,, + 1. +ms+1, = 0
erfiillen miissen, konnen wir davon den unkorrigierten Massenstrom (7.86) subtra-
hieren, und erhalten den Massenstrom fiir die gesuchten Korrekturgeschwindigkei-
ten

Ty — 10+ e — S+ 1y — 1+ Ty — 1 = — A1, (7.94)
—_——— —m ) — )
(pSv'),, (pSu'), —(pSV),  —(pSu'),
bzw.
(pSUl)n + (psul)e - (pS'U,)s - (psul)u) = _Am*P7 (795)

wobei Am}, ja aus (7.86) bekannt ist. Dies ist im wesentlichen die Poissongleichung
fiir den Druck. Um das zu sehen, setzen wir hierin die Geschwindigkeitskorrektu-
ren ein, die wir in (7.92) durch den Druck ausgedriickt haben. Dann erhalten wir
(vorerst nur fiir e eingesetzt)

(050, + |5, (= S PEIEEY |- (s, = (o, = iy (1.90)
P

bzw., nach Einsetzen aller entsprechenden Terme,

o (O —Pp)" o P =)
[/)S" (“n ST | o e — Sy

, (Pp — )™ L (Pp — Pl)™
[f’ss <“s 5T P \ o~ Se Ty

= — Ariv, (7.97)

1" Terme wie z.B. Q% — QP fallen dabei heraus, da sich diese ja auf die Iteration m — 1 bezichen,
also explizit bekannt sind und gleichermafien in 4* und @ auftreten.
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/ /

g2 Py —Pp)" e (P —Pp)" )52 (s —pp)" )52 (P — Pp)"

T Ay A5 vAy

= —Amp — [(pSV'),, + (pST), — (pST'), — (pST),] - (7.98)
H/—/ - J
bekannt :=Arn/, unbekannt!

Dies ist die gesuchte Gleichung fiir die Druck-Korrektur p’. Wir konnen sie schreiben
als

Apo + ) APp) = —Am} — Arip, (7.99)
l

mit A}, nach (7.86), A, wie in (7.98) definiert und den Koeffizienten

pSy
A?V:_A%v Az])E:

pS;
Aw”

pS?
Ay

S
A

AP = AP, = (7.100)

sowie

AL =— Y Al (7.101)
l=N,E,SW

An dieser Stelle kann man wieder verschiedene Naherungen der Druck-Korrektur-
Gleichung (7.99) vornehmen. Dies ist erforderlich, da die Geschwindigkeitskorrek-
turen v und v’, die in den Term Ari/, eingehen, jetzt noch nicht bekannt sind.
Sie ergeben sich erst nach Losung der Druck-Korrekturgleichung aus (7.92). Die
einfachste Moglichkeit besteht darin, in (7.99) den Term Ar), = 0 zunéchst zu
vernachléssigen. Dies entspricht dem SIMPLE-Verfahren. Wenn man so die Druck-
korrektur berechnet hat, kann man die Geschwindigkeitskorrekturen durch Losen
von (7.92) berechnet, wobei die Terme 4/, und @/, bei SIMPLE auch in (7.92) ver-
nachlissigt werden. Das Geschwindigkeitsfeld (u,v) ist nun divergenzfrei und man
hat «™, v und p™ erhalten.

Wenn man sich damit nicht begniigt, kann man mit den Geschwindigkeitskorrek-
turen (v',v’) zum ersten Mal die Grofien @, etc. nach (7.93) berechnen und in den
Ausdruck fiir A7/, einsetzen. Diesen Ausdruck verwendet man dann in (7.99), um
die Poisson-Gleichung noch einmal zu 16sen (dhnlich wie bei PISO). Diese Iteration
kann man so lange fortfithren bis Konvergenz erreicht ist. Dann hat man (7.99)
sehr genau gelost. Bei grofien Zeitschritten kann es erforderlich sein, fiir den Druck
eine Unterrelaxation zu verwenden, d.h. nur einen Bruchteil der Druck-Korrektur
p’ zum alten Druck p* = p™~! hinzuzuaddieren.

Die berechneten Geschwindigkeiten u™ und v™ sind in dem Mafle divergenzfrei,
in welchem das Gleichungssystem (7.99) fiir gegebene rechte Seite genau gelost
wurde (durch ein iteratives Verfahren). Aber die korrigierten Werte fiir 4™ und
v™ erfiillen jetzt i.a. nicht mehr die Impulsgleichung. Deshalb wird ein weiterer
Schritt der &uleren Iteration erforderlich. Erst wenn die Kontinuitédtsgleichung und
die Impulsgleichung bis zur gewiinschten Genauigkeit erfiillt sind, kann man zum
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néchsten Zeitniveau iibergehen. Dabei kann man die Werte aus dem gerade berech-
neten Zeitschritt n (oder eine zeitliche Extrapolation) als neue Anfangswerte fiir
die Iterationen fiir n + 1 verwenden.

Man kann auch leicht den SIMPLEC-Algorithmus (Kap. 7.3.3) realisieren. Der
Vergleich von (7.31) mit (7.35) zeigt, dal man das SIMPLEC-Verfahren erhélt,
wenn man Arivp weiterhin vernachléssigt, dafiir aber A und A% durch A%+, A}
und A}, + >, A} ersetzt.

Auch das PISO-Verfahren ld8t sich leicht realisieren. Dazu macht man einen er-
sten Korrekturschritt a la SIMPLE. Das System zur Berechnung der zweiten Druck-
Korrektur hat dieselbe Form (7.99) wie fur SIMPLE, nur daf§ man als Quellterm
den jetzt bekannten Term —Arn/, anstelle von —Ar}, verwendet.

7.4.7. Behandlung der Randbedingungen

Zur Implementierung der o.a. Verfahren fehlen uns nur noch die Randbedingun-
gen. Jedem Kontrollvolumen entspricht eine algebraische Gleichung. Dabei werden
Volumenintegrale fiir alle Kontrollvolumina in derselben Weise berechnet. Zur Be-
rechnung der Strome (Impuls-, Wéarme, Massestrom) miissen jedoch die Seiten eines
Kontrollvolumens, die mit einer Berandung zusammenfallen, besonders behandelt
werden. Wenn die Strome durch die Flachen der Berandung als Randbedingung vor-
gegeben sind, ist die Behandlung klar. Falls durch die Randbedingungen die Stréme
nicht vorgegeben sind, miissen die Randbedingungen dadurch erfiillt werden, dafl
man sie durch einseitige (nach innen gerichtete) Differenzen ausdriickt, denn wir
haben keine Kontrollvolumina auflerhalb des Integrationsgebiets.'®

Als wichtigsten Fall betrachten wir Haftbedingungen am Rand, sogenannte no-
slip conditions, denen das makroskopische Geschwindigkeitsfeld an normalen festen
und ruhenden Wénden geniigen mufl. Dabei miissen alle Geschwindigkeitskompo-
nenten am Rand verschwinden, in zwei Dimensionen v = v = 0. An Abb. 7.5 sieht
man, dafl die Haftbedingung auf jedem Rand nur fiir diejenige Geschwindigkeits-
komponente trivial zu erfiillen ist, die auch auf dem entsprechenden Randpunkt
definiert ist. Diese Komponenten gehen also problemlos in die Massenbilanzen ein,
die ja fiir die skalaren Volumina formuliert wurden.

Zur Bilanzierung des Impulsstroms (7.84) fiir die Kontrollvolumina, bei denen
eine Seitenfliche mit dem Rand des Integrationsgebiets zusammenféllt, zum Bei-
spiel das u-Kontrollvolumen in Abb. 7.5 (blau), fehlt uns der Punkt S, weil er
auflerhalb des Integrationsgebiets liegt. Man behilft sich dann mit der Verwendung
von einseitigen Differenzen zur Berechnung, zum Beispiel der Schubspannung, die
in den diffusiven Impulsstrom eingeht. Insbesondere setzt man dann am Siidrand

18Fin andere Moglichkeit ist die Definition von Ghost Cells auerhalb des Integrationsgebiets, wo-
bei die den Geisterzellen zugeordneten Variablen so gewéhlt werden, dafl die Randbedingungen
erfiillt sind.
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- Abbildung 7.5.: Kontrollvolumina fiir skalare
GroBen (grau), u (blau) und v (rot) am Rand
des Integrationsgebiets (fette Linien) und Be-
zeichnungen fiir das u-Kontrollvolumen.

Abbildung 7.6.: Profile der normalen (v)

und der tangentialen Geschwindigkeits-

,  komponente (u) in der Nihe einer festen
= ruhenden Wand.

(vgl. (7.73) und (7.74) und beachte (0v/dx) =0)

Y=YRand

Fliffustv / e Tus - dS ~ —T0 S~ —puS, b — 22, (7.102)
s Yp Ys
Bei no-slip conditions ist us, = 0. Entsprechendes gilt fiir Fdfusiv deg o

Kontrollvolumen am Nordrand des Integrationsgebiets sowie fiir Fgf‘lﬁ’v und Fyliffusiv
an den West- bzw. Ostrandern des Integrationsgebiets.

Eine Besonderheit ergibt sich aus der Kontinuitétsgleichung. Auf dem Rand y =
const. gilt insbesondere v = 0. Damit ist natiirlich auch du/0x = 0. Aus der
Kontinuitétsgleichung folgt dann dv/dy = 0. Das heifit, bei festen Réndern muf
die Ableitung der Normalgeschwindigkeit verschwinden (Abb. 7.6). Damit sind auch
die entsprechenden viskosen Normalspannungen gleich Null

Ty, = 2pv (—) =0, und T, = 2pv (8_u> = 0.
ay Y=YRand ax L=ZRand

Wenn man unversetzte Gitter (collocated grids) verwendet, sollte man diese exakten
Relationen bei der Berechnung des diffusiven Impulsstroms ausnutzen.
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7.5. Gemeinsame Anordnung der Variablen

In dem meisten Anwendungen hat man komplexe Geometrien und verwendet irre-
gulére oder krummlinige Gitter. In diesen Féllen ist eine gestaffelte Anordnung der
Variablen (staggered grid) ungiinstig. Eine gemeinsame Anordnung der Variablen
(collocated grid) ist dann meist besser geeignet. Dabei werden alle Geschwindig-
keiten und der Druck im Zentrum jedes finiten Volumens definiert, wie in Abb.
7.1b gezeigt. Im folgenden wird die Modifikation des SIMPLE-Verfahrens fiir eine
gemeinsame Gitteranordnung dargestellt.

In (7.10) hatten wir ganz allgemein die Poisson-Gleichung fiir den Druck in ei-
nem inkompressiblen Fluid mit konstanter Viskositiat abgeleitet (etwaige Zeit- oder
Iterationsidizes werden weggelassen)

0 (op\ _ 6 (d(puw;)\ _ OH;
ox; <5$z) oy ( oz, ~ owy (7.103)
I,

Der Vorteil des gestaffelten Gitters bestand darin, daBl man zentrale Differen-
zen leicht bilden konnte, wobei nur die nédchsten Nachbarn involviert waren. Ins-
besondere konnten wir den Druckgradienten als wesentlichen Antriebsterm in der
Impulsgleichung gut mit zentralen Differenzen darstellen. Zentrale Differenzen sind
bei einem collocated grid nicht so einfach moglich. Als alternative Varianten kénnte
man einseitige Differenzen verwenden. Systematische einseitige Differenzen in eine
Richtung sind zu ungenau. Aber die kombinierte Verwendung von Vorwérts- und
Riickwiértsdifferenzen hat fiir die Poissongleichung keine Nachteile, wie im folgenden
gezeigt wird. Die Nachteile fiir die Impulsgleichung bleiben aber bestehen. Daher
mochte man zentrale Differenzen verwenden. Die dabei auftretenden Probleme kén-
nen aber mit einem Kunstgriff gelost werden.

7.5.1. Probleme bei Verwendung eines gemeinsamen Gitters
Einseitige Differenzen in Vorwarts- und Riickwartsrichtung

Zur Tllustration betrachten wir die Poisson-Gleichung (7.103) und verwenden zur
Diskretisierung finite Differenzen. Fiir die Ableitungsoperatoren aus der Impulsglei-
chung verwenden wir Vorwiarts-Differenzen, fiir die Ableitungsoperatoren aus der
Kontinuitatsgleichung benutzen wir Riickwértsdifferenzen.

Wenn wir den Zeitindex n weglassen und die d&uflere Ableitung in (7.103) durch
Riickwartsdifferenzen bilden, erhalten wir

&)~ 5).-E)
5.1’ P 5.1’ w i (Sy P (Sy s _ H:v,P — HI,W 1 Hy,P — Hy’g

Ax Ay Ax Ay

(. 4

. (7.104)

~
::Qg
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Mit Vorwiértsdifferenzen fiir die (innere) Druckableitungen erhalten wir daraus

(pE—PP) _ <PP—pW> (PN—PP) _ (PP—pS>
Ax Ax Ay Ay N
A + Ay =Qp. (7.105)

Damit erhilt die Poisson-Gleichung fiir den Druck die Form'

App+ S Ay = QI (7.107)
I=E,W,N,S
mit
1 1
Ap=My=—55  Ay=Ai= 37 AL =— 3" AP (7.108)
I=N,E,S,W

Dieses Verfahren der Diskretisierung mit Vor- und Riickwartsdifferenzen funk-
tioniert fiir die Poisson-Gleichung. Man kann sogar zeigen, dafl die Diskretisierung
energieerhaltend ist.?’ Konsistenterweise miiften wir den Druckgradienten in der
Impulsgleichung durch Vorwértsdifferenzen ausdriicken. Da sich einseitigen Diffe-
renzen in der Impulsgleichung nachteilig auf die Genauigkeit auswirken, versucht
man, fiir alle Ableitungen zentrale Differenzen zu verwenden.

Problematik zentraler Differenzen

Wenn man fiir die ersten Ableitungen zentrale Differenzen verwendet, die auf den
gegebenen Gitterpunkten basieren, erhélt man

).~ ). (), (&)
5.1’ E 5.1’ w i 5y N (5y S _ Hz,E — Hx,w I Hy,N — Hy’g

2Ax 2Ay 2Ax 2Ay

. (7.109)

Wenn man fiir die verbleibenden Gradienten ebenfalls symmetrische Differenzen
beniitzt, ergibt sich ein algebraisches Gleichungssystem fiir den Druck, welches ne-
ben dem Druck am Punkt P ausschlieSlich die Driicke an den {iberndchsten Nach-
barn (EE, SS, WW, NN) involviert. Dies fiihrt dazu, dafl es vier verschiedene

19Man kann leicht nachpriifen, daf dieselben Gleichungen resultieren, wenn man finite Volumen
verwendet, die Knotenpunkte fiir die Impulse und die Kontinuitétsgleichung ins Zentrum des
Volumens legt und die Ndherungen

Pe = PE Pn = PN Pw = PP pbs = Dpp,
Ue = UP Up = Vp Uy = UW Vs = Vs,

verwendet.

20Die Bilanz der kinetischen Energiedichte erhélt man durch w- (NS-Gleichung). Energieerhaltung
meint in diesem Zusammenhang, dafl gewissen Transportrozesse, welche in die kinetische Ener-
giebilanz fiir ein finites Volumen eingehen, exakt abgebildet werden. Zum Beispiel kann sich die
kinetische Energie nicht durch den konvektiven Transport von Impuls &ndern und der Druck
darf nur iiber Oberflichenkrifte die kinetische Enerie in einem finiten Volumen beinflussen.
Dies ist in Kap. 7.1.3 von Ferziger and Perié¢ (2002) genauer beschrieben.
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(] o
o (]
Abbildung 7.7.: Schachbrettartige Anordnung der vier e [ )
jeweils miteinander iiber die Poisson-Gleichung gekop-
pelten Punkte des Drucks bei Verwendung eines collo- ° ®
cated grid und Diskretisierung der ersten Ableitungen
mittels zentraler Differenzen.

schachbrettartige Gitter gibt, die im Rahmen der Poisson-Gleichung unabhéngig
voneinander sind (Abb. 7.7). Diese Entkopplung der Druckwerte im Rahmen der
Poisson-Gleichung kann zu Konvergenzproblemen fiihren.

Wenn man eine Diskretisierung mit zentralen Differenzen erreichen mochte, bei
der dieses Problem nicht auftritt, benétigt man im Fall des collocated grid Funk-
tionswerte des Drucks an den Zwischengitterstellen (n,e,s, w). Eine Moglichkeit
besteht darin, diese durch Interpolation zu bilden. Dazu diskretisieren wir die du-
Bere Ableitung in der Form

EREONERE
00)e \0x)y  \Oy)w \Oy) _ Hoe = How | Hyn=Hys (10

Ax Ay Ax Ay

Eine Moglichkeit die verbleibenden Druckgradienten zu berechnen, ist die lineare
Interpolation. Bei einem dquidistanten Gitter erhalten wir so

(£)-8),-318), (8))- 3 mm)
oz /), dx ), 2 [\dz/)p ox ) 1 2 2Azx 2Ax '
(7.111)
Wenn wir auch die anderen Terme (inklusive H, . etc.) in derselben Art interpo-
lieren, erhalten wir aber wieder das Schachbrett-Problem wie oben, weil sich alle
Beitrédge vom Punkt P zur Interpolation kompensieren. Es ist also nichts gewonnen.

Deshalb versuchen wir etwas anderes und approximieren die Ableitung an den
Zwischengitterstellen durch zentrale Differenzen basierend auf den einfachen Git-

terweiten Az und Ay?!
) —
(_p) e —prp (7112)

ox Az

Diese Approximation fithrt auf

(pE—pP> B (pp—pw> (pN—pp> B (pP—ps)
Ax Az Ay Ay "
= A1

21Es ist wichtig, zwischen dem Gradienten auf der Zwischengitterstelle (7.112) und seiner Inter-
polation (7.111) zu unterscheiden. Die Differenz betrigt (0p/dx), — (dp/dz),.

4. €. Kublmann, WS 20/21 95

Numerische Methoden der Strémungsmechanik



7. Inkompressible Stromungen

was formal identisch ist mit (7.105) bzw. (7.107) fiur einseitige kombinierte
Vorwérts- und Riickwértsdifferenzen. Daher sollte man diese Diskretisierung ver-
wenden.

Die rechte Seite der Poissongleichung (7.113)

(Hx)e — (Hm)w (Hy)n B (H?J)s
Ax Ay

Qp =

(7.114)

unterscheidet sich von derjenigen in (7.109) (symmetrische Differenzen mit dop-
pelter Maschenweite). Der Unterschied ist aber nur von Ordnung O(Az?), also von
derselben Ordnung wie der Diskretisierungsfehler (Ferziger and Peri¢, 2002). Leider
kann bei dieser Art der Differenzenbildung die Energieerhaltung des Schemas nicht
direkt bewiesen werden.

7.5.2. Adaption des SIMPLE-Verfahren

Wir wollen nun die Erfahrungen mit dem collocated grid fiir finite Differenzen auf
das SIMPLE-Verfahren fiir finite Volumen iibertragen und symmetrische Differen-
zen auch an den Zwischengitterstellen verwenden. Um die Impulsgleichung zu 16sen,
bendtigen wir den Druck an den Zwischengitterstellen. In der Impulsgleichung wer-
den die Druckwerte durch Interpolation gebildet (lineare Interpolation reicht aus).
Damit kann man den Druckgradienten (Kraft/Volumen) als Summe aller Druck-
kréfte auf die Oberflache des finiten Volumens, dividiert durch das Volumen, aus-
driicken. Zum Beispiel ist dann

5_p o QZ __ﬁeSe_]_?wa
ér ), AV AV '

(7.115)

Wenn wir die Impulsgleichung damit gelést haben, erhalten wir die nicht divergenz-
freien Geschwindigkeiten (u*,v*).

Als néchstes miissen diese Geschwindigkeiten korrigiert werden. Wie man die
Poisson-Gleichung erhélt, haben wir ja in Kap. 7.4.6 gesehen: Wir miissen die Mas-
senbilanz aufstellen. Hierin gehen die Geschwindigkeiten ein. Dann mufl man in
den Ausdriicken fiir die Geschwindigkeiten den Druckterm isolieren und die Ge-
schwindigkeiten in die Massenbilanz einsetzen. Fiir die Massenbilanz brauchen wir
aber die Geschwindigkeiten auf dem Rand des Kontrollvolumens. Es erscheint daher
naheliegend, die Geschwindigkeitskorrekturen, z.B. u, zu interpolieren

;L AV op
u = (A% 590); (7.116)

Im Vergleich zu (7.92) haben wir hier schon @, a la SIMPLE vernachléssigt. Wie
wir in (7.111) gesehen haben, fithrt die Interpolation nach dem Einsetzen in die
Massenbilanz aber zu einer Poisson-Gleichung, die eine schachbrettartige Instabili-
tat aufweist. Deshalb konnen wir (7.116) nicht verwenden. Stattdessen miissen wir
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7.5. Gemeinsame Anordnung der Variablen

p p 0x? | ‘ ‘
OZL‘ 71/'§ § ax e § §
W | |

w w P e E X

Abbildung 7.8.: Symbolische Darstellung der Bildung der zweiten Ableitung(en) des
Drucks am Punkt P in der Poisson-Gleichung durch kompakte Differenzen (a) und der
Bildung der vorldufigen (*) Geschwindigkeiten an den Oberflichen des Kontrollvolumens
(w, e) durch Interpolation der berechneten Geschwindigkeiten an den Gitterpunkten (b).

kompakte Differenzen bilden (wie in Abb. 7.8a)

’ 1 5]?/ . 1 / /
w=-av(g) (8) =-s(5) Gb-sb) @20

wobei AV, = (xg —xp)S, das bei e zentrierte finite Volumen ist. Gleichung (7.117)
fiir das collocated grid ist formal identisch mit (7.92) fiir das staggered grid bis auf
die Ausnahme, daf§ anstelle des Wertes 1/A% (beim staggered grid der Wert auf
dem e-Rand des skalaren Kontrollvolumens) nun beim collocated grid der auf dem
Zellrand interpolierte Wert (1/A%), verwendet werden mu8.

Um diese Form der Geschwindigkeitskorrektur, d.h. (7.117), systematisch ver-
wenden zu kénnen, setzt man die divergenzbehaftete Geschwindigkeit auf der Zwi-

schengitterstelle nicht in der Form u} = (u*), an (vgl. (7.90)), sondern als

beinhaltet
4 1

ui = (u), —AX/e(A?P)e [(519(;’;—1)6 —(5])(;_1)6]' (7.118)

bendtigt

Weil ) nicht auf einem Gitterpunkt liegt, kann man nur interpolieren (Abb. 7.8a).
Da man u} aber durch den nicht-interpolierten Druckgradienten ausdriicken mu#,
addiert man die Differenz zwischen der kompakten Ableitung und dem interpolier-
ten Druckgradienten. Bei feinen Gittern macht man damit nur einen Fehler, der
von kleiner Groenordnung ist. Damit haben wir alle Ausdriicke, um die Poisson-
Gleichung in SIMPLE-Né&herung (7.99) fiir ein collocated grid aufzustellen und zu
16sen.

Es sei bemerkt, dafl die obige Formulierung auf einem #dquidistanten kartesischen
Gitter nicht viel Sinn macht. Sie ist jedoch von Vorteil bei nicht-orthogonalen oder
bei unstrukturierten Gittern, sowie bei Verwendung von Mehrgitterverfahren. Die
Korrektur von (u*), nach (7.118) wird auch Rhie-Chow-Korrektur genannt (Rhie
and Chow, 1983). Sie ist unabdingbar, um bei einer gemeinsamer Gitteranordnung
(collocated grid) schachbrettmusterartige Oszillationen zu vermeiden.
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8. Kompressible Stromungen

Methoden fiir Hochgeschwindigkeitsstromungen gehen meistens von kompressiblen
reibungsfreien Fluiden aus. Seit circa 1980 ist es auch moglich, die Eulergleichungen
numerisch zu 16sen. Die Losung der Navier-Stokes-Gleichungen fiir schnelle (kom-
pressible) Stromungen ist oft schwieriger, da man die feinen turbulenten Skalen
meist nicht auflosen kann. Dann mufl man sich mit Turbulenzmodellen begniigen
(Kap. 10).

Die Gleichungen fiir kompressible Stromungen sind hyperbolisch. Daher existie-
ren reelle Charakteristiken, entlang denen sich Informationen {iber die Losung mit
endlicher Geschwindigkeit ausbreiten. Als weitere wichtige Figenschaft kompressi-
bler Stromungen kénnen Stoflwellen auftreten. Innerhalb des Stofles sind viskose
Effekte wichtig, wihrend sie auflerhalb meist vernachlassighbar sind. Im reibungs-
freien Fall stellen die Stofle echte Diskontinuititen dar, wahrend sie in viskosen
Fluiden verschmiert sind. Da die Variation der Felder aber auf sehr kleinen Lén-
genskalen erfolgt, ben6tigt man lokal eine sehr hohe numerische Auflésung. Wegen
dieser Komplikation werden fiir die verschiedene Gebiete haufig unterschiedliche,
der Problemstellung angepafite Verfahren, eingesetzt.

Aufgrund der Schwierigkeiten, die mit der Losung von hyperbolischen Problemen
(kompressible Navier-Stokes-Gleichungen) verbunden sind, sind die meisten Verfah-
ren explizit. Als Beispiel sei hier nur das wohl am ldngsten bekannte MacCormack-
Verfahren (1969) genannt (siehe z.B. Fletcher, 19915, oder (6.150)). Es verwendet
zentrale Differenzen und eine kiinstliche Diffusion (siehe z.B. (6.153)), um Oszil-
lationen in der Ndhe von Stofien zu unterdriicken. Bei allen expliziten Schemata
liefert das CFL-Kriterium Beschrinkungen in der Zeitschrittweite. Im Rahmen der
Advektionsgleichung hatten wir ja schon die CFL-Bedingung (6.54) kennengelernt.
Das CFL-Kriterium besagt, dal die Geschwindigkeit des physikalischen Transports
einer Grofle nicht grofler sein darf als die Geschwindigkeit Az/At, mit welcher die
Anderung einer FeldgroBe auf dem Gitter transportiert werden kann. In einem kom-
pressiblen Medium breitet sich die Information mit Schallgeschwindigkeit ¢ relativ
zu dem mit der Stromungsgeschwindigkeit u bewegten Medium aus. Eine entspre-
chend modifiziert Courant-Bedingung lautet dann

lu & c| At
— Y <

1

wobei « die Rolle der maximal erlaubten Courant-Zahl iibernimmt, deren Wert
von dem verwendeten Zeitschrittverfahren abhéngt. Fiir schwach kompressible Stro-
mungen wichst die Schallgeschwindigkeit ¢ sehr stark an und man hat, wenn man

4. €. Kublmann, WS 20/21 99

Numerische Methoden der Strémungsmechanik



8. Kompressible Strémungen

u gegeniiber ¢ vernachléssigt,
cAt
Ax
Dies ist eine wesentlich stérkere Einschrankung der Zeitschrittweite At im Vergleich
zu der normalen (mit u gebildete) CFL-Bedingung (6.54). Aus diesem Grund wer-
den Methoden fiir kompressible Stromungen sehr ineffizient, wenn die Kompressi-
bilitdt schwach und damit verbunden die Schallgeschwindigkeit grofl wird.

Eine Methode, die in gleicher Weise fiir inkompressible und kompressible Stro-
mung anwendbar ist und einen guten Kompromify darstellt, basiert auf dem Druck-
Korrekturverfahren, das wir weiter oben besprochen haben. Das im folgenden (Kap.
8.2) vorgestellte Druckkorrektur-Verfahren fiir kompressible Stréomungen findet da-
her auch in vielen kommerziellen Codes Anwendung,.

< a. (8.2)

8.1. Grundgleichungen fiir kompressible Fluide in
integraler Form

Bei kompressiblen Stromungen miissen wir die Transportgleichungen fiir Masse,
Impuls und Energie 16sen. Zur Bestimmung des Drucks benétigen wir dann noch
die Zustandsgleichung p(p, T") des Fluids.

Bei inkompressiblen Stromungen wird die Energiegleichung von Diffusion und
Konvektion bestimmt. Bei kompressiblen Stromungen kann dariiber hinaus auch die
viskose Dissipation eine bedeutende Quelle thermischer Energie darstellen. Auch die
Umwandlung von mechanischer (kinetischer) Energie in thermische Energie durch
Kompression und Dilatation kann wichtig sein. Daher miissen alle entsprechenden
Terme in der Energiegleichung berticksichtigt werden. Fiir die Enthalpie pro Masse
h gilt in den meisten Fillen die folgende Energiegleichung’

1
0 +u-V)h=kVT +(Ty-V)-u+ BT 0 +u-V (8.3)
- u - = vis U - u - . .
P ot . —— ot b
Diffusion Dissipation ~ <
D/Dt Kompressionsleistung des Drucks

Hierbei ist T,;s = T +p| der viskose Anteil des vollstéindigen Spannungstensors T, k
die Temperaturleitfahigkeit und 5 der thermische Ausdehnungskoeffzient. Fiir ein
ideales Gas mit konstanten spezifischen Wérmen c, und ¢, gilt h = ¢, T, so daB die
Gleichung auch als eine Gleichung fiir die Temperatur geschrieben werden kann.
Auferdem ist dann BT = (T/V) (9V/0T), = 1.

IFiir die Dissipationsrate gilt, wenn man die Volumenviskosit#it vernachlissigt,

. Ouy ou;  Ou; 2 Ouy ou;
Tvis ' ' = Tvis : =T7® = 1) — ——51" .
( V)-u v Y Ox; v [(83@ + axi) 30z j] Oz,

Hierbei wird wie iiblich iiber doppelt vorkommende Indizes summiert.
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8.2. Druck-Korrektur-Verfahren fiir beliebige Machzahlen

Wenn man die Kontinuitdtsgleichung in der Form Dp/Dt = —pV - u beachtet,
kann man den ersten Term in (8.3) schreiben als

Dh D (ph)  Dp _D(ph) _ 9(ph)

- = —h—" = ph

Dr ~ Dt "D pi VT Ty
Damit kann man (8.3) tiber ein Kontrollvolumen V' integrieren und erhélt

0
pth—l—/phu~dS
ot S

+ V- (phu). (8.4)

0
:/de~VT+/[(TviS-V) wtu-Vp dV + — | pav. (8.5)
S

ot
1%
Die integrale Massenerhaltung lautet (siehe auch (7.2))
0
= pdV+/pu-dS —0, (8.6)

und die Impulsgleichung (siehe (7.44))

aat/pudVJr/puu ds =-— /pdS+/ vis dS+/png (8.7)

wobei g irgendeine duflere Kraft pro Masse (Beschleunigung) ist. Das Gleichungs-
system fiir die Groen wu, h, p und p wird geschlossen durch die Zustandsgleichung
fiir ein ideales Gas

p = pRT, (8.8)
mit der Gaskonstanten R.

Es ist intuitiv, die Temperatur 7' = h/c, aus der Energiegleichung zu bestimmen
und die Dichte p aus der Kontinuitatsgleichung. Wenn Temperatur und Dichte be-
kannt sind, wird der Druck dann aus der Zustandsgleichung bestimmt. Daran sieht
man schon den deutlichen Unterschied bei der Bestimmung des Drucks im Vergleich
zu den inkompressiblen Gleichungen. Auflerdem ist der Druck bei inkompressiblen
Stromungen (z.B. Boussinesq-Gleichungen) nur bis auf eine Konstante bestimmt,
wahrend bei kompressiblen Stromungen der Absolutdruck ausschlaggebend ist.

Im folgenden wollen wir das Druck-Korrekturverfahren aus Kap. 7.4 bzw. 7.5 auf
kompressible Stromungen erweitern, wobei auch Anderungen in den Randbedingun-
gen zu beriicksichtigen sind, da die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen hy-
perbolisch sind, im Gegensatz zu den parabolischen inkompressiblen Navier-Stokes-
Gleichungen.

8.2. Druck-Korrektur-Verfahren fiir beliebige
Machzahlen

8.2.1. Gleichung fiir den Druck

Wie bei dem inkompressiblen Druck-Korrektur-Verfahren in Kap. 7.4 werden bei
hinreichend kleinem Zeitschritt nur wenige Schritte der &ufleren Iteration notwendig
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8. Kompressible Strémungen

sein. Im folgenden betrachten wir eine Methode, bei der alle Gleichungen beziig-
lich aller Variablen um die Werte der vorhergehenden dufleren Iteration linearisiert
werden. Bei der Losung fiir eine bestimmte Variable werden alle anderen konstant
gehalten. AuBlerdem gehen wir von einem gemeinsamen Gitter aus (collocated grid).

Die diskretisierte und linearisierte Impulsgleichung kann nun wieder formal nach
T aufgelost werden. Wie in (7.90) 148t sich im m-ten Iterationsschritt der Druck

Uy
abspalten, so dafl

W = A AV apm!
mk i El 1 1,1 ( p ) ’ (89)
P

urs = _
i, P Uj Uj .
AP Ap ow;

wobei Qumi_l alle expliziten Quellterme in der Impulsgleichung bis auf den Druck
enthélt. Die Diskretisierung des Terms Q’{Zfl und des Druck-Terms ist fiir das fol-
gende nicht so wichtig und erfolgt wie in Kap. 7.4 beschrieben.

Wenn wir die linearisierte Impulsgleichung mit dem alten Druckfeld p™~! (ex-
plizit) gelost haben, geniigt das Geschwindigkeitsfeld w™* nicht der Kontinuitéts-
gleichung (daher der Stern *). Wenn man die vorlaufigen Geschwindigkeiten u,

welche in die Massenstrome ) eingehen, in die Kontinuitétgleichung (8.6) einsetzt,

erhalt man
(Pt —p") AV
At

wobei p" hier die (konvergierte) Dichte aus dem vorangegangenen Zeitschritt n
ist. Die rechte Seite der Gleichung verschwindet nicht. Daher mufl das Residuum
des Massenstroms @, durch ein Korrekturverfahren zum Verschwinden gebracht
werden.

Fiir inkompressible Stréomungen mit konstanter Dichte sind der Massenstrom
und die Geschwindigkeit proportional (1 = m(u) ~ u) und daher dquivalent. Das
ist der Grund, warum man das Residuum des Massenstroms ausschliefSlich durch
eine Korrektur der Geschwindigkeiten zum Verschwinden bringen kann. Da die Ge-
schwindigkeitskorrektur im Rahmen der SIMPLE-Approximation zum Gradienten
der Druck-Korrektur proportional ist, fithrt die Korrektur des Massenstroms auf
eine Poisson-Gleichung fiir die Druck-Korrektur.

Bei variabler Dichte ist dies nicht so. Hier hédngt der Massenstrom von der va-
riablen Dichte und von der Geschwindigkeit ab: 1 = m(p, u). Deshalb miissen wir
beide Gréflen korrigieren. Dazu schreiben wird den gesuchten korrekten Massen-
strom (hier am Beispiel der e-Fliche des Volumenelements) als

+ 1, + i 4y, 4y = Q) (8.10)

ml = (pm_l + p')e (u™ + ul)e Se, (8.11)

wobei p' und v/, die Korrekturen der Dichte und der Geschwindigkeit senkrecht
zur Oberfliche des Kontrollvolumens darstellen. Mit i} = (p™ 1 Su/*), ergibt sich
daraus die Korrektur des Massenstroms durch die e-Fléche

ml, = m" —m = (pm—lsu;)e + (' Su),, (8.12)
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8.2. Druck-Korrektur-Verfahren fiir beliebige Machzahlen

wobei wir den in den Korrekturen quadratischen Term (p’'Sv/,), vernachléssigt ha-
ben. Der erste Summand der Korrektur des Massenstroms ist identisch zur Kor-
rektur des Massenstroms fiir inkompressible Fluide (7.95). Fiir ein collocated grid
kann man ihn nach (7.117) im Rahmen der SIMPLE-Naherung schreiben als

(" 5u,), = (pmlSAV)e@e ( i ) (8.13)

5I‘L

wodurch wir diesen Anteil der Korrektur des Massenstroms auf die Druck-Korrektur
zuriickgefithrt haben. Da der Koeffizient Ap fiir alle kartesischen Geschwindigkeits-
komponenten identisch ist, konnen wir auch A%~ = A% schreiben.

Der zweite Summand in (8.12) beinhaltet die Dichte-Korrektur im Zentrum der
betreffenden Seitenfliche des Kontrollvolumens. Fiir die Anwendung des SIMPLE-
Algorithmus wére es giinstig, wenn wir auch die Dichte-Korrektur durch die Druck-
Korrektur ausdriicken konnen. Dies ist mit Hilfe der Zustandsgleichung moglich,
denn die Temperatur kann wihrend des betreffenden dufleren Iterationsschritts als
konstant angesehen werden. Dann folgt némlich aus (8.8)

dp ap
dp= £ = [ Z£ d = = C ¢ 8.14
P= BT (3P)T p p=0C, (8.14)
mit C, = 1/RT™ . Im Falle der Konvergenz der inneren Iteration héingt die Losung
nicht vom Wert des Koeffizienten C, ab, da dann alle Korrekturen gleich Null sind.
Daher braucht die Beziehung p(p’) nur qualitativ richtig zu sein. Damit kénnen wir
den zweiten Summanden der Korrektur des Massenstroms schreiben als

(f5ur), = ( Sul* Cy) = ( o ) . (8.15)
J */ 1 p €
me /P

Die Korrektur des Massenstroms lafit sich damit vollstéandig durch die Druck-
Korrektur ausdriicken

) 1 op C,m*
m, = — (p"1SAV <—> < ) +( ’ ) - 8.16
(v ). Ay ) \dz1 ), pmt ep (8.16)

Es verbleibt, den Druck und seinen senkrechten Gradienten im Zentrum der Ober-
fliche des Kontrollvolumens durch die Druckwerte an den Knotenstellen auszu-
driicken, entweder durch entsprechende Bildung der Ableitung oder durch Interpo-
lation.

Wenn wir nun wie in (7.94) von der korrekten Massenbilanz

(p" —p") AV

N + e + Mg + My, + 11y, =0 (8.17)
die vorlaufigen Massenbilanz (8.10) subtrahieren und beachten, dafl p = p™ — p™*
und 7, = . — m; etc. ist, erhalten wir die Gleichung fiir die Korrektur des
Massenstroms AV

PR 1, 1) + 1, + 17, = — Q- (8.18)
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8. Kompressible Strémungen

Wenn man nun p’» nach (8.14) durch p’» ausdriickt, kann man die Korrekturglei-
chung fiir den Druck schreiben als

Appp+ > Api = —Q, (8.19)
l

Die Koeffizienten héingen davon ab, wie der Druck und der senkrechte Druckgradient
auf den Seitenflichen des Kontrollvolumens approximiert werden. Formal ist diese
Gleichung zwar identisch mit derjenigen fiir den inkompressiblen Fall. Beim inkom-
pressiblen Fall sind die Koeffizienten dieser Gleichung derart, dafl sie die Diskre-
tisierung einer Poisson-Gleichung fiir den Druck darstellen. Die Poisson-Gleichung
beschreibt eine Diffusion des Drucks. Wie wir gesehen haben, ist der diffusive Term,
der von der Geschwindigkeitskorrektur stammt, auch in (8.19) enthalten. Im kom-
pressiblen Fall tritt jedoch noch ein zweiter Beitrag auf, der von der Korrektur
der Dichte stammt. Dieser entspricht der Diskretisierung eines konvektiven Terms.
Deshalb hat (8.19) auch eher den Charakter einer Transportgleichung.” Auch sei
darauf hingewiesen, dafl bei kompressiblen Stromungen der Absolutwert des Drucks
wichtig ist, im Gegensatz zu inkompressiblen Stromungen, bei denen nur die Druck-
gradienten von Belang sind.

Die relative Gewichtung des konvektiven im Vergleich zum diffusiven Term in der
Massenbilanz, d.h. in (8.19), ist von der GroSenordnung O(M?) (M: Machzahl),”
héangt also vom Typ der Stromung ab. Fiir M — 0 erhélt man die Poisson-Gleichung
fiir den inkompressiblen Fall. Fiir M — oo entspricht die Druck-Korrektur einer
Korrektur der Dichte geméafl des kompressiblen Beitrags zur Kontinuitétsgleichung
(sieche Fufinote 2). Damit tragt die Druck-Korrekturgleichung automatisch der Na-
tur der lokalen Stromung Rechnung. Zur Diskretisierung des Laplace-Operators
bzw. von (8.13) werden, wie sonst auch, zentrale Differenzen verwendet. Fiir den
kompressiblen Anteil, der ja einem konvektiven Operator entspricht, kann man ver-
schiedene Diskretisierungen wéhlen. Bei einem Verfahren héherer Ordnung sollte
man aber den deferred-correction approach wahlen, wobei man als impliziten Ope-
rator am besten ein Upwind-Verfahren erster Ordnung wihlt und die Differenz zwi-
schen dem Verfahren héherer Ordnung und dem Upwind-Verfahren erster Ordnung
explizit behandelt (siehe Kap. 7.4.4).

Durch Losen von (8.19) wird der Druck so korrigiert, daf die Kontinuitétsglei-
chung erfiillt ist. Aus der Druck-Korrektur berechnen wir die Korrekturen der Ge-
schwindigkeit nach (8.13) und der Dichte nach (8.14). Danach kann die Energie-

?Dies sieht man, wenn man die Kontinuitétsgleichung aufspaltet in einen inkompressiblen und
einen kompressiblen Teil
dp

dp
E+V~(pu)fa+u-Vp+ pV-u =0.

ink . Beitr.
kompr. Beitr. inkompr. Beitr

3Bei adiabatischen Zustandsinderungen gilt fiir die Schallgeschwindigkeit ¢ =2 adiab. dp/dp = C,,.
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8.2. Druck-Korrektur-Verfahren fiir beliebige Machzahlen

Gleichung ausgewertet werden und man macht einen weiteren Schritt der dufleren
[teration.

Die Zahl der inneren Iterationen (z.B. Mit dem SIP-Algorithmus), die nétig sind,
um (8.18) hinreichend genau zu 16sen, sind geringer (1-3) als beim inkompressiblen
Verfahren (4-10). Beim inkompressiblen Verfahren hat man eine symmetrische Ma-
trix (Poisson-Gleichung), die unter Verwendung von (homogenen) Neumann Rand-
bedingungen gelost wird. Im kompressiblen Fall hat man durch die konvektionsarti-
gen Beitrige eine stark unsymmetrische Matrix, die mit Dirichlet-Randbedingungen
fiir vorgegebenen Druck gelost wird. Dies fiihrt zu einer schnelleren Konvergenz
(Demirdzi¢ et al., 1993).

Nach Demirdzi¢ et al. (1993) hat das Verfahren den Nachteil, daf es den Druck
auf den Berandungen des Rechengebiets bendtigt (bei angepaitem Gitter). Eine Ex-
trapolation des Drucks aus dem Innern auf den Rand hat sich aber als effizient und
hinreichend genau erwiesen. In ihrer Arbeit werden Beispiele aus allen Machzahlbe-
reichen berechnet, Stowellen inklusive. Die Lage der berechneten St6f8e hing nicht
sensitiv von der Gitterauflosung ab, jedoch werden die Stéfle bei feiner Auflésung
schérfer wiedergegeben.

8.2.2. Randbedingungen

Die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen sind hyperbolisch. Deshalb werden
andere Randbedingungen als fiir die parabolischen inkompressiblen Navier-Stokes-
Gleichungen bendtigt. Hier sollen die Randbedingungen fiir die Navier-Stokes-
Gleichung und die Wérmetransportgleichung fiir die wichtigsten Félle aufgefiihrt
werden.

Randbedingungen fiir feste Wande

An festen Winden sind die Randbedingungen unabhéngig von der Kompressibilitét.

e Auf festen Wianden miissen alle Geschwindigkeitskomponenten identisch mit
der Wandgeschwindigkeit sein: w4 — %wang = 0.

e Bei inkompressiblen Stromungen ist der Druck nur bis auf eine Konstante be-
stimmt. Bei geschlossenen Stromungen (Innenstromungen) kann man daher
irgendeinem Gitterpunkt einen beliebigen Druck zuweisen. Am Rand beno-
tigt man den Druck eigentlich nicht. Die Problematik der Randbedingungen
fiir die Poisson-Gleichung fiir den Druck hatten wir angesprochen. Ahnliche
Betrachtungen sollten auch fiir den kompressiblen Fall gelten.

e Fiir skalare Groflen wie der Temperatur mufl man Randwerte vorgeben. In
vielen Féllen wird entweder die Temperatur 7" oder der Warmestrom kn - VT
vorgegeben, wobei k = pc,x die Warmeleitfdhigkeit des Fluids und n der
Normalenvektor ist.
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8. Kompressible Strémungen

Randbedingungen fiir Einstrémung

Fiir inkompressible Fluide wéhlt man fiir die Einstromung meist eine vorgegebe-
ne Geschwindigkeits- und Temperaturverteilung. Bei kompressiblen Strémungen
miissen aber noch weitere Bedingungen erfiillt werden, denn wir haben dann zwei
thermodynamische Grofien (die dritte wird durch die Zustandsgleichung bestimmt).
Daher wird am Einstrémrand meist der Ruhedruck p; und die Temperatur 7" oder
die Ruhetemperatur 7 vorgegeben.

Bei einer isentropen Stromung eines idealen Gases ist der Gesamtdruck (Ru-
hedruck) p; die Summe aus statischem Druck plus dem dynamischen Druck. Fiir
zweidimensionale isentrope Stromungen kann man den Ruhedruck schreiben als

»x/(x—1
%—1u%+u§) / )7 (8.20)

= 1 -
b p<+ 9 RT
—

M2

wobei s = ¢,/c, der adiabatische Exponent ist. Bei vorgegebenem Ruhedruck p;
und vorgegebener Randtemperatur 7' kann man die Geschwindigkeitskomponenten
am Rand erhalten, wenn man den statischen Druck p aus dem inneren Gebiet auf
den Rand extrapoliert und die Richtung der Strémung vorgibt. Die Randwerte der
Geschwindigkeit sind dann fiir eine &uflere Iteration bekannt.

Falls die Temperatur T" auf dem Rand nicht vorgegeben ist, sondern nur die Ruhe-
temperatur 77, dann benotigt man fiir die Randtemperatur eine weitere Gleichung.
Dies kann die Gleichung fiir die Ruhetemperatur

%—1u%+u§)

T =T(1+""=
! <+2%RT

(8.21)

sein. Dann hat man zwei Gleichungen fiir |u| (die Stromungsrichtung wird vorge-
geben) und 7', wobei p; und T} vorgegeben sind und p aus dem Innern extrapoliert
wird. Die Vorgehensweise fiihrt aber zu einer langsamen Konvergenz, da es viele
Kombinationen von p und w gibt, die den Druckbedingung am Einlafl geniigen. Des-
halb sollte man etwas anders vorgehen (siehe dazu die Ausfithrungen von Ferziger
and Peri¢, 2002, S. 315ff).1

Randbedingungen fiir Ausstromung

Aus physikalischer Sicht kann man am Ausstromrand keine Randbedingungen fiir
die Geschwindigkeit vorgeben. Fiir ein endliches numerisches Rechengebiet werden
aber Randbedingungen benétigt. Daher ist man bestrebt, das Ende des Rechen-
gebiets moglichst weit stromabwiérts zu plazieren, so dafl die Stromung an diesem
Rand nicht mehr viel von dem umstrémten Korper oder der Kontur des Kanals
weiff. Dann wird meist der Gradient aller Geschwindigkeitskomponenten senkrecht
zur Austrittsfliche gleich Null gesetzt (do-nothing boundary conditions).

“hk: siehe auch Hirsch (Kopien von Albi).
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8.2. Druck-Korrektur-Verfahren fiir beliebige Machzahlen

Um den Druck zu fixieren gibt man normalerweise den statischen Druck p am
Ausstromrand vor.” Dann verschwindet die Druckkorrektur am Rand und diese
Bedingung wird auch in der Poisson-Gleichung verwendet. Um die Massenbilanz
fiir die Randzelle auswerten zu kénnen, benttigt man die Geschwindigkeitskompo-
nenten am Rand. Diese werden mit Hilfe der inneren Werten durch Interpolation
gebildet, dhnlich wie in (7.118).

Fiir Uberschallstromungen, kénnen die Gréfen auf dem Ausstrémrand nicht von
auflen beeinflufit werden. Deshalb mufl man alle Gréen durch Interpolation mit
Hilfe der inneren Punkte bilden. Fiir die Details wird auf die einschlégigen Fachli-
teratur verwiesen.

Wenn man das Rechengebiet nicht so groff machen kann, dafl sich die Stromung
in Randnéhe nicht mehr dndert (do nothing), kann man versuchen, nichtrefiektie-
rende Randbedingungen zu konstruieren. Dies kann sehr aufwendig sein und die
Losung zusétzlicher partieller Differentialgleichungen erforderlich machen. Etwas
einfacher ist dies fiir skalare Gréflen, wenn zum Beispiel ein Verdichtungsstof§ auf
einen Ausstromrand trifft. Dann sollte diese Welle dort nicht reflektiert werden. In
diesem Fall versucht man meist, mit eindimensionaler Theorie (Zerlegung parallel
und senkrecht zur Stofifront) entsprechende Bedingungen abzuleiten. Hier gibt es
vielfaltige Moglichkeiten (Hirsch, 1991).

5Man kann den statischen Druck auch am Rand der Einstrémung vorgegeben. Wenn man ihn aber
an beiden Réndern vorgibt, kann man keine Randbedingungen fiir die Einstromgeschwindig-
keit mehr verwenden, da der Durchflufl vom Druckunterschied zwischen Eingang und Ausgang
abhangt.
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9. Komplexe Geometrien

Dieses Kapitel basiert sehr stark auf dem Skriptum Numerische Methoden der
Thermo- und Fluiddynamik von T. Rung, L. Xue, J. Yan, M. Schatz und F. Thiele
(2002).

9.1. Aligemeine Bemerkungen

9.1.1. Verschiedene Gittertypen

Wenn man einmal von geraden Rohren absieht, ist man bei vielen Anwendungen an
dem Transport durch komplexe Geometrien interessiert. Zur Berechnung derartiger
Stromungen kénnen sehr unterschiedliche Gitter konstruiert und verwendet werden.

Kartesisches Gitter Die einfachste Moglichkeit besteht darin, ein orthogonales
Gitter zu verwenden und die komplexe Geometrie durch geeignete Stufen zu ap-
proximieren (Abb. 9.1). Diese Methode wurde schon verschiedentlich angewandst.
Doch es treten dabei die folgenden Probleme auf:

e Die Anzahl der Gitterpunkte in einer Raumrichtung ist nicht konstant. Des-
halb mufl man die entsprechenden Volumenelemente/Knoten gesondert be-
handeln. Desweiteren zieht eine Anderung der Geometrie auch eine Modifika-
tion des Codes nach sich.

e Durch die Stufen am Rand werden zusatzliche Fehler induziert.

Abbildung 9.1.: Stufige Approximation gekriimmter Berandungen bei Verwendung eines
kartesischen Gitters (nach dem Skriptum Numerische Methoden der Thermo- und Fluid-
dynamik von T. Rung, L. Xue, J. Yan, M. Schatz und F. Thiele (2002)).
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9. Komplexe Geometrien

et

Abbildung 9.2.: Chiméra-Gitter nach dem Skriptum Numerische Methoden der Thermo-
und Fluiddynamik von T. Rung, L. Xue, J. Yan, M. Schatz und F. Thiele (2002).

e Die Randbedingungen miissen entsprechend aufbereitet werden.

Chimara-Gitter Eine andere Moglichkeit besteht darin, verschiedene iiberlappen-
de Gitter zu verwenden, die lokal der Geometrie angepaBt sind (Abb. 9.2). Zum
Beispiel kann man in der Néhe einer gekriimmten Berandung krummlinige Koor-
dinaten verwenden, und ein kartesisches Gitter im Innern des Volumens. Dann hat
man keine Probleme mehr an den Réndern des Gebiets, aber man muf§ zwischen
beiden Gittern interpolieren, was kompliziert sein kann. Auch ist es schwierig, die
Massenerhaltung im Uberlappungsbereich zu gewhrleisten.

Gewisse Vorteile hat dieses Verfahren jedoch, wenn sich Kérper in einem Fluid
und relativ zur Berandung bewegen; zum Beispiel bei der Bewegung von grofien
Korpern durch Rohre. Gitter, die fest mit einem sich bewegenden Koérper verbun-
den sind und sich relativ zum Gitter der &ufleren Strémung bewegen, nennt man
Chimdara-Gitter.

Durchdringende Gitter In letzter Zeit wurde die Immersed Boundary Method
(IBM) entwickelt (Peskin, 2002). Das Prinzip ist in Abb. 9.3 illustriert. Dabei
148t man das Gitter den umstromten Korper einfach durchdringen und die Navier-
Stokes-Gleichungen werden auf dem gesamten ortsfesten (Eulerschen) Gitter aufler-
halb und innerhalb des Festkorper gelost. Um die no-slip-Randbedingungen auf der
Korperoberflache sicherzustellen, werden kiinstliche Volumenkréfte in der Néhe der
Oberflache (etwas verschmiert) so formuliert, dafl die Randbedingungen jederzeit
erfiillt sind. Dazu mufl man zusétzlich noch Stiitzpunkte (Lagrangesche Gitter-
punkte) auf der Oberfliche des bewegten Korpers definieren, die sich relativ zu
dem ortsfesten Basisgitter bewegen konnen. Das im Innern des Korpers berechne-
te Geschwindigkeitsfeld hat keine physikalische Bedeutung. Mit dieser Methode ist
es z.B. moglich, die Bewegung von 6400 kugelférmige Teilchen in einer turbulenten
Strémung auf einem Gitter von 256 Punkten zu simulieren (Elgobashi, UC Irvine).

AngepaBte Gitter Am hiufigsten werden Gitter verwendet, die den Berandungen
genau angepaflt, aber nicht unbedingt orthogonal sind (boudary-fitted grids). Diese
finden auch in den meisten kommerziellen Codes Anwendung. Ein einfaches Beispiel
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9.1. Allgemeine Bemerkungen
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Abbildung 9.3.: Prinzip der Immersed
Boundary Method nach Yuan et al. (2015).
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Abbildung 9.4.: Angepafites Gitter nach dem Skriptum Numerische Methoden der
Thermo- und Fluiddynamik von T. Rung, L. Xue, J. Yan, M. Schatz und F. Thiele
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ist in Abb. 9.4 gezeigt. Der Vorteil dieser Gitter besteht darin, dafl die Gitterpunkte
exakt auf dem Rand liegen. Daher hat man meist keine Probleme mit der Imple-
mentierung der Randbedingungen. Auch hat man eine gewisse Flexibilitét bei einer
Modifikation der Geometrie. Nachteilig ist jedoch, dafl die vom kartesischen in das
angepafite Koordinatensystem transformierten Gleichungen komplizierter sind, da
neue Terme auftreten. Dies macht die Implementierung aufwendiger. Die Tatsache,
daf} das Gitter nicht orthogonal ist, beeinfluffit dariiber hinaus die Genauigkeit und
kann unter Umstédnden zu unphysikalischen Losungen fithren.

Unstrukturierte Gitter Unstrukturierte Gitter sind immer dann von Vorteil, wenn
die Geometrie sehr komplex ist. Im Prinzip kann man sie zusammen mit allen Dis-
kretisierungsmethoden verwenden. Am besten eignen sich finite Volumen oder fini-
te Elemente. Die Volumen (Elemente) konnen eine beliebige Form haben. In zwei
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Abbildung 9.5.: Beispiel  eines
unstrukturierten  Gitters  mit
Prismenschichten in Wandnéhe
(nach Ferziger and Peri¢, 2002).

Dimensionen werden typischerweise dreieckige Volumina (triangles) oder Vierecke
(equilaterals) verwendet und in drei Dimensionen Tetraeder (4 Seitenfléchen, tetra-
hedra) oder Hexaeder (6 Seitenflichen, hezahedra). Diese Gitter lassen sich auch
lokal verfeinern. Die Flexibilitédt unstrukturierter Gitter hat seinen Preis. Denn die
Datenstruktur ist dann auch irregulér. Die resultierenden Matrizen besitzen keine
regelméBig Bandstruktur mehr und die Losung der Gleichungen kostet dement-
sprechend mehr Rechenzeit. Um die Grenzschichten an festen Wéanden besser auf-
zulésen, werden in Wandnihe héufig einige Prismenschichten verwendet, die in der
Richtung tangential zur Wand irregulér sind, senkrecht zur Wand aber regulér. Ein

Beispiel ist in Abb. 9.5 gezeigt.

9.1.2. Bemerkungen zur Gittergenerierung

Das Problem der Gittergenerierung ist ein Thema fiir sich und zu umfangreich, um
es hier detailliert behandeln zu kénnen. Bei der Berechnung von Strémungen in
komplexen Geometrien nimmt die Gittergenerierung nicht selten einen substantiel-
len Anteil der gesamten Rechenzeit in Anspruch. Auch erfahrene Anwender beno-
tigen manchmal einige Wochen, um ein einziges Gitter zu erstellen. Die Bedeutung
der Gittergenerierung liegt darin, dal die Genauigkeit der Losung fast stirker von
der Giite des Gitters abhéngt, als vom Diskretisierungsverfahren.

Bei der Auswahl des Gitters stellt sich die Frage, welche Anforderungen an das
Gitter zu stellen sind und wie die Qualitét eines erzeugten Gitters beurteilt werden
kann. Neben der Geometrie des Problems muf3 bei der Gittergenerierung auch die
Diskretisierungsmethode beriicksichtigt werden, da die Genauigkeit unter Umstén-
den stark von der Kopplung zwischen Gitter und Diskretisierungsmethode abhéngt.
Die folgenden Gesichtspunkte sind bei der Gittergenerierung zu beriicksichtigen.

e Eindeutigkeit: Die Gitterlinien sollten sich nicht iiberschneiden, damit eine
eindeutige Abbildung zwischen der physikalischen Ebene (Raum) und der

Rechenebene (-raum) gewéhrleistet ist.

e Verfeinerung: Es sollte moglich sein, Gitterpunkte und Gitterlinien in beliebig
wéhlbaren Bereichen zu konzentrieren, in denen hohe Gradienten der Losung

zu erwarten sind.
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9.1. Allgemeine Bemerkungen

e Gitterabstinde: Der Abstand benachbarter Gitterlinien sollte nicht zu stark
variieren, weil sonst die Fehler zu gro werden (non-equidistant grids).
Dies trifft insbesondere fiir den Ubergang zwischen verschieden Blocken von
blockstrukturierten Gittern zu. Maximal sollte man einen Faktor 2 tolerieren.

e Randvorgaben: Die Lage der Gitterpunkte auf dem Rand sollte man frei
vorgeben kénnen, um die Geometrie moglichst gut approximieren zu kénnen.
Wiéhrend der Gittergenerierung sollten sich die Punkte entlang der Berandung
moglichst nicht verschieben.

e Weitere Randvorgaben: Die Winkel zwischen den Gitterlinien und den Be-
randungen sollte man vorgegeben kénnen. Dadurch ist es moglich Gitter zu
erzeugen, die am Rand orthogonal sind (Auflésung von Grenzschichten). Auch
ist dann ein glatter Ubergang zwischen blockstrukturierten Gittern maglich.

e Glitte: Das generierte Gitter sollte glatt sein, um allzu grofie Fehler bei In-
terpolationen und Metrikberechnungen zu vermeiden.

e Gitterverzerrung: Da orthogonale Gitter eine hohere Genauigkeit gewihren,
sollten starke Gitterverzerrungen vermieden werden.

e Gitterparameter: Die Anzahl der bestimmenden Parameter sollte nicht zu
grof} sein, um eine gewisse Nutzerfreundlichkeit zu gewéhrleisten.

e 3D: Das Gittergenerierungsverfahren sollte auch fiir dreidimensionale Proble-
me zu verwenden sein.

e Rechenzeit: Die Berechnung des Gitters sollte nicht zu lange dauern (inter-
aktives Arbeiten, Verwendung als adaptives Gitter).

9.1.3. Geschwindigkeitskomponenten und deren Anordnung auf
dem Gitter

Die Wahl der Geschwindigkeitskomponenten und deren Anordnung will bedacht
sein. Man kann zeigen (siehe Ferziger and Peri¢ (2002) Kap. 1.4), da8 nur die Ver-
wendung fester Basisvektoren eine voll konservative Formulierung erlaubt.! Daher
sollte man, wenn moglich, kartesische Koordinaten verwenden. In krummlinigen
Koordinaten, wie z.B. zylindrische Polarkoordinaten, ist keine konservative Formu-
lierung moglich. Diese Koordinaten bringen nur einen Vorteil, wenn man damit die
betreffende Geometrie genau nachbilden kann.

IDies bedeutet, dal man alle Terme in der Differentialgleichung als Divergenz eines Vektors bzw.
Tensors darstellen kann (siehe z.B. (7.49)).
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9. Komplexe Geometrien

Nicht-kartesische Geschwindigkeitskomponenten Wenn man keine kartesischen
Koordinaten verwendet und die Geschwindigkeitskomponenten entsprechend den
Koordinatenlinien wéhlt, erhdlt man zusédtzliche Terme in den Navier-Stokes-
Gleichungen, die bei Anwendung von V durch die Ableitung der ortsabhdingigen
Einheitsvektoren entstehen. Bei Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) und entsprechenden
Geschwindigkeitskomponenten in radialer (u), azimutaler (v) und axialer (w) Rich-
tung taucht daher zum Beispiel in der radialen Impulsbilanz der Term p(dv/d¢)?/r
auf. Dies ist eine Art zentrifugaler Term, der durch die Kriimmung der Koordinaten-
linien fiir » = const. entsteht. Bei allgemeinen krummlinigen Koordinaten tauchen
sehr viele derartige Terme auf, multipliziert mit den entsprechenden Christoffel-
symbolen (bei zweiten und hoheren Ableitungen). Diese Terme kénnen haufig zu
groflen numerischen Fehlern fiihren.

Kartesische Geschwindigkeitskomponenten Wenn man andererseits durchge-
hend feste kartesischen Geschwindigkeiten verwendet, hat man diese Probleme
nicht. Insbesondere dndert sich bei finiten Differenzen nicht viel. Man muf} ledig-
lich die Differentialoperatoren durch die neuen (nichtorthogonalen gekriimmten)
Koordinaten ausdriicken. Man hat dann weitere Terme in den Gleichungen, die
Erhaltungseigenschaften bleiben aber bestehen.

Bei finiten Volumen auf komplexen Gittern und bei Verwendung von festen kar-
tesischen Koordinaten braucht man keine Koordinatentransformation. Man kann
dann eine lokale Koordinatentransformation verwenden, um die Fliisse durch die
Oberflachen zu berechnen.

Staggered versus collocated Die Verwendung von staggered grids fithrt bei kom-
plexen Gittern zusammen mit festen kartesischen Koordinaten in der Regel zu Pro-
blemen. Denn wenn sich die Oberflichen der Kontrollvolumina drehen, kann es
sein, dal die auf der Oberflache definierte Geschwindigkeitskomponente, die ur-
spriinglich senkrecht gew#hlt wurde, nun parallel zur Oberfldche orientiert ist. In
diesem Fall hat man aber den urspriinglichen Vorteil der versetzten Anordnung
verloren, ndmlich die bessere Kopplung an den Druck. Auch benétigt man zuséatzli-
che Interpolationen, um den Flufl durch die Oberflache zu berechnen. Denn die auf
der Oberflache definierte Geschwindigkeitskomponente triagt unter Umsténden gar
nichts zum Fluf} bei.

Aus diesen Griinden verwenden fast alle kommerziellen Codes feste kartesische
Geschwindigkeitskomponenten und eine kollokierte Anordnung der Geschwindig-
keitskomponenten.
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9.2. Koordinatentransformation

0.2. Koordinatentransformation

9.2.1. Allgemeine krummlinige Koordinaten

Um die bei einer beliebigen Korperform entstehenden Stufen bei Verwendung eines
rechteckigen kartesischen Gitters zu vermeiden, mochte man ein Gitter verwenden,
bei dem eine Koordinatenlinie mit der Kontur des Kérpers iibereinstimmen, so dafl
auch die entsprechenden Gitterpunkte auf der Kérperoberflache liegen. Damit wird
die Implementierung der Randbedingungen erheblich erleichtert.

Dies kann man mit der Koordinatentransformation (hier in zwei Raumdimensio-
nen)

§= g(l’,y,t), (9.1&)
n=n(z,y,1), (9.1b)
T = T(t), (91(3)

erreichen. Sie bildet das physikalische Gebiet [im (z,y,?)-Raum] auf ein Rechen-
gebiet [im (&, 7n, 7)-Raum] ab. Die folgenden Betrachtungen kénnen auch leicht auf
drei rdumliche Koordinaten erweitert werden.

Um die Differentialgleichungen im Rechengebiet aufschreiben zu kénnen, miissen
wir alle auftretenden Differentialoperatoren transformieren. Nach der Kettenregel
erhalten wir

() () (- () ()5 o

=0

5% (5 G- B @5 o
——

=0

o (o€ on\ o or\ o
a—( )ag+( )w(a)a' (9-2¢)

Die hierbei auftretenden Ableitungen der neuen nach den alten Variablen werden
Metrikkomponenten genannt. Fiir die zweite Ableitung erhélt man beispielsweise?

&” o¢ on\ o

7o |(22) o (3) 7
AN on\ 0 o¢ on\ 87 o
()% (R [(2) £+ ()24
(0% 0 9n o€ on\? o
‘(ﬁ)a_N(@)an*(a_x) 8&”( )%

() @)

2Ubung: Transformiere die Laplace-Gleichung V2® = 0 in das (¢, n)-Koordinatensystem.
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In analoger Weise kénnen alle Ableitungsoperatoren in das Rechengebiet (&, 7, 7)
transformiert werden. Danach diskretisiert man die resultierenden Differentialglei-
chungen auf dem Rechengebiet und 16st sie numerisch. Mit Hilfe der Riickrans-
formation (9.9) von (9.1) erhédlt man dann die gesuchte Losung im physikalischen
Gebiet.

0.2.2. Metrik und inverse Transformation

Um die Eigenschaften eines transformierten Gitters beurteilen zu konnen, ist es
sinnvoll, gewisse Groflen zu betrachten, die sich aus den Metrikkomponenten er-
geben. Wenn man die Transformation in geschlossener Form analytisch angegeben
kann, lassen sich die Metrikkomponenten analytisch berechnen. Andernfalls kann
man sie mit finiten Differenzen approximieren, z.B.

ag AL

— =&~ A (9'4>

T

An dieser Form erkennt man die Bedeutung der Metrikkomponenten. Sie setzen die
Langen einander zugeordneter Bogenelemente ins Verhéltnis.

In zwei Dimensionen ist das Verhéltnis eines Flachenelements in der (£, 7)-Ebene
zu dem zugeordneten Fliachenelement in der (x,y)-Ebene eine wichtige Grofe, weil
dies ein Maf fiir die relative Dichte des Gitters ist. Um das Flachenverhéltnis
zu berechnen, betrachten wir infinitesimale Variationen von ¢ und 7 im (§,n)-
Koordinatensystem. Fiir sie gilt

B B
dé(z,y) = 85d:c+ aj " (9.52)
dn(z,y) = Mz + May. (9.5b)

ox dy

Fiir ein Linienelement dr, das parallel zur z-Koordinatenrichtung ist, gilt dy = 0.?
Also gilt hierfiir (siche auch Abb. 9.6)

dr| (9.6)

y=const.

0 1%}
e§d€| +‘E377d| S "d (a_§e£+8z )

Entsprechend gilt dz = 0 fiir ein Linienelement, das parallel zur (gekriimmten)
y-Koordinatenrichtung verlduft, also

o€ . on
dr|, =dy (8_ye§ + a_ye") : (9.7)
Damit erhalten wir fiir die (orientierte) Fliche in der (§,n)-Ebene (grau in Abb.
9.6)

dA = dr|, x dr|, = (g@ - @a—j) e.drdy = (6, — m.6,) dA.  (9.8)
N——

dA

3Die 2-Richtung ist im (&, n)-Koordinatensystem im allgemeinen eine gekriimmte Linie.
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n A
Y
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on dr
—ds T q
% ’ o %dfr
T
Abbildung 9.6.: Geometrische Bedeutung %dr §
der Metrikkomponenten. or
Fiir die Umkehrung der Abbildung (9.1)
r=ux(&,n,7), (9.9a)
y=y(&n,7), (9.9b)
t =t(r), (9.9¢)

erhélt man in analoger Weise durch Betrachtung der gekriimmten Linien £ = const.
und 7 = const. in der (z,y)-Ebene

dA = (zey, — yexy) dA = JdA, (9.10)
—J

mit der Jacobi-Determinante J = det(J) der Riicktransformation (9.9). Die Jacobi-
Determinante gibt also das Verhiltnis der Grofie des Fléchenelements |[dA| in der
(z,y)-Ebene zur GroBe von |[dA| in der (¢€,7)-Ebene an.

Fiir die beiden zueinander inversen Abbildungen (9.1) und (9.9) gilt

<3§>:(§i fzi)(ii) (9.11a)
(0)- (o) (8) o
J

Durch Einsetzen folgt*

—1
(& 5?/):(9”& ﬁ”v) :l<yﬂ ‘xn). 9.12)
Nz Ty Ye Yn g —Ye T
4Mit der Adjunkten von A gilt A= = J~tadj (A). Die Adjunkte ist die Transponierte der Matrix

der vorzeichenbehafteten Minoren (= Determinanten der Untermatrizen, die durch Streichen
der betreffenden Zeile und Spalte entstehen).
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9. Komplexe Geometrien

Mit Hilfe von (9.11b) kann man die Bogenldnge ds im physikalischen Gebiet durch
diejenige im Rechengebiet ausdriicken (bzw. durch d¢ und dn)

ds? = dz? + dy? = (xz + yg) d€? + 2 (zewy + yeyy) dEdn + (:1:2 + yg) dn®. (9.13)
9
gi1 12 g22

Die drei Metrikkomponenten g;; werden Gaufsche Fundamentalgréfien erster Ord-
nung genannt. Die symmetrische Matrix der Gaufschen Fundamentalgrofien

G= ( g g2 ) (9.14)

12 922
hat die Determinante (kann man leicht nachrechnen)
G := det(G) = J>. (9.15)

Die GauBlschen Fundamentalgrofien geben Auskunft iiber die Eigenschaften des
angepafiten Gitters im physikalischen Gebiet. Diese Informationen sind wichtig zur
Beurteilung der Qualitdt eines angepafiten Gitters.

Orthogonalitit Die Bedingung, dafl das transformierte Koordinatensystem or-
thogonal ist, erfordert

012) 1 |
VE-Vn=En. +&§n, = T (zexy + yeyy) = 0. (9.16)
~—_———

912

Fiir ein orthogonales Gitter muf3 also g2 = 0 sein.

Aquidistantes Gitter Hiufig mochte man in gewissen Raumgebieten eine gleich-
méfige Dichte der Gitterpunkte im physikalischen Gebiet erreichen. Dazu mufl man

J = GY? = const. (9.17)

wéhlen, da J nach (9.10) ein Ma8 fiir die transformierte Flidche ist. Denn in der Re-
gel wird man die Gitterweite im transformierten Gebiet (Rechengebiet) dquidistant
wéhlen (dA = const.)

Kontrolle der Gitterverdichtung Andererseits ist in manchen Gebieten (z.B. in

Grenzschichten) eine Verdichtung des Gitters erwiinscht. Ein Ma8 fiir die Dichte des

Gitters im physikalischen Gebiet ist (V€)? bzw. (Vn)?. Um die Dichte der Punkte

im physikalischen Gebiet zu kontrollieren, bietet sich deshalb die Grofie

(©.12) 1 1
(VO + (V) =&+ & +m+my = 55 (w8 + o+ + ;) = 75 (91 + 922)

(9.18)

an.

Beachte, daf8 man mit Hilfe von (9.12) die Koeffizienten in der transformierten

Differentialgleichung (siehe z.B. (9.3)) auch durch die Ableitungen von z und y
nach ¢ und 7 ausdriicken kann.
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9.3. Grundlagen der Interpolation

9.3. Grundlagen der Interpolation

Ausgehend von den gegebenen Randpunkten und der Kontur eines umstrémten
Korpers kann man ein Gitter im Innnern des Gebietes generieren, indem man
Schnittpunkte von Kurvenscharen bestimmt, die von den Randpunkten und von
der Randkontur ausgehen. Dazu wird man zunéchst die Randkontur in geeigne-
ter Weise durch eine glatte Kurve (Fliche) interpolieren. Deshalb miissen wir uns
zunéchst mit einigen Grundlagen der Interpolation beschéftigen.

9.3.1. Interpolation

Eine kontinuierliche Raumkurve wird typischerweise in der Parameterdarstellung
x =x(T) (9.19)

als Funktion eines skalaren Parameters 7 angegeben, der entlang der Kurve monoton
variiert. Der Parameter kann zum Beispiel die Bogenlénge sein.

Lagrangesche Interpolation

Falls n+1 diskrete Werte ; = @(7;) mit i = 0, 1,2, ..., n bekannt
sind, kann man die volle Raumkurve approximieren, indem man
die gegebenen Raumpunkte mittels Lagrangescher Interpolation
verbindet. Hierbei wird die Kurve durch ein Polynom in 7 vom
Grade n approximiert. Das Approximationspolynom lautet

Joseph-Louis x(7) ~ Pr(7) := ZLi(T)w(Ti)’ (9.20)
Lagrange i=0
1736-1813

wobei die Lagrangeschen Polynome durch

v -11(72)

=0
J#i

- (T_TO) x (T_Tl) x ... (nicht i = j) ... x <T_T") (9.21)
Ti — T0 T — T1 Ti — Tn

gegeben sind. Durch Einsetzen von 7 = 7; sieht man sofort

(1, falls Q=7
Li(Tj)_{ 0, falls i#j

Daher werden die Stiitzpunkt von P, exakt reproduziert

P(ry) = ZLz’<Tj)wz‘ = Z(Si,jwi =x;. (9.23)
i=0 i—0

(9.22)

Hermitesche Interpolation
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9. Komplexe Geometrien

Abbildung 9.7.: Approximation von x =
tanh(7) (blau) durch Lagrangesche Inter-
polation (rot) an 12 Stiitzstellen 7; ( ).
Man erkennt die schlechte Approximation
im Randbereich.

) P% . Falls neben den Punkten «; auch noch die Steigungen z, =
: @i | [dz(7)/d7]_ bzgl. 7 vorgegeben werden sollen, kann man die
Hermitesche Interpolation

(1) ~ Py(71) == ' [H(T)x; + K;(1)x], (9.24)

Charles Hermite

1822-1901 verwenden, wobei
Hi(1) :=[1 = 2L(7;) (1 — )] L3(7), (9.25a)
Ki(t) == (1 — ) L3 (7). (9.25b)

die Hermiteschen Polynome sind. Durch Einsetzen von 7 = 7; und durch Ableiten
von Py kann man unter Beachtung von L;(7;) = 1 leicht nachpriifen, daf§ die Werte
und deren Ableitungen an den Stiitzpunkten exakt wiedergegeben werden.”

Scherungstransformation

Bei der Lagrangeschen und der Hermiteschen Interpolationen hat der Wert x(7;)
an einem einzelnen Punkt einen globalen Einflufl auf den gesamten Kurvenverlauf.
Dies kann zu gewissen Oszillationen zwischen den Punkten fithren, so dafl die in-
terpolierte Kurve zwischen den Stiitzstellen deutlich von der exakten Kurve x(r1)
abweicht (Abb. 9.7). Die Oszillationen sind durch die stark lokalisierte Variation
der Funktionswerte an den inneren Stiitzstellen bedingt.

Wenn bei der Interpolation zwischen zwei Punkten nur die beiden Nachbarpunkte
verwendet werden, kénnen keine Oszillationen auftreten. Wenn man die Punkte mit

°Denn es ist H;(1j) = 6;; und K;(1;) = 0.
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9.3. Grundlagen der Interpolation

m = 0 und m = 1 indiziert, kann man die auftretenden Gréfien schreiben als®

— Tiem 1
Ly = ——=m L =——  I'=0 (9.26a)
Tm — T1—-m Tm — T1—m
6L,,(1— L, 6(1— 2L,
H,, =312 —2L3 H,C,L:Q H&Z(—)Q
Tm — T1—m (Tm - Tl—m)
(9.26b)
3 2 / 2 " 6Ly, — 2
Ky, = (Tm - 7_1—m) (Lm - Lm) Km = 3Lm — 2Ly, Km = (926C)
Tm — Tl—m

Dies wir auch als Scherungstransformation bezeichnet. Wenn wir konkret 7y = 0
und 7; = 1 setzen, erhalten wir die Lagrangesche Interpolation

Pr(1) = Lo(T)zo + Li(T)21 = (1 = T) @0 + _T_ 1, (9.27)
Lo L

und die Hermitesche Interpolation

PH<7') = H()(T)IEO —+ H1<7')$U1 + KQ(T)IE6 + K1<T)£U/1, (928)

mit
Hy(1) = (1 +27)(7 — 1)?, Ko(1) = 7(17 — 1)?, (9.29a)
Hy(1) = (3 —27)7%, Ki(1) =7%(1 - 1). (9.29Db)

Diese Interpolationsfunktionen sind in Abb. 9.8 gezeigt.

Wiéhrend die 2-Punkt-Lagrange-Interpolation linear in 7 ist, ist die 2-Punkt-
Hermite-Interpolation kubisch in 7. Dafiir kann man die Steigungen «, an den
Randpunkten 7 = (0,1) frei wihlen. Damit kann man die erste Ableitung an den
Interpolationspunkten stetig machen. Die zweiten Ableitungen sind aber normaler-
weise nicht stetig.

Wenn man nun eine Kurve darstellen mochte (z.B. die Kontur einer Oberfliche,
gegeben durch 1 = const.), kann man 7(§) als beliebige Funktion von & wéhlen,
wodurch die Punkteverteilung auf der Kurve beeinfluffit werden kann.

Spline-Interpolation

Die Interpolation zwischen nur zwei Punkten zeigt zwar per constructionem kei-
ne Osrzillationen. Aber die Lagrange-Interpolation durch derartige Polygonziige ist

6Zur Berechnung von H,, beachte
T—Tm =T —=T1em) + (Tiem —Tm) = (T — T1—m) + (T — T1—m) Lin (7),
und zur Berechnung von K, gilt mit Hilfe von 7 = (7, — T1—m ) Lm + T1—m

T—=Tm = (Tm — T1—m)Lm — (T — T1=m) = (Tm — T1—m) (L — 1)
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(a) (b) (c)

1 1 0.2
0.8 0.8 o1
0.6 5 06
m K,, 0
0.4 0.4 m
0.2 0.2 —0.1
0 _
% 05 1 o 0.5 1 0% 05 1
T T T

Abbildung 9.8.: (a) Lagrangesche Interpolationsfunktionen Ly ; (7) sowie Hermitesche In-
terpolationsfunktionen Ho1(7) (b) und Ko 1(7) (c) zwischen zwei Punkten 7 = 0 und
T=1

nicht stetig differenzierbar, was fiir die Numerik einen grofien Nachteil darstellt. Die
Spline-Interpolation stellt hier einen Kompromif§ dar.

Bei der Spline-Interpolation verwendet man Polynome mit etwas héherer Ord-
nung als bei der 2-Punkt-Interpolation. Die freien Koeffizienten werden so be-
stimmt, daf eine gewisse Anzahl von Ableitungen an den Stiitzstellen stetig ist.

Als Beispiel betrachten wir die kubische Spline-Interpolation, wobei wir zunéchst
die Interpolation einer skalaren Funktion f(7) betrachten. Wir nehmen an, dafl die
Werte an den Stiitzstellen f; = f(7;), i = 1,...,n, bekannt sind. Die Interpolati-
onsfunktion im Intervall 7 € [7;, 7;41] setzen wir dann als Polynom dritten Grades
an

P(r) = fi+b(r—7)+ci(r—m) +di(r—7)°, i=1,..,n-1 (9.30)
Die drei freien Koeffizienten b;, ¢; und d; werden so bestimmt, dafl das Interpolati-

onspolynom an den inneren Intervallgrenzen zweifach stetig differenzierbar ist, d.h.
(Abb. 9.9)

Py(Tis1) = fir, i=1,.,n—2 (9.31a)
P{(7i41) = Py (i), 1=1,...n—2 (9.31b)
P/ (Ti41) = P{L(ﬂﬂ), 1=1,....n—2. (9.31¢)

Sei h; = 1,41 — 7; die gegebene Schrittweite des Parameters 7. Dann folgt fiir d;
aus (9.31¢)

@:9%iﬁ,¢:me—z (9.32)

Abbildung 9.9.: Am Punkt 7;,1 wird Stetigkeit der Ablei-
tungen gefordert.
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9.3. Grundlagen der Interpolation

Wenn man dies in (9.31a) einsetzt, erhalten wir die Gleichung fiir b,
b = Jirn = fi hicz’+1 + 2¢;

" g i=l.on-2 (9.33)

Aus (9.31b) erhalten wir zusammen mit (9.32) und (9.33) und mit i — ¢ — 1 eine
Gleichung zur Bestimmung von c¢;

hicizr 42 (hi +hi—1) ¢i + hi—icioi =3 (le —Ji - fi fil) , 1=2,.,n—1

h; hi—y
(9.34)
Dies ist ein tridiagonales Gleichungssystem fiir die Unbekannten ¢; mit ¢ =2, ..., n—
1, das man effizient mit dem Thomas-Algorithmus I6sen kann. Insgesamt kénnen
wir zusammen mit den anderen Gleichungen damit 3(n —2) der insgesamt 3(n —1)
Unbekannten bestimmen. Am rechten Rand mufl der Spline natiirlich den Funkti-
onswert annehmen. Diese Bedingung lautet P, _1(7,) = fn.
Es verbleiben zwei freie Parameter, mit denen man die in (9.34) benotigen Un-
bekannten ¢; und ¢, bestimmen kann. Hierbei kann man unterschiedliche Falle
betrachten. Eine Mo6glichkeit besteht darin, die Kriimmung am Rand vorzugeben

{/ = P{/(Tl) = 2¢; (9.35)
frlz, = Prlzl—l(Tn) = 2¢,1 + 6d, 1 (Tn - Tn—l)
(9.32)
= QCn—l + 6dn_1hn_1 = QCn. (936)

Hierbei haben wir im letzten Schritt (9.32) auf n — 1 erweitert. Wir erhalten so

1 1
CcCl = 5 {,, Cp = af;: (937)

Die hier beschriebene Interpolation einer skalaren Funktion f kann man auf die
Interpolation einer Kurve & im Raum erweitern, von der nur die Werte an den
Stiitzstellen 7;, i € [1,...,n] bekannt sind. Mit dem Ansatz

Pi(r)=x;+ bt —7) +ci(tr—7) +di(t—7)%, i=1,..,n—1, (9.38)

erhilt man dann die dreidimensionale Version von (9.34)

hicip1+2 (hi + hi—1) ¢i+hi—iciy = 3 (aji+1 — o mi_l) , 1=2,.,n—1L

hi i1

(9.39)
Dann mufl man drei tridiagonale Systeme losen. Die vektoriellen Komponenten sind
nicht miteinander gekoppelt. Im Falle einer geschlossenen Kurve werden entspre-

chende SchlieBungsbedingungen (Periodizititsbedingungen) verwendet.
Kubische Splines sind wie die 2-Punkt-Hermite-Interpolation (9.29) vom dritten
Grade. Bei der Hermite-Interpolation ist die zweite Ableitung aber nicht stetig.
Man kann aber die ersten Ableitungen der Hermite-Interpolation so bestimmen,
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(a) (b)
2.5 ‘ ‘ 2.5 ‘

1.5r = .

0.5}

x

Abbildung 9.10.: Bezierkurven (blau) mit drei (a) und mit vier (b) Stiitzpunkten ( )

daBl auch die zweiten Ableitungen stetig sind. Das Ergebnis ist dann dquivalent zur
Spline-Interpolation dritten Grades.

Der Begriff Spline stammt aus dem Schiffbau. Eine lange diinne Latte (Straklat-
te), die an einzelnen Punkten durch Nigel fixiert wird, biegt sich genau wie ein
kubischer Spline mit natiirlicher Randbedingung. Die Form ergibt sich daraus, dafl
die Latte versucht, die inneren Spannungen zu minimieren.

Bézier-Splines

Als weitere Interpolationsmethode sei die Approximation mittels Bézier-Splines
genannt (Abb. 9.10). Hierbei werden pro Intervall neben den beiden Stiitzpunkten
mehrere Bézier-Punkte verwendet ( ), wobei die inneren Bézier-Punkte nicht auf
der interpolierten Kurve liegen. Vielmehr néhert sich die Kurve (blau) den inneren
Bézierpunkten an, wobei die Bézier-Kurve innerhalb der konvexen polygonalen Hiil-
le (gestrichelt) der Bézier-Punkte liegt. An den Stiitzpunkten ist die Bézier-Kurve
tangential zu den Verbindungslinie zwischen Stiitzpunkt und benachbartem inne-
ren Bézier-Punkt. Seien die Bézier-Punkte mit @; bezeichnet. Dann kann man die
Bézier-Kurven B(7) verschiedener Ordnung als Funktion eines Parameters 7 € [0, 1]
schreiben als

By (7) = (1 = 7)@o + 71, (9.40a)
By(1) = (1 — 7)o + 2(1 — 7) 71 + 77, (9.40b)
Bs(1) = (1 —7)%xo + 3(1 — 7)%1; + 3(1 — 7)7225 + 7225, (9.40¢)

B, ist nichts anderes als eine lineare Interpolation. Dies kann man leicht auf belie-
bige Ordnungen erweitern

B, () = i ( TZL ) (1— 1), (9.41)
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9.3. Grundlagen der Interpolation

Allen Bézier-Kurven sind an den Endpunkten jeweils tangential
zur Verbindungslinie zwischen dem Endpunkt und dem néch-
sten inneren Punkt des Intervalls. Wenn die Verbindungslinie
der Punkte konvex ist, liegt die Bézier-Kurve immer auf der kon-
vexen Seite dieser Verbindungslinie. Bézier-Kurven und Splines
werden gerne in Vektorgraphiken eingesetzt, weil sie glatte ska-
lenunabhéingige Darstellung von Kurven erlauben (zum Beispiel

! in xfig).
Pierre Etienne Durch Erweiterung der obigen Methoden auf zwei Dimensio-
Beézier nen konnen auch Fldchen im dreidimensionalen Raum approxi-
1910-1999 miert werden; zum Beispiel durch Hermitesche Polynome. Aus
Zeitgriinden wird hier aber auf die entsprechenden Ausfithrungen
verzichtet.

9.3.2. Verteilung von Gitterpunkten auf einer Kurve

Wenn man den Rand des physikalischen Bereiches in Form von Kurven oder Fla-
chen mit Hilfe von Interpolation moglichst genau approximiert hat, wird man Git-
terpunkte auf der Kontur verteilen miissen, die dann als Randpunkte des Integrati-
onsgebiets fungieren. Diese Gitterpunkte werden unabhéngig von den Stiitzpunkten
der Kontur gewahlt.

Es sei G; die Bezeichnung der Gitterpunkte auf der Kontur. Ihre Anzahl sei
I. Ziel ist eine geeignete Verteilung 7(G;) zu finden mit lokaler Verdichtung bzw.
Verdiinnung der Punkte. Dabei hat es hat sich als zweckméBig erwiesen, fiir die
Verteilung der Gitterpunkte nicht den Kurvenparameter 7 zu verwenden, sondern
die normierte Sekantenlénge s. Sie ist ndmlich sehr einfach zu berechnen. Zunéchst
gilt fiir die Sekantenlénge § der m Stiitzpunkte der Kontur

51 = 0, 52 = gi—l + |$Z — $i_1| s 1= 2, ceey 1. (942)
Die Sekantenlénge kann man auf 1 normieren, wenn man definiert
5

5

Ly, T
r3,T3 ”747 4

e X5, 75

L1, T1

7 T6,Te

Abbildung 9.11.: Interpolierte Kontur (schwarz, durchgezogen) eines Kérpers samt Inter-
polationsstiitzpunkten x; (rot) und den Gitterpunkten G; ( ). Die jeweiligen Sekan-
tenziige mit Langen s(7;) (fiir die Punkte @;) und s(G;) des sind gestrichelt dargestellt.
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 T6 T5 T3 To Gs G3 Gy Gs Gg G;
T4
Abbildung 9.12.: Schematische Darstellung der Beziehung zwischen den kumulierten Se-
kantenlédngen s(7;) und s(G;) und dem Kurvenparamater 7; (rot, linkes Seite) sowie den
Gitterpunkten Gj ( , rechte Seite). Zwischen benachbarten Punkten wird linear inter-
pololiert.

Da jedem Stiitzpunkt @x; der Kontur sowohl ein Wert 7; des Kurvenparameters
wie auch der normierten Sekantenlinge s; € [0, 1] zugeordnet ist (Abb. 9.11), kann
man durch lineare Interpolation auch Zwischenwerte einander zuordnen. Man erhélt
also einen funktionalen Zusammenhang zwischen dem Kurvenparameter und der
Sekantenlidnge (linke Seite von Abb. 9.12).

Die Verteilung der Gitterpunkte G; auf der Randkontur erfolgt unabhéngig von
den Stiitzpunkten. Die Zusammenhénge sind schematisch in Abb. 9.12 dargestellt.
Natiirlich mufl s(G;) monoton mit i ansteigen. Die Steigung ist dabei ein Maf fiir
die Schrittweite. Auch die erste Ableitung von s(G;) sollte stetig sein.

Eine Gerade s; = s(G;) o i erzeugt eine nahezu dquidistante Punkteverteilung
auf der Kontur. Eine andere haufig verwendete Punkteverteilung (mit Parameter

q) ist

s@Gy=L_"" =11 (9.44)

Dies ist eine exponentielle Verteilung. D.h., ¢ ist das Verhéltnis zweier aufeinander-
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9.3. Grundlagen der Interpolation

folgender normierter Sekantenlingen.” Die Verteilung wird h#ufig verwendet, um
den Gitterabstand zu festen Wéanden hin zu verdichten. Eine dhnliche Verteilung
ist

o I—1

Hierbei regelt o die Verdichtung der Gitterpunkte. Fiir 0 — 0 bzw. e — 1 wird die
Punkteverteilung dquidistant,® wihrend sie fiir o — oo bzw. e — 0 exponentiell
(logarithmisch) wird.

Um die Gitterpunkte in der Ndhe der kumulierten Sekantenldnge s = d zu ver-
dichten, kann man

s(G;) = Ly ll —(1—e) L 1} : (9.45)

_ sinh [5 (n — A)]
wahlen. Hierbei sind
i1 1 1+ (ef —1)d
n=7 und A—%n 1+(eﬁ—1)d]' (9.47)

Der Parameter 3 regelt das Mafl der Verdichtung. Fiir 8 — 0 erhélt man eine aqui-
distante Verteilung der Gitterpunkte. Beispiele sind in Abb. 9.13 gezeigt. Wenn
man mehrere Zonen verfeinern will, kann man die Verteilungsfunktion s(G;) inter-
vallweise definieren. Damit der Ubergang von s(G;) zwischen den Intervallen glatt
ist, kann man Hermitesche Interpolation oder Spline-Interpolation verwenden, da
man hier auch Kontrolle iiber die Steigung hat (1. Ableitung stetig).

"Wenn zwei aufeinander folgende Sekantenlingen immer dasselbe Verhéltnis ¢ haben, dann ist
die Summe der Sekantenldngen (bis auf einen konstanten Normierungsfaktor) die geometrische
Reihe (5; = 0)

i—1
L2 ;
5 = 5(Gy) = qu.
j=1
Fiir die Partialsumme gilt
5i=0+g+q+¢ +.. +q
Wenn man hiervon ¢3; = ¢% + ¢% + ... + ¢* subtrahiert, erhiilt man fiir die Partialsumme
i

- . ~ i ~ qa—4q
§5i—qsi=(1-q)8i=q—¢ = Si:l—q'

Wenn man zur normierten Sekantenlinge iibergeht, mufl man noch durch die gesamte Léinge
des Sekantenzuges 51 = (¢ — ¢!)/(1 — ¢) dividieren und erhiilt so

$i_q—q¢ 1-q7"

Sizgjiq—qlil—ql_l'
8Fiir c —» O gilt mite > =1—0+...und In(1 —2) = -2 — ...
1 i—1 1 i—1 1 i—1 i—1
G)~——In|1-(1-(1- =——In|l- ~N—— | - = .
e U))IJ on{ 011] o( 011) T—1
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(a) (b)

1 1 .
0.8 0.8
0.6 0.6
S(Gz) S(Gl)
0.4 0
0.2/ 0.2
% 05 1 % 05 1

Ui Ui

Abbildung 9.13.: Lokale Verdichtung des Gitters an der Stelle s = d = 0.4 (a) fiir § =
0.01, 5 und 10, sowie (b) fiir § = 7 mit [ = 11. Gezeigt ist die kumulierte normierte
Sekantenlénge s nach (9.46) als Funktion von n = (i — 1)/(1 — 1).

9.3.3. Verteilung von Gitterpunkten auf einer Fldche
Interpolation im Rechengebiet

Um Punkte auf einer Fldche zu verteilen, gehen wir von einer Fliche im Orts-
raum = (z,y,2) aus. Die beiden Flichenparameter ¢ und n (zum Beispiel die
Bogenldngen entlang den transformierten Koordinaten) beschreiben einen Punkt
auf der Fliche. Die Konstruktion der Punkteverteilung [s1(G;, H;), s2(G;, H;)] ist
in Abb. 9.14 schematisch dargestellt. Hierbei sind s; und s, die beiden normier-
ten Sekantenldangen zum Punkte (i, j) entlang noch zu definierender Kurven. Diese
Kurven gehéren zu je einer Kurvenschar, die durch die Anforderungen der lokalen
Punkteverdichtung gewonnen werden.

Dazu werden im ersten Schritt Punkte (blau) entlang von einigen relevanten Li-
nien 7 = const. (zum Beispiel die beiden Berandungslinien) verteilt (Abb. 9.14a).
Uber den Zusammenhang zwischen  und (£,7) kann fiir diese Punkte die nor-
mierte Sekantenldnge s; (in der (z,y)-Ebene) entlang der -Richtung (7 = const.)
bestimmt werden. Im zweiten Schritt werden die Punkte durch Linien (blau) glatt
interpoliert (Abb. 9.14b). Mittels linearer Interpolation in £-Richtung liegt dann
fiir alle Punkte der (£,n)-Ebene der Wert der Sekantenldnge s;(x) entlang den
blauen Gitterlinien fest. Im dritten Schritt (Abb. 9.14c) werden Punkte (rot) auf
einigen der Gitterlinien ¢ = const. entsprechend den Erfordernissen nach lokaler
Verdichtung verteilt und deren normierte Sekantenlénge so(x) bestimmt. Im vier-
ten Schritt werden die roten Punkte dann wieder glatt interpoliert (Abb. 9.14d),
und die Sekantenldnge ss fiir die restlichen Punkte durch lineare Interpolation ge-
wonnen. Damit liegen fiir alle Punkte in der (£, n)-Ebene die beiden Sekantenléngen
s1 und sy fest. Die Schnittpunkte der beiden Scharen von Gitterlinien bilden dann
das Rechengitter ( in Abb. 9.14e).

Die so konstruierte Abbildung liefert den Zusammenhang zwischen den Sekan-
tenlédngen und den Fldchenparametern (s, s2) <+ (£,7n). Der Zusammenhang mit
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(a) (b)

Abbildung 9.14.: Einzelne Schritte (a)—(e) der Generierung eines Gitters auf einer Fliche.

dem physikalischen Raum ist durch die Abbildung (z,y) <> (s1, s2) gegeben.

Transfinite Interpolation

Mit Hilfe von Interpolationsmethoden kann man strukturierte Gitter auch direkt
(und nicht erst im (£, n)-Raum) mittels algebraischer Methoden erhalten. Um die
Vorgehensweise zu verdeutlichen, betrachten wir die Kontur eines viereckigen Ge-
biets, das durch vier gekriimmte Raumkurven berandet ist (rot in Abb. 9.15).

Ausgehend von der Berandung kann man nun versuchen, Koordinatenlinien &
und 7 zu finden, welche eine Fldche innerhalb der Berandung aufspannen. Unter
der Voraussetzung, dafl von den jeweils gegeniiberliegenden Seiten gleich viele Ko-
ordinatenlinien ausgehen, definieren wir die Koordinaten der Randgitterpunkte als
i—1 -1

& =
Die Koordinaten der Randgitterpunkte in in der (x,y)-Ebene

93(07773‘)7 1‘(17773‘)7 CE(SZ,O) und a:({i,l) (949)

seien vorgegeben.
Mittels der Scherungstransformation (9.27) (lineare Lagrange-Interpolation)
konnte man jetzt Linien definieren, die zwischen zwei jeweils gegeniiberliegenden
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(a,b) Scherungstransformation nach (9.50), wobei entlang der blauen

Linien jeweils ein Parameter konstant ist. (c) ist die bilinere Interpolation (9.51) (Tensor-

produkt der beiden Scherungstranformationen). Die Summe der Scherungstransformatio-
nen (Wichtung 1/2) ist in (d) dargetellt. (e) zeigt die transfinite Interpolation (9.52).

Abbildung 9.15.:
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9.3. Grundlagen der Interpolation

Seiten linear interpolieren. Dies fiihrt auf die beiden Kurvenscharen (bzw. beiden
Flichen)

A:(&n) — a(§n) = Lo(§)=(0,n) + L1 (§)x(1, 1), (9-50a)
B:(&n) — b(&n) = Lo(n=(£,0) + Li(n)=(, 1), (9.50b)

die in Abb. 9.15(a,b) als blaue Linien gezeigt sind. Man sieht sofort, dafl keine der
Transformationen alle vier Randkurven wiedergeben kann. Dies liegt daran, dafl die
beiden Transformationen unabhéngig voneinander sind und nur in den vier Ecken
fiir gleiche Werte von (&, n) identische Resultate produzieren.

Um beide Transformationen zu koppeln, betrachten wir die Tensorprodukttrans-
formation T = AB, die sich durch sukzessive Scherungstransformation in beiden
Richtungen ergibt (die Reihenfolge von A und B ist egal). Fiir sie gilt

T:(&n) — t&n) =A[BEn)] (9.51)
= A[Lo(n)x(&,0) + Ly (n)x(¢,1)]
= Lo(&) [Lo(n)(&, 0) + La(n)x (&, Dle—o + L1(&) [Lo(n)2(€, 0) + Li(n)®(&, 1],
= Lo(§) Lo(n)2(0,0) + Lo (&) L1 (n)x(0, 1) + L1 () Lo(n) (1, 0) + L1(§) L (n)x(1, 1).

Das Resultat ist die bilineare Interpolation, die in Abb. 9.15¢ gezeigt ist. Sie inter-
poliert zwar, kann aber die Konturen nicht richtig wiedergeben.

Eine andere Alternative wére die Mittelung der aus beiden Scherungstransfor-
mationen erhaltenen Flichen [a(&,n) + b(&,n)] /2. Sie ist in Abb. 9.15d dargestellt.
Man sieht, da3 die Randkonturen zwar nicht richtig wiedergegeben werden, aber
die Tendenz stimmt.

Man kann nun die Tensorprodukttransformation und die Scherungstransforma-
tionen derart kombinieren, dafl die Berandungen richtig reproduziert werden. Die
resultierende sogenannte transfinite Interpolation ist durch die Beobachtung moti-
viert, da§ sowohl bei der Tensorprodukttransformation (Abb. 9.15¢) als auch bei
den einzelnen Scherungstransformationen (Abb. 9.15a,b) die Berandungen geradli-
nig sind. Es ist naheliegend, dieses Artefakt durch Differenzbildung zu beheben. In
der Tat kann die transfinite Transformation

P:(&n) — p&n)=a(n) +bEn) —tEn) (9.52)

die Berandungen korrekt wiedergeben (Abb. 9.15¢). Der Name transfinit (mehr
als endlich) riithrt daher, daf8 die Interpolation eine unendliche Anzahl von Rand-
punkten beriicksichtigt. In Abb. 9.15 sind lediglich einige wenige Koordinatenlinien
gezeigt.

Anstelle der Langrange-Interpolation hétte man auch die Hermitesche Interpo-
lation verwenden kénnen. Dann kann man zusétzlich verlangen, dafi die Koordina-
tenlinien die Randkurve senkrecht schneiden.

Manchmal fiihrt die Lagrangesche Interpolation in (9.50) zu einer ungiinstigen
Verteilung der Gitterpunkte. Dann kann man anstelle von Ly und L; andere Wich-
tungsfunktionen zur Interpolation verwenden, deren Summe jedoch 1 ergeben muf.
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Abbildung 9.16.: Stromlinien und Aqui-
potentiallinien fiir die reibungs- und wir-
belfreie Umstromung eines Zylinders. Ge-
zeigt sind Isolinien des Imaginér- (1)) und
des Realteils (¢) des komplexen Potentials
w=¢+iY =U(z+a?/z) mit z = z + iy,
Anstromgeschwindigkeit U = 1 und Radi-
us a = 0.3. Der Abstand der Isolinien be-
tragt 0.1. Sie bilden ein orthogonales Git-
ter. Fiir z — oo wird das Gitter kartesisch,
wihrend man fiir z — 0 bipolare Koordi-
naten erhélt, wobei beide Foki bei z = 0
liegen.

Zum Beispiel ist es moglich, L; durch H; aus (9.29) zu ersetzen. Dies fiihrt zu einer
Verdichtung der Gitterpunkte in der Ndahe der Rénder. Schliefflich sei noch bemerkt,
dal man die transfinite Interpolation auch auf drei Dimensionen erweitern kann.

Die transfinite Interpolation gehort zur Methode der algebraischen Gittergene-
rierung. Sie ist einfach zu implementieren, bendtigt einen geringen Berechnungs-
aufwand und liefert bei einfachen Geometrien brauchbare Gitter. Wenn die Réander
jedoch nicht glatt sind, sondern scharfe Ecken aufweisen, dann setzt sich diese
Unstetigkeit bei Verwendung einer Koordinatentransformation iiber die Metrikko-
effizienten in das Rechengebiet fort und kann zu numerischen Problemen (Fehlern)
fiithren.

9.4. Elliptische Gittergenerierung

Um die Probleme der algebraischen Gittergenerierung auf beliebigen Réndern zu
vermeiden, kann man Gitter mit Hilfe elliptischer partieller Differentialgleichungen
generieren. Dies hat den Vorteil, dal Unstetigkeiten am Rand des physikalischen
Gebiets im Innern des Gebiets diffusiv geglittet werden.

Ein Beispiel in zwei Dimensionen ist die Methode der konformen Abbildung.
Hierbei werden die Isolinien von Stromfunktion ) und Potential ¢ als Koordinaten-
linien verwendet. Das Potential ergibt sich dabei aus der Losung der (elliptischen)
Laplace-Gleichung V2¢ = 0. Die so konstruierten Gitter sind glatt und orthogonal
(Vi - V¢ = 0). Als Beispiel sind in Abb. 9.16 die Stromlinien ¢ = const. und die
Aquipotentiallinien ¢ = const. fiir die reibungs- und wirbelfreie Umstrémung eines
Zylinders gezeigt.

Die Methode der konformen Abbildungen kann nicht auf drei Dimensionen er-
weitert werden. Deshalb ist man gezwungen, derartige Gitter numerisch zu berech-
nen. Dabei wird gefordert, dafl die drei Koordinaten (1, &5, &3) der Laplace- oder
Poisson-Gleichung geniigen. Die Losungen der Laplace-Gleichungen geniigen einem
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9.4. Elliptische Gittergenerierung

Extremal-Prinzip, wonach die extremen Funktionswerte immer auf dem Rand lie-
gen. Bei einer monotonen Verteilung der Randpunkte erhédlt man damit immer ein
giiltiges Gitter; d.h. die Gitterlinien iiberschneiden sich nicht. Auch parabolische
und hyperbolische PDEs kann man zur Gittergenerierung verwenden, falls die Git-
terlinien bzw. Punkte auf einer oder mehreren Seiten nicht von vornherein festgelegt
sind (zum Beispiel an einem Rand, an dem das Fluid ausstromt).
Die Ausgangsgleichung fiir die elliptische Gittergenerierung ist die Laplace-
Gleichung
V3 =0, (9.53)

wobei &; die neuen zu bestimmenden Koordinaten sind. Diese Gleichung mufl man
im Prinzip fiir jede Koordinate &; mit entsprechenden Randbedingungen numerisch
auf dem physikalischen Gebiet losen. Die Hohenlinien der Losung &;(z,y, z) sind
dann die Koordinatenlinien. Die so bestimmten Koordinaten bilden das sogenannte
Basiskoordinatensystem. Denn in der Regel mochte man das Gitter noch weiter
beeinflussen, da es noch nicht die gewiinschten Eigenschaften aufweist (z.B. lokale
Verdichtung). Meist wird man deshalb noch eine weitere Koordinatentransformati-
on durchfiihren.

Es ist schwierig, die Gleichungen (9.53) fiir &; im physikalischen Raum auf einem
Gebiet mit krummlinigen Rand zu lésen. Da (9.53) eine differentielle Bedingung
zwischen den physikalischen Koordinaten (V) und den Rechenkoordinaten (§;) ist,
kann man versuchen, ihre Rollen wie in Kap. 9.2 zu vertauschen. Dann hétte man
ein Problem auf dem rechteckigen Gebiet (£,7) € [0,1] x [0,1] zu lésen (im zwei-
dimensionalen Fall). Mit Hilfe der Koordinatentransformation (9.1) kann man fiir
den zweidimensionalen Fall zeigen, da8 die Inversion von (9.53) lautet (siche z.B.
Knupp and Steinberg, 1994, Kap. 2.3)

(22 + y2) wee — 2 (wey + Yeyn) Teq + (23 + Y2) 2y = 0, (9.544)
(2} 4+ 2) yee — 2 (wexy + yeyn) Yen + (22 + ¥Z) Y = 0. (9.54b)

Zwar wurde das Problem insofern vereinfacht, als dafl man Losungen auf einem
Rechteckgebiet in der (&,7n)-Ebene sucht, auf dem die Randbedingungen einfach
vorzugeben sind. Man hat sich damit aber die Schwierigkeit erkauft, dal die Glei-
chungen (9.54) nicht mehr entkoppeln und auflerdem nichtlinear sind. Deshalb miis-
sen sie iterativ gelost werden. Dazu dient meist ein SOR-Verfahren mit Uber- oder
Unterrelaxation. Die Nichtlinearitdten (Koeffizienten) kénnen mit einer Picard-
Iteration behandelt werden (man nimmt fiir die Koeffizienten die Daten aus dem
letzten Iterationsschritt).

Abbildung 9.17 zeigt den Vergleich zweier Gitter die mit einer algebraischen
Methode und einer elliptischen Methode generiert wurden. Das elliptisch generierte
Gitter ist wesentlich glatter. Aus diesem Grund kann man die Koeffizienten der
Metrik der Koordinatentransformation (siehe Kap. 9.2) fiir ein elliptisch generiertes
Gitters numerisch genauer berechnen.

Wenn man dariiber hinaus fordert, das Gitter lokal verdichten zu kénnen, werden
die Differentialgleichungen noch komplexer. Dann mufl man sich etwas mehr mit
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a Abbildung 9.17.: Vergleich zwei-
E er Gitter, die algebraisch (links)
[ s und elliptisch (rechts) generiert

= wurden (nach Schiifer, 2006).

Differentialgeometrie und ko- und kontravarianten Vektoren beschéftigen. Dieses
Gebiet ist ein eigenes Thema und wird deshalb hier nicht weiter verfolgt.
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10. Turbulenzmodellierung

Turbulente Stromungen treten in der Regel dann auf, wenn die Tréagheitskréfte
sehr grof} gegeniiber den viskosen Kréften sind, also wenn die Reynoldszahl ul/v
hinreichend grof§ ist. Die fiir kleine Reynoldszahlen existierende Losung fiir die la-
minare (glatte) Stromung wird zwar auch fiir sehr grofie Reynoldszahlen existieren.
Sie wird aber nicht realisiert, weil sie fiir hohe Reynoldszahlen instabil ist oder im
Phasenraum einen zu kleinen Attraktionsbereich besitzt. Zuféllige Schwankungen
(Abweichungen von der laminaren Losung) durch duflere Stérungen und thermische
Fluktuationen werden dann schnell verstiarkt und die laminare Stromung schligt in
eine turbulente um.

10.1. Einige Eigenschaften turbulenter Stromungen

Das raum-zeitliche Verhalten turbulenter Stromungen ist sehr komplex. Man kann
sie als chaotische nichtlineare dynamische Systeme mit sehr vielen Freiheitsgraden
auffassen. Von solchen chaotischen Systemen weifl man, das sich Losungen (Stro-
mungen) mit sehr dhnlichen Anfangsbedingungen exponentiell schnell mit der Zeit
auseinanderentwickeln und dann nicht mehr korreliert sind. Die Korrelationsfunk-
tionen zerfallen exponentiell mit der Zeit. Wegen der sensitiven Abhéngigkeit der
Losung von den Anfangs- und Randbedingungen kann man die Geschwindigkeits-
und Druckfelder auch als Zufallsvariablen auffassen, die gewissen Wahrscheinlich-
keitsverteilungen geniigen. Ein Beispiel fiir die zuféllige Dynamik der Geschwindig-
keit in einem turbulenten Strahl ist in Abb. 10.1 gezeigt. Es ist daher naheliegend,
die interessierenden Grofien von praktischer Bedeutung mittels statistischer Metho-
den zu erhalten.

Ul(t) I | “' | “ | n“[ '\ ‘L\
s ‘!,'[Wf YL |

UV b'\h‘m‘ Mfr \ ‘,\‘N‘*\‘\VT I #t,'{' Ui ""'
W woiny W ra

5 “‘ | i | “\ f ‘\ 1
Abbildung 10.1.: Zeitliche Entwicklung |
der Axialgeschwindigkeit wu(t) auf der
Symmetrieachse eines turbulenten Strahls A o =3 o
sowie deren Mittelwert (aus Pope, 2000). t(s)
4. €. Rublmann, WS 20 /21 1 35

Numerische Methoden der Strémungsmechanik



10. Turbulenzmodellierung
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Abbildung 10.2.: Symbolische
Darstellung der Energie-Kaskade

Inertial

b . .
S (kinetische Energie pro Wel-
il | ! - . .
{ | | I Log (k) lenzahlbereich als Funktion der
‘ 1 ’ ] Wellenzahl k) (nach Davidson,
'-‘>
Eddies depend on /and u Eddies depend on v 2004) .

10.1.1. Turbulentes Spektrum

Bei sehr hohen Reynoldszahlen ist die Turbulenz voll entwickelt.
Dann erstrecken sich die Frequenz- und Wellenzahlspektren der
Geschwindigkeitskomponenten {iber mehrere Zehnerpotenzen.
Eine wichtige Modellvorstellung wurde von Richardson (1922)
entwickelt (siehe Abb. 10.2). Danach wird dem Fluid die Energie
auf den grofiten Langenskalen zugefiihrt. Die Wirbelstrukturen
auf dieser Skala héngen stark von den Randbedingungen und der
Geometrie ab. Bei hohen Reynoldszahlen sind diese groflien Wir-

Lewis Fry bel nicht von der Viskositéit beeinflufit. Sie sind jedoch instabil
Richardson und zerfallen in kleinere Wirbel, die ihrerseits in immer kleinere
1881-1953 Wirbel zerfallen. Der mittlere Langenbereich, auf dem die kine-

tische Energie der Wirbel nur durch Wirbelzerfall von den groflen zu den kleinen
Langenskalen transferiert wird, wird Inertialbereich genannt. In diesem Bereich ist
die Reynoldszahl, die man mit der Geschwindigkeit der Wirbel und ihrer Durch-
messer bildet, immer noch sehr grof§ gegeniiber eins. Auflerdem sind die Wirbel
des Inertialbereichs nicht mehr von den Randbedingungen oder von der Art der
urspriinglichen Energiezufuhr beeinflufit. In diesem Bereich ist die Turbulenz auch
homogen und isotrop, wenn man von einem kleinen Bereich in der Ndhe der Réander
absieht. Durch den weiteren Zerfall der Wirbel wird schliellich eine kleinste Lén-
genskala 7 erreicht, auf welcher die Viskositéit wirksam wird und die Energie der
Wirbelbewegung dissipiert wird, d.h. in Warme umgesetzt wird.!

IDiesen ProzeB hatte Richardson auch in Form eines Reims beschrieben:

Big whorls have little whorls,
Which feed on their velocity,

And little whorls have lesser whorls,
And so on to viscosity.
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10.1. Einige Eigenschaften turbulenter Strémungen

Abbildung 10.3.: Typisches Energiespek-
trum in Abhéngigkeit von der Wellenzahl
bei voll entwickelter Turbulenz. Die Daten

beziehen sich auf die Energie der Kompo- :

nente in Stromrichtung (o) und der late- 10%

ralen Komponente (o) eines Strahls mit s

Rex = 626 nach Champagne (1978) (aus —_ ok

Frisch, 1995), wobei Re) = {uf] e AV ei- "é 10%

ne turbulente Reynoldszahl ist, die auf der = 104

Taylor-Mikroskala A beruht.f i@ 1ok

tDie Taylor-Mikroskala trennt den Inertial- g—lOOZ

vom Dissipationsbereich und kann iiber A\™2 = = j¢-1f %

(O1uq)? /u_% definiert werden. Sie ist grofer als ik %?"m.;;,

die Kolmogorov-Skala 7, 1483t sich aber expe- 10732 %

rimentell gut bestimmen. Bei homogener Tur- F

bulenz spielt die Raumrichtung (hier Index 1) 1070 07 'iO’]‘( ‘( l _‘1;1'00 BT T2
1 cm

keine Rolle.

10.1.2. Kolmogorov-Skalen

Aufbauend auf der Annahme von statistischer Isotropie und Ahnlichkeit der turbu-
lenten Stromung auf kleinen Skalen (im Inertialbereich) konnte der Mathematiker
Kolmogorov zeigen, dafl das Spektrum der mittleren Energie der Schwankungen
proportional zu oc k7% von der Wellenzahl k abhingt (Abb. 10.3). Die Theorie,
die Kolmogorov 1941 innerhalb von vier Veroffentlichungen entwickelte, wird heute
kurz K/1 genannt.

Bei sehr grofien Reynoldszahlen ist die turbulente Stromung auf kleineren Skalen
im Mittel homogen und isotrop. Wenn man annimmt, dal der Energietransport auf
den kleinsten Skalen nur von der Viskositéit v (Dimension m?/s) und der Dissipati-
onsrate € (Dimension m?/s*) abhéngt, kann man in eindeutiger Weise die Léngen-,
Geschwindigkeits- und Zeitskalen

3\ 1/4 1/2
" (V_) ’ uy = (ve)'", T = (K) (10.1)

€ €

bilden. Sie heiflen Kolmogorov-Skalen. Die mit diesen Skalen gebildete Reynoldszahl
ist Re,, = nu, /v = 1. Dies deutet an, daf§ die Kolmogorovskalen gerade die Langen-,
Geschwindigkeits- und Zeitskalen sind, auf denen die Energie dissipiert wird, also
die kleinsten Skalen in einer turbulenten Stromung.

10.1.3. Wandbereich

In der Nihe fester Wénde ist die turbulente Stromung nicht mehr isotrop und
die Wirbelstrukturen werden von der Wand beeinfluffit. Man findet in Wandnéhe
daher andere Eigenschaften, die aber trotzdem universell sind. Man kann zeigen,
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daB die zeitgemittelte Stromungsgeschwindigkeit parallel zur Wand in einer diinnen
viskosen Unterschicht zunichst linear ansteigt und dann glatt in ein logarithmisches
Profil iibergeht. Dieses Verhalten wir auch das logarithmische Wandgesetz genannt.
Die universellen Profile erhédlt man, wenn man die mittlere Geschwindigkeit mit
der Wandschubspannungsgeschwindigkeit u, = /Tw/p skaliert (7 w ist die mittlere
Wanschubspannung) und den Wandabstand mit der viskosen Lénge v/u,. Damit
erhdlt man die dimensionslosen Grofien ut = w/u, und y* = y/(v/u.). In den
beiden wandnahen Schichten gilt dann

ut =yt yt <5, (viskose Unterschicht), (10.2a)
1

ut=—In(y")+B y' 230, (logarithmisches Wandgesetz)  (10.2b)
P

mit den universellen Konstanten s =~ 0.41 (Kérman-Konstante) und B =~ 5.5.

10.1.4. Hierarchie der Turbulenzmodelle

Durch die starken Fluktuationen des Geschwindigkeitsfeldes in turbulenten Stro-
mungen wird der Transport von Impuls, Wérme und Konzentration durch nicht-
lineare konvektive Prozesse auf allen Léngenskalen sehr verstdarkt. Wenn man nur
die zeitgemittelte Stromung betrachtet, dann hat der starke und vielskalige kon-
vektive Transport eine dhnliche Wirkung wie die molekulare Diffusion. Daher kann
man turbulenten Stromungen auch eine effektive turbulente Diffusivitat (fiir Warme
und Stoffe) und eine turbulente Viskositit (Diffusivitdt von Impuls) zuordnen. Der
auBlerordentlich starke turbulente Transport hat wichtige Konsequenzen fiir viele
praktische Anwendungen, insbesondere fiir das Mischen von Fluiden.

Die verschiedenen Ansétze zur numerischen Modellierung lassen sich in eine ge-
wisse Hierarchie einordnen. Sie ist in Abb. 10.4 skizziert. Bei der DNS (direct nu-
merical simulation) werden bei der Simulation der Navier-Stokes-Gleichungen alle
relevanten Langenskalen numerisch aufgelost. Bei der LES (large-eddy simulation)
werden nur die grofen Wirbelstrukturen durch die Simulation der Navier-Stokes-
Gleichung erfat. Uber den Effekt der turbulenten Strémung unterhalb einer Grenz-
langenskala werden gewissen Annahmen mehr oder weniger ad hoc getroffen. Oft
ist man auch nur an den Mittelwerten der fluktuierenden Grofien interessiert. Des-
halb besteht ein anderer Ansatz darin, nur die (zeit-)gemittelten Differentialglei-
chungen numerisch zu simulieren. Dies wird als RANS Reynolds-averaged Navier-
Stokes equations bezeichnet. In den Reynolds-gemittelten Gleichungen treten aber
die Reynolds-Spannungen als neue unbekannte Groflen auf. Im Rahmen von RANS
werden diese meist direkt modelliert (Modelle erster Ordnung). Eine genauere Be-
schreibung erhélt man aber mit Reynolds-Stress-Modellen (Modelle zweiter Ord-
nung), z.B. RST (Reynolds stress transport model), bei denen man eigene Bewe-
gungsgleichungen fiir die Reynoldsspannungen 16st.
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| RST | | ARS |

| 0-Eq || 1-Eq || 2-Eq |

Abbildung 10.4.: Hierarchie der Turbulenzmodelle (inspiriert durch Blazek, 2001). Es be-
zeichnen DNS: direct numerical simulation, LES: large-eddy simulation, RANS: Reynolds-
averaged Navier—Stokes equations. Die Reynoldsspannungen kénnen entweder direkt mo-
delliert werden (Ist order models), oder man 15st noch weitere Differentialgleichungen
fiir die Reynoldspannungen (2nd order models). Bei den Modellen erster Ordnung unter-
scheidet man zwischen 0-, 1- und 2-Gleichungsmodellen. Bei Modellen zweiter Ordnung
unterscheidet man zwischen RST Reynolds-stress transport models und ARS algebraic
Reynolds-stress models.

10.2. Direkte numerische Simulation (DNS)

Am besten wére es, wenn man die Navier-Stokes-Gleichungen direkt numerisch 16-
sen konnte, um die Geschwindigkeits- und Temperaturwerte an allen Gitterpunkten
zu allen berechneten Zeiten zu erhalten. Da aber die turbulenten Felder in der Re-
gel viele Zehnerpotenzen von Frequenzen und Wellenzahlen umfassen, erfordert eine
direkte numerische Simulation (DNS) einen extrem hohen numerischen Aufwand.
Um die Anzahl der erforderlichen Gitterpunkte abzuschétzen, gehen wir davon
aus, daB8 wir mindestens die Kolmogorov-Léngenskala n(v, €) auflésen miissen. Sie
héngt von v und e ab. Wahrend die kinematische Viskositit v gegeben ist, kon-
nen wir die Dissipationsrate e nur abschétzen, und zwar mit € ~ k/7, wobei k
hier die kinetische Energie pro Masse ist?> und 7 eine charakteristische Zeitskala.
Um an diese Skalen zu gelangen, betrachten das Geschehen auf einer groflen Lan-
genskala [.* Die kinetische Energie pro Masse kann dann mit k& ~ u? abgeschitzt
werden, wobei u die Geschwindigkeit auf der (grofien) Léngenskala ist, auf welcher
die Energie zugefiihrt wird. Die Zeitskala 7 ergibt sich aus einer der wichtigsten
vereinfachten Annahmen iiber Turbulenz. Danach verlieren grofie Wirbel ihre kine-

2Die kinetische Energie k pro Masse ist nicht mit der Wellenzahl zu verwechseln.

3In der Turbulenz wird [ die integrale Lingenskala genannt. Sie ist in etwa so grofi wie die
grofiten auftretenden Wirbel. Etwas préziser ist es die Lénge, iiber welche die fluktuierende
Geschwindigkeit noch korreliert bleibt; also auch so etwas wie der Prandtlsche Mischungsweg.
In vielen Fillen ist [ ~ L, wobei L die Langenskala der Geometrie ist.
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tische Energie nach einer Umdrehung (eddy-turn-over time). GroBenordnungsméfig
ergibt dies 7 = [/u. Daraus folgt, daB8 die Anderungsrate der kinetische Energie,
d.h. die Dissipationsrate, mit

LN _u 10.3
e~ (103)

abgeschétzt werden kann (Taylor, 1935). Daraus ergibt sich fiir die Anzahl der
erforderlichen Gitterpunkte in einer Dimension

~1/4
- E (10.1) I <V_3) _ 3414 (10.3) [y=3/43/41-1/4 — Re}g’/‘l’ (10.4)
n €
wobei Re; = ul/v die normale Reynoldszahl ist. In drei Dimensionen sind dann

N3 ~ Re?/ * Punkte notig. Die Zeitschrittweite ist in der Regel mit der Gitterweite
korreliert, denn die Courant-Zahl sollte nicht grofler sein als 1,

uAt
= — <1. .
C=—F-<1 (10.5)

Die gesamte Rechenzeit betrdgt ein Vielfaches der turbulenten Zeitskalen. Typi-
scherweise ist die Rechenzeit von der Grofle der eddy-turnover time T ~ l/u auf der
grofiten rdumlichen Skala. Damit erhélt man fiir die Anzahl M der erforderlichen
Zeitschritte die Skalierung

T [ u l
M~ x~uns ~an N (106)

Damit kann man den gesamten Rechenaufwand abschiitzen als*
N* ~ Re} (10.7)

zu berechnenden Punkten. Die normale Reynoldszahl Rey, die mit der geometri-
schen Lénge gebildet wird, ist manchmal sogar noch gréfler, denn Re; < Rey,.

Aufgrund des starken Anstiegs des numerischen Aufwands mit der dritten Po-
tenz der Reynoldszahl kénnen Stromungen mit sehr groflen Reynoldszahlen nicht
berechnet werden (iiber die heutigen Moglichkeiten, siehe z.B. Moin and Kim, 1997).
Typischerweise werden Stromungen bei moderaten Reynoldszahlen in einigen fun-
damentalen (einfachen) Geometrien mittels DNS berechnet. Aus diesen Rechnungen
konnen wichtige Daten gewonnen werden, die dann Eingang in die obengenannten
Turbulenzmodelle finden. Hier sind vor allem verschiedene Korrelationsfunktionen
von Druck und Geschwindigkeitsfeld zu nennen.

“Siehe dazu auch Kapitel 9.1.2 in Pope (2000).
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10.3. Reynolds-gemittelte
Navier-Stokes-Gleichungen

Mit einer DNS kann man im Prinzip die zeitliche Entwicklung der Stromung, zu-
mindest fiir moderate Reynoldszahlen, berechnen. Wenn man aber an hoéheren
Reynoldszahlen interessiert ist, mufl man einen anderen Weg einschlagen und zu-
mindest einen Teil der turbulenten Stromung modellhaft behandeln. Typischerwei-
se sucht man Modelle fiir die mittlere Stromung. Dazu ist es erforderlich, zunéchst
eine Gleichung fiir die mittlere Stromung abzuleiten. Dies kann durch die Reynolds-
Mittelung erfolgen.

10.3.1. Reynolds-Mittelung

In einer turbulenten Strémung éndern sich grofirdumige Stromungsstrukturen auf
groflen Zeitskalen und kleinskalige Wirbel dndern sich innerhalb sehr kurzer Zeit.
Héaufig ist man nicht an den kleinskaligen und schnell fluktuierenden Details der
Stromung interessiert, sondern an zeitlichen Mittelwerten. Reynolds hatte die Idee,
die gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen zu betrachten. Bei der Mittelung treten
wegen der Nichtlinearitdten aber neue unbekannte Groéfen auf, die man nicht theo-
retisch bestimmen kann. Daher miissen diese Terme irgendwie modelliert werden.
Man kann verschiedene Mittelwerte betrachten. Wenn die turbulente Stromung
im Mittel zeitunabhéngig ist, bietet sich eine zeitliche Mittelung an. Dazu spal-
ten wir vom gesamten Geschwindigkeitsfeld u; den zeitlichen Mittelwert @; ab und
schreiben
w; =U; +u,  sowie p=p+p. (10.8)

Hierbei ist

) 1
flzx,t) = jll_r){)lo T /. f(x, t)dt = g(x). (10.9)
In der Praxis kann man den Limes T" — oo nicht ausfithren. Dann muf§ die Zeit 27T,
iiber welche gemittelt wird, lediglich hinreichend grofl sein gegeniiber den léngsten
Zeitskalen, die in der turbulenten Stromung auftreten. Bei der zeitlichen Mitte-
lung kann man jedoch keine Phdnomene erfassen, die mit einer zeitlichen Variation
zusammenhéngen, wenn sich etwa duere Parameter (z.B. der Durchflu}) dndern.
Ist andererseits die turbulente Strémung in einem Gebiet von Interesse, das hin-
reichend weit von irgendwelchen Berandungen entfernt ist, genauer gesagt bei ho-
mogener Turbulenz (nicht vom Ort abhéngig), dann bietet sich die rdumliche Mit-
telung

f(x,t) = lim —/ flx,t)d (10.10)
Voo V
an. In diesem Fall héingen die Mittelwerte f(x,t) = g(t) nur von der Zeit ab.
Fiir allgemeine turbulente Stromung mufl man einen FEnsemble-Mittelwert be-
trachten. Dieser ist definiert als ein Mittel {iber eine hinreichend grofie Anzahl N
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von Realisierungen der betreffenden Stréomung

N—oo

N
f(x,t) = lim %;f(")(m,t). (10.11)

Der Ensemble-Mittelwert ist ein statistischer Mittelwert, der noch von Ort und Zeit
abhéngt.

In allen drei Féllen ist der fluktuierende Anteil im Mittel Null: f' = 0. Dies gilt
aber i.a. nicht fiir Korrelationen zwischen zwei Funktionen (Geschwindigkeitskom-
ponenten) f und g: f'¢’ # 0. Falls die turbulente Stromung stationér und homogen
ist, dann sind alle drei Arten der Mittelwertbildung &quivalent. Dies wird auch
Ergoden-Hypothese fiir die Navier-Stokes-Gleichung genannt.”

In der modernen Theorie der Turbulenz werden die Geschwindigkeits- und Druck-
felder als Zufallsvariablen aufgefait. Mittelwerte (f) einer fluktuierenden Grole f
werden dann als Integrale (f) = f_oooo p(F)F dF gebildet, bei denen der Integrand
mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung p(F) gewichtet wird.® Diese Beschreibung
entspricht dem Ensemble-Mittelwert.

10.3.2. Reynoldsgleichungen

Den Ansatz (10.8) setzen wir nun in die Navier-Stokes- und Kontinuitéatsgleichung
ein und bilden den Mittelwert der Gleichungen entweder durch zeitliche Mittelung
(iiber ein endliches Intervall) oder durch Ensemble-Mittelung. Fiir ein inkompres-
sibles Fluid ohne &uflere Krifte fithrt dies auf (Einstein-Summenkonvention)

— 1
O (W + uf) + (u; + uf) 9; (W + uf) = —;@(ﬁ +7') +v0;(u; +ul),  (10.12a)

9 (w; 4+ u}) = 0. (10.12b)

Mit

T + U =T, (10.13a)

(ﬂj + u;) 8]‘ (Ei -+ U;) = Ejﬁjﬂi -+ Ejﬁju; -+ u;@jﬂi + u;@u;

— WO + U0l + U0 -0,
= u;05u; + u;0ju; + uj05u; +ujoju]
——

=0 =0
erhalten wir dann die Reynoldsschen Gleichungen
1 -
8tﬂz' = ﬂjc?jﬂi = —; Zﬁ S V&?ﬂi — U;({)]U;, (1014&)
o;u; = 0. (10.14Db)

5Ein dynamisches System ist ergodisch, wenn Zeit- und Ensemble-Mittelwerte identisch sind.
Nach Birkhoffs Theorem gilt dies fiir stationdre Zufallsprozesse (Frisch, 1995).
5Die Variable F ist in dem Raum der Werte definiert, die die Funktion f annehmen kann.
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fiir die mittlere Geschwindigkeit u; und den mittleren Druck p. Die Gleichungen sind
den Navier-Stokes-Gleichungen sehr dhnlich. Es tritt nur ein zusétzlicher Term auf.
Dieser besteht aus dem zeitlichen Mittel des Produkts zweier Schwankungsgréfien,
die selbst den Mittelwert Null haben. Der Mittelwert des Produkts muf3 aber nicht
Null sein.” Einen solchen Term nennt man auch Korrelation.® Diesen Term kann
man, genau wie den viskosen Term 8?@, durch Bilden der Divergenz aus einem
Spannungstensor ableiten’

pd2; — puldiul = 0; {051 + 07u;) — puul} = 9; {2ps;; — pulul},  (10.15)
wobei 11 = pv die dynamische Viskositét ist, 5;; = % [0;u; + 0;u;] die Dehnrate der

mittleren Stréomung und 2415;; der viskose Spannungstensor der mittleren Stromung.
Analog dazu bezeichnet man

!, ! ,,0 !,

Uty Uy UjlUg

!, !,/ / / !,/
—puiu; = —p | upu| uyuy uyus (10.16)

!,/ / ! !,/

UzUy Ugly UsUg

als turbulenten Spannungstensor mit den turbulenten Normal- (z.B. —pu/u/) und
Tangentialspannungen (z.B. —pujuj). Die turbulenten Spannungen werden auch
Reynoldsspannungen genannt.

Beachte, daf§ fiir die Spur des Reynoldsschen Spannungstensors gilt

Spur (wju}) = ujuf = whu} + uhuh + uhul = 2k, (10.17)

wobei k = %u’ -’ die mittlere kinetische Energie (pro Masse) des fluktuierenden
Anteils der Bewegung ist.

Die Divergenz des Reynoldsschen Spannungstensors (10.16) in der Reynolds-
Gleichung wirkt wie eine zusatzliche mittlere Kraft, die dhnlich wie eine erhthte
Viskositéit wirkt.'” Daher werden die Reynoldsspannungen auch Scheinspannungen

TAls triviales Beispiel betrachte man nur 2 cos?(wt) = 1 + cos(2wt) = 1.
8Die Korrelation R zweier Schwankungsgrofen f/ und ¢’ wird allgemein als

[z, t)g'(®+ ¢ t+7)

V@ ) g2 (@ + ¢+ 1)

definiert. Wenn die Korrelationsfunktion von Null verschieden ist, nennt man die beiden Gréflen
korreliert. Fiir ¢ = 0 und 7 = 0 erhilt man die simultane Korrelation am gleichen Ort. Sie
wird Autokorrelation genannt. Nur wenn zwei Groflen statistisch unabhéngig voneinander sind,
verschwindet ihre Korrelation (der Mittelwert ihres Produkts).

"Wegen V-u=0gilt V- (uu) = (V-u)u+u-Vu=1u-Vu.

10Djes kann man sich anhand einer turbulenten Scherstrémung mit w; = uy(zs)din + u) mit
duy/0xze > 0 folgendermafien klarmachen. Der Transport quer zur mittleren Strémung eines
substantiellen Fluidelements durch eine Fluktuation mit u}, > 0 bewirkt die zugehorige Schwan-
kung v} < 0, da das Fluidelement seine mittlere Geschwindigkeit im wesentlichen beibehilt.
Damit ist —pujul > 0 und besitzt dasselbe Vorzeichen wie die viskose Spannung v0uy /0.
Falls andererseits u), < 0 ist, ergibt sich v} > 0 und man erhilt wieder dasselbe Vorzeichen fiir
die Reynoldsspannung. Im Mittel wirkt die Reynoldsspannung also in dieselbe Richtung wie die
viskose Spannung.

R(z,t;¢,7) =

4. €. Rublmann, WS 20 /21 143

Numerische Methoden der Strémungsmechanik



10. Turbulenzmodellierung

genannt. Die mittleren turbulenten Kréfte durch die Reynoldsspannungen sind in
turbulenten Stromungen normalerweise viel stérker als die Kréfte durch viskose
Spannungen, aufler in direkter Wandnéhe.

Bevor wir die Reynoldsschen Gleichungen 16sen konnen, miis-
sen wir die 9 unbekannten Reynoldsschen Spannungen bestim-
men. Aufgrund der Symmetrie reduzieren sich die unbekannten
Grofen auf die 6 Funktionen

wiuy, ubub, uhuh, wiub, wiuh, und whul. (10.18)

Sie sind in der Regel von gleicher Groflenordnung. Leider haben

Osborne
Reynolds wir noch nicht geniigend Informationen, um diese Reynoldsspan-
1842-1912 nungen zu bestimmen. Aber wir kénnen versuchen, mit Hilfe der

Navier-Stokes-Gleichungen zusétzliche Transportgleichungen fiir

die Reynoldsspannungen abzuleiten. Dies fiithrt aber zu Dreifach-
Korrelationen, fiir die wiederum neue Transportgleichungen gefunden werden miis-
sen; und so weiter. Dieses Dilemma nennt man das Schlieffungsproblem. An irgend-
einer Stelle mufl man deshalb mehr oder weniger heuristische Annahmen treffen,
um das System der Gleichungen zu schlieflen.

Alle Modelle, die auf den Reynoldschen Gleichungen (10.14) beruhen, werden
RANS-Modelle genannt (Reynolds-averaged Navier-Stokes equation). Werden die
Reynoldspannungen direkt modelliert, so spricht man Modellen erster Ordnung.
Alternativ kann man die Reynoldsspannungen aus weiteren zusétzlichen Transport-
gleichungen (Differentialgleichungen) berechnen. Derartige Modelle werden werden
RS-Modelle (Reynolds-stress models) genannt (RST in Abb. 10.4) und werden in
Kap. 10.6 behandelt. Dies sind dann Modelle zweiter oder noch héherer Ordnung.

Die Reynoldsschen Scheinspannungen (10.18) werden hauptsichlich durch die
grofiten turbulenten Wirbelstrukturen erzeugt, welche mit der geometrischen Lénge
L skalieren. Sie sind praktisch unabhéngig von der Viskositédt. Die grolen turbulen-
ten Strukturen entziehen der mittleren Stromung Energie und geben diese an die
kleineren Strukturen weiter, indem sie zerfallen (denn sie sind instabil). Dieser von
der Viskositdt unabhéngige Prozef setzt sich fort, bis Langenskalen erreicht werden,
auf denen die Viskositit wirkt. Erst auf Langenskalen, die mit der Kolmogorov-
Langenskala n vergleichbar sind, wird die kinetische Energie vollstédndig dissipiert,
d.h. in thermische Energie umgesetzt. Bei sehr grofien Reynoldszahlen ist die Tur-
bulenz auf kleinen Skalen und weit weg von den Berandungen in guter Naherung
isotrop (es gibt keine ausgezeichnete Richtung). Aus der Isotropie folgt

— —5 —3 2
i =y =u's = gk #£ 0, (10.19a)
wjuh, = ujul = uhuly = 0. (10.19b)
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10.3.3. Elementare Ansdtze zur Beschreibung des turbulenten
Transports

Gradienten-Diffusion Um den einfachsten Ansatz zur Beschreibung turbulen-
ter GroBen zu demonstrieren, betrachten wir eine passive skalare Erhaltungsgrofie
¢ (passive conserved scalar). Eine passive skalare Erhaltungsgrofie ¢ geniigt der
Transportgleichung D
2
D = I'vee. (10.20)
Die Grofe ¢ ist eine Erhaltungsgrofie, da in der Gleichung keine Quellen und Senken
auftreten. Sie ist passiv, da ihr Wert die Materialparameter in der Navier-Stokes-
Gleichung (p und v) nicht beeinflufit. Daher hat der Wert von ¢ keinen Einflufl auf
die Stromung.
Nun zerlegen wir ¢ und u; in ¢ = ¢ + ¢’ und u; = u; + u). Durch Mittelung
von (10.20) in Analogie zu (10.14) erhélt man die Transportgleichung fiir ¢ (u; sei
divergenzfrei)

UI‘ ]
S RSY

wobei 5/575 = 0; + w,;0;. Die Grofle W ist eine Korrelation, die einer mittleren
Stromdichte von ¢ entspricht. Um die unbekannte Stromdichte 1}¢’ zu modellieren,
mochte man sie gerne in einen Zusammenhang mit der mittleren GroSe ¢ bringen.
Ohne den wirklichen Mechanismus zu kennen, besteht die einfachste Moglichkeit
in der Annahme eines Gesetzes analog zum zum molekularen Transport (Fourier-
sches Wirmeleitungsgesetz oder Ficksche Diffusion). Im Rahmen eines Gradienten-
Diffusionsmodells setzt man deshalb den Mittelwert der Stromdichte u¢’ propor-
tional zum Gradienten des Mittelwerts an

i) = —T'p0;0. (10.22)

Hierbei ist 't eine (hier noch unbekannte) turbulente Diffusivitit. Beachte, dafl I't
eine reine Eigenschaft der turbulenten Strémung zusammen mit (10.20) ist (unab-
héngig von I'). Leider stellt der Ansatz (10.22) in der Regel nur eine sehr grobe
Approximation dar.

Wirbelviskositat Den Ansatz (10.22) kann man auf alle transportierten Groéfien
verallgemeinern, insbesondere auch auf den turbulenten Impulstransport. Dann ent-
spricht ¢ = ;. Um dies zu sehen, betrachten wir die Summe der viskosen und der
turbulenten Spannungen (Kraft pro Flache) nach (10.15)

T = Ti?isc + Tit]”rb = p (95u; + 0u;) — puju. (10.23)
Wir setzen nun ein Gradienten-Diffusionsmodell an, welches in Analogie zum mo-
lekularen Transport des Impulses steht

— 2 ! _ _
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,,,,,,,,,,,,,, y
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Y — I
T Abbildung 10.5.: Erklarung des
- Prandtlschen Mischungswegs.

Der Term 2kd;; (k ist die turbulente kinetische Energie nach (10.17)) macht die linke
Seite anisotrop, da auch die rechte Seite der Gleichung anisotrop ist (V- @ = 0)."!
Manchmal wird der isotrope Anteil auch vernachléssigt.

Gleichung (10.24) mufl man als Bestimmungsgleichung fiir die turbulente kine-
matische Viskositat oder auch Wirbelviskositit (eddy viscosity) vr(x,t) auffassen.
Es ist klar, dafl die Wirbelviskositdt vom Ort abhéngt und keine einfache Konstante
ist. Die Gleichung fiir den mittleren Impuls wiirde man dann schreiben als

1
&ﬂi + ﬂj&jﬂi = —; 11_7 + 0j [(l/ + VT) 8]@] . (1025)

Dieser Ansatz wurde schon von Boussinesq (1877) vorgeschlagen. Die Modellierung
des turbulenten Transports in Analogie zum molekularen Transport verlagert das
SchlieBungsproblem auf die Bestimmung der turbulenten Viskositdt bzw. auf die
turbulenten Diffusivitdten weiterer Grofien (Temperatur, Konzentration, etc.), die
in der turbulenten Strémung transportiert werden. Die turbulenten Diffusivitéiten
werden meist mittels einer entsprechenden turbulenten Prandtlzahl durch die tur-
bulente Viskositéit ausgedriickt, z.B. Prp = vy /T'r.

Prandtlscher Mischungsweg Ausgangspunkt der Betrachtungen Prandtls ist ei-
ne turbulente Stromung in z-Richtung, wobei die mittlere Geschwindigkeit einen
Gradienten in y-Richtung aufweist. Diese Situation findet man typischerweise in der
Néhe von festen Winden (siche Abb. 10.5). Das von Prandtl entwickelte einfache
Turbulenzmodell basiert — wie das obige Gradienten-Diffusionsmodell — auf ei-
ner Analogie zur kinetischen Theorie der Gase. Ziel seiner Bemiihungen war es, die
Wirbelviskositat v durch das gemittelten Geschwindigkeitsfeld w; auszudriicken.

HTensoren geradzahliger Ordnung (hier 2. Ordnung) lassen sich in einen isotropen und in einen
anisotropen Anteil zerlegen. Der isotrope Anteil ist in jedem kartesischen Koordinatensystem
identisch. Es sei A;; ein Tensor 2. Stufe. Dann ist der isotrope Anteil durch Spur (A)d;; =
%Annéij gegeben. Dementsprechend ist der anisotrope Anteil A;; — %Annéij.

Da die mittlere Dehnrate (0;T; + 0;u;) /2 per contructionem ein anisotroper Tensor ist —
die Spur verschwindet wegen der Inkompressibilitit der mittleren Stromung —, sollte von dem
Reynoldsschen Spannungstensor auch nur der anisotrope Anteil beriicksichtigt werden (siehe
zum Beispiel Pope, 2000).
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Prandtls Modell geht vom Transport sogenannter Turbulenzballen aus. Dies sind
substantielle Fluidelemente in Form von turbulenten Wirbeln, die in der Strémung
transportiert werden. Die Turbulenzballen legen typischerweise den Weg [, senk-
recht zur Wand zuriick, bevor sie sich mit dem restlichen Fluid vermischen und ihre
urspriingliche Identitét verlieren. Die Lénge [, nennt man Mischungsweg.

Ein Turbulenzballen bewegt sich mit einer mittleren Ge-
schwindigkeit in z-Richtung. Hinzu kommen noch die Fluktua-
tionen. Wenn eine Geschwindigkeitsfluktuation v’ den Ballen
in y-Richtung transportiert, fithrt dies zu einer Anderung der
z-Komponente der Geschwindigkeit der GréBenordnung [,,0,u.
Denn als substantielles Fluidelement nimmt der Ballen seine
mittlere Geschwindigkeit mit. Diese Geschwindigkeitsdnderung
wird nun als Fluktuation v ~ [,,0,u aufgefaft. Aufgrund der
L o Kontinuitéat sollte auch die Fluktuation v’ der y-Komponente der

udwig Prandtl s ; N ) T
1875-1953 Geschwindigkeit von derselben Gréflenordnung sein. Mit dieser
Vorstellung wire die Reynoldsche Spannung von der Groflenord-
nung

pu'v’ = O [p (1n0,7)°] . (10.26)

Wenn man nun auch noch das richtige Vorzeichen beriicksichtigt, erhélt man die
Reynoldsspannung als
— pu'v’ = plZ |0,1| O, (10.27)
Bei einem Vergleich mit (10.24) sieht man, das diese Beziehung einer Wirbelvisko-
sitat
pr = pli, [0, (10.28)
entspricht. Die turbulente Viskositét ist also proportional zum mittleren Schergra-

dienten.
Die Gleichung

turb
T12

p
setzt alle bisherigen betrachteten Groéflen zueinander in Beziehung. Hierbei ist

u, = /7/p die Schubspannungsgeschwindigkeit (vgl. auch (10.2))."* Aus Dimensi-
onsgriinden kann man aus dieser Gleichung die qualitative Relation

— v = = u? = vpd,u = 2, |0,u] 0,u (10.29)

vr= L xV (Lange x Geschwindigkeit) (10.30)

erhalten. Es wire dann plausibel, v &~ [,u, zu wihlen.™ Diese Beziehung wird spé-
ter noch zur Modellierung verwendet werden. Gleichung (10.30) hat eine gewisse

2Man kann zeigen, daf die gesamte (viskose plus turbulente) Schubspannung in hinreichender
Néhe zur Wand unabhéngig vom Wandabstand ist. In unmittelbarer Wandnéhe kann die ge-
samte mittlere Schubspannung 7 durch die Wandschubspannung 7w approximiert werden.

13Im Bereich des logarithmischen Wandgesetzes ist I, = sy und die turbulente Viskositit lautet
dann vp = sxyu,. Im iibrigen sei bemerkt, dafl in der molekularen Theorie idealer Gase die
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10. Turbulenzmodellierung

allgemeine Bedeutung, weil man die turbulente Viskositét oft aus Dimensionsgriin-
den durch diejenigen Groflen ausdriickt, die auch in dem betreffenden Turbulenz-
modell berechnet werden (zum Beispiel die mittlere turbulente kinetische Energie

10.4. Large-Eddy-Simulation (LES)

Der LES-Ansatz ist ein Grobstrukturverfahren, das davon ausgeht, dafl nur die
grofiskaligen Strukturen mittels der Navier-Stokes-Gleichungen berechnet werden
miissen. Dies setzt voraus, dafl die eingebetteten kleinskaligen Fluktuationen gar
nichts von der Geometrie des Randes merken und sich lediglich in der Stromung
der grofien Wirbel mitbewegen.'* Bei der LES-Modellierung wird die Dynamik der
kleinskaligen Bewegungen daher nicht explizit aufgelost. Sie wird nur insoweit mo-
delliert, wie sie sich auf die Dynamik der groflen Strukturen auswirkt. Dabei gibt
es verschiedene einfache Verfahren, um den Effekt der kleinen Wirbel zu beriick-
sichtigen.

Um zu einem LES-Verfahren zu kommen, spaltet man das gesamte Geschwindig-
keitsfeld w und den Druck p dhnlich wie in (10.8) auf

w =u;+u;, und  p=p+yp (10.31)

in einen Large-Eddy-Anteil @; bzw. p (dies sind lokale Mittelwerte), den man expli-
zit simulieren will, und einen Anteil u; bzw. p’, der die Bewegung auf den kleinen
Skalen darstellt und den man modellieren mufl. Dabei wird der Large-Eddy-Anteil
u; definiert durch die Anwendung eines rdumlichen Filters G(x, ', A) auf das voll-
standige Geschwindigkeitsfeld u;

Ty(x, 1) = /V (@ )G, 2, A)dV”. (10.32)

Das gefilterte Geschwindigkeitsfeld ist also ein rdumlich gewichtetes Mittel, das ins-
besondere noch zeitabhéngig ist. Die Filterfunktion G bestimmt die Gréfie der klein-
sten aufgeldsten Skala und die Struktur der Terme, die auf den kleinen Skalen mo-
delliert werden miissen. Die globale Filterweite sei definiert als A := (A1A2A3)1/ ’
und A, sei die Filterweite in der i-ten Koordinatenrichtung. Oft werden die folgen-
den Filterfunktionen verwendet (siche Abb. 10.6):

1. Stufenfunktion

3 — ;
G:{ /A, falls |z; — 2] < Ay/2, (10.33)

0, sonst.

Newtonsche kinematische Viskositiat durch
1
V& =G,
2

approximiert werden kann, wobei A die mittlere freie Weglénge und ¢ die mittlere Geschwin-
digkeit der Molekiile ist.
14Tn Niihe von Winden kann dies natiirlich nicht richtig sein.
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10.4. Large-Eddy-Simulation (LES)

G(z, o', A)

0

| | | | | | |
-2 -1 0 1 2
(x —a')/A

Abbildung 10.6.: Einige Filter-Funktionen fiir LES (A = 1): Blau: Stufenfunktion, Rot:
Gauf3-Funktion, : Abgeschnittener Fourier-Filter.

6 \* 6|z — x|

3. Fourier-Filter (abgeschnitten)

2. Gauf3-Filter

G = li = L%;(x x;»} . (10.35)

Der Gauf3-Filter wird immer mit einem cut-off verwendet. Es sind noch weitere
(kompliziertere) Filter-Funktionen moglich.

Um nun zu den Bewegungsgleichungen zu kommen, werden die Navier-Stokes-
Gleichungen gefiltert, d.h. mit G multipliziert und iiber das Volumen integriert.
Dies ist so dhnlich wie die Reynolds-Mittelung (siehe Kap. 10.3.2). Durch die Fil-
terung werden die kleinen (turbulenten) Skalen eliminiert, denn eine lokale schnelle
Variation wird durch den Filter weggemittelt. Fiir ein inkompressibles Fluid erge-
ben sich dann mit u;0;u; = 0;u;u; formal die folgenden Gleichungen (vgl. (10.14))

1
O; + 0; (Wwi;) = —=0;p + vO7u; — 0; (Ust; — W), (10.36a)
p —

S
Tij

d;u; = 0. (10.36D)

Der letzte Summand in (10.36a) ist die Divergenz eines Spannungstensors 7'3 Er
beschreibt die subgrid-scale stresses (SGS).
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10. Turbulenzmodellierung

Die Gleichungen (10.36) miissen numerisch gelost werden. Den unbekannten SGS-
Tensor mufl man modellieren. Er kann in drei Anteile aufgespalten werden (u; = O)

Ty = Wity — Uity = (g +uf) (i + o) — (@ + ) (a; + o))
—_— — ~
Lij Cij SR

)
Der Leonard-Spannungstensor L;; beschreibt die Erzeugung von kleinskaliger Tur-
bulenz durch die Wechselwirkung groler Wirbel (eddies), denn er hangt nur von
den gefilterten Geschwindigkeiten ab. Der Tensor Cj; (cross-stress tensor) beschreibt
die Wechselwirkung zwischen grofien und kleinen Wirbeln. Schliefflich nennt man
den Tensor TS»R den SGS-Reynoldsspannungstensor (subgrid-scale Reynolds-stress
tensor). Er beschreibt die Wechselwirkung von kleinen Wirbeln untereinander.

Die Aufteilung des SGS-Tensors in die drei Terme entsprechend der physikali-
schen Mechanismen, die sie beschreiben, wird aber nicht mehr verwendet, da L;;
und Cj; nicht Galilei-invariant sind. D.h. in einem gleichférmig bewegten Koordi-
natensystem héngen die einzelnen Terme von der Translationsgeschwindigkeit des
Koordinatensystems ab. Die Form physikalischer Gleichungen sollten aber unab-
hingig davon sein, d.h. Galilei-invariant sein. Die gesamte Gleichung (10.36) ist
natiirlich Galilei-invariant.

Um die nicht aufgelosten Skalen (subgrid scales), also 7‘5’», zu modellieren, kann
man verschiedene Ansétze wahlen. Die wesentliche Aufgabe dieser Modellierung ist
die Beschreibung des Energietransfers zwischen den grofien und den kleinen Skalen,
der im Mittel von den groflen zu den kleinen Skalen erfolgt. Eine addquate Dis-
sipationseigenschaft ist also wichtig. Manchmal wird jedoch auch Energie aus den
kleinen Skalen zuriickgewonnen. Man spricht dann von backscatter. Das Subgrid-
Scale-Modell sollte diesen Effekt moglichst wiedergeben konnen.

10.4.1. Wirbelviskositatsmodell

Das einfachste Modell ist das Wirbelviskositatsmodell (siche (10.24)). Hierbei wird
der SGS-Spannungstensor einfach proportional zu dem Spannungstensor fiir die
gefilterten Geschwindigkeiten angesetzt. Dies entspricht

S

S %@j — 205, (10.38)
Hierbei ist S;; = (0;u; + 9;u;) /2 der Tensor der Dehnrate der gefilterten Stréomung
und vr die turbulente kinematische Viskositédt. Da die gefilterte Strémung inkom-
pressibel ist (siehe (10.36b)), verschwindet die Spur des Tensors S,;. Daher muf
man vom SGS-Tensor TS- noch einen Tensor abziehen, so dafl auch dessen Spur
verschwindet (75, ist die Spur des SGS-Tensors). Die turbulente Viskositiit vp wird
normalerweise aus algebraischen Relationen gewonnen, die noch spezifiziert werden
miissen. Der isotrope Anteil des SGS-Tensors 75,.0;;/3 kann entweder dem Druck

zugeschlagen oder ganz vernachléssigt werden.
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10.4. Large-Eddy-Simulation (LES)

Aufgrund der Dimensionsbeziehung vy = L x V' (10.30) kénnte man die Wirbel-
viskositédt definieren. Hierbei ist die Léngenskala L recht gut durch die Filterweite
A gegeben. Aber bei LES ist es schwierig die Geschwindigkeitsskala V' zu definieren.

10.4.2. Smagorinsky-Modell

Ein populidres Wirbelviskositédtsmodell, dafl eine bestimmte Geschwindigkeitsskala
verwendet, ist das Smagorinsky-Modell (Smagorinsky, 1963). Es basiert auf der
Hypothese, dafl simtliche Energie, welche die kleinen Skalen von den groflen Skalen
erhalten, sofort und vollstindig dissipiert wird.!® Als Geschwindigkeitsskala wird
beim Smagorinsky-Modell die Variation der gefilterten Geschwindigkeit {iber eine
Filterweite verwendet,

V=AZ"=AxS5, (10.39)

wobei S eine skalare gefilterte Dehnrate ist. Eine geeignete Definition der Stérke
der Dehnrate des gefilterten Geschwindigkeitsfelds ist ‘S ‘ = 1/25;;5;;. Damit erhélt
man die Wirbelviskositéit aus der algebraischen Relation

vr = (CsA)*|S]. (10.40)

Dies ist &hnlich wie bei dem Modell des Prandtlschen Mischungswegs (10.28). Die
Konstante Cs wird als Smagorinsky-Konstante bezeichnet. Theoretisch hat Lilly
(1967) unter Annahme eines Kolmogorov-Spektrums den Wert Cg = 0.18 bestimmt.
Der genaue Wert hédngt aber vom Charakter der Stromung ab. So mufl man fiir
eine ebene Scherstromung mit Cs ~ 0.1 rechnen und fiir isotrope Turbulenz mit
CS ~ 0.2.

Normalerweise versucht man, das Rechengitter so grob wie moglich zu halten
(Kostenfaktor). Man kann dann den Gitterabstand als Filterweite A = A; wéh-
len (Gitterfilter). Oft wird aber auch der zweifache Gitterabstand als Filterweite
verwendet, also A = 2(A;AyA3)/3,

In der Ndhe der Wénde konnen sich die turbulenten kleinskaligen Wirbel nicht
so gut ausbilden. Daher mufl man dort mit einer reduzierten Wirbelviskositéit rech-
nen. Deshalb modifiziert man das Smagorinsky-Modell in Wandnéhe durch einen
sogenannten Van Driest-Ddampfungsterm und setzt

vr = |Co (1~ ey*/%)r E

: (10.41)

wobei yT Wandabstand in Einheiten der viskosen Linge v/u, ist.
Das Smagorinsky-Modell 148t sich sehr leicht implementieren, hat aber die fol-
genden Nachteile:

5Diese Annahme beruht auf der Gleichgewichtshypothese, wonach das Geschwindigkeitsfeld auf
hinreichend kleinen Skalen statistisch stationér und isotrop ist. In anderen Worten: Hinreichend
kleine Wirbel wissen nichts von den grofien Skalen und es gibt keine bevorzugte Orientierung.
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10. Turbulenzmodellierung

Die Dissipation ist in Gebieten mit laminaren Scherstrémungen zu hoch,

Gebiete in Wandnahe und Gebiete im Bereich des laminar-turbulenten Um-
schlags bendtigen eine Sonderbehandlung,

der Smagorinsky-Parameter Cs ist nicht eindeutig global definiert und

ein Transfer von Energie von den kleinen Skalen zu den groien (large eddies),
d.h. ein backscatter, ist nicht moglich.

Um diese Defizite auszugleichen, gibt es verschiedene Ansitze. Eine beliebte Me-
thode besteht in einer dynamische Anpassung der Parameter. So wird zum Beispiel
beim einem dynamischen SGS-Modell die Wirbelviskositit wie beim Smagorinsky-
Modell gew#hlt, nur die Smagorinsky-Konstante wird adaptiv bestimmt. Eine Mog-
lichkeit besteht darin, C's in Abhéngigkeit des Energiegehalts der kleinsten simu-
lierten Skalen zu bestimmen. Zur Bestimmung des Energiegehalts muf} ein weiterer
Filter mit groBerer Filterweite als A verwendet werden. Weitere Informationen und
Literaturhinweise kann man z.B. Blazek (2001) entnehmen.

10.5. RANS-Modelle

Auf Basis der Reynolds-gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen wurden unter-
schiedliche halbempirische Turbulenzmodelle entwickelt. Diese Modelle basieren auf
der Hypothese einer turbulenten Viskositat v1 und erfordern die folgenden Schritte:

1. Definition der turbulenten Viskositét v,

2. Berechnung der Reynoldsspannungen mit Hilfe von —wju’; = vy (05u; + 0iu;),
also (10.24).

3. Losen der Reynolds-Gleichung (10.25).

Je nachdem, ob die turbulente Viskositét v auch in Abhéngigkeit von der mittleren
turbulenten kinetischen Energie & und/oder der Dissipationsrate e definiert wird,
miissen noch weitere Gleichungen fiir £, €, oder andere Groflen gelost werden.

Ein Nachteil der meisten RANS-Modelle ist die geringe Universalitéit, obwohl
ganze Theorien um manche Turbulenzmodelle entwickelt wurden. Es zeigt sich aber,
daB je nach Problem unterschiedliche Ansétze erfolgreich sein kénnen. Es kann also
durchaus passieren, dafl man mit einem Modell, das fiir eine bestimmte Situation
sehr gute Ergebnisse liefert, fiir ein anderes Problem voéllig falsche Ergebnisse erhélt.

10.5.1. Nullgleichungsmodelle

Bei den einfachsten Modellen verwendet man eine einfache algebraische Beziehung,
um die Wirbelviskositdt in (10.25) durch die mittleren Geschwindigkeiten auszu-
driicken. Man spricht dann von einem algebraischen Turbulenzmodell. Da sich da-
bei die Anzahl der zu l6senden Differentialgleichungen nicht von denen fiir laminare
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10.5. RANS-Modelle

Stromungen unterscheidet, spricht man auch von einem Nullgleichungsturbulenzmo-
dell. Man braucht keine weiteren Differentialgleichung fiir andere Gréflen zu 16sen.
Die meisten dieser Nullgleichungsmodelle verwenden im Prinzip die Mischungsweg-
hypothese von Prandtl und modellieren

=12 0,1l. (10.42)

Dabei mufl man noch Zusatzinformationen fiir den Mischungsweg [,, (x, t) bereitstel-
len. Die Mischungslédnge wird dabei von der Art der Turbulenz abhingen (Grenz-
schicht, Strahl, etc.). Derartige Modelle haben eine grofie Verbreitung gefunden.
Die bekanntesten Modelle sind von Baldwin and Lomax (1978) (fiir Grenzschich-
ten) oder auch von Cebeci und Smith (Smith and Cebeci, 1967), wobei neben der
Sperzifikation von [, (x, t) auch der Geschwindigkeitsgradiententerm verallgemeinert
wird.

Algebraische Turbulenzmodelle sind lokal. Das heifit, die Turbulenzeigenschaften
héngen nur vom Gradienten der mittleren Geschwindigkeit am betreffenden Ort ab.
Vorginge, die durch den Transport von Turbulenzstrukturen verursacht werden,
kénnen mit einem algebraischen Modell nicht beschrieben werden.

10.5.2. Eingleichungsmodelle

Um den Transport turbulenter Eigenschaften zu beriicksichtigen, kann entweder
eine Transportgleichung fiir die turbulente Viskositdt vp oder fiir die turbulente
kinetische Energie k gelost werden. Beide Ansétze sind erfolgreich verfolgt worden.

Unabhéngig voneinander haben Kolmogorov und Prandtl vorgeschlagen die tur-
bulente Viskositét durch (Geschwindigkeit x Lénge)

vr = ck?l, (10.43)

zu modellieren, wobei [, der Mischungsweg ist und ¢ eine Konstante.'® Wenn man
vt mit Hilfe der kinetischen Energie der Fluktuationen k£ modelliert, mufl man noch
eine weitere Differentialgleichung fiir £ l6sen. Dies wird in Kap. 10.5.3 beschrieben.

Die andere genannte Moglichkeit besteht darin, direkt eine eigene Gleichung fiir
die Wirbelviskositiat vr zu l6sen. Das prominenteste Beispiele hierfiir ist das Ein-
gleichungsmodell von Spalart und Allmaras. Es beruht auf empirischen Daten, Di-
mensionsanalyse und der Forderung nach Galilei-Invarianz. Das Modell ist lokal, die
Losung an einer Stelle héngt also nicht davon ab, was irgendwo weit entfernt pas-
siert, es ist robust, konvergiert schnell zu einem stationdren Zustand und benétigt
nur eine moderate Auflosung in Wandnéhe. Die Modellgleichung fiir die turbulente
Viskositét hat die Form

o 9\ 0 [vronm
(a +uj8—$‘]) v = a{L‘j (UV a{L‘j) +SV() (1044)

16Tm logarithmischen Wandbereich ist ¢ ~ 0.55.
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Hierbei ist die Modellkonstante o, eine turbulente Prandtlzahl der GroBenordnung
O(1). Sie beschreibt, wie der diffusive Terme gewichtet werden mufl. Der Quell-
term S, héngt ab von der laminaren und der turbulenten Viskositét, der mittleren
Vortizitat @;, dem Gradienten der turbulenten Viskositdt |Vur| und dem Abstand
zur nédchsten Wand [y . Die Details des Modells sind relativ kompliziert. Daher sei
an dieser Stelle auf Blazek (2001) verwiesen. Pope (2000) empfiehlt jedoch, den
originalen Aufsatz von Spalart and Allmaras (1994) zu konsultieren, da hier die
Konstruktion des Modells eingehend diskutiert wird.

10.5.3. Zweigleichungsmodelle: Das k-c-Modell

Eine bessere Modellierung als mit einem Eingleichungsmodell wird in der Regel
durch Modelle erzielt, bei denen zwei Eigenschaften turbulenter Strémungsfelder
berechnet und modelliert werden. Die beiden wichtigsten Eigenschaften sind die
Intensitat und die Struktur der Turbulenz. Erstere kommt durch die turbulente
kinetische Energie k zum Ausdruck. Wichtige Struktureigenschaften sind die rdum-
lichen Verteilungen der Dissipationsrate €, der turbulenten Frequenz w = €/k oder
der turbulenten Zeitskala 7. Dementsprechend redet man bei den Zweigleichungsmo-
dellen vom k-e-Modell, k-w-Modell oder k-7-Modell. Zweigleichungsmodelle haben
aber weiterhin das Defizit (anders als die RS-Modelle), da8 sie die Anisotropie des
turbulenten Feldes nicht modellieren kénnen. Dazu reichen zwei skalaren Grofien,
wie zum Beispiel k£ und €, nicht aus.

Das wohl bekannteste Turbulenzmodell ist das k-e-Modell. Hierbei werden neben
der Transportgleichung fiir den mittleren Impuls noch eine Transportgleichung fiir
die kinetische Energie und eine Gleichung fiir die Dissipationsrate gelost. Insgesamt
werden also drei Gleichungen gelost. Die mittlere kinetische Energie (pro Masse) der
turbulenten Bewegung k steht mit den Reynoldsspannungen in dem Zusammenhang

7ol

(10.45)

N | —

1
k= é(u’lu’1 + uhuh + ufup) =

Wirbelviskositat

Der erste Schritt besteht in der Definition der turbulenten Viskositét vr(k,e€). In
(10.43) hatten wir die Geschwindigkeitsskala V' der Fluktuationen (vgl. (10.30))
aus der turbulenten kinetischen Energie k gewonnen V ~ k'/2. Eine offensichtliche
Moglichkeit fiir die Langenskala L in (10.30) ist der Prandtlsche Mischungsweg
L = [,,. Diese Abschitzung liefert in der Tat die richtige Grofienordnung (bis auf
einen Faktor ~ 0.5).

Um aber den Zusammenhang mit € herzustellen, konnen wir fiir hohe Reynolds-
zahlen die Abschiitzung der Dissipationsrate ¢ ~ 3/l aus (10.3) ausnutzen mit
| = 1, = L. Deshalb setzen wir an

) k3/2
e

V=kY2 und L% (10.46)

154 4. €. Rublmann, WS 20/2f

Numerische Methoden der Strémungsmechanik



10.5. RANS-Modelle

Nach (10.30) muf die Wirbelviskositéit dann die Form

: k2
v V0 e LV =, (10.47)
€

haben, wobei ¢, eine Modellkonstante ist. Als néchstes benotigen wir noch die
differentiellen Transportgleichungen fiir die mittlere turbulente kinetische Energie
k und fiir die Dissipationsrate e.

Transport von mechanischer Energie

Fiir die zeitlich Entwicklung der Reynoldsspannungen u;u; kann man eine partielle
Differentialgleichung ableiten (siche Anhang C) und erhilt als Resultat (C.8) bzw.
(10.71). Wenn man in dieser Gleichung j = i setzt (und iiber ¢ summiert), erhélt
man die Transportgleichung fiir die mittlere turbulente mechanische Energie pro
Masse (Summenkonvention)

8 /
gtu + ukaku ul + 2} ukakul + 8ku’ gy (10.48)
(2) (3) (4)
1)

2 — 22—
= —=0ulp’ + —p'Ojul; + 2v0 Ok ul; —2v (O ul) (Okul) .
P P ~— ~ .
S—— = (7 (8)
(5) (6)=0

Aufgrund der Inkompressibilitdt verschwindet die Druck-Dehnraten-Korrelation
(6). Wenn wir in den beiden ersten Termen auf der linken Seite nun die turbu-
lente kinetische Energiedichte k& = m/ 2 einfithren lautet die Energiegleichung
(zur besseren Unterscheidung machen wir den Indexwechsel k& — j)

[t}

Ok + W05k = —uu05u; — 6 ufulul — —3 uip' + vojuiou, — v(0jul) (05u)).
———

Produktion P

(10.49)

Ziel der folgenden Umformungen ist es, moglichst viele Terme der rechten Seite
durch k, € und uju} auszudriicken. Der erste Summand der rechten Seite taucht auch
in der Glelchung fur die Energie der mittleren Stromung auf (hier nicht gezeigt),
nur mit umgekehrtem Vorzeichen. Er beschreibt also einen Austausch von Energie
zwischen der mittleren Stromung und den Schwankungen. Dieser Term wird daher
(Energie-) Produktion P genannt. Er beschreibt die Produktion von turbulenter
kinetischer Energie k.

Die beiden letzten Terme ~ v kann man schreiben als (die beiden blauen Terme
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wurden eingefiigt, sie kompensieren sich)!”

vOju;05u; — v(05uz) (O5u;)
= vy — (vB) @) + v(0:) (D00 ) +v () (D51

(.

~
Dissipation € > 0

= vOjuiduf + vOuldiu; — e = v0; (uidjul + wjdu;) — e = 210 st i — € (10.50)
wobei wir den Dehnratentensor der Schwankungen
1
Si; = 3 (Oyuf; + Ouy) (10.51)
eingefithrt haben. Damit haben wir
Otk + w05k = —uju}0;u; — 8 jusu) ; - —8 i 4 2v0uls) € (10.52)
—_———
Produktion
Wenn wir die Gradiententerme zusammenfassen, erhalten wir
Bek + W05k = —d 0 —0; | (4 + ¥ v — 2vis] 10.53
ik + u;0;k = —wjui05u; —0; 7—1—; u; — 2vu;s;; _D.G . (10.53)
Konv. N R
Diffusion

An dieser Form sieht man, dafl € die einzige Grofle ist, die im Mittel eine Energiesen-
ke darstellt: Denn der Gradiententerm sorgt nur fiir eine Umverteilung der Energie.
Das sieht man, wenn man iiber das gesamte Volumen integriert, das Volumen- in ein
Oberfldchenintegral umwandelt und beachtet, daf die Fluktuationen u; am Rand
verschwinden miissen. Der vom Gradiententerm beschriebene Energiestrom durch
die gesamte Oberfliche des Volumens verschwindet also. Auch der konvektive Trans-
portterm kann die Energie £ nur im Volumen umverteilen, das Integral iiber das
Volumen verschwindet (Inkompressibilitidt, Gaufischer Satz). Im statistisch statio-
néren Fall (0;k = 0) verbleibt von der Balance lediglich: Produktion = Dissipation

P =c (statistisch stationér). (10.54)

Wie konnen nun die einzelnen Terme modelliert werden? Bei der Modellierung
des Produktionsterms P verwendet man fiir die Reynoldsspannungen das Konzept
der Wirbelviskositét (10.24) und setzt an

P = —u;u;@jm ~ Ur (@ﬂi + @ﬂj) @»Ei. (1055)

"Die mittlere Dissipationsrate ¢, mit der die turbulenten Schwankungen Energie verlieren, ist
wohldefiniert. Man kann sie bequem schreiben als

= STyl = v [ B + 05) ()|

ij
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Auch alle Diffusionsterme werden in Analogie zur molekularen Diffusion mittels
Gradienten-Diffusion (Kap. 10.3.3) modelliert. Da man die turbulente Diffusivitét
I'% der turbulenten kinetischen Energie & nicht kennt, setzt man sie genauso wie
die turbulente Viskositit an, also I'% = vp /oy, nur mit einem Korrekturfaktor oy,
(turbulente Prandtlzahl) versehen. Damit wird unbekannte Stromdichte in (10.53)

durch
w, p 1z
ersetzt, wobei o, = vp/T% die turbulente Prandtlzahl fiir die turbulente kineti-
sche Energie ist, d.h. das Verhéltnis von turbulenter Impulsdiffusion zu turbulenter
kinetischer Energiediffusion. Der relativ unbedeutende Summand der molekularen
Viskositéit v wird meist weggelassen. Die Transportgleichung fiir die mittlere tur-
bulente kinetische Energie lautet damit

8tk T ch?jk = U7 ((%ﬂz aF 8Zﬂ]) 8jﬂz’ S 8]' |:<V T Z_—T) 8]/{3:| — €. (1057)
k
Es fehlt uns jetzt nur noch eine Gleichung fiir die Dissipation e.

Transport von Dissipation

Die Gleichung zur Bestimmung der Dissipationsrate ¢ kann man im Prinzip aus
der Navier-Stokes-Gleichung ableiten. Die resultierende Gleichung ist aber fiir eine
numerische Simulationen nicht geeignet. Deshalb wird eine einfache heuristische
Gleichung fiir die Dissipationsrate verwendet. Sie wird in Analogie zur Gleichung
fiir k£ formuliert

2
Ose + U;0;¢ = Cgl)élﬁf (0;W; + 0iw;) O7; +0; KV + V—T> 84 - 622)%,

s
’Produktion von Disspiation’ Pe

(10.58)

mit der turbulenten Prandtlzahl fiir die Dissipation o, = v/I'S. Hierbei ist (wie
oben fiir k) I's. die Diffusivitéit der Dissipationsrate e. Auch hier kann die molekulare
Diffusion von Dissipation entsprechend dem Term ~ v gegeniiber der turbulenten
Diffusion vernachléssigt werden. Die Faktoren e/k ergeben sich aus Dimensions-
griinden.

Die in das k-e-Modell eingehenden Konstanten c,, oy, o, cgl) und cgz) werden
durch Anpassung an experimentelle Daten gefittet. Eigentlich sollten diese Kon-
stanten universell sein. Es zeigt sich aber, dafl die Koeffizienten je nach Stromungs-
situation mehr oder weniger variieren. Verschieden Parametersitze, die meist durch
einen Vergleich mit Mefwerten per Fit bestimmt wurden, sind in Tabelle 10.1 auf-
gelistet.
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Autoren C cgl) CEQ) O O

Jones & Launder (1971) 0.09 155 20 10 1.3
Launder & Spalding (1974) 0.09 1.44 1.92 1.0 1.3 (Standardmodell)
Chien (1982) 0.09 1.35 1.80 1.0 1.3

Tabelle 10.1.: Einige typische Parameter fiir das k-e-Modell.

Defizite des k-e-Modells
Das k-e-Modell hat einige bekannte Schwéchen:

e Das k-e-Modell gilt eigentlich nur in Bereichen mit voll entwickelter Tur-
bulenz. Die turbulente Stromung im wandnahen Bereich kann nicht so gut
wiedergegeben werden. Dies gilt insbesondere fiir die viskose Unterschicht.

o k-e-Modelle sind nicht hinreichend sensibel gegeniiber Freistromwerten der
Turbulenzgrofen. Das ist von Vorteil, weil die Vorgabe von Einstréombedin-
gungen bei unbekannten Stromungen leichter fallt. Andererseits ist dies aber
auch von Nachteil, wenn der Einflufl der Turbulenz in der Einstromung auf die
rdumliche Entwicklung der turbulenten Strémung untersucht werden sollen.

e k-e-Modelle kénnen die druckinduzierte Ablésung nicht gut wiedergeben.

10.5.4. Randbedingungen
Wandfunktionen

Die numerische Behandlung der Region in Wandnéhe ist besonders aufwendig. Da
dort sehr hohe Gradienten auftreten konnen, benotigt man sehr viele Gitterpunkte
in Wandnéhe, um zum Beispiel die mittlere Geschwindigkeit %; und die Dissipati-
onsrate € im Bereich z.B. von y™ < 30 aufzulsen.

Auf der anderen Seite kennt man das Verhalten der Stromung in Wandnéhe,
wenn die mittlere Stromung nahezu parallel zur Wand verlauft. Dann besitzt die
mittlere Geschwindigkeit ein logarithmisches Profil. Die Idee der Wandfunktionen
geht zuriick auf Launder and Spalding (1972) und basiert darauf, die algebraische
Beziehung des logarithmischen Wandgesetzes zu nutzen, um Randbedingungen in
einem gewissen Abstand y = y, von der Wand zu formulieren, so dafl man die
Gleichungen fiir das Turbulenzmodell nicht mehr explizit in unmittelbarer Wand-
niahe fiir y < y, 16sen mufl. Es gibt sehr viele Varianten der Implementierung von
Wandfunktionen. Wir folgen hier den Ausfithrungen von Pope (2000).

Wir betrachten eine zweidimensionale turbulente Stromung. Die Randbedingun-
gen werden bei y = y, im Gebiet des logarithmischen Wandgesetzes aufgeprégt,
ungefihr bei y™ ~ 50 (Abb. 10.7). In diesem Gebiet gilt das logarithmische Wand-
gesetz

1
U= u, (— Iny™ + B) . (10.59)
»
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°
g+ A
log. Profil
Yp frmmemmmmmmmemees e
~ 10 I
viskose Unterschicht @
Abbildung 10.7.: Lage der Gitterpunkte 0 * i °

(blau) beziiglich der viskosen Unterschicht.

Randbedingung fiir die Reynoldsgleichung Wir betrachten eine einfache Scher-
stromung mit nur einem mittleren Geschwindigkeitsgradienten 0,u # 0. Aus dem
k-e-Modell erhalten wir

55)  —— 5t ‘ k?
P " o, " v (01 + o) 0;i; = v (9,)° (10 ¢, —(0,)". (10.60)
nu:gyﬂ

Aus dem ersten Gleichheitszeichen und aus den blauen Termen folgt

P

[wv’]
— k? k?
WV = c,— |9,u| = cy—L. (10.61b)
€ € ‘u’v/‘
Fiir statistische stationéire Stromungen mit P = € folgt aus (10.61b)"®
— v’ = u? =%k, (10.62)

Gleichung (10.62) wird dazu verwendet, um eine Soll-Wandschubspannungsge-
schwindigkeit u} am ersten Gitterpunkt y, (Abb. 10.7) im Fluid zu definieren, in
Abhéngigkeit der turbulenten kinetischen Energie k (die sich aus der k-Gleichung
(10.57) ergibt),

wi(ky) = e/ 'k (10.63)

T

Wahlt man nun einen Punkt y, im Bereich des logarithmischen Wandgesetzes, so
ergibt sich aus dieser Soll-Wandschubspannungsgeschwindigkeit u} iiber die viskose
Léngenskala v/u* die Schatzung fiir y;j und fiir die zugehorige mittlere Geschwin-
digkeit

.Y

Yy = V/’;*, (10.64a)
1

Uy = u <; Iny; + B) . (10.64b)

18Siehe auch Aufgabe 10.5 aus Pope (2000) (S. 374).
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10. Turbulenzmodellierung

Damit haben wir die mittlere Soll-Geschwindigkeit u; am Gitterpunkt y, (bzw.
yy) mittels u}(k,) durch k, ausgedriickt. Als Randbedingung fiir die Reynolds-
Gleichung (10.14a) fiir den mittleren Impuls wird bei 3> jedoch nicht die mittlere
Geschwindigkeit u,* vorgeschrieben, sondern die mittlere Schubspannung

2% (10.65)

—uv| =u
[T
D

*

p T
Dies hat den Vorteil, dafl der zusitzliche Faktor %, /%), eine robust regelnde Funktion
tibernehmen kann: Falls w, > u;, dann ist auch — W}p > u*? und die Randbe-

dingung wirkt wie eine Riickstellkraft (und umgekehrt). Die Wandschubspannung
ist der mittleren Geschwindigkeit entgegengesetzt. Auch an Separationspunkten, an
denen u, = 0 ist, ist die Bedingung wohldefiniert.

Randbedingung fiir die Gleichungen fiir ¢ und £k Wenn man die Produktion
P turbulenter kinetischer Energie betrachtet, erhdlt man zusammen mit dem loga-
rithmischen Profil fiir die mittlere Stromung
Pi= —wv gu LY 2t = U 08 (10.66)
~—— ny oy
w2 (10.29)
Das letzte Gleichheitszeichen ergibt sich aus dem Gleichgewicht zwischen Produk-
tion und Dissipation P = e im logarithmischen Bereich. Dies beruht auf der An-
nahme, dafl die Turbulenz dort stationdr und homogen ist (10.54).
Wertet man (10.66) bei y; aus, dann erhdlt man die Randbedingung fiir die

e-Gleichung
*3
=T 10.67
€p <y, ( )

Fiir die verbleibenden Gleichungen fiir £ und fiir die mittleren Normalspannungen
fordert man, dafl deren Gradienten senkrecht zur Wand bei y; verschwinden.

Die numerische Implementierung der Wandfunktions-Randbedingungen ist in
der Praxis etwas komplizierter, weil man sie direkt in die (z.B.) Finite-Volumen-
Methode einbaut. Der Punkt y,, ist dabei der erste Gitterpunkt im Fluid nach der
Wand (Abb. 10.7). Bei Verwendung von Wandfunktionen braucht man das Gitter in
Wandnéhe nicht so stark verfeinern, wodurch sich der numerische Aufwand erheb-
lich verringert. Es gibt aber eine Vielzahl von Stromungsbedingungen, bei denen
die Wandfunktionen nicht so gute Ergebnisse liefern, wie fiir ideale ebene Wéan-
de mit paralleler mittlerer Stromung. Hierzu zéhlen beispielsweise Strémungen mit
starken Druckgradienten, abgeloste Stromungen und Strahlen, die auf eine Wand
auftreffen. In diesen Féllen treffen auch die Annahmen nicht mehr zu, unter denen
die Gleichungen fiir die Wandfunktionen abgeleitet wurden.

Im Rahmen der Wandfunktionen wurde der erste Gitterpunkt im Fluid mit y,
festgelegt. Fiir Grenzschichtstromungen ist die Wahl der Punktes y, nicht besonders
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wichtig, solange v, im logarithmischen Bereich des mittleren Geschwindigkeitsprofils
liegt. Bei anderen Stromungen héngt das Ergebnis von der Wahl von y, ab. Dann
ist nicht sichergestellt, dal man gitterunabhéngige Ergebnisse erzielt, da sich mit
einer Gitterverfeinerung normalerweise auch der Punkte y, verschiebt (der Wert
verringert sich).

Ein- und Ausstrombedingungen fiir k und €

Normalerweise basieren die Einstrombedingungen auf experimentellen Daten oder,
falls diese nicht vorhanden sind, auf plausiblen oder vereinfachenden Annahmen.
Von Bedeutung ist der Turbulenzgrad der Einstromung. Er ist definiert als

Tu :=

— 10.68
o (10.68)
wobei U; die mittlere Geschwindigkeit senkrecht zur Einstromfliche am Einlaf ist
und angenommen wurde, daf§ die Einstromung parallel zu e, ist. Der Turbulenzgrad
ist auch eine wichtige Kenngrofie von Windkanélen. Typische Werte liegen bei 1%
bis 20%. Aus dem Turbulenzgrad erhidlt man die mittlere kinetische Energie der
Fluktuationen unter Annahme von Isotropie
l—s 3—5 3 ==\ 2

k= §ug2 = §u'12 =3 (Tul,)". (10.69)

Eine typische Annahme iiber die Dissipationsrate basiert auf Skalenbetrachtun-
gen unter Annahme eines lokalen Gleichgewichts zwischen Produktion und Dis-
sipation, d.h. (10.3). Dazu nutzen wir (10.46) und nehmen an, daf§ die grofiten
turbulenten Wirbel mit Skala [ = aL mit der geometrischen Breite L des Einlasses
skalieren. Damit erhalten wir

k‘3/2
= — 10.70
=t (10.70)
wobei a € [0.01, 1] ein weiterer Modellparameter ist.

Ahnlich wie bei laminaren Stréomungen ist nicht unmittelbar klar, welche Rand-
bedingungen am Auslafl aufzupriagen sind. Daher wihlt man das Gebiet, iiber wel-
ches man die Gleichungen integriert, meist moglichst grof3, so daf} sich die Stromung
stromab nicht mehr stark &ndert. Dann fordert man, dafl alle Gradienten in Haupt-
stromrichtung eq, die meist senkrecht zur Berandung ist, verschwinden.

10.6. Reynoldsspannungsmodelle (RS-Modelle)

Modelle zweiter Ordnung greifen auf die exakte Gleichung fiir die Reynoldsspannun-
gen zuriick. Diese Modelle werden RS-Modelle genannt. Hierbei werden neben der
Reynolds-Gleichung (10.14) noch Gleichungen fiir die sechs Reynoldsspannungen
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uluj und eine Gleichung a la (10.58) fiir die Dissipation € gelost. Die Transportglei-
chung fiir die Reynoldsspannungen lautet

81;t + ukaku +Zﬁguk8kuz + ul ukakuj + ﬁku uj,
-t ®) )
:—l(d-WjLaju;p) 1(’6u +p’8u) voiuul g
\ 1Y , ﬁ , \“,_/
= 5 (7)
— 2v/(8uf) (Orutf) - (10.71)

-

®)

Ihre Ableitung ist in Anhang C zu finden. Um die Schreibweise von (10.71) zu
vereinfachen, fithren wir Abkiirzungen ein

D— 0
—ugul+ 2 —Tijk = 73” + Rm — € (10.72)
o s RS

Dabei ist Tj, der Reynoldsspannungsfluff, P;; der Produktionstensor, R;; der
Druck-Scherraten-Tensor und €;; der Dissipationstensor. Die schwarzen Terme sind
bekannt, d.h. fiir sie haben wir Bestimmungsgleichungen. Dies sind die Reynolds-
gleichungen (10.14) fir w; und p, die Reynoldsspannungsgleichungen (10.71) fiir
uju); und die Gleichung (10.58) fiir die Dissipationsrate €. Die blauen Terme sind
unbekannt und miissen daher irgendwie modelliert werden.

Da man bei den RS-Modellen die Reynoldsspannungen berechnet, braucht man
fiir sie kein Wirbelviskositdtsmodell. Damit besitzen RS-Modelle den Vorteil, dafl
sie das gesamte turbulente Stromungsfeld mit allen Komponenten der Reynolds-
spannungen und damit auch die Anisotropie der Turbulenz wiedergeben koénnen.
Deshalb werden auch Umverteilungsmechanismen turbulenter Eigenschaften erfafit.
Insbesondere werden die Produktionsterme P;; exakt in geschlossener Form darge-
stellt.

Die erweiterten Fahigkeiten der RS-Modelle werden jedoch mit der Notwendigkeit
erkauft, 6 Gleichungen fiir die Reynoldsspannungen zu simulieren. Die Gleichungen
sind numerisch nicht ganz einfach zu handhaben und erfordern einen hohen Rechen-
und Speicheraufwand. Aulerdem miissen die neuen unbekannte Gréflen modelliert
werden, indem man sie durch Mittelwerte und durch Reynoldsspannungen aus-
driickt. Hierbei ist die Modellierung des Druck-Dehnraten-Tensor R;; weitaus am
wichtigsten und es wurden eine Vielzahl unterschiedlicher Modelle vorgeschlagen.
Die Modellierung von RS-Modellen ist komplizierter die Modellierung von RANS-
Modellen. Aufgrund der Komplexitit der Gleichungen war diese Art der Modellie-
rung frither nicht moglich.
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Wir wollen nun die Terme in (10.72) etwas ndher betrachten. Der erste Term in
(10.72) ist die substantielle Ableitung der Reynoldsspannungen, wobei substantiell
hier mit der mittleren Geschwindigkeit mitbewegt bedeutet

D i -
E—tu;u; =5 L+ Up Oy (10.73)

10.6.1. Produktion von Reynoldsspannungen

Der Term (3)
Pii = — (u;u;ﬁkm + u;u;ﬁkﬂj) (10.74)

heifit Produktionstensor. Er beschreibt Prozesse, bei denen mittlerer Impuls u; durch
die Fluktuationen konvektiv transportiert wird (zum Beispiel u}0,u;) und damit
einen Beitrag (hier W@kﬂi) zur Anderung der Reynoldsspannungen liefert. Es
sind dies also Produktionsterme von Reynoldsspannung. Fiir ihre numerische Be-
handlung benotigt man keine weiteren Zusatzannahmen (Modelle), da alle Terme
mittels der anderen Differentialgleichungen zugénglich sind.

Die verschiedenen RS-Modelle unterschiedlicher Autoren unterscheiden sich in
den verwendeten Modellkonstanten. Einige Beispiele sind weiter unten in Tabelle
10.2 angegeben.

10.6.2. Dissipation

Der Term (8)
€ij = 2v(0kut}) (Opus) (10.75)

heifit Dissipationstensor. Terme dieser Art beschreiben die Dissipation. Insbeson-
dere lautet die Summe der Diagonalterme

Spur(e;;) = €; = 2v(0ku}) (Opul) = 2€. (10.76)

Der skalare Ausdruck € wird Pseudo-Dissipation genannt. Die wirkliche Dissipati-
on (siehe (10.50)), welche die Konversion von mechanischer Energie in thermische
Energie bezeichnet, ist allerdings

e =+ v(0u) (Opul). (10.77)

Da die relative Differenz zwischen Dissipation und Pseudo-Dissipation jedoch meist
nur einige Prozent betrédgt, wird auch die Pseudo-Dissipation oft einfach als Dissi-
pation bezeichnet.

Bei der Approximation des Dissipationstensors in (10.71) wird oft nur die Dia-
gonale verwendet, wobei die Diagonalelemente gleich gewichtet werden. Dies ist
eine Konsequenz der lokalen Isotropie der Turbulenz bei hohen Reynoldszahlen.
Die Approximation lautet dann

2

2 2
€j = ?(&gu;) (Ok)0ij = 30 ~ gedy. (10.78)
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Im letzten Schritt wurde € ~ € approximiert.

Die Approximation durch diese Diagonalform entspricht der Annahme lokaler
Isotropie. Nur in Wandnéhe ist diese Annahme nicht erfiillt. Die Terme, welche die
Abweichung von der isotropen Turbulenz beschreiben (Abweichung von (10.78)),
konnen ggf. in die Modellierung von R;; inkludiert werden, da der anisotrope Anteil
von ¢;; dieselben mathematischen Eigenschaften wie R;; besitzt. Fiir die Dissipati-
on € wird, wie eingangs erwahnt, eine heuristische Transportgleichung dhnlich wie
(10.58) gelost. Sie lautet

de _ de € Ppy 0 k———-\ Oe €
En +uja—xj = cCar— + oz, [(V@k +ce€ujuk) &cJ —Ca (10.79)

10.6.3. Druck-Dehnraten-Tensor

Der Druck-Dehnraten-Tensor lautet™

Er wird zusammen mit den Druckdiffusionstermen (5) behandelt. Seine Modellie-
rung ist von sehr grofler Wichtigkeit fiir das gesamte RS-Modell.

Da die Spur R;; = (2/p)p'V - ' = 0 verschwindet, taucht dieser Term nicht in
der Gleichung fiir die kinetische Energie (10.53) auf. Daher ist der Term energie-
erhaltend. Er bewirkt nur eine Umverteilung der Energie zwischen den Reynolds-
spannungen.

Um zu sehen, wie sich die Druckfluktuationen auswirken, kann man eine Poisson-
Gleichung fiir die Druckfluktuationen ableiten. Dazu setzen wir p + p’ in (7.7) ein
und subtrahieren davon die gemittelte Gleichung. Man erhélt dann

1 ou; Ou; 02 N
il v N, Sl " — ) . 10.81
1% al’j &r, al‘il‘j (ulu] uzu]) ( )
Aufgrund dieser Gleichung kann man den fluktuierenden Druck
p =p" +p® 4 p® (10.82)
in drei Anteile zerlegen. Der Rapid-Term p™ ist definiert durch
1 ou; o
2y = 92 S 10.83
fiir den Slow-Term p'® gilt
1 2, (s 82 I A
SV =y (W~ ) oSy
YDer Dehnratentensor ist sj; = & [9;u; + ;uj]. Ob der Druck-Dehnraten-Tensor diagonal ist

oder nicht, hingt vom Koordinatensystem an. Mit einer Hauptachsentransformation kann man
ihn diagonalisieren. Jedenfalls mufl der Dehnratentensor symmetrisch sein und seine Spur 9;u
muf} verschwinden (Inkompressibilitét).
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und der homogene Teil p®™ muf der homogenen Laplace-Gleichung VZp) = 0 ge-
niigen. Dabei werden alle Randbedingungen auf p™ abgewilzt. Der Rapid-Druck
wird so genannt, weil er sofort auf auf Anderungen der mittleren Geschwindigkeit @;
reagiert. Im sogenannten rapid-distortion-Limit kann p(*) gegeniiber p") vernach-
ldssigt werden.

Genauso wie die Druckfluktuationen zerlegt man auch die Druck-Dehnrate-
Korrelation

Rij =Ry + R +RY. (10.85)

Man kann zeigen, dafl im Falle homogener Turbulenz der Rapid-Term Rg) ~
Ou;/Ox; direkt proportional zu Gradienten der mittleren Strémung ist. Der Slow-

Term RS) ist fast immer wichtig. Im Falle rein zerfallender homogener Turbulenz

ist RS) der einzige von Null verschiedene Term. Der Term Rgl) verschwindet im
Falle homogener Turbulenz. Er ist nur in Wandnéhe wichtig. Durch Betrachtung
verschiedener Szenarien kann man Modelle fiir Rl(j) und RZ(;) finden.

Return to isotropy Eine einfache Situation, in der man die Druck-Dehnraten-
Korrelationen untersuchen kann, ist der Zerfall anisotroper Turbulenz. Dann sind
Rg) = RZ(?) = 0 und die Gleichungen fiir die Reynoldsspannungen vereinfachen sich

zu (keine Produktion, da 0,uw; = 0, aber Turbulenz homogen, dann 0;,7;;, = 0(?))

d T S

3 =R — €. (10.86)
Es ist naheliegend, daf} bei ihrem Zerfall die anisotrope Turbulenz die Tendenz hat,
isotrop zu werden. Diese Tendenz bezeichnet man mit Return-to-isotropy. Durch

Betrachtungen der o.a. Gleichung schlug Rotta (1951) das Modell
RO = e (= 2o, (return, to isotropy) (10.87)
i = —ery | uiuy — ko return to isotropy .
vor, wobei cg = 1.8 die Rotta-Konstanteist. Fiir dieses Modell kann man zeigen, daf3

die Komponenten eines geeignet definierten des Anisotropie-Tensors exponentiell
zerfallen und nennt das Szenario linear return to isotropy.

Rapid distortion Wenn man einen anderen Grenzfall betrachtet, ndmlich die an-

fanglich isotrope Turbulenz, die durch einen Gradienten der mittleren Geschwin-
digkeit schnell anisotrop wird (rapid distortion), kann man den Ausdruck

2
Rg) - ¢, (Pij — gPéij) (rapid distortion) (10.88)

fiir den Rapid-Term gewinnen (P = Py) mit ¢; = 3/5. Damit erhilt man das
einfache Grund-Modell (ohne Wandeffekte) als

€ (— 2 2
Rij = _CRE (u;u; — §k5ij) — Co (Pij — gp@j) . (10.89)
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Wandreflexion Um den Besonderheiten in der Nihe von festen Wanden Rechnung
zu tragen, haben Gibson and Launder (1978) zusétzliche Slow- und Rapid-Terme
vorgeschlagen. Die Terme der Wand-Reflexion lauten

S,w w 3 3

RE] ) —cg )2 (u;uﬁnnknm@j — §u;€u;nknj — §u;€u;nknl> fr (10.90a)
T, w T 3 T 3 s

RE].’ ) = Cg ) (Ré&nknméw - 57\’,}2@)%]971] - §ng])nknl) fL, (1090b)

wobei n; der Normalenvektor der Wand ist und f; = L/y mit L = k*?/¢ und
y der Wandabstand. Im logarithmischen Bereich ist L/y ~ 2.5. Einige typische
Koeffizienten, die von verschiedenen Autoren verwendet wurden sind in Tabelle
10.2 angegeben.

10.6.4. Reynoldsspannungsfluf3

Der Reynoldsspannungsflufl setzt sich aus den drei Termen (4,5,7 in (10.71)) zu-
sammen

Tign = T + T + TR, (10.91)
wobei
TS = wiulug, (10.92a)
Tz(ﬁc) = % (uipbar + up'On) (10.92Db)
T = —vdd,. (10.92c)

Der viskose Diffusionsterm hat fiir grole Reynoldszahlen Re > 1000 kaum Bedeu-
tung und kann meistens vernachléssigt werden.

Der Term Tl(ﬁc) ist eine Dreifach-Korrelation. Zu seiner Berechnung miifiten wir ei-
gentlich wiederum weitere Gleichungen 16sen. Dies ist aber nicht praktikabel (Schlie-
Bungsproblem). Daher wird er modelliert. In die Gleichungen geht die Divergenz
von TZ(;Q ein. TZ(;Q entspricht daher einem diffusiven Prozef. Der Term ist meist von
relativ kleiner GroBlenordnung und wird gemeinsam mit der viskosen Diffusion der

Reynoldsspannungen TZ(]’;) modelliert. Nach Daly and Harlow (1970) setzt man

e\
OuTiji = —Vﬁzu;u; + Opujufuy, ~ —0 [(Vélk + cs—u;u;) 8ku;u;} . cs = 0.22.
€
(10.93)

An der Approximation erkennt man auch direkt die Modellierung als Diffusion

(zweite Ableitung) der Reynoldsspannung w,u’;, wobei die Diffusivitdt nicht kon-

1 )
stant ist, sondern selbst linear mit der Reynz)ldsspannung variiert. Desweiteren
gehen die kinetische Energie pro Masse k£ und die Dissipationsrate € ein.

Die Terme 71(]’2 der Druckdiffusion bewirken eine zusétzliche Durchmischung.
Sie werden entweder vernachlédssigt oder bei der Modellierung des Druck-

Dehnratentensors beriicksichtigt.
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Autoren Peric & Scheurer

Stromungstyp  backward-facing step  highly swirling flow

Gibson & Launder

Younis

swirling jet

Cr

1.80
0.60
0.50
0.18
0.22
0.18
1.45
1.90

1.80
0.60
0.50
0.30
0.22
0.18
1.45
1.92

3.00
0.30
0.75
0.50
0.22
0.15
1.40
1.80

Tabelle 10.2.: Typische Koeffizienten fiir RS-Modelle.
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A. Exakte Losung der
eindimensionalen
Transportgleichung

Um eine exakte Losung der Transportgleichung (6.94) zu finden, nehmen wir eine
konstante Advektionsgeschwindigkeit u = const. an und transformieren die Trans-

portgleichung - - -
oT oT 0*T

- Il Al
o "oz "o (A1)

zunéchst in das mit v mitbewegte Koordinatensystem
X =z —ut, T =1. (A.2)

Im bewegten Koordinatensystem ist die Konvektionsgleichung nur noch eine Diffu-
sionsgleichung. Man erhilt!

or  o*T
Mit dem Separationsansatz
T(X,7) = f(r)9(X) (A.4)
erhalten wir nach Division durch fg
f(r) _ ¢g"(X)
=K . A5
Fr) " glx) .

Jetzt héngt die linke Seite der Gleichung nur von 7 und die rechte nur von X ab.
Damit diese Gleichung aber fiir beliebige Werte von X und 7 gelten muf}, miissen
beide Seiten konstant und identisch sein. Dann erhalten wir fiir f(7) die Form

F(t) = e (A.6)

'Beachte, daf§ sich die Ableitungen nach den alten Koordinaten (z,¢) dann folgendermafen durch
die Ableitungen nach den neuen (X, 7) ausdriicken lassen

o (or\o  (0X\ 0 o
or ox ) ot or ) 90X 90X’
—— ——

=0 =1
9 _ (N9  (9XNo _90 O
ot~ \ot)or "ot )ox ~or "ox
=1 =—u
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A. Exakte Losung der eindimensionalen Transportgleichung

Die resultierende Gleichung fiir g(X) lautet

kg’ = Ag. (A7)
Der Exponentialansatz g(X) = e?™X/L (p : Zahlenwert, L : Referenzlinge) ergibt
A = —rm?p?/L?. Aus Symmetriegriinden kénnen wir hier auf g(X) = sin(prX)
spezialisieren. Damit lautet die Losung fiir eine rdumliche Fourier-Mode mit Wel-
lenzahl pr/L

T = A(p)e ™ ™/ sin(pr X /L) = A(p)e ™ ™YV sin [pr(x — ut)/L].  (A.8)

Wegen der Linearitét der Diffusionsgleichungen kénnen wir nun beliebige Fourier-
Moden superponieren, um die Losung fiir unser anféngliches Stufenprofil zu erhal-
ten. Dazu nutzen wir die spektrale Darstellung des Stufenprofils (6.115)

T(X,0) = % + Z (—%) sin(prX/L) = % - Z ﬁsin [(2k — 1)mX/L].
' odd =

AP
(A.9)
Wenn wir dies einsetzen, erhalten wir die Losung der Transportgleichung fiir ein
anfingliches Stufenprofil
T = = sin[(2k — 1) X /L] e nCGRDTTYLY, (A.10)

(2k — D)

I — 2
2
k=

1
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B. Exakte Losungen der
Burgers-Gleichung

B.1. Anfangswertproblem in einer Dimension

Die Ableitung folgt dem Buch von Kevorkian and Cole (1981) bzw. Whitham
(1974). Die Burgers-Gleichung ist die einfachste partielle Differentialgleichung, in
der Nichtlinearitéit und Dispersion zusammenwirken. Sie ist ein elementares Beispiel
auch fiir Struktur von Verdichtungsstoflen. Sie besonders von Interesse, da man ihre
Losungen explizit angeben kann.

Eine Losung der Burgers-Gleichung

o ou
ot u(?x V(?:EQ

kann man erhalten, wenn man sie auf eine Diffusionsgleichung transformiert. Zu-
néchst schreiben wir

=0 (B.1)

d¢
=T, B.2
u= o (B.2)
Einsetzen und Integration der Gleichung liefert dann die Gleichung
o6 1 (0p\>  9%¢
o) 22— B.3
ot 2 <8x) e (B3)

fiir ¢. Den nichtlinearen Term kann man nun durch die Transformation
¢ =—2vinv (B.4)

eliminieren. Wenn man dann

dp  2wv dp  2wv @_ v 2 (81})2’ (B.5)

v o v 0a? o

o v ot’ or v ox’ or2 v 02 | 2

in (B.3) einsetzt, vereinfacht sich die Differentialgleichung zu der Diffusionsglei-
chung

— —v— =0. B.6
ot U or (B.6)
Der Zusammenhang zwischen v und v ist dabei gegeben durch
2v Jv 0
=———=—2v—Inw. B.
u e vy Inv (B.7)
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B. Exakte Losungen der Burgers-Gleichung

Dies nennt man auch die Cole-Hopf-Transformation. Wenn nun die Anfangswerte
fiir w in der Form w(z,0) = F(z) auf = € [—00, 00| gegeben sind, dann erhélt man
v(x,0) durch Integration von (B.7) zu

v(z,0) = exp <—i/ F(s)ds) = G(x). (B.8)
2v J,
Die Integrationskonstante wurde dabei so gewihlt, da§ v(0,0) = 1 ist. Diese will-
kiirliche Wahl macht aber nichts aus, denn die Losung wu(z,¢) hangt nicht davon
ab. Nun konnen wir die bekannte Losung des Anfangswertproblems fiir die Diffusi-
onsgleichung!

v(z,t) (2=5)"4vt g (B.9)

\/ 4rvt

verwenden, um daraus mittels (B.7) die gesuchte Losung

u(z,t) = /—Z <i; S) G(s)exp {— (v — 5)* /4wt} ds.
/ G(s)exp {— (z — )" /Avt} ds

(e o]

(B.10)

zu erhalten.

B.1.1. Stationdre Losung in einer Dimension

In einer Dimension kann man stationére Losungen der Burgers-Gleichung dadurch
finden, indem man sie einmal integriert

d [u? du
— — = 0. B.11
dz ( dx) ( )

!Die Losung der Diffusionsgleichung zu der Anfangsbedingung v(x,0) = §(z — s) (anfinglicher
Delta-Peak bei z = s) lautet (siche z.B. Landau and Lifschitz, 1991)

1 .
) = S/,

Wir hatten sie in Abb. 6.1 schon verwendet. Eine allgemeinere Anfangsbedingung kann man

darstellen als -
v(x,0) = G(x) = / G(8)0(x — s)ds

Aufgrund der Linearitéit der Diffusionsgleichung kann man daher die obige Losung fiir einen
anfinglichen Delta-Peak mit Wichtungsfaktoren G(s) zu der allgemeinen Losung superponieren.
Denn im Limes ¢ — 0 erhélt man aus der allgemeinen Losung (B.9) unter Beachtung der
Darstellung der Delta-Funktion

1 e 2 o0 e—(w—s)?/4vt
m G(s)e~(==9)/4tqs = lim G ds = / G(s)o(x — s
t—0 \/477Vt / ( ) t—0 o ( ) 47TV )
—>6(z s)
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B.2. Stationédre Losung in zwei Dimensionen

v V2c c
1072 1 0.5
1071 1.00009 0.50009

1 1.5434 1.1910

10 4.50975 10.1689
100 14.1539 100.166

Tabelle B.1.: Werte fiir die Integrationskonstante ¢ in Abh#ngigkeit von v fiir die statio-
niren Losung der 1D Burgers-Gleichung zu den Randbedingungen «(0) = 1 und u(1) = 0.

Eine Moglichkeit, diese Gleichung zu erfiillen ist u = const. Die andere Moglichkeit
besteht darin, dafl der Ausdruck in der Klammer konstant ist. Dies fithrt auf

du u? ¢ dx du
D S d - B.12
dez 2v v oder 2u  u?—2c¢’ ( )

mit der Integrationskonstante c. Wenn man dies integriert, erhélt man

T — Xo

1 u
= ———==arctanh | — B.1
5 \/Q_Carc an <\/2_c) (B.13)

bzw.

u = v/2ctanh [g (2o — :c)] . (B.14)

Hierbei sind ¢ und xg zunéchst beliebige Integrationskonstanten. Sie miissen so
festgelegt werden, dafl die Randbedingungen erfiillt sind. Sei zum Beispiel u(0) = 1
und u(1) = 0, dann folgt xy = 1 und ¢ ist Losung der transzendenten Gleichung

V2

1
—— =tanh |— . B.1
anh | <~ ] (B.15)

oL

Die Losungen sind fiir einige Werte von v in Tabelle B.1 angegeben. Einige der
zugehorigen stationdren Losungen sind in Abb. B.1 gezeigt. Man sieht, daf§ fiir
v > 1 die Diffusion dominiert und das Profil im Limes v — oo zu einem lineare
Profil wird. Umgekehrt ist das Profil konvektiv dominiert, wenn v < 1 ist.

B.2. Stationdre L6sung in zwei Dimensionen

Die Methode der Cole-Hopf-Transformation kann man auch auf die zwei-
dimensionale Burgers-Gleichung
ou

E+u-Vu—1/V2u:O (B.16)
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B. Exakte Losungen der Burgers-Gleichung

1.2

1
0.8}

u 0.6/ 1
0.4/ 100

0.01
0.1

0.2}

Y02 04 06 08 1
e

Abbildung B.1.: Exakte Losungen der stationéiren Burgers-Gleichung zu den Randbedin-
gungen 4(0) = 1 und u(1) = 0. Die Werte fiir v sind als Parameter angegeben..

mit w = (u,v)" erweitern. Dann fiihrt die Transformation

2v 0P 2v 09
=——— = ——— B.17
“ ¢ Oz’ ! d Jy ( )
und fiihrt auf die 2D-Diffusionsgleichung
0o Pd 9%
— —v| w5 +==)=0. B.18
o (ax2 * ay2) (B.18)

Man kann jetzt durch Kenntnis exakter Losungen der 2D-Diffusionsgleichung wieder
exakte Losungen der Burgers-Gleichung finden. Hier beschranken wir uns auf den
stationdren Fall
Pd 9’
-4 =
ox?  0Oy?

Durch den Separationsansatz ® = f(x)g(y) kann man leicht die allgemeine Losung

0. (B.19)

b = a1 + asr + azy + ayxy + as [e/\(x_“’) + e)‘(x_x“)} cos (Ay) (B.20)
finden. Die Losung fiir w ergibt sich dann als

as + asy + Aas [eM7770) — A#=20)] cos (\y)
( Y ) ai + asx + azy + agry + as [eMr—w0) 4 eAMr=w0)] cos (Ay)
= —2v

az + asx — Aag [eX@770) 4 Xe=m0)] gin (Ay)

ai + asr + azy + agry + as [eMr—w0) 4 eAMr=w0)] cos (Ay)
(B.21a)
Abbildung B.2 zeigt das Beispiel, das auch in Fletcher (1991a) abgedruckt ist. Es
wurden dieselben Parameter verwendet.” Fiir grofere Werte von y als die in der

2Trotzdem besteht bei der Skala von u eine Diskrepanz (Faktor 2).
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B.2. Stationédre Losung in zwei Dimensionen

(a) (b)

Abbildung B.2.: Losungen der zwei-dimensionalen Burgers-Gleichung nach (B.21). Die
Parameter sind identisch mit denjenigen, die Fletcher (1991a) verwendet: a; = ay =
1.3x10%, a3 =a4=0,a5 =1, A =25, 2o = 1 und v = 0.04.

Abbildung gezeigten erhélt man Singularitédten und eine dramatische Variation von
v und v die sich in Abb. B.2b schon andeutet. Dies hdngt mit den Nullstellen
des Nenners in (B.21) zusammen. Beachte auch, daf es fiir diese Losungen keine
Kontinuitétsgleichung gibt. Insbesondere ist (B.21) nicht divergenzfrei.
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C. Transportgleichung fiir die
Reynoldsspannungen

Um dynamische Gleichungen fiir die Reynoldsspannungen ! u; zu erhalten, multi-
plizieren wir die Navier-Stokes-Gleichung

O (1 + u))

1
5 +Gh+uD@G%+%)Z—E&@+WU+V%G%+%) (C.1)

mit u; und mitteln. Wir erhalten so

0 u; + u; — — — —

1
- —;u}@i (P + )+ vu0f (U + uj). (C.2)

Bei der Mittelwertbildung verschwinden alle Summanden, die linear in den Fluk-
tuationen sind, und wir erhalten

~oul 1
; 675 L (UrOpuy + g, Op; + upOpuy) = —;u;@ip’ + Vug»@,zu;, (C.3)
bzw.
/ ; !,,! — !,,! / 1 / / 1 92,,!
i L O + ulug Opuy = —;uj@-p + vuOgu;, (C4)

Wenn wir nun die Indizes ¢ und j vertauschen, und die resultierende Gleichung

Ou 1
UZE + 8ku + vl OpTt; + Oy = ——ui0pp + vuiOjul, (C.5)
p

u (C.4) hinzuaddieren, erhalten wir

O 0 WO, + Wl 0T, + WOk A uu O+ uul, O,
U, u u u ul u u U, u U u u u;
e i at k kYk LYEU; k9% kU
1
_—@pm+uhyyu(%%%+%%%) (C.6)
p
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C. Transportgleichung fiir die Reynoldsspannungen

Unter Beachtung der Produktregel der Differentiation kénnen wir die Terme paar-
weise zusammenfassen bzw. umformen und erhalten

!,/
Quu;

ot

- / / - / / !,,! - !,,/ - !,/ / !,,! /
+ ukujakui + ukuiﬁkuj + ujukﬁkul- + wup Opu; + ujukakui + uiukakuj

-~ -~ -~

a7 1,7 Tod oyl o, ! /
ukakujui 8kuiujuk—uiuj8kuk

=0

P |
= —; (&u;p’ + @uép’) + ; (p’(?zu; +p’8]u;)
+vOR T, — 20Ok (Ot r

Damit erhalten wir die gesuchte Transportgleichungen fiir die Reynoldsspannungen

v,

T I 4 Uk Opuug + wiug Op; + wiwy Opty + Opujufuy,
—_— ~ -
(1) 2) ®3) (4)

1 -
= —— (0wl + Ojulpl) 4+ — (PO, + p'Ojul) + vojulul
P ——’

(o | —

~\~ 4 ~\~ - (7)

(5) (6)
—2v (Op) (Orul) - (C.8)

N

-~

(8)

Auf die Numerierung der Unterklammerungen wird im Haupttext in Kap. 10.6
verwiesen.
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Mittelpunktsregel, 78 SIMPLEC, 70
Mittelung SIMPLER, 71
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Van Driest-Dampfungsterm, 151

Verstarkungsfaktor, 4
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