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Vorbemerkungen

Dieser zweistindige Kurs, den ich im WS04 zum ersten und im WS20 zum letz-
ten Mal an der TU Wien gehalten habe, hat das Ziel die wichtigsten gnallegen-
de Konzepte der numerischen Methoden der $mungsmechanik zu vermitteln.
Er baut auf der Grundlagenvorlesungsrundlagen der numerischen Methoden der
Stremungs- und Warmetechnik (LVA-Nr. 302.017) auf. Daher wird desefteren auf
die genannte Grundlagenvorlesung verwiesen. Aus demselben Grueginnt die
Numerierung der Abschnitte auch mit Kapitel 6, womit alle Kapitel derbeiden
Vorlesungen durchgehend numeriert sind. Das vorliegende Skripibasiert auf ver-
schiedenen Lehribchern und anderen Vorlesungsskripten, auf die im Text verwiesen
wird.

Aus Zeitgranden kann diese Vorlesung nicht alle Details abhandeln. #dschens-
wert waren sicher noch Erweiterungen um Vortex/Particle-Methoden, &eiphasen-
stremungen mittels Volume-of-Fluid und Level-Set-Methoden und ande wichtige
Themen gewesen.

H. C. K.
im Januar 2021
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6. Zeitliche Diskretisierung:
Konvektions-
Di usionsgleichungen

In der Stremungsmechanik realer Fluide hat man es fast immer mit Gleichungen
vom Typ

@T )
@ leh T LEA ST (6.1)

Konvektion Di usion au ere Kr afte
Anderungsrate

zu tun.! Wenn wir zum Beispiel T als Temperatur au assen, beschreibt die Glei-
chung die Entwicklung der Temperatur an allen Punkterx des betrachteten Ge-
bietes und #r alle Zeitent > t o nach der Pmparation eines Anfangszustandes
To(X) = T(X;tp). Dann ist (6.1) eine Warmetransportgleichung. Die zeitlicheAn-
derung der Temperatur an jedem festen Ort zur Zeit t ist gegeben durch@ T=@t
Der Termu r T, in einer Dimensionu@ T =@ keschreibt die negativeAnderungs-
rate der Temperatur durch Konvektion mit der Geschwindigkeitu (Abb. 6.1a).
Die Rate der Anderung durch Diusion r 2T (Abb. 6.1b) hatten wir ja schon
kennengelernt. Die Ge e F(x;t) beschreibt die Quellen bzw. Senken des Feldes
T(x;t). Dies kennen zum Beispiel Vdrmequellen aufgrund chemischer Reaktionen
(Verbrennung) sein oder Verluste aufgrund von Strahlung.

Die Konvektion von T wird vom Geschwindigkeitsfeldu be-
wirkt, das seinerseits durch die Navier-Stokes-Gleichung (hierf
ein Newtonsches Fluid)

@,

@t
bestimmt ist. Die Navier-Stokes-Gleichung ist im wesentlichen
auch eine Konvektions-Di usionsgleichung. Nur wird hier die
Claude Louis Ma- vektorielle Gre e u (Impuls pro Masse) transportiert® Der kon-

rie Henri Navier  vektive Transportterm u r u stellt einen nichtlinearen Term dar,
1785{1836 der das Verhalten der Stomung ganz entscheidend beein ussen

urus= 1 p+ r2u+ F(T) (6.2)

LEigentlich treten noch weitere Terme auf, die aber sehr oft vernaklassigt werden lennen.

2In der Navier-Stokes-Gleichung tritt jedoch zusatzlich noch der Druck auf, der einer besonderen
Behandlung bedarf.

3Bei einem inkompressiblen Fluid ist = const., so da der Geschwindigkeitsvektor proportional
ist zum Vektor der Impulsdichte: u u.
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

(a) (b)

0:8-

0:6

0:4-

Abbildung 6.1.: lllustration der zeitlichen Entwicklung einer Gree T durch Konvek-
tion (a) oder durch Diusion (b). Hier wurde als Ausgangsfunktion das Gau paket
T(x;tg) =exp( 2:5x2) gewmhlt. Als Besonderheit bleibt das Gau -Pro | bei der Di usio n
(b) erhalten, nur die Skalenandern sich. DennT(x;t) = (4 t ) expf x2=4t gist eine
exakte Lesung der Di usionsgleichung #ir eine konzentrierte WarmequelleT (x; 0) = (x)
bei x = 0 zum Zeitpunkt t = O (Landau and Lifschitz, 1991). Die Lesungen sind dar-
gestellt fur t = tg (gestrichelt) und t = 2=u fur reine Konvektion (a) sowie fur t = 2tg
( ), t =4tp (blau), t =9tq ( ) und t = 25tq (rot) fur reine Di usion (b).

kann. Physikalisch bedeutet der gesamte Termuddt = @i=@t u r u die Trag-
heitskraft pro Masse. Aber auchu r T in der Warmetransportgleichung 6.1) ist
ein nichtlinearer Term, wennu in irgendeiner Weise vonT abhangt (gekoppelte
Gleichungen). Falls dies nicht der Fall ist, wenn alsa fest vorgegeben ist, dann ist
u r T ein linearer Term.

Bevor wir die Lesung der gekoppelten Navier-Stokes und &k
metransportgleichung unter Einbeziehung aller Terme betrach- ¢ .
ten, ist es zweckm ig, verschiedene zeitliche Diskretisierungen :
an einfachen Modellproblemen zu testen und die Eigenschaften
(Genauigkeit) der Verfahren durch einen Vergleich mit exakten
Lesungen zu untersuchen. #F die Di usionsgleichung hatten
wird dies ja teilweise schon in Numerik | durchgethrt.

Fur die Analyse von Zeitintegrationsschemata ist es am ein
fachsten, eindimensionale Modellgleichungen zu verwenden,
sie das prinzipielle Verhalten in den meisten dilen sehr gut wi- Sir George Gabri-
derspiegeln. Zuachst werden wir Verfahren éir die parabolische el Stokes
Gleichung i usionsgleichung) 1819{1903

er ar_,
@t @%
betrachten. Der zugrundeliegende physikalische Proze ist die Risgerung eines

thermodynamischen Gleichgewichts durch einen Entropiestrom vdBebieten mit
hoher Temperatur zu Gebieten mit niedriger Temperatur. Im Mikrokopischen ge-

=

(6.3)
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. * CT KNPWsuU® M2 SOST
Numerische Methoden der §{r an%ngsme’gham



6.1. Diusion

schieht dies durch Austausch der kinetischen Energie zwischen ddolekellen. Im
Fall der Konzentration c einer SpeziesT! c¢) wird das thermodynamische Gleich-
gewicht durch die Vermischung unterschiedlicher Molelke aufgrund des chemischen
Potentials und der thermischen Bewegung realisiert. Einfach gesagirkt die Dif-
fusion gkttend. Je scharfer die Spitzen, d.h. je go er j@T=@Xj, desto schneller
werden sie abgebaut.

Danach werden wir dieAdvektionsgleichunt

@T @T
— 4+ U— =
@t  @x
betrachten, wobeiu > 0 konstant vorgegeben sei. Sie ist vom
hyperbolischenTyp. Bei gegebener Anfangsbedingundjy(X;to)
8 kann man Ihre Lesung sofort angeben. Sie lautdt(x;t) = To[Xx
Sir Isaac Newton U(t  to);to]. Die Anfangsverteilung wird lediglich in positiverx-
1642{1727 Richtung verschoben. Es handelt sich um eine reine Translation,
bei der keineAnderung der Form des Pro IsT(x; ) statt ndet.
Schlie lich werden wir uns auch mit dem kombinierten E ekt im Rahmen de
Konvektions-Di usionsgleichung (Kap.6.4) und mit Nichtlinearit aten besclaftigen
(Kap. 6.5 bevor wir Lesungsmethodentfr die Navier-Stokes-Gleichung §.2) be-
trachten.

0 (6.4)

6.1. Diusion

Zunachst betrachten wir die eindimensionale Di usionsgleichungs(3). Zur Lesung
kommen explizite oder implizite Verfahren in Betracht.

6.1.1. Explizite Verfahren
FTCS-Algorithmus

Das einfachste explizite Verfahrereir die Di usionsgleichung ist das FTCS-Schema

(siehe Numerik 1). Es verwendet&umlich zentrale Di erenzen und zeitlich einseitige
Vorwartsdi erenzen

T T _ T 2T

t X2 '

(6.5)
Aufgelest nach der unbekannten Go e Tjn+l erhalten wir den FTCS-Algorithmus

T =sTh, +(1 29T+ ST 4 (6.6)

4Man kann diese Gleichung auch Konvektionsgleichung nennen. Nur in & Meteorologie wird

zwischen Konvektion und Advektion unterschieden. Konvektion beeichnet dort das vertika-
le Aufsteigen von Warmluft. Advektion bezeichnet hingegen dashorizontale Aufgleiten von
Warmluft eber kaltere Luftschichten.
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

(a) FTCS (b) Richardson (c) Du-Fort-Frankel  (d) 3-Niveau-explizit
n+1 n+1 n+1 PY n+1
._I_, n n n e—e¢——eo 1N
I j+1
n 1 n 1 e e e N 1
o1 j+1 o1 j+1 o1 j+1
(e) Crank-Nicolson (f) allg. 3-Niv.-impl. (g) 3-Niveau-implizit
n+1 e o e Nt 1 n+1
n o—o —o I n
o j+1
Y n 1 n 1
o1 j+1 o1 j+1

Abbildung 6.2.: Verschiedene Integrationsschemata zur ésung der Di usionsgleichung.

wobeis=  t= x?ist. Die involvierten Gitterpunkte sind in Abb. 6.2a dargestellt.
Im Kapitel mber Konsistenz in Numerik | hatten wir gesehen, da das Verfahnekon-
sistent, von erster Ordnung in der ZeiO( t) und von zweiter OrdnungO( x2) im

Raum ist. Fur s = 1=6 ist der Fehler sogar nur von der G» enordnungO( t2; x%).

Die von Neumann-Stabiliatsanalyselieferte fur die Di usionsgleichung und kleine
Sterungen den Versarkungsfaktor

G=1 4ssir? 5 (6.7)

Wenn man das Intervallx 2 [0; 1] betrachtet, ist die Phase = m  x. Fur Stabi-
litat mu jGj 1 sein, was auf die Bedingung 1=2 fuhrt.

Heuristisches Stabilit atskriterium  Einen Hinweis auf dieStabilitat liefern auch
die Koe zienten von T ;, T{" und T",; auf der rechten Seite von &.6): Aus phy-

sikalischen Genden sollte eine S#rung, welche nur die Temperatur voriT;" ;, T

oderT/",; erheht, auf jeden Fall auch zu einer Erbhung vonTjn+l fuhren. Falls einer
der Koe zienten von T ;, T" oder T/}, in (6.6) negativ ist, kann diese positive
Sterung jedoch unter Umsanden eine Erniedrigung vorTjn+1 bewirken, was keinen
Sinn machen wirde. Daher ist ein negativer Koe zient ein Warnzeichen ér eine
megliche Instabilitat des Verfahrens. In der Tat verschwindet der Koe zient von

T;" genau auf der von-Neumann-Stabiléitsgrenze.

SZur Erinnerung: Bei der von Neumann-Stabilitatsanalyse setzt man ér die Abweichungen
{' von der exakten diskreten Losung auf dem Bereich [01] den Ansatz | (G)" €l mit
= m x (falls x 2 [0;1]) in die lineare Di erentialgleichung ein, um den komplexen Ver-

starkungsfaktor G fer einen Schritt der Zeitintegration zu erhalten (siehe das Kapitel eiber

Stabilit atsanalyse in Numerik 1). Dabei istm die Wellenzahl undj x die Ortskoordinate.
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6.1. Diusion

Richardson- und DuFort-Frankel-Schema

Beim FTCS-Schema ist die zeitliche Diskretisierung mit einseitigen Voewts-
Di erenzen nur von erster Ordnung. Symmetrische Di erenzerefr die erste zeitliche
Ableitung weirden von zweiter Ordnung sein. Daher are dasRichardson-Schema
fur die Di usionsgleichung naheliegend

T T 2T T 6.8
2 t - X2 ' (6-8)

Mittels Neumann-Stabilitatsanalyse kann man aber zeigen, da dieses Schemaa f
alle s > 0 instabil ist. Das bedeutet aber nicht, da das Richardson-Scheamauch
fur andere Di erentialgleichungen instabil sein mu ©

Durch eine leichte Modi kation kann man das Richardson-Verfahrestabilisieren.
Dazu wird T" durch den zeitlichen Mittelwert T + T" * =2 ersetzt. Damit
erhalten wir dasDuFort-Frankel-Schema(Du Fort and Frankel, 1953

n+1 n 1 n n+1 n 1 n
T T T T +T7 - +T0,

= y (6.9)
oder, aufgebst nachT"**,
2s 1 2s
-I-jn+1 — Te o -I-jn_'_1 + Tjn .+ T j” 1. (6.10)

Das DuFort-Frankel-Schema umfat 3 Zeitniveaus. Nur dr s = 0:5 entfallt das
Niveau bein 1. Dann ist das DuFort-Frankel-Schema identisch mit dem FTCS-
Schema. Bei Verwendung eines 3-Niveau-Schemas ist es erfdiderjeweils zwei
vorhergehenden Niveaus im Speicher zu halten. Au erdem mu mam Beginn der
Rechnung zuerst ein zweites Niveau mittels eines 2-Niveau-Scherhasechnen.

Die von Neumann-Stabilimtsanalyse liefert WachstumsfaktorenGj 1 fer alle

und s > 0. Das DuFort-Frankel-Schema ist damit uneingescankt stabil. Eine
Prufung der Konsistenz durch Taylorentwicklung aller auftretendeferme T" um
den zentralen Punkt ;) liefert fur das DuFort-Frankel-Schema

n n 2 n
I L {z——} | {2 }
entspr. Di erentialgleichung Fehler Ejn

Damit der Fehler klein wird, mu daher t?= x?=s t 1 sein. Daim allgemei-
nens = O(1) ist, mu man die Zeitschrittweite begrenzen, da sonst der numische
Fehler zu gro wird. Wenn wir @T =@ mit Hilfe der Di usionsgleichung allein

SFur die Advektionsgleichung kann man zum Beispiel ein stabiles Verfaten erhalten; siehe Kap.
6.3.3
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

durch die Ortsableitung ausdeicken (durch abermaliges Ableiten nach), nden
wir den fehrenden Fehler

@T " 2. 2 _ 2 2 1 @T " 2. 4 .
st@j+0 t,x—xsl—2 @'+O e x© o
| R
2(eT=01)

(6.12)
Fer den speziellen Werts = 1=pf2 0:2887 haben wir damit ein Verfahren
4. Ordnung im Raum und 2. Ordnung in der Zeit.

Allgemeines explizites 3-Niveau-Schema

Das allgemeineexplizite 3-Niveau-Schemdur die Di usionsgleichung kann man
schreiben als
aT"™ + bT" + cT" ' = dL T + el T % (6.13)

wobeil,, der raumliche Ableitungsoperatorzweiter Ordnung mittels zentraler Dif-
ferenzen ist, d.h.
Tj +1 2Tj + Tj 1,
X2 '
Zur Bestimmung der Koe zienten a, b, ¢, dund e mu man alle diskreten TermeT™
als Taylor-Entwicklung um den zentralen Punkt ;] ) schreiben und verlangen, da
die resultierende Gleichung konsistent mit der Di usionsgleichung istnd meglichst
viele Fehlerterme verschwinden. Wenn man so vatfrt, kann man zeigen, da sich
die Anzahl der unbekannten Koe zienten auf 2 reduziert. Man erhlt dann die
Form

L T} = (6.14)

1 . Tjn+1 Tjn Tjn -I-Jn 1
( ) > >

= (1 LT+ LT ? (6.15)

oder, nachT,"** aufgebst,

1+2 s x?
Tjn+l = 1+ Tjn 1+ Tjn Ty 1+ (1 )Lxijn + L xijn 1 .
(6.16)
Der Abbruchfehlerbetragt
@T 1 1
en-s 28 1, o 1y 2 x4 17
J s X @% 2 1o O t5 x (6.17)
Damit hat man fer 1 1
= = + — A1
2 12s (6.18)

ein Verfahren 4. Ordnung im Raum. Eine Stabil&tsanalyse nach von Neumann
liefert eine quadratische Gleichungefr den VerswrkungsfaktorG( ; ;s; )

(1+ )G?> [1+2 +2s(l )(cos 1)]G+[ 2s(cos 1)]=0: (6.19)
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6.1. Diusion

0:6
instabil
0:5¢
S 0:4f
Abbildung 6.3.: Stabilit atsbereich (unterhalb der 0:3! stabil
blauen Kurve) fur das explizite 3-Niveau-Schema
(6.19 berechnet durch Lesen von 6.19 unter der

Bedingung (6.18). Die gepunktete Linie deutet die "0 2 4 6
Stabilitatsgrenze ir !'1  an.

Fur nach (6.18 erhalt man fur ! 0 einen stabilen Algorithmus, wenrs  1=3
(Abb. 6.3). Fur !'1 erhalten wir einen stabilen Algorithmusérs  0:5, was der
Stabilitatsgrenze des FTCS-Schema entspricht. Tatshlich sieht man leicht, da fer

'l Gleichung (6.15 die Dierenz zweier aufeinanderfolgender FTCS-Schritte
ist (wegen .18 geht in diesem Limes ! 1 ). Das explizite 3-Niveau-Schema
mit (6.19 ist genauer als das FTCS-Schema, besitzt aber einen etwas gesien
Stabilitatsbereich.

Man kann nun die obigen expliziten Verfahren implementieren unaif spezielle
Falle mit einer exakten losung der Di usionsgleichung vergleichen (Hausaufgabe).
Die E zienz der Verfahren hangt von dem Schrittweitenparametes ab. Fur s = 0:3
ndet Fletcher (199%), da das DuFort-FrankeI-ngghren am genauesten ist, was
daran liegt, da s =0:3 nahe an dem Werts = 1= 12 = 0:2887 liegt, an dem das
DuFort-Frankel-Verfahren von 4. Ordnung ist. Bei dem go erem Wert s = 0:41
ist das 3-Niveau-Schema 4. Ordnung (d.h6(15 mit (6.18 und = 1) wmberlegen,
insbesondere bei dherer mumlicher Au esung.

6.1.2. Implizite Verfahren

Bei impliziten Verfahren werden die eaumlichen Ableitung zumindest teilweise auf
dem jeweils neu zu berechnenden Zeitniveaut+ 1 gebildet. Damit sind die Unbe-

kannten miteinander gekoppelt und man mu in jedem Fall ein lineares I@ichungs-

system bsen.

Voll-implizites Verfahren

Das einfachste implizite Verfahren ist die voll-implizite Diskretisierung

Tjn+l TJn -I-_n+1 2Tjn+l + Tjn+]:!.

j+1
6.20
: Nz, (6.20)
Wenn man nach dem Zeitniveawn + 1 au est, ergibt sich
ST +(1+29T™ ST = T (6.21)
7
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

wobei wiewblich s = t= x2. Per Taylor-Entwicklung kann man wieder zeigen,
da das Verfahren von 2. Ordnung im Raum ist, §ir s = 1=6 sogar von 4. Ordnung.
Aufgrund des Versarkungsfaktors
1
G =
1+2s(1 cos)

istimmer jGj 1, weshalb das Schema uneingesehkte Stabilitat besitzt.
Wenn man das Gleichungssystem nack .@1) aufstellt, ergibt sich fur die internen
Punkte T;** bis TJ*]

(6.22)

10 1 O
(1+2s) S T2n+1 D+ S-|—ln+1
s (1+2s) s T T
S S T£+l _ T‘?
s (1+25s) T T8+ STy

(6.23)
Die rot gekennzeichneten Randwert&** und T}*! sind uber die Randbedingun-
gen fest vorgegeben. Da das Gleichungssystem tridiagonal istnkaes leicht mit
dem Thomas-Algorithmusgelst werden.

Die Lesung dieses Systems mit Hilfe des Thomas-Algorithmus kostet nunge-
fahr den zweifachen Rechenaufwand wie di@$&ung der Di usionsgleichung mittels
explizitem FTCS-Verfahren. Beim impliziten Verfahren kann aber die &itschritt-
weite gre er gewahlt werden. Der Verge erung der Zeitschrittweite sind jedoch
Grenzen gesetzt. Denn bei gro en Zeitschritten bleibt das Verfigen zwar stabil, es
wird aber ungenau’

Crank-Nicolson-Verfahren

Das Crank-Nicolson-Schemaist teil-implizit, wobei die raumli-
chen Ableitungen bein + 1 und n gleichstark gewichtet werden,

Th+l Tn
ST 5 LT LT (6.24)

Die Konsistenzprfung mittels Taylor-Entwicklung um (j;n +
%) liefert einen Abbruchfehler der Ge enordnung O ( t%;  x2).
Damit ist das Crank-Nicolson-Verfahren immer von 2. Ordnung
John Crank in der Zeit, was einen signi kanten Vorteil gegember dem voll-
1916{2006 impliziten und dem FTCS-Verfahren darstellt. Au erdem ist es
uneingeschankt stabil. Aus diesen Geinden ist das Crank-Nicolson-Verfahren sehr
popular. Durch Trennen der Zeitniveaus ergibt sich der Algorithmus

;Tjn:ll + (l + S)Tjn+1 ;ijll = ;Tjn+1 + (1 S)-|-jn + ;Tjn . (6.25)

"Diese Ungenauigkeiten spielen keine Rolle, wenn man nur an der statiaren Lesung #&ir t ! 1
interessiert ist. Die Dynamik wird aber nicht richtig wiedergegeben.
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6.2. Mehrdimensionale Di usion

Dies fuhrt wiederum auf ein tridiagonales System, das man e zient mit dem
Thomas-Algorithmus esen kann.

Das Crank-Nicolson-Schema kann man nun verallgemeinerr
indem man die Wichtung der beiden Zeitniveaus demumlichen
Ableitung variiert (siehe Fletcher (1991a)). Wenn sich das Sys-
tem, d.h. die exakte l®osung, auf stark unterschiedlichen Zeits-
kalen entwickelf (steifes System), besitzt das Crank-Nicolson-
Verfahren den Nachteil, da es unphysikalische, oszillierendeL
sungen liefert. In solchen Rllen sind einige 3-Niveau-Schemata
besser.

Phyllis Nicolson
1917{ 1968

Verallgemeinertes 3-Niveau-Schema

In Anlehnung an das explizite 3-Niveau-Schema (15 kann man das implizite 3-
Niveau-Schema

T_n+l T_n T_n T'n 1
(1 + ) J J J J

t t
konstruieren, das beiFletcher (1991a) 3LFI ( 3-level-fully-implicit) genannt wird.
Ein besonders e zientes Verfahren erlt man far = 1=2 und = 1. Bei die-
ser Wahl der Parameter ist das Verfahren, wie das Crank-Nicols&erfahren, von
zweiter Ordnung in der ZeitO( t?; x?). Es besitzt aber bessere Eigenschaften
bei steifen Problemen. Unphysikalische Oszillationen werden @adpft. Auch die
Gleichungen #&r das 3LFI-Schema kann man mit dem Thomas-Algorithmusken.
Fuer

= LT +0  )LT (6.26)

1 1

S pp—
2 12s
erhalt man sogar eine Genauigkeit 4. Ordnung im Raum.

(6.27)

Fazit: Wenn man die obigen impliziten Schemata implementiert, ndet man, da
alle Verfahren aufgroben Gittern in etwa gleich gut bzw. gleich schlecht sind. Auf
feinen Gittern wird aber die Uberlegenheit der Verfahren &herer (4.) Ordnung
deutlich sichtbar.

Ahnliches gilt fur den Vergleich von expliziten und impliziten Verfahren. Auf
groben Gittern sind sie etwa gleich gut bzw. schlecht. Auf feinen Gétn besitzen
jedoch die impliziten Verfahren in der Regel eineethere Genauigkeit.

6.2. Mehrdimensionale Di usion

Meist lassen sich reale Problemstellungen nicht auf eine Raumdimensraduzie-
ren. Dann mu man zwei- oder dreidimensionale Rechnungen durehfen. Fer die

8Ein Problem wird steif genannt, wenn die Losung zeitweise extrem schnell variiert und dann
wieder sehr langsam. Dann wird die maximale Zeitschrittweite durch dieschnellsteAnderungs-
rate bestimmt, was sehr restriktiv sein kann.
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

(©)
(@) (b)
n+1 Tn+1 n+1
[ @
n n

Abbildung 6.4.: Di erenzenstern fur das explizite 2D-FTCS-Verfahren (a), dessen Erwei-
terung nach (6.32 (b) und fur das ADI-Verfahren (6.37) (c).

zweidimensionale Di usionsgleichung
er_ er, et
@t @% @y
liefert die direkte Erweiterung des eindimensionalen FTCS-Verfahuie das explizite
Verfahren (Abb. 6.4a)
Tt T

t

(6.28)

= LTk + Ly T (6.29)
was nach Au esen als
Thaw 2T+ T g N Tk 2T+ T 4
X2 y2
= (1 2s¢ 28)) Tk + SxThw+ ST o+ STk + STk 1+ (6.30)

n+l _—_ n
T = Tyt ot

geschrieben werden kann, mis, = t= x?unds, = t= y2.° Der Abbruch-
fehler ist von der OrdnungO( t; X2, y2).

Die Stabilitat dieses Verfahrens ist gegeiber der eindimensionalen Version re-
duziert, denn man mu die Bedingung

Sy + Sy % (6.31)

erfullen. Far s = s, = s, entspricht dies s 1=4. Im dreidimensionalen Fall
reduziert sich der stabile Bereich der Schrittweite sogar agf 1=6.

Eine Modi kation des FTCS-Verfahrens #ir s = s, = s, durch einen Zusatzterm
stellt das 9-Punkt-Verfahren dar (Abb. 6.4b)

1
To T _
t

LT + Ly T + |2 tL?XZLnyj”l}: (6.32)

1 0fur t!' O

Hier kennte man auch unterschiedliche Di usionskonstanten  und  in x- und y-Richtung
einbauen.

10 C’ KNpusuy’
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6.2. Mehrdimensionale Di usion

Nach T} aufgebst

T =Th+ ot LaTh +LyTh + 2 tPLulyTh (6.33)
1+ o)1+ thy)Th 6.34
( xx)f g vy) i (6.34)

= Tj;k

Jetzt erkennt man den Grund #ir die Wahl des Zusatzterms: Die rechte Seite kann
faktorisiert werden. Dadurch kann die Gleichung sehr einfach in ziw8chritten

T =@+ thy)Th; (6.35a)
TR =@+ tho) Ty (6.35b)

gebst werden. In jedem Teilschritt werden nur jeweils 3 Werte bextigt. Au erdem
besitzen die so modi zierten Gleichungen den erweiterten Stab#itsbereichs
1=2.

Die naheliegendste implizite Diskretisierung besteht darin, alleaumlichen Ab-
leitungen bein + 1 zu berechnen (vgl. £.30), was auf

(1+2s,+2s)TU TV T T §T 1= Tk (6.36)

fuhrt. Hierbei sind alle N, Ny Variablen gekoppelt zu ésen. Man kann die Variablen
im Vektor der Unbekannten so anordnen, da in der Matrix die drei lduptdiagona-
len besetzt sind. Aus der Ableitung in der zweiten Raumrichtung reltiieren aber
noch zwei weiter au en liegende Diagonalen im Abstarfd, bzw. N, von der Haupt-
diagonalen. Daher kommt eine asung mit dem einfachen Thomas-Algorithmus
nicht in Frage. Andere direkte Verfahren, wie etwa das Gau -Vedhren, sind zu
teuer. Zu erwagen ist dann die mherungsweise &sung mit dem SIP-Verfahren
(Kap. 5.2.4).

6.2.1. Splitting-Methoden

Um die starke Kopplung der Variablen beim einfachen impliziten Verfalen (6.36

zu verringern und um tridiagionale Matrizen zu erhalten, kann man vesuchen, das
implizite Problem ahnlich wie im expliziten Fall (6.33 in zwei Teilschritten zu lesen.
Dabei wird im ersten zeitlichen Teilschritt nur die Ableitung in einer Raumichtung

implizit behandelt, im darauf folgenden zweiten Teilschritt die andere &imrich-

tung, und so weiter alternierend. Bei dieser Vorgehensweise kanran fur jeden

einzelnen Teilschritt den Thomas-Algorithmus nutzen.

ADI

Die am hau gsten verwendete Splitting-Methode ist die Alternating D irections
I mplicit Method (ADI-Methode). Diese Methode hatten wir schon in Kap. 5.2.5

11
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

@ (b) (©)
2 T R S ey 2L
P, b MY o > d PEEES) 2| & | b
i T 1 5%”'@ / 15 |lls *\ Ly R
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Abbildung 6.5.: Verstarkungsfaktoren max . jGij (a), max,. jGzj (b) und
max . , jG1Gzj (c) nach (6.39 fur das ADI-Schema 6.37).

betrachtet und geht aus einer teilimpliziten Formulierung mit = 0:5 hervor (da-
her der Faktor t=2 in (6.37). Sie lautet

Tj;k Tj;nk N

= 0 Dot by (6.37a)
T+ T
J’ktizzjlk = LuTpt Lnyj;nkJrl : (6.37b)

Die Gleichungen #r die beiden Halbschritte kann man ausihrlich schreiben als

S S
EXTJ'+1;k +(1+ s)Tjx EXTJ- W % @ s)Th + % .o
(6.38a)
+ + + S S .
%Tj?nk a t (L s TR %Tj?k = EXTJ axt@ s)T + EXTJ' 1k
(6.38b)

wobei nur tridiagonale Matrizen auftreten.

Der Verstarkungsfaktor G von Sterungen #ir das ADI-Verfahren ergibt sich als
Produkt der VerstarkungsfaktorenG; und G, fur die beiden Teilschritte. Mit dem
Ansatz fur die Sterungen [, = GiGhé € <und , =1 xund y=m y
erhalt man dann aus den von-Neumann-Stabikttsgleichungen

1 2sysin?(y=2) 1 2s.sin?( x=2)

G= GG, = _ _ : (6.39)
1+42s,sin?( «=2)., 1+2s,sin’( y=2)
Pt ) AR a Y Ralbioie D - Ml
G1 G2
Wegen
. 1 2s,sinf(y=2) 1 2s,si?(,=2
JGJ — Sy : 2( y_ ) X : 2( X_ ) 1 (640)
1+2s,sin”( y=2) 1+ 2s,sin”( x=2)
12 umeriche Wethoden der & C KILEY o Sh1



6.2. Mehrdimensionale Di usion

(@) (b)

Abbildung 6.6.: Den unbekannten Randwert in (a) erhalt man aus den anderen Rand-
punkten ( ), wenn man die ADI-Gleichungen #ir j = Ny betrachtet (b) und die Dif-
ferenz zwischen ¢.379 und (6.37b) bildet. Durch die Di erenzbildung fallen die Werte
an denroten Punkten heraus (Lyx fallt heraus) und man kann den gesuchten Randwert
() durch die grenen Randwerte ausdeicken (b).

ist das gesamte ADI-Verfahrendr alle s,;s, stabil. Jedoch ist jeder Teilschritt nur
bedingt stabil (siehe Abb.6.5). Das ADI-Verfahren besitzt eine Fehlerordnung von
O( t?; x?% vy?). Die Genauigkeit zweiter Ordnung resultiert aus der zeitlich sym-
metrischen Formulierung (siehe auch Abl%.4c), ehnlich wie beim Crank-Nicolson-
Schema aus Kap6.1.2

Damit diese Genauigkeit aber tatachlich realisiert wird, mu man auch die Rand-
bedingungen #ér die ZwischenwerteT;, so formulieren, da sie kompatibel mit dem
Algorithmus sind. Wenn zum Beispiel die Funktion bej = N, durch Ty . = I vor-
gegeben ist, dann kann maref den Halbschritt nicht einfach Ty ., = (g +1)=2
verwenden. Der Fehler wre dannO( t). Die korrekte Randbedingung erklt man
vielmehr durch Einsetzen vonTjj = T ., = bt und Dierenzbildung zwischen
(6.379 und (6.370 (siehe auch Abb.6.6). Dann fallt der Term L, T, auf der
rechten Seite weg und man estit*°

+1

Tay ik = bET”E % tLy 7 B (6.41)
Man kann das ADI-Schema auch in naheliegender Weise auf drei Dirsemen
erweitern, wobei man drei Teilschritte zu jeweils t=3 macht und in jedem Schritt
nur je eine Raumrichtung implizit behandelt. Die 2.-Ordnung-Genauigkt und die
schnelle losbarkeit der Gleichungen bleiben erhalten, nur ist das ADI-Verfaén in
3 Dimensionen nicht mehr uneingeschnkt stabil. Es gilt dann die Beschankung

Sx;Sy; S, 3=2.

wenn man in (6.37) zuerst y- und dann die x-Richtung implizit behandelt, also in umgekehr-
ter Reihenfolge vorgeht, dann ertalt man fer die Randwerte den analogen Ausdruck, nur mit
'TjiN , = (e )=2 (4L BT, wobeil! = Tj der Randwert aufk = Ny
ist.
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

Verallgemeinertes 2-Niveau-Schema

Beim ADI-Verfahren hatten wir einfach ad hoc ein zuatzliches Zeit-Niveau bei
n+1=2 eingedhrt. Hier wollen wir ein allgemeines 2-Niveau-Schema etwas systema-
tischer ableiten. Dabei werden wir den Algorithmus als Schemarfdas Inkrement
der Funktion

Tt = TR T (6.42)
schreiben. Wir gehen zuachst von dem teilimpliziten Verfahren
-I-n+1
ik n+1 n+l n n

aus. Mittels (6.42 eliminieren wir nun auf der rechten SeiteTj?k+l zugunsten von

T . Dann ergibt sich
1
Tik
t
Wenn wir nun alle Terme zur Zeitn + 1 auf die linke Seite bringen, erhalten wir

= L Tj?k” + Lyy Tj?k” + LT+ Ly T (6.44)

1t (LatLly)] T =t (Lat Ly) Th: (6.45)

Um die linke Seite in Faktoren zerlegen zudnnen, machen wir nun einen kleinen
Fehler ahnlich wie in (6.32 und schreiben

(1 tL XX)fl t L{Zyy) Tj?':él = ot (L + Ly) Tk (6.46)

= T];I<

Hierbei haben wir den Fehler t? 2 2L, L,y Tj[‘k+1 gemacht. Er ist von der Ord-
nung O( t?). Das macht aber nichts, solange das Verfahren selbst nur vorstr
Ordnung in der Zeit ist!' In der Tat ist das aus (.46 resultierende Verfahren
lediglich far = 1=2 von zweiter Ordnung.

Die Di erenzengleichung 6.46 wird nun in zwei Schritten gebst

(1 tL ) Tw= t (Lu+ Ly Tk (6.47a)

LT tL ) T = T (6.47b)
Beide Teilschritte konnen mit dem Thomas-Algorithmus e zient ausgeéihrt wer-
den.

Diese Methode der Aufspaltung des Operators kann auch auf di2imensionen
erweitert werden. In drei Dimensionen hat dieses Verfahren gegbéer dem ADI-
Verfahren den Vorteil, da es uneingesclankt stabil ist, wenn der implizite Anteil

wenn das VerfahrenO( t) ist, dann ist der Fehler in der Gleichung (6.46) fur das Inkrement
O( t?). Der durch die Faktorisierung zusatzlich gemachte Fehler ist demnach von derselben
Fehlerordnung wie das urspeingliche Verfahren ohne Splitting. Die Di erenzengleichung bleibt
also konsistent.
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6.3. Advektion

eberwiegt, also @r 1=2. Dareber hinaus kann man die Strategie deSplitting
durch Addition eines kleine Fehlerterms auch auf Schemata mit dreieniveaus
(beispielsweise .26) anwenden (siehe-letcher (1991)).

Bei den oben beschriebene8plitting-Schematawurde die Di erentialgleichung
zuerst diskretisiert. Danach wurde versucht, die Operatoren,elche die verschie-
denen Raumrichtungen miteinander koppeln, zu faktorisieren. Dieaktorisierung
erlaubte dann ein schrittweise Berechnung, wobei in jedem Teilsdhjeweils nur ei-
ne einzige Raumrichtung behandelt wird. Damit lassen sich die Gleichusgysteme
ekonomischer ésen.

Eine gewisse Modi kation desSplitting ist die Fractional-Step-Methode Hierbei
wird schon die Di erentialgleichung, z.B. die zweidimensionale Di usionsgichung

er. ©.,60

@t @% @X
in zwei Gleichungen aufgespalten. Erst danach erfolgt die Diskregsung. Dazu
schreibt man

T (6.48)

1@T. @T.
2@t @R (6.492)
10T @T.

In dieser Form sind die Gleichungen aber nicht korrekt, da sie im allgemen,
d.h. fur @T=@% 6 @T=@3, widersprichlich sind. Deshalb sind diese Gleichun-
gen lediglich algorithmisch zu verstehen, im Sinne einer sukzessivassiing. Wenn
man die beiden Gleichungen in diesem Sinne diskretisiert, kann man dapleite
Verfahren (6.395 erhalten oder, bei impliziter Diskretisierung, das ADI-Verfahren
(6.39.

Abschlie end sei noch einmal betont, da es wichtig ist, auch die Ralbedingun-
gen konsistent mit derselben Fehlerordnung zu implementieren, wigegnige des
Integrationsverfahrens, da sonst die Genauigkeit der Verfalme generell reduziert
wird. Eine Ubersicht mber die wichtigsten Eigenschaften deremgigsten Integrati-

onsverfahren @r die Di usionsgleichung ist in Abb. 6.7 gezeigt.
12
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In diesem Abschnitt wollen wir die Eigenschaften verschiedener lggationsver-
fahren fur hyperbolische Gleichungen am Beispiel deuif die Stremungsmechanik
wichtigen Advektionsgleichung 6.4) untersuchen. Wie zu Beginn dieses Kapitels
erwahnt, erhalt man die Lesung der Advektionsgleichungefr ein unendlich ausge-
dehntes Gebiet einfach durch die Translation der Anfangsbedinggum die Lange

2HK: Sengupta einarbeiten.
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Abbildung 6.7.: Verfahren fur die Di usionsgleichung (Fletcher, 1991a).
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6.3. Advektion

L = u(t tp), vorausgesetziu = const. Die Kenntnis dieser exakten bsung ernog-
licht eine leichte Uberprafung der numerischen Ergebnisse verschiedener Verfahren.
Wenn zuatzlich auch Di usionsterme in der Di erentialgleichung auftreten (sehe
Kap. 6.4), ist die Lesung nawirlich nicht mehr so einfach darzustellen.

Zunachst werden wir die lineare Advektionsgleichung betrachten. Die hitineare
Advektionsgleichung wird smter behandelt. Die Advektionsgleichung ist von erster
Ordnung im Raum. Wir werden sehen, da eine symmetrische 3-PuniBerechnung
der ersten mumlichen Ableitung zu unphysikalischen Oszillationenehirt. Ande-
rerseits wird die Ordnung des Verfahrens meist um 1 verringert, we man eine
stabilere asymmetrische aumliche Diskretisierung verwendet.

6.3.1. FTCS-Schema

Wir betrachten die Advektionsgleichund6.4)
@T+ U QT:
@t @x

auf der reellen Achsex 2 [1 ;1 ] mit u =const. > 0. Die einfachste Diskretisie-

rung stellt das explizite FTCS-Schema dar

0 (6.50)

n+l n n n
T T, T

=0: 6.51
t 2 X ( )
Wir schreiben es in der Form
C
+1 _ .
=T S T TN (6.52)
Hierbei ist
C= X‘i t (6.53)
Kurt Otto a
Friedrichs die Courant-Zahl'*® Die Courant-Zahl ist das Verhaltnis der Ge-
1901{1982 schwindigkeit u des tatschlichen physikalischen Transports der

Gro e T zu der Geschwindigkeit x= t, mit der sich eine Information bei einem
expliziten Verfahren (2. Ordnung) auf einem Gitter ausbreiten kani? Aus dieser

Betrachtung folgt, da Werte C > 1 keinen Sinn machen. Denref C > 1 reicht die

numerisch maximal negliche Ausbreitungsgeschwindigkeit nicht aus, um die &+

e T mit der erforderlichen physikalischen Geschwindigkeit auf dem gegebenen
Gitter zu transportieren. Wir meissen also verlangen

Cc I (6.54)

Diese Bedingung wirdCourant-Friedrichs-Lewy-Bedingung(CFL-Bedingung) ge-
nannt. Sie besagt, da sich ein physikalisches Fluidelement innerhallines Zeit-
schritts  t nicht weiter bewegen darf als eineaumliche Gitterweite x.

13Sje wird auch Courant-Friedrichs-Lewy-Parameter genannt.
14 Alternativ gibt die Courant-Zahl an, um wieviele Gitterpunkte (im Abs tand x) sich die Gre e
T pro Zeitschritt fortbewegen sollte.
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

Der Abbruchfehler des FTCS-Verfahrens isD( t; x?). Eine
Untersuchung der von-Neumann-Stabilst ergibt den Verstr-
kungsfaktor von Serungen innerhalb eines Zeitschritts

p__
G=1 iCsin ) j Gj= 1+C?%sin®> 1. (6.55)

WegenjGj 1 ist das FTCS-Schemaeir alle Werte von C6 0
uneingeschankt instabil.*> Die Auswirkung der Instabilitat auf
die Entwicklung von T sind in Abb. 6.8a,b zu sehen. In der Mhe
von starken Gradienten kommt es zu Oszillationen, deren Amplitudexglodiert.
Aus diesem Grund ist das FTCS-Schemaurf reine Advektionsgleichungen nicht zu
gebrauchen.

Hans Lewy
1904{1988

6.3.2. Upwind-Verfahren
Die Instabilitat tritt bei einseitigen Di erenzen nicht auf. Wenn man mumliche
Reckwartsdi erenzen bildet, ergibt sich

Tjn+1 - Tjn C Tjn Tjn , =1 © Tjn + CTJ.” T (6.56)

Wegenu > 0 werden die Di erenzen also zur Luv-Seite gebildet. Man spricht dah
auch von einemJpwind-Verfahren®® Fallsu < 0ist (C < 0), mu man die raumliche
Ableitung nach rechts nehmen

=T Cc Ty TN ST TN T, =@ ) C)T+CiT
(6.57)
Die von-Neumann-Analyse von &.56) liefert
G=1 C+Ce ': (6.58)
Dies ergibt
iGj?’=1 2C (1. C) (1 cos): 6.59
e e [y (659)

0furC 1 2[0;2]

Wir erhalten also einen stabilen Algorithmus dr C 1. Das
ist gerade die Courant-Friedrichs-Levy-Bedingung. In der Regel
ndet man diese Stabilitatsbedingung ér alle expliziten Verfah-
ren fur hyperbolische Systeme. Interessanterweise attman fer
C=1das SchemaTjn+1 = T ;. Dies entspricht gerade der exakten ésung der
Advektionsgleichung.

Richard Courant
1888{1972

15Fwr die Di usionsgleichung war das FTCS-Schema bedingt stabil.
Manchmal wird das Upwind-Verfahren auch Upstream-Verfahren oder Donor-Cell-Schema ge-
nannt.
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6.3. Advektion

(@ FTCS,C=0:9,n=25 (b) FTCS, C=0:05,n=50
1,
Y o5/
: il
0 05 0:5 1
X X
(c) Upwind, C=0:9, n =250 (d) Upwind, C=0:9,n =50
1 N ] 1
Y o5/ Y 05/
0 0
0 0:5 1 0 0.5 1
X X
(e) Lax-Wendro, C =0 :9,n =580 (f) Lax-Wendro, C=0 :9,n=50
1 1
Y o5/ Y 05/
0 0
0 05 1 0 1

X

Abbildung 6.8.: Numerisch berechnete losungen plau) im Vergleich mit der exakten
Lesung (ot) fur die beiden Anfangsbedingungen drein) eines Gau -Pakets und eines
Rechteckpulses. Gezeigt sind Ergebnissarfdas FTCS-Schema (a,b), dasJpwind-Schema
(c,d) und das Lax-Wendro -Schema (e,f) fur den angegebenen Zeitpunktn. Mit der
raumlichen PeriodenkngeL =1 und mit x = 1=N ist die zeitliche PeriodeT = L=u =
1=u= t=( xC)=(N=C) t.Nachnt = N=C Zeitschritten hat die exakte Lesung also
wieder die Ausgangskon guration angenommen. In allen Bllen ist N = 100 die Anzahl

der raumlichen Stutzstellen. Damit ist fur alle Falle nt =111, nur fur (b) ist nt = 2000.
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

(g) Leapfrog (Euler), C=0:9,n =120 (h) Leapfrog (Euler), C=0:9,n =20

Leapfrag: inistep: Euler, Courant=0.9, N=100, period~=111, time=120 Leapfrag: ini-step Euler, Courant=0.9, N=100, period~=111, time=20

0 05 1 0 05 1
X X

(i) Leapfrog (Upwind), C=0 :9,n =120 () Leapfrog (Upwind), C=0 :9,n =20

Leapfrag: inistep: upwind, Courant=0.9, N=100, period~=111, time=120 Leapfrag: inistep: upwind, Courant=0.9, N=100, period~=111, time=20

0 05 1
X

Noch Abbildung 6.8.: Beschreibung siehe oben. Hier sind die Ergebnisseurf das
Leapfrog-Verfahren gezeigt, wobei in (g,h) zu Beginn der Rechnung ai FTCS-Schritt
gemacht wurde, und in (i,j) ein Upwind-Schritt. Die zwei unabhangigen numerischen Io-
sungen sind durch gestrichelte bzw. durchgezogene blauerién gekennzeichnet.

Zur Bestimmung der Ordnung dedUpwind-Verfahren setzen wir die Taylorent-
wicklungen der exakten Bsung um den Punkt ;)

2 @T
n+l — Tn + @ + + 3 . )
TR=T et 5 e PO U (6.60a)
n n @- X2 @T 3
. =T = + = 4 . )

in das Upwind-Schema 6.56) ein und erhalten

a., £  a_ t@r x @71 2. 2 .
Das Upwind-Verfahren ist also von erster Ordnundd ( t; x). Durch abermalige
Zeitableitung der Advektionsgleichung §.50 folgt @T=@% = u>@T=@% Daher
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6.3. Advektion

kann man den Fehler auch schreiben als

a,.g._,x ar 2 2
@t+ u@x_ijz (1{2C) @;}+O te; x° (6.62)

Di usion

Da der fuhrende Fehlerterm proportional zur zweiten Ortsableitung ist, &t er die-
selbe Wirkung wie ein Di usionsterm. Diesekenstliche Di usion wird durch die
Diskretisierung verursacht. Die zugebrige Di usivit atist °= u x(1 C)=2. Die

di usive Wirkung des Fehlers kann man sehr gut in Abb6.8c,d sehen: Der Gau -
Peak wird im Laufe der zeitlichen Entwicklung abgebaut und die Eckened Recht-
eckimpulses werden verschmiert.ef C! 1 verschwindet die kanstliche Di usion.
Dann ist die Lesung desUpwind-Schemas ja auch identisch mit der exaktene-
sung. Bei Stemungsproblemen kann man leider nicht einfach C = 1 setzen, da die
Geschwindigkeitu(x; t) im allgemeinen im Raum variiert. Die Courant-Zahl nimmt
dann lokal unterschiedliche Werte an.

6.3.3. Leapfrog-Verfahren

Um ein stabiles Verfahren dér die Advektionsgleichung zu erhalten, kann man al-
ternativ versuchen, den zeitlichen Operator des FTCS-Verfahme zu modi zieren.
Es liegt dann nahe, die zeitlichen Di erenzen wie beim Richardson-Vatiren fr
die Diusionsgleichung (Kap. 6.1.1) symmetrisch zu bilden, was gleichzeitig die
Genauigkeit in der Zeit erfehen wirde. Mit dieser Anderung erhalten wir

-I-_n+1 Th 1 Th TN
. L+l L 1=0; 6.63
2 t T x ! (6:63)
was auf dasLeapfrog-Verfahrenfehrt
L P O PP PP (6.64)

Wenn man die Konsistenzberpruft, stellt man fest, da dieses Verfahren von 2.
Ordnung O ( t?; x?)ist. An dem Verstarkungsfaktor von Serungen

L P
G= iCsin 1 C?%sir? (6.65)

sieht man sofort, da das Leapfrog-Verfahrenefr C = 1 neutral stabil ist, denn es
ist JG(C = 1)j = 1. Das Verfahren ist aber auch dr alle C 1 neutral stabil, was
recht vorteilhaft ist. Denn neutrale Stabilitat bedeutet, da kleine Abweichungen
weder verstrkt noch gedampft werden. Dies entspricht genau dem Verhalten der
exakten Advektionsgleichung. Sie ist trivialerweise energieerhaltkn

Wenn man sich das raum-zeitliche Gitter schachbrettartig (schwaiwei, Abb.
6.9 vorstellt, erkennt man, da durch das Leapfrog-Verfahren §.64) nur die Git-
terstellen einer Farbe miteinander in Beziehung stehen. Die wei en @tpunkte
entwickeln sich wllig unabhengig von den schwarzen. Unter Umanden konnen
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

_ Abbildung 6.9.: Schachbrettmuster der beim Leapfrog-
| Verfahren miteinander in Verbindung stehenden Punkte.

sich beide losungen unterschiedlich entwickelt. Dies kann man vermeiden, wenn
die beiden losungen in gewissen periodischen Zeitabatlen schwach miteinander
gekoppelt werden (z.B. durch Mittelungeber zwei Zeitschritte).

Man kann analytisch zeigen, da das Leapfrog-Verfahrer(64) zwei Losungen be-
sitzt, eine physikalisch sinnvolle und eine unphysikalischekung (spurious mode}®
Die unphysikalische losung kann durch eine geeignete Wahl der Anfangsbedingung
auf den beiden ersten Zeitniveaus vermieden werden. Falls die ungifglische Lo-
sung bei der Implementierung der Anfangsbedingungen nicht elimirievird, ent-
wickeln sich die losungen auf den wei en und schwarzen Raum-Zeit-Punkten unter
schiedlich und mu zum Beispiel durch die oben genannte Mittelung ageglichen
werden.

Beim Leapfrog-Verfahren erfolgt die Berechnung auf 3 ZeitniveauDaher braucht
man zu Beginn der Rechnung zuachst ein zweites Zeitniveau, das man zum Beipiel
mit dem Euler-Verfahren (FTCS) oder demUpwind-Verfahren berechnen kann.

6.3.4. Lax-Wendro -Verfahren

Eine andere Mglichkeit zur Konstruktion eines Verfahrens zweiter Ordnung in de
Zeit besteht darin, das instabile FTCS-Verfahren.52 zu modi zieren. Zum Bei-
spiel kann man den Fehlerterm erster Ordnung, welcher bei der Moartsdi erenz

in der Zeit in (6.52 vernachlassigt wurde, mit in das Schema einbeziehen. Dazu be-
trachten wir die Taylorentwicklung von Tjn+l um den Punkt (n;j) und lesen nach

@ =@nuf,
Tn+l N t @T , T T t@T
a _ 1 i @ +0 t2 =z J ! u2—@+0 t? : (6.66)

@t t 2 @ t 2 @%
Hierbei haben wir die zweite Zeitableitung durch die zweite Ortsableihg aus-
gedruckt. Diese kann nun diskretisiert und in das Di erenzenschema eislkaogen
werden. Man eralt dann anstelle des FTCS-Schemas dasx-Wendro -Verfahren
C c?

+1 _
=T j >

In Abb. 6.8 wurden die beiden unabmngigen Funktionswerte mit durchgezogenen beziehungs-
weise gestrichelten Linien verbunden.
8Der Grund dafur sind die drei Zeitniveaus.
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6.3. Advektion

Es ist von der FehlerordnungD ( t?; x2) und stabil fur C 1. Fur C = 1 wird das
Lax-Wendro -Verfahren exakt. Numerische Ergebnisse sind in Ab 6.8e,f gezeigt.

Man kann noch viele weitere Schemata untersuchen. Insbeson-
dere kann man auch implizite Verfahren, wie das Crank-Nicolson-
Schema, betrachten. kr hyperbolische Gleichungen, wie der Ad-
vektionsgleichung, bieten die impliziten Verfahren aber keine we-
sentlichen Vorteile gegember den expliziten. Dies liegt daran,
da sich numerische Fehler innerhalb nur eines Zeitschritts (also
sofort) mber das gesamte Raumgebiet ausbreiten. Aus physikali-
SE schen Geinden propagieren Sirungen bei hyperbolischen Glei-
Burton Wendro chungen aber nur mit endlicher Geschwindigkeit. Obwohl die im-
(Burt) pliziten Verfahren in der Regel sehr stabil sind (auchef C > 1),
1930{ produzieren sie bei gro en Zeitschritten recht gro e Fehler. Bei
kleinen Zeitschritten (C 1) kann man dann auch die schnelleren expliziten Verfah-
ren verwenden. Imelbrigen sollten man nicht vergessen, da das Upwind- und auch
das Lax-Wendro -Schema #@r C = 1 die exakte Lesung der Advektionsgleichung
reproduzieren. Implizite Methoden sind dazu nicht in der Lage.

Generell kann man sagen, da es wesentlich einfacher ist, genawsiuingen @r
parabolische Gleichungen (Di usion) zu erhalten, al=if hyperbolische Gleichungen
(Advektion).

6.3.5. Dispersion und Dissipation

Als Dispersion bezeichnet man die Tatsache, da die spektralen Komponenten
(Fourierkomponenten) eines Signals unterschiedlich schnell praparen. Nicht-
monochromatische Wellerandern sich deshalb mit der Zeit. Neben der reinen For-
meanderung wird die Abschwachung eines Signals aBissipation bezeichnet:®

Die Dispersion kann man zum Beispiel beobachten, wenn man einenistms
Wasser wirft. Far Wasserwellen unter dem Ein u von Kapillarit &t und Schwerkraft
(capillary-gravity waves gilt unter Vernachlassigung der Dichte der Luft dieDis-
persionsrelation(Landau and Lifschitz 1997

_ 2_9g, k.
= =t

|
” (6.68)
Buﬂasser/Luft hat die Phasengeschwindigkeitc ein Minimum bei Kpi, =
g= 366cm?t (4,0 =72:8 10 °N/cm, 4,0 = 1g/cm?3, g = 9:8m/s?).
Dies entspricht einer Wellerdnge von i, 1:71cm. Far Wellenlangen < s
dominieren kapillare E ekte und man hat Kapillarwellen. Im Bereich der kapil-
larwellen nimmt die Phasengeschwindigkeit mit der Welleahge ab. Dies ist der
normale Fall bei einem Steinwurf. kir Wellen mit > ;, nimmt die Phasenge-
schwindigkeit mit der Wellenknge langsam wieder zu. In diesem Bereich hat man

°Die Dissipation im strengen stomungsmechanischen Sinn bezeichnet die Umwandlung von ki-
netischer Energie in Warmeenergie. Sie ist mathematisch genau de niert.
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen
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Abbildung 6.10.: (a) Verfahren fur die Advektionsgleichung (Fletcher, 1991a).
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(b) Verfahren fur die Advektionsgleichung (Fletcher, 1991a).

Noch Abbildung 6.10.:
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

(b)
10 T T T T T T T
I —Bo=1

Schwerewellen

Kapillarwellen

Abbildung 6.11.: (a) Wellen verschiedener Wellendnge auf einer Wasserobemche (Pho-
tographie: Andrew Davidhazy) und (b) Dispersionsrelation fur Ober achenwellen #r
Bondzahl Bo = gd?= = 1, wobei d die Langenskala ist. Die Bondzahl ist ein Ma
fur die relative Bedeutung von Gravitationskraften zu Ober achenspannungskaften.

Schwerewellen. In der Seefahrt sind die sehr langwelligeeak wavesso ge&hrlich,
weil sie am schnellsten propagieren.

Ausbreitung von Wellen in linearer N aherung

Wenn Wellen eine kleine Amplitude besitzen, kann man die zu-
grundeliegenden Gleichungen beglich der Amplitude lineari-
sieren. Dies ermglicht eine analytische Behandlung. Dispersion
und Dissipation sollen daher an zwei Beispielemif die lineare
Wellenausbreitung demonstriert werden. Wir betrachten einer-
seits dieKonvektions-Di usions-Gleichung(Transportgleichung)

Diederik @T+ UQT @ =0; (6.69)
Johannes @t @x @X
Korteweg

und andererseits die linearisierté&orteweg-De Vries-Gleichunéf
1848{1941

20Eine megliche Form der Korteweg-De Vries-Gleichung ist

@f+(1+ f)Qf+ @ =0:

@t @x @R

Sie beschreibt die Ausbreitung nichtlinearer Wellen in einer
achen Flussigkeitsschicht (Flachwasser). Man kann die KdV-
Gleichung auch noch in verschiedenen anderen Formen aufschrei-
ben (Drazin, 1983. Insbesondere erlaubt sie trotz der Dispersion
Wellen, die ihre Form nicht verandern (Solitonen und Cnoidal-
Wellen). Hierbei wird die Dispersion gerade durch die Nichtlinea-
rit at kompensiert.
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6.3. Advektion

@T, @T, @T
= +Uu=—+ —=0: 6.70
@t "@x @3 (6.70)
In beiden Fallen kennen wir die Losung als Fourier-Reihe darstellen
X . .
Txt)y=  Td>t Dtyec; (6.71)
k
mit k; ;! 2 und c.c. als Bezeichnungeir das konjugiert Komplexe?! Da

die linearen Wellen entkoppeln, brauchen wir nur eine re@sentative Fourier-
Komponente zu betrachten.

Wenn wir diesen Ansatz in die obigen Di erentialgleichungen einsetzeathalten
wir fer die Transportgleichung

L 2 _ (k) k 2
il +iuk+ k2 T =0 ) LK) Uk:
Dies ist gerade die in Raum und Zeit Fourier-Transformierte von
(6.69. Die Wachstumsrate 0 ist negativ. Je kleiner die Wel-
lenlange ist, desto go er ist die Dampfungsrate  (Dissipation)
der betre enden spektralen Komponente vorT. Die Frequenz
der Welle ist proportional zur Wellenzahl. Damit ist diePhasen-
geschwindigkeitc = =k = u konstant und durch die Advek-
tionsgeschwindigkeitu gegeben. Dies wird auch oft al®isper-
sionsfreiheit bezeichnet. Jede spektrale Komponente der Welle
propagiert mit derselben Geschwindigkeiti. Aber jede Kompo-
nente wird auch im Laufe der Zeit entsprechend ihrer Wellesh-
ge abgeschacht.

Fur die linearisierte Korteweg-De Vries-Gleichung erhalten wir

(k) = 0;
(k) = uk k?2:

Wellen erfahren hier keine Versirkung oder Dampfung: = 0. Die lineare KdV-
Gleichung besitzt jedoch eine kubische Dispersion. Ein Puls, der vehiiedene Wel-
lenlangen enthalt, zer ie t, da die Komponenten mit unterschiedlicher Geschwin-
digkeit fortlaufen. Die entsprechenden Kurven (k) und ! (k) sind in Abb. 6.12
gezeigt.

(6.72)

Gustav de Vries
1866{1934

il +iuk k3 fr=0 ) (6.73)

Aufgrund des Zusammenhangs® ! ik bei der Fourier-
Transformation tragen die geradzahligen Ableitungen immer
zur Dissipation und die ungeradzahlige Ableitungen immer zur
Dispersion bei.

In Abb. 6.13ist die Wirkung von Dispersion und Dissipation auf einen Rechteck-
puls gezeigt. Angenommen wurden die Relatione.72 und (6.73 mit verschie-
denen Werten &ir  und

2L jst hier eine Wachstumsrate und nicht die Ober achenspannung.
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

05
|1 O
Abbildung 6.12.: Dispersion
(durchgezogen) und Dissipation
| (gestrichelt) fur die Transportglei-
05 S chung (rot) und die linearisierte
0 0:25 0:5 KdV-Gleichung (blau). Es wurde
k u= = =1 gesetzt.
(@) exact: = =0 (b) =0:001, =0 (c) =0:01, =0
1 1 1
0.5 {% d 0.5 7 J \ 0.5
T, | T, | \\ T,
-0.5 J / -0.5 / / \ -0.5
-1 -1 -1
2 0 0 2 2 0 2
X X X
(d =0, =0:0001 (f) =0:01, =0:01
1
-1
2 0 2 2 0 2
X X

Abbildung 6.13.: Disperion und Dissipation eines periodischen Rechteckpaés mit peri-
ode 2 fur die Gleichung @T + U@QT @« T + @uxx T =0 mit HJF:> 1. Der anfangliche
Puls (blaue Kurve) wurde approximiert durch T(x;t = 0) = < i £ exp(imx)=m

(m ungerade). Dieroten Kurven zeigen den Puls beit = 2. Die Parameter sind in den
Uberschriften angegeben.
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6.3. Advektion

1
05 +
Cph B oL
Car=u
0.5+
1 e e T
0 0:2 04 0:6 0:8 1

k:kNyquist

Abbildung 6.14.: Dispersion des Leapfrog-Verfahrens §.64). Gezeigt ist die normierte
Phasengeschwindigkeitcp, (blau) und die normierte Gruppengeschwindigkeitcg, (rot).
Die Courant-Zahl C ist als Parameter angegeben. Die Wellerghlen sind durch die Grenz-
wellenzahlknyquist = = X skaliert.

In analoger Weise kann man die Dispersion und Dissipation der diskrédiden
Form der beiden Gleichungen&.69 und (6.70 untersuchen. Die Dispersion und
Dissipation sollten derjenigen der exakten Gleichungeneglichst nahekommen. Das
Vorgehen soll am Beispiel des Leapfrog-Verfahrens tlie reine Advektionsgleichung
(6.4) demonstriert werden.

Dispersion und Dissipation des Leapfrog-Verfahrens fur die
Advektionsgleichung

Es ist leicht zu sehen, da die Advektionsgleichung6(50 keine Dispersion besitzt,
d.h. alle Fourierkomponenten einer beliebigen Anfangsbedingung pemieren mit
derselben Phasengeschwindigkest= u. Auch ist die Advektionsgleichung frei von
Dissipation, die Amplituden der Fourierkomponenten sind ungeanpft (= 0).

Um die mit dem Leapfrog-Verfahren diskretisierte Version der Adk#ionsglei-
chung zu untersuchen, setzen wir den Ansat5(71) in der Form T gk*C i)
in das Leapfrog-Schemag(64) ein und erhalten mit den Gitterweiten t und Xx
die diskrete Dispersionsrelation

e( i!)tze( ity t Cékx eikX : (674)
Trennen von Real und Imagimrteil liefert??

Realteil: e ‘cos( t)=e ‘'cos( t); (6.75a)
Imaginerteil: e 'sin(l t)=e ‘'sin(! t) 2Csink x): (6.75b)

22Es gilt € =cos' +isin "' .
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

(@) k = 0:1Knyquist (b) k =0:25knyquist
1 1
0:50 0:50 E
Y o ) vﬂvAU
0:5/ 0.5/ /
1, | 1, ‘\\/‘;‘ |
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
(c)kzo:)ékNyquist w)k=0%kam

Leapirag: inistep: Lax-Wendroff, Courant=0.1, N=512, period~=5120, time=2000 Leapfrag: inistep: Lax-Wendroff, Courant=0.1, N=512, period-=5120, time=2000

0O 02 04 06 08 1
X
(e) Spektrum fur (c)

20
10

10

20
0 50 100 150 200 250
k=2

Abbildung 6.15.: Advektion eines Wellenpakets bei periodischen Randbedingigen
mittels Leapfrog-Verfahren und C = 1. Die Anfangsbedingung ( ) ist Tp =
exp N(x 1=2)? sin[sknyquist (X 1=2)], mit Nyquist-Wellenzahl knyquist = N =
= X (vgl. Abb. 6.14). Der erste Zeitschritt wurde mit Lax-Wendro durchgef ehrt. Die
Au esung betmgt N = 512. Die Einhullende der exakten Losung (ot) und die numeri-
sche Losung (lau) sind zur Zeit n = 2000 gezeigt. Die Gruppengeschwindigkeit Bngt
von der Wellenzahl ab 6 := k=knyquist ): S=0:1 (a), s=0:25 (b), s=0:5(c)unds=0:6
(d). (e) zeigt das Spektrum fur den Fall (c).
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6.3. Advektion

Aus dem Realteil folgt = 0. Das Leapfrog-Schemaeir die Advektionsgleichung
besitzt also keine Dissipation, genau wie die exakte Advektionsgleicigu Mit =0
folgt aus dem Imagimrteil

sin(!/ t)=Csin(k x): (6.76)
Die Dispersionsrelation lautet also
1 . .
(k)= —tarcsm[C sink Xx)]: (6.77)

Daraus folgt fur die Phasen- ¢sn) und fer die Gruppengeschwindigkeit ¢, )%

! 1 | =

Gon= 1 = —carcsin[Csink x)] T —)t( =y (6.78a)
@! X Ccosk x) o1 X ca

Cer= — = —BP ! — = u: 6.78b
@k t' 1 CZsif(k x) t (6.785)

Fer C 6 1 zeigt das Leapfrog-Verfahrensr die Advektionsglei-
chung eine Dispersion, die nicht in der kontinuierlichen Advekti-
onsgleichung vorhanden ist. Dieseumerische Dispersionist in
Abb. 6.14 durch Kurven fur Phasen- und Gruppengeschwindig-
keit illustriert. Die kleinste auf einem Gitter darstellbare Wel-
lenlange ist min =2 X. Dies entspricht einer maximalen Wel-
lenzahl, der Nyquistwellenzahlknyqussc = = X. Far C ! 1

: fallt die Phasengeschwindigkeit ab der halben Nyquist Wellen-
Harry Nyquist zahl k=kyyquist = kK x= = 1=2 stark ab und verschwindet #r
1889{1976 K = Knyquist - FHIF K > K nyquis =2 (d.h. fur Wellenlangen < 4 x)
ist die Gruppengeschwindigkeit sogaref alle C negativ. Dieses Verhalten ist in
Abb. 6.15fur C = 1 fur ein Wellenpaket demonstriert. Langwellige Pakete werden
gut transportiert. Wenn sich die Wellenzahl der Tagerwelle ereht, bleibt das Wel-
lenpaket aber hinter der exakten bsung zueick. Bei der halben Nyquist-Wellenzahl
bleibt das Wellenpaket sogar stehen. Eine weitere Ewhung vonk fehrt dann zu
einer Propagation in die entgegengesetzte Richtung.

6.3.6. Erhaltungsgre en

Meist gibt es bei partiellen Di erentialgleichungen gewisse ®@ren, die im Laufe
der zeitlichen Entwicklung erhalten bleiben. Die diskrete Version derBE sollte
naterlich auch meglichst viele dieser Go en erhalten. Dies ist besonders wichtig
bei der Advektionsgleichung.

Eine o ensichtliche Erhaltungsgme e der Advektionsgleichung ist die Fhche unter
der Funktion T(x;t). Wir k ennen diese aldlasseau assen. Als Beispiel betrachten

2Beachte: arcsif(x) = 1 x2
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

wir das FTCS-Verfahren ©.52. Wenn wir das Integral uber x mittels Trapezregel
approximieren, erhalten wir (den gemeinsamen Faktor x kennen wir keirzen)
|
X c X X c X X '
Tjn+l = TJI"I E Tjn+l TJI"I 1 = T'n E Trg) JrE)O
j j j i i° jo
| {z }
=0
= (6.79)
Damit bleibt ;T von einem Zeitniveau zum anderen konstant. Das FTCS-
Verfahren ist also massenerhaltend, aber { wie schon gezeigt { leidestabil.
Naterlich kann es noch weitere Erhaltungs@ren geben (zum Beispiel den Im-
puls). Bei der KdV-Gleichung existieren sogar unendlich viele Erhalbgsg®e en,
deren Erhaltung man beim Diskretisiereruberprafen kennte.

6.4. Lineare Konvektions-Di usionsgleichungen

6.4.1. Station are Konvektion und Di usion

In vielen stremungsmechanischen Problemen tretgbrenzschichterauf. Die mathe-
matische Ursache hiesfr ist das Auftreten eines kleinen Koe zienten vor der loch-
sten Ableitung in der Di erentialgleichung. Dies ist normalerweise der Dusions-
term. Der kleine Faktor entspricht dann der inversen Reynoldsz&bder der inversen
Reclet-Zahl. Die Reynoldszahl Re =u=( =L ) und die Reclet-Zahl Pe = u=(=L)
geben das Verhltnis von konvektiver Transportgeschwindigkeitu zur di usiven
Transportgeschwindigkeit =L (bzw. =L ) an. Wenn der konvektive Transport we-
sentlich schneller ist als der diusive, kann es an denjenigen Beranuyen, auf
denen das Geschwindigkeits-, Temperatur- oder Konzentratidietd aufgeprgt ist,
zu hohen Gradienten kommen.

Als einfachstes Beispielefr ein derartiges Verhalten kann man diestationare
Konvektions-Di usions-Gleichung

daT d>T
Ui = o (6.80)
betrachten. Hierbei steht der konvektive Transport vonT in positiver x-Richtung
(u> 0, linke Seite) im Gleichgewicht mit dem di usiven Transport vonT (rechte
Seite). Fur die RandbedingungenT (0) = 0 und T(1) = 1 kann man leicht eine
analytische Losung dieser linearen geatinlichen Di erentialgleichung nden.?* Mit
dem AnsatzT e* erhalten wir

u 2=0; (6.81)

24Diese Randbedingungen entsprechen der homogene Durchetmung eines Gebiets, bei dem die
permeablen Wande beix = 0 und 1 auf verschiedenen Temperaturen gehalten werden.
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6.4. Lineare Konvektions-Di usionsgleichungen

1
/
N/
L4
O3e-av-f-onay- “/S\Qﬁ
%% "2 w4 06 08 1
X

Abbildung 6.16.: Lesungen der statiomren Konvektions-Di usions-Gleichung fur u= =
20. Gezeigt sind die exakte bsung (ot) und numerische Losungen mittels zentraler Dif-
ferenzen auf Gittern mit x = 0:05 (Reg = 1, ), x=0:1(Res =2, magenta) und
X =0:2 (Reg =4, blau). Zusatzlich ist auch die Lesung ®ir x =0:2 (Reg =4, cyan)
dargestellt, wobei der advektive Terme per Upwind-Verfahen diskretisiert wurde.

mit den Wurzeln { =0 und , = u= . Die Linearkombination der beiden Moden
e X, welche die beiden Randbedingungen alit, lautet

d=x 1

T(X) = ﬁ

(6.82)
Diese exakte losung ist in Abb.6.16als rote Kurve gezeigt.

Bei Verwendung von zentralen Di erenzensfr unser elliptisches Problem §.80
erhalten wir

UTj +1 Tj 1 Tj +1 2Tj + Tj 1

X = 2 : (6.83)
Dies kann man auch schreiben als
lu x
E— Tj +1 Tj 1) = Tj +1 2TJ + Tj 1, (684)
| {z.}
=Re g
bzw. s R
1+%‘G T . 2T+ 1 %‘G Tis =0; (6.85)
wobei
Reg = =~ (6.86)

als Gitter-Reynoldszahlbezeichnet wird?®> Man kann leicht nachpmeifen, da die

25Dies ist eine Reynoldszahl, die mit der Gitterweite x als Langenskala gebildet wurde. Eigent-
lich ist es eine Gitter-Reclet-Zahl, da wir die nicht weiter spezi zierte Di usivit at verwenden,
und nicht etwa die kinematische Viskosimt
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

1 :
0:5¢
=()
0 e o L[] L[] ] L[] o o
0.5}
1 15 2 2.5 3

<()

Abbildung 6.17.: Eigenwerte der Matrix des linearen Systems 6.85 bzw. (6.88 fur
u= =20. Dann ist Reg = 20=J, wobei 1=J = x ist. Fur die unterkritische Bedingung
J = 11 (blau) sind alle Eigenwerte reell. Bei der kritischen BedingungJ = 10 entspre-
chend Re; = 2 (schwarzes Quadrat) sind alle Eigenwerte entartet und essind alle j = 2.
Fur wuberkritische Verhaltnisse J =9 (rot) sind alle Eigenwerte komplex.

Rekursionsformel .85 die Lesung

1+Reg=2 '

TT=A+B ———
J 1 Reg=2

(6.87)

besitzt. An der Form dieser exakten bsung der diskretisierten Gleichung sieht
man, da T, oszilliert, wenn Re; > 2 ist.?® Eine oszillierende sung ist hier aber
unphysikalisch, da die exakte bsung monoton ist.

Um die Losung der diskretisierten Gleichung .85 zu nden, kann auch das
zugelwerige lineare Gleichungssystemuf T; aufstellen. Dann erlalt man ein tridia-
gonales System mit konstanten Diagonalen

0 1 0 1 0 1
b ¢ T, aT,;
a b c T3 0
o = o ; (6.88)
a b c T; > 0
ab T; 1 cT;

mit a= (1+Reg=2),b=2und c= (1 Rez=2). Die Eigenwerte der Tridiago-
nalmatrix lassen sich sofort angeben (siehe Anhang Numerik I)

p

i = b+2" accos )

1 o)=L 2 (6.89)

2Der Grenzfall Reg = 2 ist singular. Dann fallt T;.; aus (6.85) heraus und es bleibtT; =0, bis
auf den Randwert Ty = 1.
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6.4. Lineare Konvektions-Di usionsgleichungen

Fur ac 0 sind alle Eigenwerte komplex (Abb6.17). Diese Bedingung entspricht
Reg > 2. Ein oszillatorisches Verhalten der &sung der statiomren Konvektions-
Di usionsgleichung wird vermieden, solange die Bedingung

Reg < 2 (6.90)

erfellt ist. Der Grenzwert Reg = 2 fallt o enbar mit dem Auftreten komplexer
Eigenwerte ®r Reg > 2 zusammen.

Auch bei vielen anderen Methodeneir Grenzschichtprobleme ndet man zur
Vermeidung von oszillatorischem Verhalten die Bedingung Be ¢, wobeic eine
Konstante ist. Es ist aber nicht allgemein zwingend, da die numerisehLesung
eines bestimmten physikalischen Problemsif Reg > ¢ oszilliert. So kann die nu-
merische losung #ir die veragerte Stemungvor einem Hindernis zwar oszillieren,
man kann aber #r die beschleunigte S®mung hinter einem Hindernis monotone
Lesungen éir Reg > ¢ nden.

Wenn man die zentralen Di erenzen dr die erste Ableitung in (6.89 durch un-
symmetrische Di erenzen ersetzt, erilt man das Upwind-Verfahren

Reg (T Tj 1)= T 2+ T g (6.91)

und somit

R
(1+Reg)T; 1+2 1+%’G T, T =0: (6.92)

Mit a= (1+Reg), b=2(1+Reg=2)undc= 1 in (6.89 hat die zugelerige
Matrix nur reelle Eigenwerte ( ac > 0 in (6.89) und wir erwarten die Abwesenheit
von Oszillationen, was durch die Rechnung bestigt wird. Das Verfahren ist dann
jedoch nur noch von erster Ordnung und deshalb nicht sehr genésiehe Abb.6.16).
Die Taylor-Entwicklung der exakten Lesung um den Punk{ zeigt, da der in der
ersten Ableitung beim Upwind-Schema vernadhassigte Term ein di usiver Term ist
(siehe 6.62). Das Upwind-Schema §.92 entspricht dann einem Di erenzenschema
zweiter Ordnung der Di erentialgleichung
2
dT _ 14+ Res d°T,

ax 5 d (6.93)

Daraus kann man schlie en, da das Upwind-Schema erster Ordngreine leinstliche
Diusivit at der Gree p; = (Reg=2) besitzt. Dies erklrt auch den Verlauf der
numerischen ®sung Cyan) in Abb. 6.16 der wesentlich acher ist als derjenige der
exakten Lesung.

6.4.2. Zeitabh angige Konvektion und Di usion

Als nachstes betrachten wir die sogenannf&ansportgleichung

a, 6 a_ @T.

@t-'- U@X_ @ (694)
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

Die Gre e T (z.B. die Temperatur) wird durch das Geschwindigkeitsfeld transpor-
tiert und sie di undiert. Im Grenzfall = 0 erhalt man die Advektionsgleichung.
Diese Art von Gleichung ist typisch &ir den Transport von Temperatur (\WWarme)
und der Konzentrationen von Sto en. Sie ist parabolisch, und man m Anfangs-
und Randbedingungen vorgeben. Falls die transportierte & (hier T) nicht auf
u zureckwirkt, wird sie als passiver Skalabezeichnet.

Die mit der LangenskalaL, GeschwindigkeitsskalaU und
der Zeitskala L=U dimensionslos gemachte Transportgleichung
(6.99) lautet, wenn wir fer die dimensionslosen Variablen diesel-
ben Symbole verwenden,

1 @T
g + ug = —@: (6.95)
@t @x Pe@X%
Jean Claude Hierbei ist Pe = UL= die Reclet-Zahl. Fur Pe 1 dominiert
Eugene Reclet der konvektive Transport mber den di usiven Transport. Dann
1793{1857 erwarten wir ein ahnliches Verhalten wie bei der Advektionsglei-

chung (Wellencharakter) sowie ein Grenzschichtverhalten. Um-
gekehrt sollte &ir Pe 1 das Verhalten vonT nahezu di usiv
sein.

Explizite Verfahren

FTCS Die einfachste Diskretisierung ist das FTCS-Verfahren. Angewanauf
(6.94) und mit u = const. lautet es

Tt T T, Tn T, 2T "+ T"
J J + U j+1 i1 i+l J i1 =0: (696)
t 2 X X2

Au esen nachT"** ergibt

T" T" T" 2T+ T
+1 j+1 j 1 j+1 j j 1
T = T u ti2 -t t 2
—_ C n n C n .
= S 5 Ty +@ 29T+ s+ 5 T4 (6.97)
mit s = t= x?und C=u t= x. Die Gitter-Reynoldszahl ist von diesen beiden

Gre en abhangig: Rgs = C=s Daher mu man die Eigenschaften der jeweiligen
Diskretisierung in der ; C)-Ebene diskutieren.

Durch Taylor-Entwicklung kann man leicht prafen, da das FTCS-Verfahren von
der OrdnungO( t; x?)ist. Der fuhrende Fehlerterm ist; t@T=@% Das FTCS-
Verfahren (6.97) lest also die Gleichung

g+u@- @T+ t@T—O

@ @x @% 2 @ (65
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6.4. Lineare Konvektions-Di usionsgleichungen

in Ordnung O ( t?; x2?). Man kann nun die zweite zeitliche Ableitung mit dem
kleinen Vorfaktor wieder durch mumliche Ableitungen ausdacken, indem man die
Transportgleichung €.94) nach der Zeit ableitet und in den gemischten Ableitungen
@ =@entsprechend 6.99) ersetzt. Dann erhalt man
2 2
a.,.a w? @t tu@T+ t 2@T
@t @x 2 @% @x 2 @x%

Die im Vergleich zur Transportgleichung 6.94) auftretenden Terme aus demefh-
renden Fehler der zeitlichen Diskretisierung sindot dargestellt. Man sieht, da
das FTCS-Schema eine vaafschte (verringerte) Di usion liefert. Au erdem wird
ein dispersiver Term ( @T=@3% generiert und eineDi usion h eherer Ordnung
( @T=@%. Um diese E ekte zu minimieren sollte die Zeitschrittweite naglichst
gering sein, genauer gesagttu?=2 bzw. G 2s.

Mit einer Stabilit atsanalyse ndet man den Versarkungsfaktor jGj 1, genau
dann wenn (siehe Tabelle in Abb6.18

| &i Tt (6.100)

t

+0 t2 =0: (6.99)

Damit wird die Stabilit atsgrenze des FTCS-Verfahrenaif die Di usionsgleichung
reproduziert. Fer die reine Advektion war FTCS immer instabil. Im Fall der Trans-
portgleichung erhalten wir zumindest ein stabiles Verfahren, wenn Ginreichend
klein ist. Die Stabilitatsbedingung kann man auch durch die Gitter-Reynoldszahl

ausdricken

C 2 c1
ReG:uzg = 2 (6.101)

DuFort-Frankel Um eine where Genauigkeit in der Zeit zu erhalten, sind auch
symmetrische Dierenzen be#glich t von Interesse. Wenn man das Richardson-
Verfahren mit Zeitniveaus bein+1 und n 1 (siehe ©.9)) auf die Transportgleichung
anwendet, ertmlt man wie bei der Di usiongsgleichung ein instabiles Verfahreruf
s> 0. Far s=0 mit C 6 0 wird die Di usion vollst andig verhindert man erhalt in
diesem Limes das Leapfrog-Verfahrerb (63 fur die Advektionsgleichung.
Abhilfe schat eine Modikation des Richardson-Verfahrens zum Déort-

Frankel-Verfahren, bei welchemT" im diusiven Term durch den Mittelwert
Tjn+l + T 1 =2 ersetzt wird, wie im Fall der reinen Di usionsgleichung. Dann
erhalt man

n+1 n 1 n n n n+1 n 1 n
T, T, T Ty Th T+, + T,

= u + ) : (6.102)

2t 2 X X2
Solange C 1 ist, ist das DuFort-Frankel-Verfahren #r alle s stabil. Man ndet,
da der Abbruchfehler von der Gm® enordnung O(C?) ist. Daher mu die Zeit-
schrittweite hinreichend klein gewhlt werden, t x bzw. G 1, damit das
Verfahren konsistent ist.

J
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

Upwind Das Upwind-Verfahren (1 > 0)

T =sT, +(1 25 CO)T"+(s+C)T", (6.103)
besitzt nur eine Genauigkeit vonO( t; Xx). Es hat dieselbe knstliche Di usion
wie das Upwind-Verfahren 6.62 fur die Advektionsgleichung. Die zustzliche Di u-

sivitatist u x(1 C)=2. Fur hinreichend genaue bsungen mu diese Di usivitat
klein sein gegenber der wirklichen Di usivit at . Diese Bedingung entspricht

Reg = : (6.104)

Die Stabilitatsanalyse liefert
2s+C 1 (6.105)

was eine wesentlich strkere Einschmnkung der Zeitschrittweite darstellt als #r die
Di usionsgleichung (= 1).

Auch diese Stabilimtsgrenze begtigt wieder das heuristische Argument, das
wir schon in Kap. 6.1.1 benutzt hatten, wonach kein Koe zient auf der rechten
Seite negativ werden sollte, wenn Stabiktt gewahrleistet sein soll. Denn auch eine
positive Storung von T ; oder T;" im Advektionsterm sollte beiu > 0 (Upwind)
zu einer Erhohung vonT"** fuhren?’

Lax-Wendro ~ Um ein Verfahren zweiter Ordnung zu erhalten, énnte man versu-
chen, wie bei der Advektionsgleichung in6(67) die zweite Zeitableitung im Fehler
von @ =@entsprechend 6.99 zu berucksichtigen. Wegen der Terme éherer Dis-
sipation und Dispersion gelingt dies nicht. Zumindest kann man aber dd-ehler
zweiter Ordnung in der normalen Dissipation eliminieren, wenn man ihn wia der
Lax-Wendro -Methode fur die Di usionsgleichung mitnimmt. Man mu also die zu
geringe Di usion des FTCS-Verfahren entsprechend eohen. Dies #éihrt auf

C

+1 _—
Tjn - TJn E Tjn+l TJn 1 + S Tjn+l 2TJn + TJn 1
CZ
t T 2"+ T (6.106)
C c?
= Tjn E Tjn+1 Tjn 1 + s+ ? Tjn+1 2Tjn + TJn 1

Der korrigierende di usive Term ist rot dargestellt. Das Verfahren hat formal die-
selben Stabilimtsgrenzen wie das FTCS-Verfahren, nur mit der modi zierten Dif-
fusivitat = + tu2=2.

27Bei Diskretisierung des Konvektionsterms mit zentralen Di erenzen (6.97) kann man das nicht
fordern, weshalb die Stabilitatsbedingung 6.100 nicht mit der Nullstelle von s C=2 zusam-
menfallt.
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6.4. Lineare Konvektions-Di usionsgleichungen
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Abbildung 6.18.: (a) Verfahren fur die Transportgleichung (Fletcher, 1991a).
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(b) Verfahren fur die Transportgleichung (Fletcher, 1991a).

Noch Abbildung 6.18.:
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6.4. Lineare Konvektions-Di usionsgleichungen

Implizite Verfahren: Crank-Nicolson

Einfaches Crank-Nicolson-Verfahren Eines der e zientesten impliziten Verfah-
ren fur die Diusionsgleichung ist das Crank-Nicolson-Verfahren. Wenn iw das
Konzept auf die Transportgleichungebertragen und alle aumlichen Ableitungen
eber die Zeitniveausn + 1 und n mitteln, erhalten wir aus dem FTCS-Schema das
implizite Crank-Nicolson-Verfahren #&ir die Transportgleichung
|
L Ly T T LN

t 2 2 X 2 X
|
T-n++l 2-|-_n+1 + -I-_n+l -|-_n+ 2Th + Th .
3 j+1 JX2 i1, lin ;2 It -0 (6.107)

Wenn wir alle Terme zum neuen Zeitpunkn +1 auf die linke Seite bringen, erhalten
wir

+ + C +
TV +2@Q+ 9T s+ 3 T

NlO NO

C
T +2(1 )T "+ s+ 5 T (6.108)

Durch Taylorentwicklung kann man leicht zeigen, da das Verfahrewon der Ord-
nung O( t2; x?)ist, also nicht die starke kinstliche Di usion zeigt, wie die Ver-
fahren erster Ordnung. Auch ndet man, da das Crank-NicolsosVerfahren fr alle
Werte von C unds stabil ist. Um Oszillationen zu vermeiden, mu jedoch Re 2
sein.

Im allgemeinen verhalten sich die impliziten Verfahreref die Transportgleichung
gutmeltig. Die starke Dispersion, die bei der Advektionsgleichung insbextere #ir
sehr kleine Wellerdngen viele Probleme macht, kommt bei der Transportgleichung
nicht in dem Umfang zum Tragen, da die spektralen Komponenten mitldiner
Wellenlangen durch die reale Diusion sehr schnell gedhpft werden. Trotzdem
kennen starke®berschwinger auftreten, wenn die Gitter-Reynoldszahl zu grdst
(siehe Abb.6.19unten).

Crank-Nicolson-Verfahren mit Massenoperator Das einfache Crank-Nicolson-
Verfahren kann erweitert werden, so da die mit der Dispersion vbundenentber-
schwinger bei starker Variation vonT (siehe Abb. 6.19 verringert werden. Ein
Meglichkeit besteht darin, die Zeitableitung aumlich zu verteilen. Die geschieht
mit dem MassenoperatoMy, =( ;1 2; ), wobei wir de nieren

foj = fj 1+ Z)fJ + fj+1: (6.109)

Eine derartige Verschmierung der Zeitableitung tritt in nadrlicher Weise bei ge-
wichteten Residuen auf ( niten Elementen, siehe Kap. 4.4.3 in Teil )Damit lautet
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

das modi zierte CN-Verfahren
l I

MX Tjn+1 Tjn .\ E Tjn++j-l.l Tjn+% N Tjn+l Tjn 1
t 2 2 X 2 X
!
T-n+l 2-|-_n+1 + T_n+1 Th 2T + TN
e e e e OF (6.110)
2 X2 X2

Und nach dem Sortieren der Terme erhalten wir

C
1 1 1
s - 2 TUW+2(1 2 +9T™ s+ - 2 T™

C C
= s §+2 Th+2(1 2 )T + s+§+2 Ty (6.111)
Man kann zeigen, da dieses Verfahren stabil istf 1=4. Formal ist (6.117)
von zweiter Ordnung. Aber wenn man = 1=6 + C?=12 wahlt, kann man den
fuhrenden Term im Dispersionsfehler eliminiereff. Wenn man so wahlt, erfordert
die Stabilitatsbedingung 1=4 jedoch C 1.

Crank-Nicolson-Verfahren mit Upwind-Verfahren h eherer Ordnung Ein bes-
seres Dispersionsverhalten kann man auch erhalten, wenn man @aank-Nicolson-
Verfahren mit einemUpwind-Verfahren herer Ordnungfer den advektiven Term
kombiniert. Die Vier-Punkt-Upwind-Formulierung der ersten Ableitung lautet?®

8
v T N qun o 3T +3T [ L us o
@T — L@Tn = 2 X 3 X
x 1
@ 2T T, ghrz S #3170 e
' 2 X 3 X ’ '
(6.112)

Der Faktor q 2 [0; 0:5] reguliert zwischen reinen zentralen Di erenzeng(= 0) und
reinem Upwind-Verfahren ¢ = 0:5). Fur q 6 0:5 ist dieses Schema von zweiter

28Es bleibt aber noch ein Term hoherer Dissipation (- @) wbrig.

29Man erhalt dies Schema wie in Kap. 2.2 von Teil |, indem man ansetzt® T =@x aT; 2+DbT 1+
cT; + dTj+1, alle Terme um den Punkt x; entwickelt und fordert, da der Koe zientvor @ =@x
gleich 1 ist und weitere drei Koe zienten verschwinden. Dies liefert vier Gleichungen #ir a, b,
c und d mit dem Ergebnis

@r _ T, 6T +3T"+2T,

@x 6 X +0( %9
=T T T2 STPa*3TY T | g,
2 X 6 X '

An der letzten Form sieht man, da man einen Term abspalten kann, cer genau den zentralen
Di erenzen entspricht. Wenn man den Rest weg & t, ist das Verfahren 2. Ordnung, ansonsten
3. Ordnung. Den Korrekturterm kann man deshalb mit einem Faktor 2q wichten mit q 2 [0; 0:5].
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6.4. Lineare Konvektions-Di usionsgleichungen

Ordnung. Im Grenzfall g = 0:5 hat man genau das 4-Punkt-Upwind-Verfahren,
was die FehlerordnungO ( x3) besitzt. In Kombination mit dem Crank-Nicolson-
Verfahren erhalt man
+1
T T

—*3 uly L T +T" =0: (6.113)

Sortieren der Terme liefert das implizite Verfahreny > 0)

%Tj’”zl S+ %+Cq T +2 1+s+ C_2q T
C Cq 1 _ Cq C
S §+? TV = ?Tj”2+ s+§+Cq T,
+2 1 s % T"+ s %+ %‘ Th:  (6.114)

Dies fuhrt auf Matrizen mit vier Diagonalen. Zur Lesung mu daher die vierte Dia-
gonale mit einem zuatzlichen Sweep eliminiert werden (siehe Kap. 5.1, Teil I), da-
mit die Matrix tridiagonal wird. Danach kann man dann den Thomas-Algrithmus
verwenden. Fir g =0 erhalt man das normale Crank-Nicolson-Schema.

Beipielrechnungen

Benchmark und analytische Lesung Um einige der obigen Verfahren zu testen,
betrachten wir den eindimensionalen Temperaturtransport. Gegen sei eine an-
fangliche Temperaturverteilung in Form der Stufenfunktion

1, x< O

T(x0)= 0 x O

(6.115)
Diese scharfe Stufe wird im Laufe der Zeit durch Advektion verschen und gleich-
zeitig durch Di usion verschmiert.

Mit der LangenskalaL und X = x ut lautet die exakte Losung der eindimen-
sionalen Transportgleichung (siehe Anhang)

1 R

"2 ﬁsmm 1) X=L Je @ D75 (6.116)
k=1

T

Parameter In der Regel sind die physikalischen Parameterund gegeben. Au-
erdem gibt man x und t vor. Daraus berechnen sich die wesentlichen numeri-
schen Parametess und C. Von ihnen hangt auch Re; = C=sab. Bei den Rechnun-
gen geben wir die konvektive Geschwindigkeit = 1 vor, damit wir den Sprung zum
Zeitpunkt t = 1 immer an der Stellex = 1 haben. Damit die Front innerhalb dieser
Zeit nicht zu sehr verschmiert, vehlen wir = 0:001. Mit dem Parameters steuern
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

(8 N =40,C=0:1,s=0:001, Re; =100 (b) N =40,C=1, s=0:01, Res =100

T
?\ H‘ M“‘
Al |

| U
1 -0 - "\ vesoes
\ |
R ‘
T T 05 il
| ‘ ||
I
0l I
Ll
2 1
(c) Explizite Verfahren, (d) Implizite Verfahren,
N =400,C=0:1,s=0:01, Rg; =10 N =400,C=0:1,s=0:01, Re; =10
T T 05
0
(e) Legende
Anfangspro | . . .
+FTCSgsp Abbildung 6.19.: Vergleich verschie-
Lax-Wendro denen Verfghren zur lesung der
e n. Di., 4-Punkt-Upwind, ¢q=0:5 Transportgleichung @T + u@T
Crank-Nicolson, n. Di. @xT =0 bei t =1 fur eine anang-
——Crank-Nicolson, Massen-Op., =0:25 lich (t = 0) stufenfermige Front bei
Crank-Nicolson, 4-Pkt.-Upwind, g=0:5 x =0 ( ). Die exakte Lesung zum
—=—exakte Lesung Zeitpunkt t = 1 ist blau dargestellt.

wir die Zeitschrittweite t. s mu bei den gegebenen physikalischen Parametern
und Au esung hinreichend klein sein, da sonst die Courant-Zahl C & t= x
gre er wird als 1 (siehe ©.54).

Ergebnisse sind in Abb6.19fur verschiedene Verfahren dargestellt.sf C = 0:1
und s = 0:001 (Abb. 6.1%) sind alle Verfahren ungenau und zeigen oszillatori-
sches Verhalten (Re = 100). Am schlimmsten wirkt sich dies aus beim FTCS-
Verfahren, dem einfachem Crank-Nicolson, dem Lax-Wendro undem explizi-
tem Upwind-Verfahren 4. Ordnung. Eine Erl®hung der Zeitschrittweite um einen
Faktor 10 zu C = 1 und s = 0:01 (Abb. 6.1%) fehrt dazu, da das implizite
Crank-Nicolson-Verfahren mit Massenoperator und = 0:25 (schwarz) die Front
sehr genau wiedergibt. Dies ist gerade die Stabdilsgrenze #@r dieses Verfahren.
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6.5. Nichtlineare E ekte: Die Burgers-Gleichung

Auch das Lax-Wendro -Verfahren (cyan) zeigt nur einen kleinen®berschwinger.
Alle anderen Verfahren zeigen jedoch inakzeptable Oszillationen.

Wenn man die mumliche Gitterweite um einen Faktor 10 verringert, werden al-
le Verfahren genauer und wegen der reduzierten Gitter-Reynokddl nehmen die
Oszillationen ab. Explizite (Abb. 6.1%) und implizite Verfahren (Abb. 6.19d) sind
separat dargestellt. Auch hier schneidet FTCS am schlechtestebh.d@8ei den expli-
ziten Verfahren ist Lax-Wendro am genauesten. Implizite Verfalen sind deutlich
besser. Hier schneidet das Crank-Nicolson-Verfahren mit drittédrdnung Upwind
am besten ab. Es ist aber auch das aufwendigste Verfahren (4 Doaglen). Ei-
ne Ubersicht mber Verfahren zur Diskretisierung der Transportgleichung ist in @h
Tabellen in Abb. 6.18,b gezeigt.

6.5. Nichtlineare E ekte: Die Burgers-Gleichung

Bisher hatten wir die lineare Transportgleichung betrachtet. Der Transport des
Impulses, der durch die Euler- bzw. die Navier-Stokes-Gleichungdolrieben wird,
ist jedoch nichtlinear (siehe Kap. 1.1, Teil 1). Dies kann man der sutantiellen
Ableitung der Geschwindigkeit di=dt = @ =@#% u r u sofort ansehen.

Ein Paradebeispiel @éir den nichtlinearen Transport ist die
Burgers-Gleichung in einer Dimension. Im reibungsfreien Fall

lautet sie
du_@u  @u
d @t @x
Die Nichtlinearitat ist quadratisch (in u). Die Lesung der rei-
bungsfreien Burgers-Gleichung ist durclh = u(x ut) gegeben.
Um das zu sehen, braucht man nur die partiellen Ableitungen
zu bilden und einzusetzen. Johannes

Physikalisch bedeutet 6.117, da sich die Geschwindigkeit Martinus Burgers
u eines substantiellen Fluidelements entlang seiner Trajektoriel895{1981
nicht andert (du=dt = 0). Jedes Fluidelement beklt seine urspeingliche Geschwin-
digkeit bei und bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit. Falls nudie anfngli-
che Geschwindigkeiu(x; 0) raumlich variiert, dann werden Fluidelemente mit einer
heheren Geschwindigkeit diejenigen mit einer niedrigeren Geschwindgkein- und
eventuell sogareberholen lonnen.

Dieser Proze #ihrt dazu, da sich eine Welleu(x;t) im Laufe der zeitlichen
Entwicklung aufsteilt und, falls Fluidelementerberholt werden, sogar mehrdeutig
wird. Dieser Proze entspricht einer Generierung von Fourierkomgmenten mit sehr
hoher Wellenzahl im Signal(x;t). Als Beispiel ist die zeitliche Entwicklung vonu
fur die Anfangsbedingungu(x; 0) = sin(x) in Abb. 6.20 gezeigt. Beit = 1 besitzt
die Welle an den Stellerx = (2n 1) eine unendliche Steigung. & t > 1 wird
die Welle mehrdeutig®°

0: (6.117)

30Die Aufsteilung kann man auch bei Wellen sehen, die auf einen achent@nd au aufen bevor sie
sich brechen. Dabei istu nicht die Geschwindigkeit eines substantiellen Fluidelements, sondern
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

x=2

Abbildung 6.20.: Aufsteilung und Entwicklung der Mehrdeutigkeit einer anfanglich har-
monischen Welle als ®sung der nichtlinearen reibungsfreien Burgers-Gleichug fer t = 0
( ), t =0:5 (blau gestrichelt), t =1 (rot) und t = 2 (blau gestrichelt).

Die eigentlicheBurgers-Gleichungenthalt noch einen viskosen Term. Sie lautet

@Qu, @u_ @u

=i (6.118)

@x @%
Die Di usion der Geschwindigkeitu mit Di usivit at bewirkt eine Dampfung aller
Variationen von u und verhindert gleichzeitig das Entstehen der Mehrdeutigkeit.
Denn wenn sich eine Welle aufsteilt, werden zunehmenahere Harmonische ge-
neriert. Je hoher jedoch die Wellenzahk ist, desto swrker wird die entsprechende
spektrale Komponente durch Di usion gedmpft. Bei der Fourier-Transformation
geht @ in k2 wber.

Oft ist es sinnvoll, den nichtlinearen Term in sogenanntetonservativer Formzu
schreiben. In dieser Form lautet die Burgers-Gleichung

@u, @F_ Gu (6.119)
@t @x @%
wobei F = u?=2 ist.

Eine wichtige Konsequenz eines nichtlinearen Terms ist dasiasing, das wir
schon in Kap. 4.6.3 von Teil | Vorlesung angesprochen hatten. DissBhanomen
tritt bei der spektralen Darstellung einer diskreten Funktion mit Pegiode J auf. Sei
zum Beispiel die aumlich spektrale Darstellung der diskreten Funktion auf einem

Gitter xx gegeben durch

X! )
u(xg;t) = 0; (1)« + c.c. (6.120)
j=0

die variierende Hohe der Welle.
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6.5. Nichtlineare E ekte: Die Burgers-Gleichung

Dann fehrt die Produktbildung im nichtlinearen Term auf Harmonische mitj =
i® j9% unter denen sich auch Komponenten mit>J 1 be nden, die im Ansatz
(6.120 nicht berecksichtigt sind. Auf einem Gitter mit Gitterabstand x ist jedoch
die kerzeste Wellenhnge, die man darstellen kannyyquist =2 X. Entsprechend ist
die hechste darstellbare Wellenzahknyquist = 2 = nyquist = = X. Werden nun
durch die Nichtlinearitat Fourierkomponenten mitk > K nyquist generiert, dann wer-
den diese hohen Wellenzahlen auf dem endlichen Gitter als Fourierkoomgnten
mit niedriger Wellenzahl wiedergegeben (wie bei@ampling eines hochfrequentes
Signals mit einer niedrigen Frequenz). Dadurch werden Fourierkoropenten vor-
getauscht, die eigentlich gar nicht vorhanden sind, bzw. existierendeokhponenten
verfalscht. Das Problem ded\lisasing wird durch den dissipativen Term verringert,
wenn die Dampfung bei der Grenzwellemnge hinreichend stark ist. Dann werden
die niederfrequenten Anteile nur unwesentlich vesifscht.
Die Loesung des Anfangswertproblemsuf die Burgers-Gleichung 6.119 kann
man ghkicklicherweise exakt angeben
Z, «
— Gexp  (x s)’=4t ds
u(x;t) = -2 : (6.121)
G(s)exp (x s)?°=4t ds

1

Wie man dieses Ergebnis e#it, ist in Anhang B beschrieben. kir die weiter unten
verwendete Anfangsbedingungi(x;0) = [1  sign(x)]=2, also #r eine Stufe bei
x=0,ist G(x) =e *¥2 fallsx < 0, und G(x) =1 falls x 0. Die exakte Losung
ist sehr hilfreich bei der Untersuchung der verschiedenen numehen Verfahren.
Im folgenden sollen nun die schon bekannten Verfahren auf die niamtare Burgers-
Gleichung angewandt und ggf. modi ziert werden.

6.5.1. Explizite Verfahren

Das FTCS-Verfahren &t sich problemlos auf die eindimensionale Burgers-
Gleichung anwenden. Es ergibt sich

u*t  ud ul up un un 2uM + uP
i I e ks j 1 j+1 i 1 1_-0: (6.122)
t 2 X X2
Die konservative Variante lautet
ur*t oyn gD En un 2uh + un
i |4 e i1 j+1 12 I 1-0: (6.123)
t 2 X X

Leider kann man die Stabilimt hier nicht so einfach mit der von-Neumann-
Methode untersuchen wie bei linearen Gleichungen, denn durch diehMlinearit at
sind alle Fourierkomponenten miteinander gekoppelt. Daher kann malie Wellen-
zahl nicht als einen einfachen Parameter behandeln. Ein Ausweg teds in der
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

Naherung, den Faktoru vor der ersten Ableitung @ u=@als konstant zu betrach-
ten (frozen coe cient). Diese Vorgehensweise liefert oft eine brauchbaraeherung
fur die Stabilitatsgrenze. Da der eingefrorene Koe zient abeertlich und zeitlich
variiert, ist die Stabilit at lokal zu verstehen.

Oft erhalt man eine Verbesserung der FTCS-Diskretisierung, wenn man dieste
Ableitung mittels 4-Punkt-Upwinding nach (6.1129 diskretisiert. Der nichtlineare
Term ist dann far g 6 0:5 von zweiter Ordnung Genauigkeit undefr g = 0:5 von
dritter Ordnung O ( x3).

Da die reibungsfreie Burgers-Gleichung der Advektionsgleichumdpnelt, ist man
geneigt, das Lax-Wendro -Schema auf die Burgers-Gleichung abertragen, da
Lax-Wendro fur die Advektionsgleichung auf jeden Fall besser ist als FTCS.
Kern des Lax-Wendro -Verfahren ist es, den dhrenden Term im Fehler in der
ersten Zeitableitung bei Diskretisierung in Vonartsrichtung ( ( t=2)@u=@?)
durch aquivalente Raumableitungen auszueicken und mit Zweiter-Ordnung-
Diskretisierung in das Di erenzenschema aufzunehmen (siel@&g6). Fur die nicht-
lineare reibungsfreie Burgers-Gleichung ist es jedoch maahst unklar, wie man die
zweite Zeitableitung durch Ortsableitungen ausaicken kann. Dies ist aber folgen-
derma en meglich.

Wir betrachten die reibungsfreie Burgers-Gleichung in konservagy Form @u +
@F =0 mit F = F[u(x;t)] = u?=2. Der fuhrende Fehler (zweiter Ordnung) der
vorwarts-diskretisierten Zeitableitung lautet ( t=2)@u=@? Die hierin auftretende
zweite Zeitableitung nmechten wir nun durch mumlich Ableitungen ausdeicken. Es
gilt

Qu_ Q@@F _ @@ @_ @ A@

@  @x@t @x@ @t @x @x
=A

Diskretisierung 1 I:jn+1 an an an 1
[ — A — Aj 1m —————
(sym.) X

(6.124)
Wenn wir nun den Fehler zweiter Ordnung mit umgekehrten Vorzeichein die
Di erenzengleichung@u+ @F = 0O fur den reibungsfreien Fall einbeziehen, erhalten
wir

n+l n n n

S M T A L AL R B A FOR,

(6.125)

Fur die Burgers-Gleichung istAj 11 - = Uj+1=2 = (Uj + Uj+1) =2. Das Schema besitzt
den Abbruch-FehlerO ( x?; t?) und es ist stabil #r un=( x= t) 1 entspre-
chend der Courant-Friedrichs-Levi-Bedingungq.53 fur die Advektionsgleichung.

Um die Auswertung vonA an den mumlichen Zwischenstellenp 1=2 zu vermei-
den, kann man die obige Gleichung durch diequivalente Form

1 t
azzg U gy P G126
t
ujn+1 — ujn - Flaum F 12 (6.126Db)
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6.5. Nichtlineare E ekte: Die Burgers-Gleichung

ersetzen, die etwamkonomischer ist. DieAquivalenz kann man leicht durch Ein-
setzenuberprafen. Mit F = u ist dieses Schema identisch mit dem Lax-Wendro -
Verfahren (6.67) fur die Advektionsgleichung.

Man kann das Verfahren auch auf den viskosen Fall erweitern. Dastsprechende
Schema lautet dani!

t

1
U= 5 u' + Ul > X Fi F
S 1 n n n 1 n n n .
+ 5 5 u' 207+ Uy, + > u' 22U + UL, (6.127a)
t
ut = — Fia= Fj a2 *s u' o o2u) + Ul (6.127Db)
Hierbei ist wieublich s=  t= x2. Die angegebene viskose Version des Verfahrens

hat jedoch den Nachteil, da es nur noctO( t; x2) ist, denn im Fall der viskosen
Burgers-Gleichung ma te man eigentlich auch noch den viskosen Term in6(129
mitnehmen, was aber o enbar in 6.127 nicht der Fall ist. Zwar sind stationare
Lesungen von zweiter Ordnung Genauigkeit. Um aber auch die Dynam(iKeitab-
hangigkeit) genau zu berechnen, mu der Zeitschritt sehr klein seiDareber hinaus
berstigt man auch noch eine weitere Randbedingung, da der viskose ifehnier vier
Gitterpunkte involviert. Als Stabilit atsbedingung kann man

t A% t+2 x2 (6.128)

ableiten (Fletcher, 1991). Fur praktische Berechnungen schlagépeyret and Taylor
(1983 das Kriterium t x?=(2 + jAj Xx) vor.

6.5.2. Implizite Verfahren

Wenn wir nach der Crank-Nicolson-Methode vorgehen, werden smw der kon-
vektive wie auch der diusive Term je zur Halfte dem Zeitniveaun und n + 1
zugeschlagen. & die Burgers-Gleichung ergibt sich so

untt ooy 1
J |- _LX an+l + F-n

n 5 "o+ ELXX uM*t + u =0: (6.129)

j i
Um diese Gleichungésen zu lennen, wirden wir sie gerne in eidinearestridiagona-
les Systemeiberfuhren. Der Term an+1 ist fur die Burgers-Gleichung jedoclyuadra-
tisch in uj’”l. Man kann ihn aber mit Hilfe einer zeitlichen Taylor-Entwicklung auf
einen beerglich des Zeitpunktst,.; linearen Term zumickfehren. Dazu entwickeln

31lm ersten Term auf der rechten Seite der ersten Gleichung haFletcher (1991a) einen kleinen
Druckfehler uj” *1_ Au erdem scheint dieses Lax-Wendro -Schema gar nicht so schieht zu sein,
wie in Fletcher (1991a) implizit behauptet. Die abweichenden numerischen Werte in Tabelle 1(8
von Fletcher (1991a) kennen so nicht nachvollzogen werden. Siehe auch Abl.21 und 6.22
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

wir Fjn+1 um den Zeitpunkt t, und erhalten mit F = u?=2 und unter Beachtung

von= uft =u ul = t(@u=@t+ O( t?)

F" u"
an+l=an+ t Q +0 t? =F"+u' t @ +0 t?
@t @t ,
| —{z—}
uj”+1+0( t2)
=F"+u" 0" U + O t?: (6.130)

J I J J

Dieser Term ist linear in uj””. Damit kennen wir die Burgers-Gleichung schreiben
als

un+! un 1

J ] — n n n+1 n n+l n —n-

" ELx|2Fj + U, {gj U; }+§LXX u' + o =0: (6.131)
anuJ!'Hl

Wenn wir nun die Zeitniveaus trennen, erhalten wir

t t
urtt + > Ly uluM™ Loocuf™ = u + TLXX up: (6.132)
Mit den Operatorer’? L, = ( 1;0;1)=2 xund Ly, =(1; 2;1)= x2 erhalten wir
dann die gewinschte tridiagonale Form

a]'nujn-'-i + q1ujn+l + Cjnuln‘:f = djn’ (6133)
mit
1 u', t
n = — | 1 + ; 134
3 5 o TS (6.134a)
tf =1+ s (6.134b)
1 uj”+1 t
n— - s 6.134c
g 2 2 X ’ ( )
& = ;ujn @ U+ ;ujnﬂ; (6.134d)

Das Verfahren ist von der OrdnungQ( t?; x?) und es ist uneingeschankt stabil.
Dieses Crank-Nicolson-Verfahren kann jetzt wie in Kapb.4.2 weiter verbessert
werden; zum Beispiel durch Verteilung der zeitlichen Ableitung auf dieenach-
barten Raumpunkte mittels MassenoperatoM, = ( ;1 2; ) oder/und durch
Verwendung des 4-Punkt-Upwind-VerfahrensL((x“) nach (6.119). Ein allgemeines
Crank-Nicolson-Verfahren, das beide Modi kationen erdt, kann man schreiben als

H 1 + +
Mo S = L U s Sl ut ey =00 (6.135)

32Hier bedeuten z.B. ( 1;0;1) die Wichtung der raumlichen Komponentenj 1,j undj +1 (in
dieser Reihenfolge).
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6.5. Nichtlineare E ekte: Die Burgers-Gleichung

Man erhalt so das quadridiagonale Systeméf u > 0)

QU+ A+ U+ QUi = d (6:136)

mit den Koe zienten

& = g_)t(ujn ) (6.137a)
$= I i+ ujnlxt+s 2 (6.137b)
q‘ =1 2 +s+ qj Xt; (6.137c)
q:% % q “i;)*lxt s+2 (6.137d)
d'= + ; u' + @ 2 sui+ o+ ; Uity - (6.137¢)

Die Lesung erfolgt wieder durch Gau -Elimination der durchel' beschriebenen vier-
ten Diagonale durch einerBweepund anschlie endem Thomas-Algorithmuseir das
verbleibende tridiagonale System.

6.5.3. Numerische Ergebnisse

Numerische Ergebnisse sind in Ablb.2){ 6.23dargestellt. Bei moderaten Parame-
tern, wie in Abb. 6.21, sind alle untersuchten Verfahren gut zu gebrauchen. Eine
genauere Inspektion zeigt, da bei den expliziten Verfahren dasTES- und bei den
impliziten Verfahren das Crank-Nicolson-Verfahren mit 4-Punkt-igwinding am ge-
nauesten sind.

Wenn die Gitter-Reynoldszahl anwchst, werden zumchst die expliziten Verfah-
ren ungenau (Abb.6.22). Auch das einfache Crank-Nicolson-Verfahren zeigt Schw
chen. Die Crank-Nicolson-Verfahren mit Massenoperator bzw.Rinkt-Upwind bie-
ten hier noch die genauesten Ergebnisse.

Fur sehr hohe Gitter-Reynoldszahlen kommt es auch bei Verwendumon impli-
ziten Crank-Nicolson-Verfahren zu Oszillationen in der &he der Front. Um diese
Oszillationen zu vermeiden, wird manchmal eine zaliche kunstliche Di usion
eingedhrt. Die kenstliche Di usion soll die Oszillationen aampfen, die durch das
numerische Verfahren ensteherkletcher (1991a) schlagt vor, den keinstlichen Dif-
fusionsterm ,
Ea tho F"+ an+1 F=u®=2 Ea
zur rechten Seite von §.135 zu addieren. Dies #@ihrt auf

u'n+l un !

1
J J - 1@ n N+l _ n+1 n a n+l n  —
M n 2LX Uj' u; + 2LxX uitt +up + > tL yx U™ u;

o Ui tuy (6.138)

(6.139)
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

@ J =20, x=02,s=025 Re =1, (b)J =20, x =0:2,s=0:25 Re; = 1,
=0:2,t=1 =0:2,t=1

0:145
u 0:14
0:135
0:13¢
0:22 0:2 0:18 0:16 0:96 098 1 1:.02
X X
(c) exakte Lesung, =0:2,t=1 (d) Legende
1 ‘ ‘ ‘ ] Anfangspro |
——FTCS
Lax-Wendro
——n.Di., 4-P-Upw., q=0:5
Crank-Nicolson, n. Di.
—eo—Crank-N., Mass.-Op., =0:25
Crank-N., 4-P.-Up., g=0:5
—exakte Lesung

u 0:5

Abbildung 6.21.: Vergleich verschiedenen Verfahrenefr die Burgers-Gleichung mit =
0:2 und t = 1. Die Gitter-Reynoldszahl, gebildet mit der Referenzgeshwindigkeit u = 1,
ist Reg = 1. Auf der vollen Skala (c) sind die Ergebnisse nicht zu untescheiden. In (a)
und (b) sind Vergre erungen gezeigt.

mit entsprechender Modi kation der Koe zienten (6.137).

Die Ergebnisse, die damit erzielt werdeneanen, sind in Abb.6.23gezeigt. Fir
alle Crank-Nicolson-Verfahren wurde hier , = 0:25 verwendet, so da sich dr
C =1 der Wert s, = ,C? = 0:25 ergibt, wobei hier C = t= x eine Referenz-
Courant-Zahl ist, die mit dem Referenzwertu = 1 gebildet wird. Fer das Crank-
Nicolson-Verfahren mit Massenoperator wurde = 0:12 verwendet und é@r das
Crank-Nicolson-Verfahren mit 4-Punkt-Upwindqg = 0:5. Man sieht, da man die
Oszillationen durch eine geeignete Wahl vory sehr stark unterdricken kann, ohne
da sich die Front zu sehr verschmiert. Im betrachteten Fall funkoniert die keinst-
liche Viskositat recht gut, weil die Funktion u au erhalb des Sprungs konstant ist.
Im konstanten Bereich macht eine zugzliche Di usion naterlich nichts aus. Man
kann auch Schemata konstruieren, bei denen diestliche Di usion erst ab einem
gewissen Gradienten der Funktioru wirksam wird.
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6.6. Ausbreitung eines Verdichtungssto es

=30, x=0:2,s=0:2,Reg =2, =0:1,

~ A~

Q
| =
o o

(b) Legende

Anfangspro |
--FTCS

Lax-Wendro
- n.Di., 4-P.-Upw., q=0:5

Crank-Nicolson, n. Di.
—-o—Crank-N., Mass.-Op., =0:25
o Crank-N., 4-P.-Up., q=0:5
— exakte Lesung

0:01

0:1

Abbildung 6.22.: Vergleich verschiedenen Verfahrenefr die Burgers-Gleichung mit =
0:1 und t = 6. Die Gitter-Reynoldszahl ist Reg = 2 (u = 1). Die blau gestrichelten
Kurven zeigen die zeitliche Entwicklung der exakten losung. Die Zeiten sind als Zahlen
angegeben.

(@ J =40, x=0:1,s=0:02,C =1, Reg = 50,
=0:002, =0:25,t=2 (b) Legende

Crank-Nicolson, n. Di.
—o—Crank-N., Mass.-Op., =0:25
Crank-N., 4-P.-Up., q=0:5
al | Crank-N., n.Di., s;=0:25
u ) —<CN, MO, =0:12,s,=0:25

0:4! ~#-CN, 4-PU, q=0:5,5, =0:25
0:2- — exakte Losung

0,
0:2-

05 0 05

Abbildung 6.23.: Einfu der k mnstlichen Di usion auf die verschiedenen Varianten des
Crank-Nicolson-Verfahrens #ir die Burgers-Gleichung bei kleiner Viskosiat, entsprechend
einer hohen Gitter-Reynoldszahl von Rg = 50. Die Ergebnisse ohne knstliche Di usion
sind durch o ene Symbole gekennzeichnet.

6.6. Ausbreitung eines Verdichtungssto es

Als stromungsmechanisches Beispiel betrachten wir Ausbreitung eineslgechten
Verdichtungssto es unter der Annahme einer reibungsfreien Stmung. Bei Abwe-
senheitau erer Krafte und Warmequellen gelten hiesfr die Kontinuit ats-, Euler-
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

und Energie-Gleichungen

%t+ r ( u) =0; (61408.)
@(@ut) +r (uu)=r p; (6.140Db)
2 2
gt ”?+e fru ”?+h -0 (6.140¢)

Mit der Zustandsgleichung @r ein ideales Gas

h=e+ P=cTd —19; (6.141)
wobei = c,=g, = 1:4 das Vertaltnis der spezi schen Warmen ist** erhalten wir

fur den eindimensionalen Fall

@ _n.
t+ _X(u)_o, (6.142a)

Q@u) @ , A,
S+ o uitp =0; (6.142b)

@ u? p @ u? —_n-
at 7+—1 +—Xu 7+—1p =0: (6.142c)

Alle Gleichungen sind Advektionsgleichungen, die im vorliegenden Fall hitnear
und gekoppelt sind.

Aus der integralen Form der Gleichungen werden normalerweise die riRane-
Hugoniot-Relationen #r p,=pl und ,= ; hergeleitet, welche die Propagation von
Verdichtungss® en charakterisieren. Hier gehen wir davon aus, da sich das Gasfa
der Seite 1 in Ruhe be ndet (1, = 0) und bei dem Druck p, die Dichte ; besitzt.
Aus der Zustandsgleichung folgt die Temperatuf, = ¢,( 1) !p;= 1. Aus einem
Gebiet 2 mit einem Druckp, > p; breite sich nun eine Verdichtungswelle in das

33Die Gaskonstante istR = ¢,( 1)=).

A

X

Y

Abbildung 6.24.: Verdichtungswelle,

die sich zu einem Verdichtungssto
ausbildet und dann mit Geschwindig-
i keit U in ein ruhendes Medium (1)

Uz, P2, 2 U1 =0, P, 1 hinein propagiert.
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6.6. Ausbreitung eines Verdichtungssto es

Gebiet 1 des ruhenden Fluids aus (Abl6.24). Die Starke des damit verbundenen
Sto es kann man durch den Drucksprung

S = P P2

> 0 6.143
P1 ( )

auch Sto starke genannt, charakterisieren. kr den senkrechten Verdichtungssto
lassen sich dann aus den Erhaltungsgleichungesr Masse, Impuls- und Energie
die Dichte ,, die Geschwindigkeitu, und die GeschwindigkeitU, mit welcher der

Sto propagiert, als alleinige Funktionen des Parameterg ausdricken (siehe z.B.
Chapman 2000

+1
1+ 5 z
2= B (6.144a)
1
1+ —=
> z
2= rz;ﬂ; (6.144b)
! 1+ z
U ' 1
+
—= 1+ Z: (6.144c)
G

Hierbei ist ¢; = P p 1= 1 die Schallgeschwindigkeit im ruhenden Medium 1.

Zur Darstellung ist es bequem, den Drucf, die Dichte und die Geschwindigkeit
u auf die Geen p;, ; und c; des ruhenden Mediums zu beziehen. Wenn wir
au erdem die Langenskala. einfahren, ergeben sich die dimensionslosen Variablen

t
: 0= ; (6.145)

Wenn wir den Strich wieder weglassen, lauten die skalierten Gleichunge

%t+ @C@X( u)=0; (6.146a)

@u),6 @ 2, P _q.
Se 2 uze B <o (6.146b)

@ u? p @ u? p —n-
ot 7+ﬁ +@Xu 7+—1 =0: (6.146c)

Man kann die drei Gleichungentsir die drei Unbekannten , u und p als eine einzelne
vektorielle Advektionsgleichung der Form

@ @& _
ot ax° (6.147)
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

schreiben, und zwar dr die vektoriellen Gm® en

0 1
u

2
_ u _ u2+ p= é
q - % u 2 .\ p § und F = g J u 2 p . (6148)

2 ( 1 2 1
Beachte, da (6.147) nichtlinear ist, da F und g keine unablangigen Gm en sind.
Vielmehr sind sieeber , u und p nichtlinear miteinander gekoppelt.
Eine Lesungsnmeglichkeit besteht in der Anwendung des zweistu genLax-
Wendro -Schemas (6.129. Fur die hier auftretenden vektoriellen Ge en lautet
esu! g, F! F)

1
é an + an+1 an+1 an ; (6.149&)

2 X
t
qJ!f1+1 = an _X Fj+1=2 Fj 1=0 : (6.149b)

q] +1=2

Da F und gq mber , uund p zusammenk&ngen, mu man in jedem Teilschritt , u
und p ausq berechnen und darau$ (q) bestimmen.

¥ Alternativ dazu wird auch das MacCormack-Schem#
=q t Fr Fo; 6.150
94 =94 — Fina P (6.150a)
1 t
qit = > q + g >~ Fi Fii: (6.150b)

eingesetzt. Im Gegensatz zu Lax-Wendro werden bei MacCor-
mack einseitige Di erenzen verwendet. Der dadurch verursachte
Robert W. fuhrende Fehler der OrdnundgO( x) hebt sich aber bei den bei-
MacCormack den Schritten gerade auf, so da das Schema ebenfalls zweiter
Ordnung im Raum und Zeit ist. Fur lineare Probleme F = q)

reduziert sich das MacCormack-Schema auf das einstu ge Lax-Wéo -Verfahren
(6.67).

Als Stabilitatsbedingung kann mandr das Lax-Wendro - und das MacCormack-
Verfahren

J o«
X=t

(6.151)

ableiten, wobei  die Eigenwerte der Jacobi-Matrix@ F=@qgsind. Fer das vorlie-
gende Problem erhlt man die 6’ Eigenwerteu, u+ cund u c (siehe Richtmyer
and Morton, 1967, wobei c = p= die lokale Schallgeschwindigkeit ist. Daher
lautet die Stabilitatsbedingung hier

jup+c
X= t

(6.152)
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6.6. Ausbreitung eines Verdichtungssto es

(@) (b)
11—
3r 0 . .
soe,, .-.._'Q' R 08 [ . . :
2} o 1 06/
. | u
1 04+
1 u CR— a
- 0:2¢
0 ~.
Ot ‘ ‘ ‘
0:5 0 0:5 0:1 0:2 0:3 0:4
X X

Abbildung 6.25.: Entwicklung eines Verdichtungssto es fur Sto st arke z = 1:5. Die An-
fangsbedingung zur Zeitt = 0 ist und die exakte Losung beit = 0:2 ist blau darge-
stellt. Numerische Ergebnissedir x =0:01 und t =0:002 sind inrot (Lax-Wendro )
und in (MacCormack) gezeigt. (a) zeigt dentberblick, (b) Details fur u.

Ein Beispiel ist in Abb. 6.25fur die Sto starke z = 1:5 gezeigt. Dabei wurde die
Skalierung 6.145 verwendet. Beide Schemata zeigen einen starken Dispersionsfeh
ler durch die hohen Harmonischen, die in der spektralen Darstellungs Sprungs
enthalten sind.

Man kann den Dispersionsfehler giten, indem man eine knstliche Viskosi®t
einfehrt. Diese sollte nur dort wirken, wo sehr hohe Gradienten der Fedde en
auftreten. Dazu hat sich die Erweiterung der Grundgleichungen &u

@, .0 @a

@t @x @x @x@x (6.153)

bewahrt. Wegen der Betragsstriche &ngt die keinstliche Viskosi®t nicht von
der Richtung des Sprungs ab. Au erdem wird der Gradient quadr&ch bestraft.
Bei den entsprechenden Modi kationen des Lax-Wendro - und deMacCormack-
Verfahrens wird die kinstlichen Viskosi@t in einem dritten Schritt implementiert.
Aus dem Lax-Wendro -Verfahren erhalt man so das modi zierte Schema

q,-+1:2=% q' + d'n ﬁ Fl.. F[ (6.154a)

q =g —)t( Fin= Fj 12 (6.154b)

qit =g + —)t( Qa1 G (6.154c)
=q * —)t( Qj+1 o9 G+ G q; 9 1 G q; 1

34Gleichungen (14.49) und (14.50) inFletcher (1991b) enthalten Druckfehler.

57

R /
*C Knwsuy. M2 SOST "
Hume’ﬁsgrlue Methoden aer Str  emungsmechanik



6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

@) (b)

1
3,
P 0:87
2] * 0:6} "2
' o u |
' 0:4t
1t i S - e
" 0:2; .
0 te
Ot ‘ ‘ ‘
0:5 0 0:5 0:1 0:2 0:3 0:4
X X

Abbildung 6.26.: Einu der k wmnstlichen Viskositat auf die numerische Llosung des
Verdichtungssto -Problems mittels des nach (6.1549 modizierten Lax-Wendro -
Verfahrens. Der Wert der kenstlichen Viskositat betragt = 0 ( ), = 0:5 (cyan)
und =1 (rot). Die Parameter sind identisch mit denen aus Abb.6.25,

Nach Richtmyer and Morton (1967 wird durch die kenstliche Viskosi®t der stabile
Bereich der zeitlichen Schrittweite aber weiter eingesdamkt (siehe auchFletcher,
1991). Der E ekt der k munstlichen Viskosit ist fer das obige Beispiel an Hand
des Lax-Wendro -Verfahrens in Abb. 6.26 fur die Werte = 0, 0:5 und 1 illu-
striert. Hierbei wurde die kenstliche Viskosiwt auf alle drei Komponenten vonq
angewandt. Man sieht, da die knstliche Viskosi®t einen geringen Ein u auf die
Stremung weit weg vom Sto hat. In der Dichte werden jedoch einige deveiter
entfernten keinstlichen Oszillationen noch etwas veratkt.

Fur starke S e liefert das sogenannte u -korrigierte Transport-Schema CT-
Schemaflux correctedtransport schemé bessere Ergebnisse. Dieser Ansatz beruht
darauf, in einem ersten Schritt eine relativ gro e knstliche Di usion zu verwenden
und im zweiten Schritt die Auswirkung der kinstlichen Di usivit at durch eine fast
gleich gro e Anti-Di usion wieder zu kompensieren. Dabei wird die Anti-Di usion
SO gestaltet, da sie limitiert ist und keine neuen Extrema auftreterkennen. Dies
ist in Kap. 14.2.6 und 14.2.7 vorFletcher (1991) genauer beschriebei

SSWeiterfuhrend kennte man sich noch mit TVD- (total variation diminishing) und ENO-
Schemata (essentially non-oscillatory) befassen.
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7. Inkompressible Stremungen

7.1. Navier-Stokes-Gleichungen

7.1.1. Gitteranordnung

Bei einer Integration der Navier-Stokes-Gleichung mu man verbedene skala-
re Gre en berechnen (3 Geschwindigkeitskomponeten und den Druclgs ist aber
nicht von vornherein klar, wie man diese Gy en am besten auf dem Gitter anordnet.
Zunachst erscheint es naheliegendeirf alle Gre en dasselbe Gitter zu verwenden.
Man spricht dann von einemcollocated grid(Abb. 7.1a,b). Eine andere Mglich-
keit, die von Harlow and Welsh(1965 eingekihrt wurde, besteht darin, die G® en
versetzt auf dem Gitter zu plazieren. Dieses gesta elte Gittersfaggered grigd Abb.
7.1d) bietet einige Vorteile, da zum Beispiel Druckgradienten ohne Intgolation
gebildet werden lennen (@ p=@koppelt an @u=@tAuch kann man zeigen, da die
Diskretisierung auf einem gesta elten Gitter exakt energieerhaltel sein kann.

Wegen ihrer Vorteile bei Verwendung kartesischer Koordinaten waden lange
Zeit gesta elte Gitter bevorzugt. Sie haben jedoch auch Nachteileum Beispiel bei
der Simulation von St®mungen in einem Gebiet, das durch gekmmte Flachen
begrenzt wird. Far komplexe Geometrien wurden deshalb gemeinsanwl{ocated
Gitter wieder attraktiver und werden heutzutageeberwiegend verwendet.

7.1.2. Die Beziehung zwischen Druck und Geschwindigkeit

Die Impulserhaltungsgleichung bei Abwesenhediu erer Kr afte

lautet
@au,
@t
Die Gleichung wirdNavier-Stokes-Gleichungenannt. Sie ist klar
die Entwicklungsgleichung (dynamische Gleichungpf das Ge-
schwindigkeitsfeldu mit den Komponentenu = u; = (u;v;w)".
) Hierbei ist T,;s der viskose Teil des Spannungstensors. Bei kom-
Claude Louis Ma- ) . . . :
rie Henri Navier pressiblen Stemungen ist die Kontinuitatsgleichung

1785{1836 @ _
@t+ r (u)=0 (7.2)

die dynamische Gleichungefr die Dichte . Aus der Zustandsgleichungkann man
dann den Druckp ermitteln.

rr(uu)=r p+r Tys: (7.2)

Fur ein ideales Gas lautet die Zustandsgleichung= =(c, ¢,)T.
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7. Inkompressible Stemungen

(@) (b)

—a‘>——‘>——‘>
—O» _A; —o>
| |
h — > —A> —O0>
| | |
| i —0> —‘v —0>
| | |
(©) (d)
b4 !
I I I
b4 }
I T I
—> 0 —o» —>
T

Abbildung 7.1.: Anordnung der Variablen u (blau), v (rot) und p ( ) auf verschie-
denen Gittern: (a): collocated ( nite Di erenzen), (b): collocated ( nite Volumen), (c):
partially staggeredund (d): fully staggered

Fer inkompressible Stomungen gilt d=dt = 0. Daraus folgt die inkompressible
Kontinuit atsgleichung

r u=0: (7.3)
Sie ist aber keine dynamische Gleichung wie bei kompressiblen
Stremungen, sondern eine kinematische Bedingungr fdas Ge- ¢ .
schwindigkeitsfeld, das sich aus/(1) ergibt. In diesem Fall erhebt .
sich die Frage, wie wir an den Druck gelangen. Dazu betrachten
wir die Divergenz der Navier-Stokes-Gleichung/(1). In der all-
gemeinen Form @r ein kompressibles Fluid lautet sie

u
rr p=r r Ty r (uu) @@t) (7.4)
Dies ist die Poisson-Gleichungfer den Druck. Mit r ( U) =  sjr George Gabri-
@ =@folgt el Stokes
@ 1819{1903
rr p=r [r (Ts uu)l+ @: (7.5)
Im Falle konstanter Dichte = const. verschwindet ihre zweite Zeitableitung.

Falls es sich damber hinaus um einNewtonsches Fluichandelt, lautet der viskose
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7.2. Generelle Strategien

Anteil des Spannungstensors

@u @y
@;( @x

Tvis = ru +(r U)T = Tij = (76)

Bei konstanter Viskosi#t verschwindet auch der viskose Terfmund wir erhalten®

rr p=r [r (uu)l: (7.7)

Diese Form derPoisson-Gleichundgann man verwenden, um explizite oder implizi-
te Formulierungen #ir die Berechnung des Drucks in inkompressiblen $tnungen
Newtonscher Fluide zu erhalten.

7.2. Generelle Strategien

7.2.1. Eine explizite Methode

Wir schreiben die Navier-Stokes-Gleichung7(1) symbolisch in diskretisierter (ex-
pliziter) Version unter Verwendung der Indexschreibweide

(up)" (Ui)n: Ty (uiy)" P,
t Xj Xj Xi’

(7.8)

wobei = x; der diskrete Ableitungsoperator nach der Raumrichtung; ist. Auch
wenn u! zum Zeitpunkt n divergenzfrei ist, so istul*! nach einem Zeitschritt im
aIIgemelnennlcht divergenzfrei, wenn maru!** nach (7.8) berechnet. Man kann
aber den Druckp" so bestimmen, da das mit {.8) berechnete Geschwindigkeitsfeld
u?! divergenzfrei ist.

Um das zu sehen, bilden wir die Divergenz vorY (8) (es sei = const.)

" #
P )™ o, T ()"
o ey 1 gty
10 =0 =0

(7.9)

2Wegenr u =0 ist
|
C o Tue) = @@ @u, ey . @@eu @@y
1T @x@x @x @« @%@x @F@x

3Die konstante Dichte wird hier mitgeschleppt, da es inkompressible Fluide mit variabler Dichte
gibt, zum Beispiel bei zwei nicht-mischbaren Fluiden mit konstanter aber unterschiedlicher
Dichte.

“®ber doppelt vorkommende Indizes innerhalb eines Terms wird summig.

KPS’ AN 3
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7. Inkompressible Stemungen

Da das bereits vorher berechnete Geschwindigkeitsfeldd divergenzfrei ist, ver-
schwinden einige Terme in dieser Gleichung. Wenn wir nun verlangen, dier
Druck die Poisson-Gleichung
n n

B e I (7.10)

X X X X
erfullt, k ennen wir folgern, da auchu?** divergenzfrei ist. Die Divergenzfreiheit des
berechneten Geschwindigkeitsfeldes ist also direkt mit der Bestimmy des Drucks
aus der Poisson-Gleichung verbunden.

Falls das Geschwindigkeitsfeldi!' nicht divergenzfrei sein sollte, z.B. weil die vor-
hergehende Berechnung des Drucks durch ein iteratives Verfahrdas Geschwin-
digkeitsfeld nur nrmherungsweise divergenzfrei gemacht hat, dann mu man ii@.Q)
auch noch den Termu{'= x; mitschleppen.

In der Poisson-Gleichung 1.10 mu man zwischen verschiedene Ableitungsope
ratoren unterscheiden. Die jeweils ersten diskreten Ableitungseqatoren in jedem
Term von (7.10 sind identisch mit dem Ableitungsoperator der Kontinuigtsglei-
chung, da wir ja die Bedingungu "= x; = 0 nutzen wollen. Die inneren Ableitungs-
operatoren stammen aus der Impulsgleichung. Diese Unterscheiduist wichtig,
falls die beiden Operatoren unterschiedlich diskretisiert werden. Eei bemerkt, da
man den Druck in (7.9) auch implizit behandeln kann. Dann steht in der Poisson-
Gleichung (7.10 nur p"**, esandert sich aber nichts Prinzipielles.

Ein meglicher expliziter Algorithmus zur Lesung der inkompressiblen Navier-
Stokes-Gleichung lautet damit folgenderma en

Gegeben sei das inkompressibles Geschwindigkeitsfeld
Lese die Poisson-Gleichung/(10 fur p".

Berechne das neue Geschwindigkeitsfald** nach (7.8). Es ist per construc-
tionem divergenzfrei.

Gehe zum mchsten Zeitschritteber, nachdem die Poisson-Gleichungif p"**
¥ gebst wurde.

7.2.2. Ein einfaches implizites Verfahren

Die einfachste implizite Formulierung ist das Rckwarts-Euler-Verfahren. Wenn wir
dies auf (7.8) mbertragen, erhalten wir

(U™  (u)"_ TP (ua)"™ o pt
t Xj X X '

(7.11)

Wir kennen jetzt wie oben die Poisson-Gleichungif den Druck ableiten und er-

halten mit der Forderung, da u"*! divergenzfrei ist,
I
n+1 .+l
o uw) (7.12)
X X X Xj
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7.2. Generelle Strategien

Im Gegensatz zur expliziten Version ist die implizite Variante aufwendey, weil
Druck und Geschwindigkeit zum neuen Zeitpunkin + 1 simultan zu berechnen
sind. Dies erfordert ein iteratives Verfahren zur simultanen ésung der Navier-
Stokes- {7.11) und der Poisson-Gleichung 7{.19. Aber selbst wenn der Druckp™*!
bekannt ware, mel ten wir f ur ujn+1 ein gro esnichtlineares Gleichungssystemesen.
Das Ganze ist also ist ziemlich aufwendig. Zurdsung dieses gekoppelten nichtli-
nearen Problems &nnte man im Prinzip das nichtlineare Gleichungssystem mit
dem Newton-Raphson- oder dem Sekanten-Verfahressén wobei als Startwert die
Lesung des vorhergehenden Zeitschritts verwendet wird. Dies istea zu aufwendig.

Um das Problem der Nichtlineariat zu umgehen, kann man wie bei der Burgers-
Gleichung in Kap. 6.5.2 versuchen, die Nichtlineariat zu linearisieren. Dazu ent-
wickeln wir uM** um den Zeitpunkt n

n+l — ;. .n @ﬂ 2 .
U=yt t—+0 t°; (7.13)
e

= Ui

wonach

uin+l an+1 = Uintn + Uin u + an ui+ O t2 (7.14)

ist, mit u= u"" u". Der dabei gemachte Fehler ist kleiner als der Abbruchfeh-
ler O( t) des Ruckwarts-Euler-Verfahrens. Aber selbst bei Verwendung des Crank
Nicolson-Verfahrens mit GenauigkeiO( t?) ware diese Approximation noch kon-
sistent. Wenn wir die Linearisierung (.14 in der Navier-Stokes-Gleichung {.1J)
verwenden und die Korrekturgp en u; und p entsprechend

u*t = U+ g (7.15a)

p"t=p"+ p; (7.15b)

als Unbekannte verwenden, dann erhalten wir ddsmeare System #ir die Geschwin-
digkeitskorrektur

U=t W, T (uiy)" u;uf (ui y) p"  p.,

| Xj X X ] X ] X ] Xi  Xi
(7.16)

Die noch zu bestimmenden Unbekannten u;, T; = [ u=x;+ uj = Xi]

und p sind implizit zu lesen. Die Gleichungsr die Geschwindigkeitskorrektur ist
jetzt linear, aber sie ist immer noch an die Druck-Korrektur .12 gekoppelt. Das
verbleibende gekoppelte lineare System mu man iteratiwsen, denn eine direkte
Lesung ware viel zu aufwendig.

Wir bezeichnen die Geschwindigkeitskorrektur nach7(16, aber ohne den noch
unbekannten Druck-Korrektur-Term, mit  u;. Es sei also u; die Lesung von

T, T (uy) uj uy ul U P 79
X X X X X X
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7. Inkompressible Stemungen

Der Stern deutet hier und im folgenden an, da das zugairige Geschwindigkeits-
feld nicht divergenzfreiist. Da in dieser vorau gen Geschwindigkeitskorrektur nur
der alte Druckgradient eingeht, ist die Methode bemlich des Drucksnicht im-
plizit. Sie ist nur bezglich der Geschwindigkeit implizit. Zwischen der vo#u gen
Korrektur u; und der gesuchten Korrektur u; besteht der Zusammenhang

u= tTip: (7.18)

Wenn wir nun die Divergenz bilden und fordern, da die Geschwindigkeskorrektur
divergenzfrei ist, d.h. (  uj)=x; =0, erhalten wir

p _ 1 ( u),
— — =——= (7.19)

Dies ist die Poisson-Gleichungeir die Druck-Korrektur.

Algorithmus  Ausgehend von einem divergenzfreien Geschwindigkeitsfeitl und
dem dazugebrigen Druckfeldp” stellt sich der Algorithmus dann folgenderma en
dar.

Berechne ausu! und p" mit Hilfe von (7.17) eine vorlau ge Geschwindig-

~ keitskorrektur u;, wobei nur der alte Druckgradient p"=x; berucksich-
tigt wird, nicht aber die Druckkorrektur t p=x;. Deshalb ist u; i.a.
nicht divergenzfrei.

Berechne aus der voelu gen Korrektur u; die Druck-Korrektur p durch
~ Lesen der Poisson-Gleichungr(19.

Berechne das neue Geschwindigkeitsfald** mit Hilfe der Geschwindigkeits-
¥ korrektur (7.18, d.h.

untt = (u'+ u)= W'+ u) t— = u,; t—p:

| < (720

Es ist nun divergenzfrei.

Es folgt der machste Zeitschritt.

~

Eine attraktive M eglichkeit zur Lesung der impliziten Gleichung 7.17) ist das
Splitting. Wir hatten es schon in Kap. 6.2.1 kennengelernt. Beim ADI-Verfahren
wird in jedem Schritt nur in einer Raumrichtung integriert. Wenn man des macht,
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7.3. Projektions-Methoden

dann hat man pro Raumrichtung nur ein block-tridiagonales Systemuzlesen. Die
3 3 Blecke resultieren aus den 3 Geschwindigkeitskomponenten.

Die oben beschriebene zeitlich implizite Methode ist ungdfr zweimal so aufwen-
dig wie die explizite Methode aus Kap7.2.1 Sie liefert aber genaue Ergebnisserf
die Zeitabhangigkeit, wenn der Zeitschritt hinreichend klein geehlt wird. Wenn
man nur an der statioraren Loesung interessiert ist, falls eine solche existiert, dann
kennte man den Zeitschritt im Prinzip recht gro machen, da die impliziteMethode
stabil ist. Wegen der mit gro en Zeitschritten verbunden Fehler ises jedoch besser,
eine Methode zu verwenden, die speziell auf statere Lesungen zugeschnitten ist.

7.3. Projektions-Methoden

Um auch den Druck implizit zu behandeln, wollen wir die obige Methode, dir
fur das Geschwindigkeitsfeld implizit war, verallgemeinern. Aus @nden derWber-
sichtlichkeit werden wir die Diskretisierung der aumlichen und zeitlichen Ableitun-
gen vorerst nicht spezi zieren. Deshalb schreiben wir die Gleichundie in jedem
Zeitschritt gelest werden mu, in der Form (geographische Notation, alle Terme
werden implizit behandelt)

Aui n+l+X AUi n+l _— n+1 pn+1 . 721
pUip P Ui =y X : (7.21)
[ N

Hierbei bezeichnetP den jeweils betrachteten Gitterpunkt und! lauft eber alle
involvierten Nachbarpunkte. Wegen der Nichtlinearit kennen die Koe zienten
A auch noch von den Geschwindigkeiten akhgen. Der QuelltermQ"*! enthalt
alle Gre en, die im Rahmen einer iterativen l®osung der Gleichungen als bekannt
behandelt werden. Das sind z.B. Geschwindigkeitsterm€ aus Linearisierungen,
aber auch implizite G® en, die an die aktuellen Geschwindigkeiten** koppeln,
wie zum Beispielau ere Krafte oder ein TemperaturfeldT"*!, fur welches eine
weitere Gleichung (die Energiegleichung) gedt werden mu . Der Quellterm Q"*!
enthalt jedoch nicht den Druck, der im letzten Summanden als separatdierm
aufgeschrieben wurde. Die symbolische Schreibweise mit Hilfe dergyaphischen
Notation deutet an, da die folgende Methoden unabéingig von der mumlichen
Diskretisierung sind.
Wegen der Kopplung der Unbekannten und wegen der nichtlinearereifme (A"

kann von u'*' abhangen) mu die Gleichung {.21) fur jeden Zeitschritt iterativ

5

Ein lineares Problem mit Block-Tridiagonalstruktur kann man for-
mal genauso ésen wie ein Tridiagonalsystem mit dem Thomas- .
Algorithmus (Teil I, Kap. 5.1.3). Die bei der Elimination verwen- ..
deten skalaren Operationen mu man nur durch die entsprechende ..
Matrixoperationen zwischen den einzelnen Bdcken (rechts in Far- ..

be angedeutet) ersetzen. Zum Beispiel entspricht dann die Division

durch by der Matrix-Multiplikation mit der inversen Matrix b, ! (sie- ..
he auchFletcher, 1991a). B -
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7. Inkompressible Stemungen

gelst werden. Die Genauigkeit mit der dies erfolgen mu, éngt davon ab, ob
man den Zeitverlauf, d.h. die Dynamik, genau berechnen will, oder obam nur
an einem statiomren Endzustand interessiert ist, falls dieser existiert. Im letzten
Fall ist man versucht, eine gro e Zeitschrittweite zu vahlen, um den Aufwand zur
Berechnung der statiomren Losung zu minimieren.

7.3.1. Generelles Konzept

Die Berechnung eines einzigen Zeitschritts! n+1 durch Lesen von {.21) umfa t
zwei ineinander verschachtelte Iterationen. Einau ere und eine innere lIteration.

Zur Lesung der diskretisierten Impuls- und Veirmetransportgleichungen nassen
gro e Gleichungssysteme gekt werden. Dieau ere Iteration dient der Behandlung
der Nichtlinearitaten in der Impulsgleichung (und der Temperaturgleichung). Im
Laufe der Iteration werden die Koe zienten A, (inklusive Ap) und der Quellterm
Q" neu berechnet, da diese i.a. von** abhangen. Diese Iteration ist erforder-
lich, da die nichtlinearen Terme meist linearisiert werden, wobei Wertaus dem
vorherigen lIterationsschritt verwendet werden.

Angenommen die Koe zienten der linearisierten Gleichungssystemeuwden nach
einem Schritt derau eren Iteration neu zugewiesen. Dann mssen die linearisierten
Gleichungen #r Impuls und Druck mit festen Koe zienten gelest werden. Wegen
der Gre e der Gleichungssysteme geschieht dies ebenfalls iterativ. Diaere Ite-
ration befat sich also mit der iterativen Lesung gro er linearer Problem. Hierzu
emp ehlt Demirdzc et al. (1993 die Verwendung des SIP-Algorithmus vorstone
(1968, der auf einer unvollsandigen LU-Zerlegung (ILU) der Matrix beruht (siehe
auch Numerik I, Kap. 5.2.4). Im Rahmen der Iteration werden die linean Syste-
me (mit konstanten Koe zienten) nur n aherungsweise gest. Typischerweise wird
fur die Impulsgleichung und ér die Temperaturgleichung nur ein einziger Iterati-
onsschritt ausgedihrt. Zur L esung der Druckkorrekturgleichung werden allerdings
1 bis 10 SIP-Iterationen ausgehrt, solange, bis die Summe aller Residuen um eine
Gre enordnung kleiner geworden ist oder aber die maximal vorgegetege Anzahl
von lterationen erreicht wurde.

Nach Abschlu einer inneren Iteration werden die Residuen der Impa+, Energie-
und Kontinuit atsgleichung gepaft und man geht, falls noch keine Konvergenz er-
reicht wurde, zu einem neuen Schritt demu eren Iteration eber, wobei alle Ko-
e zienten (A;; Q"*1) auf der Basis der nun abgeschlossenen inneren Iteration neu
zugewiesen werden (nichtlineare konvektive Terme, Kopplung deldéghungen).

Nach demm-ten Schritt der au eren Iteration hat man aus der Impulsgleichung
ein divergenzbehaftetes Geschwindigkeitsfeld erhalten, das mals anomentane
Schatzung (Zwischenbsung) der gesuchten ésungu*' au assen kann. Wir be-
zeichnen diese Zwischemsung mitu” . Dabei bezeichnem den Index derau eren
Iteration und der Stern zeigt an, da es sich um einenicht divergenzfreieZwi-
schenbsung handelt. Daher muu™ ! u™ korrigiert werden, so da u" divergenz-
frei ist. Da sich dieau ere und die innere Iteration auf einen einzigen Zeitschritt
(n! n+1) beziehen, lassen wir den Zeitindex im folgenden weg.
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7.3. Projektions-Methoden

7.3.2. Au ere lteration

Seim der Index, der dieau ere Iteration numeriert. Dann wird in jedem au eren
Iterationsschritt die diskretisierte Impulsgleichung
X pm 1

uj , /m Ui, m m 1
Aplip + AUy = Qy
|

5 . (7.22)
gebst. Zu Beginn jedesau eren lIterationsschritts werden auf der rechten Seite
der Gleichung die Werte der vorhergehenden Iteration (Indemn 1) verwendet.
Bei der Lesung werden normalerweise die Geschwindigkeitskomponentenusedj-
ell in drei Schritten berechnet, wobei man jeweils nur eine Kompome lest und
die anderen beiden Geschwindigkeitskomponenten sowie den Drucis alem vor-
hergehenden Schritt verwendet. Die so berechneten Geschwikeigen werden i.a.
nicht divergenzfrei sein (daher der Stern), da der Druck bei derau eren lIteration
auf der rechten Seite von{.22 steht. Um Divergenzfreiheit zu erzielen wird nach
jedem Schritt der au eren lteration eine Anpassung des Drucksp® 1! p™) er-
forderlich. Dabei wird p™ so konstruiert, da das korrigiertes Geschwindigkeitsfeld
u" divergenzfrei ist. Da das korrigierte Geschwindigkeitsfeld™ aber nicht mehr
(7.22 erfullt (s.u.), mu man zum nachsten Schritt (m + 1) der au eren Iteration
eibergehen.

Wir wollen nun den Druck so variieren, da uly ! ufp divergenzfrei wird. Um
die Kontinuit atsgleichungr u = 0 ausnutzen zu lennen, bsen wir (7.22 formal
nach der Zwischerdsungu(y auf
Uip = il uiIAIUIum iU. b™ = Hip iU. il

| f } AP X p AP X

—m
'_ﬂi;P

(7.23)

Hierbei wird den erste Term auf der rechten Seite miti’ls abgekrzt. Es ist der
momentane Schtzwert von Ui, ohne den Beitrag des Druckgradientef.

Wenn wir nun in (7.23 den Druckgradienten geeignet variierenpd 1)! m],
sollte es noglich sein, da das Geschwindigkeitsfeld divergenzfrei wird. Wir sagn
deshalb das divergenzfreie Geschwindigkeitsfeld in gleicher Weise wi€¢7r23 an,
wobei wir nur den Druck variieren, nicht aben3, .” Sei also

1 p™
Agi Xi p .
Bilden der Divergenzr (7.24) unter Beachtung der Forderung nach Divergenzfrei-
heit von uip

Uipp = Hip (7.24)

5Da die Methode implizit ist, ist Hf nicht dieselbe Geschwindigkeit, die man erhalten wrde,
wenn man den Druckgradienten in (7.22) von vornherein streichen wirde.

"Wenn man u™ ! ul ersetzt, mu te man das eigentlich auch im Term & tun. Aber dann
hatten wir keinen expliziten Ausdruck mehr fur uf’; .
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liefert eine Poisson-Gleichungeifr den erforderlichen (neuen) Druck

p" (")

— : 7.26
X AE' X p X = ( )

Das zugelrige lineare Gleichungssystemeif p™ wird dann iterativ gelest (SIP,
innere lteration).

Diese Vorgehensweise hat den Vorteil, da die Inhomogeattin der Poisson-
Gleichung w1, bekannt ist. Hat man den Druckgradienten gem (7.26) in guter
Neherung berechnet, kann man™ nach (7.24) berechnen. Damit istu" divergenz-
frei. Da wir aber in (7.24) nur den Druck und nicht &, angepat haben (denn auch
t'p hangt vonu" ab), erfullt u" jetzt nicht mehr die Impulsgleichung (.229. Des-
halb mussen die Werteu™ und p™ erneut fur u™ * und p™ ! in die Impulsgleichung
(7.23 eingesetzt werden, d.h. es erfolgt derachste Schritt derau eren Iteration.
Dann wird die Poisson-Gleichung erneut gest, und so weiter, bis Konvergenz er-
reicht wird. Das vorgestellte Schema wird auch aBrojektionsmethodebezeichnet,
da die Anteile vonul™ , die nicht divergenzfrei sind,herausprojiziert werden®

7.3.3. Druckkorrektur

Um die Konvergenz derau eren Iteration zu verbessern, \&re es gut, in .24
nicht nur den Druckgradienten, sondern auch den Term(s anzupassen (im Ideal-
fall durch i, ). Dann ist die rechte Seite der Poisson-Gleichung aber nicht explizit
bekannt und man mu Annahmenewber den unbekannten Teilu®}  ws der Inho-
mogeni®mt machen. Im folgenden werden einige &glichkeiten der inneren Iteration
besprochen.

SIMPLE

Eine beliebte Variante der Projektionsmethode ist deSIMPLE-Algorithmus. Die-
ses Akronym steht ér Semi-I mplicit M ethod for Pressuret inked E quations® Bei
der Formulierung wird nicht der Druck verwendet, sondern die DrucKorrektur.
Dazu schreiben wir

u"=u™ +u%  und p"=p" 1+ p° (7.27)
Wir fordern nun fer das divergenzfreie Feldu™ und fur p™ die Einhaltung der
Impulsgleichung gem (7.22
X pm

Ajuls +  Aful=Qrt — (7.28)
| Xi p

8Die raumlichen Ableitungen innerhalb der runden Klammer in (7.26) ergeben sich aus der
Diskretisierung der Impulsgleichung (7.22), wahrend die anderen Ableitungen entsprechend der
Diskretisierung der Kontinuit atsgleichung (7.25 zu bilden sind.

9Manchmal ndet man auch die Erkl arung alsSheer Idiot's Monopurpose Programming Language
Environment , .
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Um zu den Korrekturgre en u? und p° eberzugehen, subtrahiert man hiervon die
zuvor tatsachlich gebste Gleichung 7.22 und lest nachu?, auf. Dann erhalt man
anstelle von (.24 die Beziehung @r die Korrekturgre en

" AN 1 p° 1 p°
8 —_ .
Up = —o— A - S Me awm oo (7.29)
| éP } P L P P
=ty
Die Kontinuit atsgleichung &r u™ lautet
(M +u) _ (uP), (), (7.30)

X X X

Wenn wir alsouft zu (7.29 addieren, mit multiplizieren und die Divergenz bilden,
erhalten wir unter Ausnutzung der Inkompressibiliatsbedingung .30 die Poisson-
Gleichung #ir die Druck-Korrektur

0 m :
e L s D, (W) LiN (7.31)
R L T 2
| 0 (SIMPLE)

Leider ist an dieser Stelle der Ternu&noch nicht bekannt, da er von der (gesuch-
ten) Korrektur u? abhangt. Daher wird uf in (7.31) und auch in (7.29 schlichtweg
ignoriert (weggelassen)® Wenn man dies tut und die Druck-Korrektur p° durch
Lesen der resultierenden Poisson-Gleichun@.81) (durch einige innere Iterationen)
berechnet hat, kann man die Geschwindigkeitskorrektun® nach (7.29 (unter
Vernachlassigung vonu® berechnen. Obwohl nicht die richtige Poisson-Gleichung
gelst wurde, ist die korrigierte Geschwindigkeit!™ + uf nun divergenzfrei. Davon
kann man sich leicht durch Einsetzemberzeugen.

Wenn die au ere Iteration konvergiert ist, verschwindet sowohl die Druckorrek-
tur (p™ = p™ 1) als auch die Geschwindigkeitskorrektury™ = u™ ). Im Limes ver-
schwindet daher auch der in der Poisson-Gleichung vernagsigte Term  u%= x;.
Da dieser Term bei SIMPLE jedoch a priori vernaclassigt wird, konvergiert die
SIMPLE-Methode nicht besonders schnell.

SIMPLEC

Eine bessere Mglichkeit als die vollsandige Vernachéssigung von [ %= x;]p in
der Poisson-Gleichung {.31) ware eine Approximation diesei, Terms. Eine &b-
lichkeit besteht darin, eine mherungsweise Beziehung zwischen, A} u?, und u?,
herzustellen. Zum Beispiel kann man die GeschwindigkeitskorrektuﬁP am Punkt
P durch ein gewichtetes Mitteleber die Werte an den Nachbarpunkten ausecken.

0Das ist dasselbe wie die Verwendung von™ anstelle vonu™ in (7.24) und (7.26).
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7. Inkompressible Stemungen

Wenn man dazu die Wichtungsfaktorem" verwendet, ertalt man die Naherung

Al"uf
A

0 X ui,,0 0 X uj .
Uip ) Alug Uip A (7.32)

Wenn man dies in die De nition von u—i?P in (7.29 einsetzt, erhalt man

. P
ui 0 Ui
0 Def A UG o A

iP Aui i:P Aui
P P

(7.33)

Damit wurde die Abhangigkeit vonuf, von den Wertenu, an den Nachbarpunkten
| 6 P auf eine einfache Abkangigkeit von uﬁp zureckgetihrt. Dies erlaubt es, den
Term uﬁp vollstandig der linken Seite Qﬁp) zuzuschlagen und durch Divergenzbil-
dung zu eliminieren. Denn mittels {.29 folgt jetzt f ur die Beziehung zwischem?;,
und p°

P
Aui 1 0 0
L S O R S

A;i A;' X ' Ag' + | Alu' X

0
ui;P

(7.34)
Wenn man nun wieder die Forderung der Divergenzfreiheit vau]" ausnutzt, indem
manuy addiert, mit  multipliziert und die Divergenz bildet, erhalten wir anstelle
von (7.37) die Poisson-Gleichungeir die Druck-Korrektur

p° (ui")
S = e (7.35)
X AP+ IAI X X p

P

Anstelle des unbekannten Terms mit®haben wir nun lediglich einen anderen Ko-
e zienten vor dem Gradienten der Druck-Korrektur. Die Lesung dieser Gleichung
ergibt wiederum ein divergenzfreies Geschwindigkeitsfeld und marhgeum neach-
sten Schritt der au eren Iteration eber. Diese Methode hei tSIMPLEC (SIMPLE
Corrected/C onsistent).

PISO

Ein weitere Meglichkeit der Verbesserung des SIMPLE-Verfahrens bestehtrdg
zunachst eine erste Korrekturu® nach SIMPLE zu berechnen und danach eine
zweite Korrektur vorzunehmen, wobei man die erste Korrekturerwendet, umug,
Zu approximieren.

Dazu wird zumachst die Poisson-Gleichung in SIMPLE-Bherung gebst und dann
die Geschwindigkeitskorrektur nach 7.29 berechnet, wobei jedoctu%s unbereick-
sichtigt bleibt. Damit erhalt man eine erste Korrektur

1 p°
o= — = 7.36
uI,P Ag. X | o ( )
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7.3. Projektions-Methoden

Mit dieser vorleu gen Korrektur u?, berechnen wir nun

0

P

uj,,0
_ VAU
Bip = ——Hu

: 7.37
AT (7.37)
und setzen die zweite Geschwindigkeitskorrektun®in der bekannten Art wie in
(7.29 an als

00 0 i LOO
AlFJ,i Xi p )
Da die erste Korrekturuf so konstruiert wurde, da im Falle der Konvergenai™ =
u™ + u? divergenzfrei ist, mussen wir fordern, da die zweite Korrektur a priori
divergenzfrei ist. Zur Bestimmung vonp®kennen wir daher die Divergenz bilden
und erhalten

p® _ (W)

— = = XA 7.39
X Agl X p X p ( )

(7.38)

wobei u¥ nun aber nach .37 schon bekannt ist. Die Koe zienten auf der linken
Seite der Poisson-Gleichungef p®sind dieselben wie ofr die Poisson-Gleichung
fur p°(7.31). Dies kann man beim Implementieren eines Programms ausnutzem) u
Rechenzeit zu sparen. Die NamensgebuR#SO stammt von P ressurel mplicit with
Splitting Operators Die korrigierten Felder sind danach

u = u” + ul+ u® und  p"=p™ 4+ p’+ p® (7.40)

Man kennte das Verfahren nun in derselben Weise fortsetzen und susziee wei-
tere Geschwindigkeits-Korrekturenu®%tc. konstruieren. Dies entspache einer ite-
rativen Lesung dervollsandigenPoisson-Gleichung 7.31). Stattdessen werden nor-
malerweise nur die beiden Korrekturem? und u®berechnet und danach schon zum
nachsten Schritt derau eren Iteration ebergegangen.

SIMPLER

Die SIMPLER-Methode (SIMPLE R evised ahnelt PISO. Sie wurde vorPatankar
(1980 vorgeschlagen. Bei SIMPLER wird zuachst die Poisson-Gleichung7(31)
fur die Druck-Korrektur p’wie bei SIMPLE unter Vernachkssigung voru{}P gelst.
Dann wird die Geschwindigkeitskorrekturu® (und damit u™) nach (7.29 ohne u—i?P
berechnet, also wie in7{.36.

Zur Berechnung des Druckg™ wird allerdings nicht die soeben berechnete Druck-
Korrektur p° verwendet. Vielmehr wird der Druck durch nochmaliges ésen einer
Poisson-Gleichung berechnet, jetzt aber direkt nacly (26, wobei anstelle vonu?®
der schon korrigierte Term (vgl. 7.23)

m 1 P AUi um
I Ml

g = U o ' (7.41)
P

verwendet wird, weil ja das korrigierte Geschwindigkeitsfeldi" jetzt schon zur
Verfugung steht.
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Randbedingungen

Das Problem der Randbedingungereif die Poisson-Gleichung efr den Druck ist
delikat. Der Druck ist eigentlich nur ein LangrangeRarameter, dessen Aufgabe es
ist, die Inkompressibilitat sicherzustellen. Daher kann manef den Druck a priori
keine Randbedingungen fordern. Wenn zurdsung von {.7) (bzw. der Lineari-
sierung (7.31)) Randbedingungen bemntigt werden, so sollten sich diese aus den
Navier-Stokes-Gleichungen herleiten lasséhEs ist daher naheliegend die vektori-
elle Navier-Stokes-Gleichung zu verwenden, um Randbedingungen die Druck-
Gleichung zu formulieren, indem man die Navier-Stokes-Gleichung adém Rand
auswertet. Dabei ist es zuachst nicht klar, ob man die normale oder tangentiale
Komponente der Navier-Stokes-Gleichung verwenden sollte.

Wenn wir die normale Komponente der Navier-Stokes-Gleichung bethten er-
halten wir fur ein inkompressibles Newtonsches Fluid aus.() (ohne au ere Kraft-
felder)

nrp=r Tys 7@@1? n+r (uu) n
Un
= r 2, @@t) + U ru, ; (7.42)

wobeiu, = u n die normale Komponente voru ist. Wenn man diese Gleichung
auf dem Rand auswertet hat man eine Neumann-Randbedingungr fden Druck
(die normale Ableitung @p ist durch die rechte Seite von .42 vorgegeben). In
analoger Weise kann man eine Dirichlet-Randbedingung ableiten, indeman die
Navier-Stokes-Gleichung auf einen tangentialen Einheitsvektor projiziert.

Auf festen Randern, auf deneru = 0 ist, erhalt man so die Neumann Randbedin-
gung @p=@n @°u,=@f bzw. die Dirichlet-Randbedingung@p=@ @°u =@h
Falls die Reynoldszahl Re 1 1 gro ist, kann man diese Randbedingung
durch @p=@n0 bzw. @p=@= 0 approximieren und die homogene Neumann und
die homogene Dirichlet-Randbedingungen liefern dasselbe Ergebnis.

7.3.4. Zusammenfassung

Die vorangegangenen Varianten der impliziten Druckiteration sind dieichtigsten
Reprasentanten einer ganzen Klasse von Verfahren. Es hat sich hesgestellt, da

1 Gresho and Sani(1987 haben dieses Problem behandelt. Knapp zusammengefa t habenies
gezeigt, da Neumann Randbedingungendr die kontinuierliche Poisson-Gleichung des Drucks
immer angemessen sind unckr t 0 eine eindeutige losung liefern. Dirichlet-Randbedingungen
sind nur fur t > 0 angemessen. Auchefr die diskretisierte Version der Poisson-Gleichung
sind Neumann Randbedingungen #r t 0 angebracht. Dirichlet Randbedingungen werden
von der diskretisierten Poisson-Gleichung nicht enéllt. Aber in dem Falle, in dem die Lesung
der diskreten Gleichungen gegen die dsung der kontinuierlichen Gleichungen konvergiert, er-
fullt die L esung der Poisson-Gleichung Neumann-Randbedingungemrft 0 und Dirichlet-
Randbedingungen, die letzteren allerdings nurdr t > 0.
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7.3. Projektions-Methoden

das SIMPLE-Verfahren besser konvergiert, wenn die Druck-Kaktur nicht voll-
standig durchge#ihrt wird, sondern nur teilweise

pt=p" 4+ pf (7.43)

wobei der Unterrelaxationsparameter , im Bereich O p 1 liegt. Man kann
optimale Werte von , angeben Ferziger and Pert, 2002). Die Geschwindigkeits-
Korrektur benetigt keine Unterrelaxation. SIMPLEC, PISO und SIMPLER kom-
men ganz ohne Unterrelaxation aus.

Zusammenfassend stellt sich die Strategie der Projektionsverfah folgenderma-
en dar:

1. Ausgangspunkt ist ein Zustandu' und p" zum Zeitpunkt n.

2. Aufstellen der Impulsgleichung 7.21) fur n+1 und Berechnung eines Saitz-
wertesu” .

3. Aufstellen und Lesen der Druck-Korrekturgleichung 7.31) mit dem Ergebnis
p° und uf. Berechne dabei™ und p™ aus den Korrekturenu? und p%

a) SIMPLE: Vernachlassige den zweiten Term in74.3]), lese die resultie-
rende vereinfachte Poisson-Gleichung und berecha@ und p™.

b) PISO: Berechne zumchst die erste Korrektur wie bei SIMPLE3a. Lese
dann die Poisson-Gleichung?.39 fur die zweite Druck-Korrektur p®und
berechne mitu®und p®die zweite Korrektur zuu™ und p™.

c) SIMPLER: Berechne zumchst p° wie bei SIMPLE 3a. Berechne daraus
u™. Zur Berechnung des Drucke™ verwende jedoch nichtp? sondern
lose (7.26 mit u™ auf der rechten Seite.

4. Gehe nach2 und setzte die soeben berechneten Werté" und p™ ein, um
neue Werte der Koe zienten A, und Q und neue Schtzwerte ui(m”) Zu be-
rechnen. Wiederhole die Schritte ir8 und gehe zWw? bis dieseau ere Iteration

konvergiert ist.
5. Gehewber zum mchsten Zeitschritt.

Neben den genannten Projektionsmethoden existieren noch areléMethoden.
Dazu ahlen unter anderemFractional-Step-Methoden, Formulierungen mit Hilfe
der Stromfunktion'?  und der Vortizitat ! fur zweidimensionale inkompressible
Stremungen und auch die Methode déwinstlichen Kompressibiliat. Entsprechende
Ausfehrungen sind inFerziger and Perc (2002 zu nden.

2Die Stokessche Stromfunktion in kartesischen Koordinaten (x;y; z) ist de niert durch

_ @ _ @
u= @y und v = @x
Dann ist die Vortizitat ! = r u=_(@Qv=Ex@u=0Qg¢; = @ =@X+ @ =@Y e, =

r 2 e =le,.
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7. Inkompressible Stemungen

7.4. Lesung der Navier-Stokes-Gleichung mittels
Projektions-Methode

Zur Lesung der Navier-Stokes-Gleichungen gibt es eine Vielzahl von \émfen, die
hier nicht umfassend vorgestellt werden énnen. Deshalb soll nur ein Verfahren
detailliert behandelt werden, das in vielerlei Abwandlungen zum Einsatkommt.

Wir werden hier ein zweidimensionales Verfahren beschreiben, da$ aiten Vo-
lumen beruht. Ausgangspunkt sind die Navier-Stokes-Gleichungdar ein inkom-
pressibles Fluid 7.1) und (7.3). Diese sollen erweitert werden, um auch thermische
Konvektion relativ einfach bemricksichtigen zu lennen.

7.4.1. Oberbeck-Boussinesg-Gleichungen
Gleichungen {.1) und (7.3) gelten fur ein Fluid mit konstanter Dichte. Im Schwe-

refeld mit Schwerebeschleunigung wirkt die au ere Kraftdichte f = g und wir
haben
@ u) +r (uu)=r Pgest I Tuis+ O, (7.44)
@t
mit dem viskosen Teil des Spannungstensoms,is = ru+(ru)’ .Fur =

const. la t sich die Kraftdichte g=r ( g Xx) aus einem Potential (dem hydrosta-
tischen Druck) ableiten. Daher kann man den hydrostatische Driac g x und den
Gesamtdruckpges zusammenfassen

' Pgest 9= 171 (pges g x)=r p: (7.45)

Mit der De nition p= pges g X taucht die Schwerkraftdichte dann nicht mehr
explizit in der Navier-Stokes-Gleichung auf

@ u)
@t

wobei p nunmehr der dynamische Druckist. Ein konstanter Druck ist irrelevant
und wird daher ohnehin weggelassen.

Wenn die Dichte aufgrund thermischer Expansion nicht konstant ist, nassen
Zusatzterme beecksichtigt werden. Far kleine Temperaturabweichungen vom Re-
ferenzzustand mit Dichte (Tp) = o und Temperatur T, kennen wir die Dichte
durch die ersten Terme der Taylor-Reihe

+r (uu)=r1 ptr Tys; (7.46)

= o[l (T Tol+ O (T To)? (7.47)

approximieren. Hierbeiist = 0@ :@'E der isobare thermische Ausdehnungs-
koe zient. Wenn man den dynamischen Druck alsp = pges 0o X de niert,
verbleibt von derau eren Kraft noch der lineare Term o (T  To) g (Auftriebs-
term) in der Impulsbilanz.
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7.4. Lesung der Navier-Stokes-Gleichung mittels Projektions-Methode

Franz Grashof
1826{1893

Strenggenommen mu man in allen Termen, in denen die Dich-
te auftritt, ihre Abh angigkeit von der Temperatur beucksichti-
gen. Man kann aber zeigen, da im Limes kleiner Temperatur-
variationen T ! 0, bei dem dieGrashof-Zahl

g TL®

Gr= >

(7.48)

von der Gre enordnung O(1) bleibt, die Variation der Dichte nur
im Auftriebsterm berecksichtigt werden mu. Diese sehr hu-
g verwendete Naherung wird Oberbeck-Boussinesg#itherung
genannt und kann systematisch aus den volsbdigen Navier-
Stokes-Gleichungen abgeleitet werden (siehe z.Bandau and
Lifschitz, 199)).

Die Oberbeck-Boussinesg-Gleichungen lauten somit in konservativerm

@t

r - (u)=0; (7.49a)
+r (uu)=r1 p+tr Tys (T Tog; (7.49Db)
+r (uT)= rr T, (7.49¢)

wobei der Index 0 der konstanten Dichte, aus Bequemlichkeit weggelassen wurde.

Valentin Joseph

Wenn wir die Kontinuit atsgleichungeber ein Kontrollvolumen
V (in zwei Dimensionen ist dies eine Bkhe) integrieren, erhalten
wir Z Z

r(u)dv ¥
\% S
wobei dS das vektorielle Oberachenelement des Volumen¥
ist. In den hier betrachteten zwei Dimensionen ist 8 das in -
nitesimale Bogenelement entlang der Kontur des zweidimensio-
nalen Kontrollvolumens, wobei die Richtung von 8 senkrecht

u ds =0; (7.50)

Boussinesq zum Bogenelement und nach au en gerichtet ist.
1842{1929 Fer die Impulsgleichung ergibt sich durch Integratioreiber V

@Z 4 Z V4

— udv+ r uu) dv = dv+ r TysdV

@t ., . (uu) L P . vis

7 (In
g (T TodV: (7.51)
\%

Wenn wir den Gau schen Satz anwenden, auch die Temperaturgleioty integrieren

und die Temperaturabweichung =

T Ty von der ReferenztemperaturTy als

abhangige Variable betrachten, knnen wir die Oberbeck-Boussinesg-Gleichungen
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in integraler Form schreiben

Z
u dsS =0; (7.52a)
@Z ZS Z Z
— udVv + uu dSs = pdS+ T,s dS
@t S S s
g dv; (7.52b)
@Z Z .
— dv + u ds = (r ) ds: (7.52c)
@t S s

Diese Gleichungen sind die Ausgangsgleichungeur flie Diskretisierung. Im Fall
einer isothermen Stemung kennen wir die Temperaturgleichung wie auch den Auf-
triebsterm in der Impulsgleichung weglassen.

7.4.2. Kontrollvolumina

Wir wollen im folgenden ein gesta eltes orthogonales Gitter verwende Fer die
niten Volumen wahlen wir die Kontrollvolumina nach Abb. 7.2. Die Gitterlinien
zerlegen das Gebiet in Kontrollvolumina, in deren Zentren die skalargare en p
( )und () de niert sind. Die x-Komponente der Geschwindigkeit (! ) und die
y-Komponentev (") werden auf den vertikalen bzw. horizontalen Gitterlinien in
der Mitte der Ober achen der Kontrollvolumina #r pund ausgewertet.

Aufgrund der versetzten Anordnung der Variablen de niert man #ér u, v und p
andere Kontrollvolumina, wobei die jeweilige Gy e immer im Zentrum de niert ist.
Die drei verschiedenartigen Kontrollvolumina sind in Abb.7.2 grau schattiert dar-
gestellt. Far alle Kontrollvolumina wird der zentrale Punkt immer alsP bezeichnet.
Die Bezeichnung ér die anderen Punkte ergibt sich aus der geographischen Nota-
tion. Beispielsweise di eriert der PunktP fur vom Punkt P fur v.

7.4.3. Zeitintegration

Zur Diskretisierung der ersten Zeitableitung verwenden wir das 3i¢au-Schema
wie im impliziten Verfahren (6.26. Fur = 1=2 ist es von zweiter Ordnung in der
Zeit. Wenn wir au erdem das Volumenintegral durch das Produkt asidem Wert am
Mittelpunkt P und dem niten Volumen V approximieren (Mittelpunktsregel?),
erhalten wir die Approximation der Anderungsrate dex-Impulses des im Volumen
V am Punkt P be ndlichen Fluids
Z
@ 3un+1 4un + un ! —_ t ,n+l t.
ot , u dv . >t . V = Apup s (7.53)

13Diese Approximation ist von zweiter Ordnung. Fur konstante oder linear variierende Funktionen
ist sie exakt.
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(a) Kontrollvolumen fur pund T

<—X>
Yi+1 + + +
N
- - -
yi T nw E ne t
W - P e E b y
S
SwW S€
Vi1 + t +
- S - -
Xi 1 Xj
(b) Kontrollvolumen f ur u (c) Kontrollvolumen f ur v
N
+ + + Yi+1 t + +
> l\l > > >
nw n ne
4 4 4 Vi 4W w 4P (S AE
' nw [N nel i | i |
| E sw S
_yV PW —+P ed - -0 g -
.sw |s se, S
$ + & Vii ot 1 t
S
- - - -» - -
Xi 1 Xj Xj+1 Xi 1 Xj

Abbildung 7.2.: Kontrollvolumina (grau) und geographische Notation auf einem gestaf-
felten Gitter f ur (a) die skalare Gre en ( ), (b) den x-Impuls (! ), und (c) den Impuls in
y-Richtung (").

mit den Abkeirzungen

3V \/
A}; = ﬁ und QL = ﬁ 4Un Un L . (754)

Die bekannten Werteu" und u" ! zu den alten Zeitpunktenn und n 1 wer-
den den QuelltermenQ zugeschlagen. Eine entsprechende Gleichung g#ir fdie
y-KomponeZnte des Impulses

@ 3Vn+l A" + Y0 1 .

—~ vav vV =ALvptt QL 7.55
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mit Q) = (4v" v" 1) V=2 t.Im weiteren werden wir den aktuellen Zeit-Index
n + 1 aus Bequemlichkeit weglassen.

7.4.4. Raumliche Diskretisierung

Bei der mumlichen Diskretisierung mussen wir die di usiven und konvektiven Fisse
betrachten, die in das jeweiligen Kontrollvolumen ein- bzw. austrete Die dabei
auftauchenden Oberachenintegrale lassen sich als Summe aus vier Integratdrer
die vier Seiten achen darstellen. Beispielhaft werden wir das Integraber die Seite
e betrachten. Die drei anderen Beitge ergeben sich entsprechend. Zur Bildung der
Ableitungen werden wir zentrale Di erenzen zweiter Ordnung verwelen.
Um die Streme durch die Oberachen zu approximieren, neh-
men wir an, da der Wert im Zentrum der Seiten ache den
Mittelwert eber diese Seitenache reprsentiert. Dies nennt man
auch Mittelpunktsregel(midpoint-rule approximation). Die nicht-
linearen Terme in (7.52H und (7.529 werden linearisiert, indem
sie als Produkt aus dem aktuellen Wertrfi-ter Schritt) und dem
Wert zum vorhergehenden Iterationsschrittin 1) der au eren
Iteration approximiert werden. Genauer gesagt wird die in bei-
. den nichtlinearen Termen auftretende Massenstromdichteu™
Charles Emile m 1 o . .
Picard durch den Wert u approximiert. Diese Technik nennt man
1856{1941 auch Picard-Iteration .

Massenstrom

Im nichtlinearen Term des m-ten Schritts der au eren Iteration verwenden wir

also die Massenstromdichtenu™ ! aus dem Schrittm 1. Diese enfillen daher

die Kontinuit atsgleichung. Im Rahmen der Mittelpunktsregel approximieren wir
nun den Massenstronm durch die e-Seite eines Kontrollvolumensefr die skalaren

Green () im m-ten Iterationsichritt durch (dS = e.dS)

TS (7.56)

e

Me = u ds (u)
Se
Hierbei beziehen sich alle geographischen Bezeichnungen auf degi|ge skalare
Kontrollvolumen. Der rote Indexm 1 bezieht sich auf den Iterationsschritim 1.
Im folgenden werden wir den Iterationsindexn, der die&u ere Iteration numeriert,
weglassen mit dem Vergindnis, da sich diese Go en auf den Schritt m beziehen.
Nur falls es sich um einen Wert aus dem vorhergehenden Iteratiodsstt handelt,
wird der Index m  lexplizit angegeben. Die vollgtndige Diskretisierung der Kon-
tinuit atsgleichung {.529 fur das Kontrollvolumen der skalaren Go en ( ) lautet
somit x Z
m = U ds [(V),Sa+(Uu)Se (V)iSs (u),Sul" "
i=nesw S

=My + Mg+ Mg+ My, =0: (7.57)
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(a) u-Kontrollvolumen

7.4. Lesung der Navier-Stokes-Gleichung mittels Projektions-Methode

(b) v-Kontrollvolumen

N
4 4 4 Yi+1 4 + 4
- —L\l - ] e e
nw n NE
2) E
4 w e Yi W w 4Pe #
| 1 s
W owdP e F SW S se IR
¢ 4SW s _s& Vi 11 45 +
- —»S -» -» - -»
Xi 1 Xi Xi+1 Xi 1 Xi

Abbildung 7.3.: Der durch Mittelung gebildete Massenstrom #r die u- und v-
Kontrollvolumina (gestrichelt) entspricht genau dem halben Massenstrom durch zwei be-
nachbarte skalare Kontrollvolumina (grau).

Die Massensteme gehen in die Berechnung der nichtlinearen Terme in den Glei-
chungen #r u und v und auch #r ein. Daher mussen wir sie auchefr die u-
und v-Kontrollvolumina berechnen. Dau und v aber nicht in den Mittelpunkten
der Berandungen dieser Kontrollvolumina de niert sind, liegt es nahadie Mas-
senst®me durch Interpolation zu ermitteln. Das Problem bei einer Interplation
ist jedoch, da die Massenerhaltung dabei nur bis zur Genauigketsdnung der
jeweiligen Interpolation gevahrleistet ist.

Man kann aber die Massenerhaltung exakt sicherstellen, wenn maendMas-
senstrom durch diee-Seite desu-Kontrollvolumens mg durch den Mittelwert der
Massenstome mp und mg ersetzt. Dasselbe kann manef die w-Seite desu-
Kontrollvolumens machen. Dann werden

me =

1 1
é(mp +meg)’; my = E(VDP + mw)": (7.58)
Fer die Nord- und Sudseite werden die Massensime durch die Mittelwerte an den

Eckpunkten des Kontrollvolumens approximiert

my =

1
n, mg = = (Mew + r_nse)u :

5 (7.59)

%(rﬂnw + Mpe)";
Damit sind alle Flachenmittelpunkte zweier benachbarter Zelleruf skalare G® en
involviert. Insbesondere ist der Massenstrom durch die beiden &ka&n Kontrollvo-
lumina identisch mit der Summe der beiden Massensime durch die beiden einzel-
nen skalaren Kontrollvolumina (Abb. 7.3a). Da die letzteren exakt verschwinden,
gilt die exakte Massenerhaltung auchef den Massenstrom durch die Summe bei-
der skalarer Kontrollvolumina. Da der Massenstrom durch das-Kontrollvolumen
genau die Hlfte (Faktor 1/2 in (7.58 und (7.59) des Massenstroms durch die
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7. Inkompressible Stemungen
beiden skalaren Kontrollvolumina betagt, gilt die Massenerhaltung auchefr das
u-Kontrollvolumen, und es gilt

m, + Mg + Mg + my, =0: (7.60)

In gleicher Weise begindet sich die exakte Massenerhaltungif den Massenstrom
durch die vier Ober achen des Kontrollvolumensefr v (Abb. 7.3b)

1 1
my, = (mP +my)’; mg = (mne + Mee)” ;
1 1
mg =5 (mP + mS) my, = > (M + r_nsw) ; (7.61)
d.h. es gilt
my + Mg + mg+ my, =0; (7.62)

wobei die in den Massenseimen auftretenden Geschwindigkeiten aus dem Schritt
m 1 stammen (siehe {.57)).

Konvektiver Impulsstrom

Mit den oben berechneten Massengimen (ausgeduckt durch die Geschwindig-

keitskomponenten der Iterationm 1) kennen wir den konvektiven Impulsstrom

F©Y = < uu dS (siehe (7.52D) fur ein u- bzw. v-Kontrollvolumen angeben.

So lautet der Strom deru-Komponente des Impulses mit Impulsstromdichteu

durch die Ostseite €) des u-Kontrollvolumens und der Strom derv-Komponente

des Impulsesv durch die Ostseite €) desv-Kontrollvolumens (Mittelpunktsregel!)
Z

e, Fgonv= Fuc;(;nvz |_{ % u Ue und (7.63a)

ey F™=F"= | { d% myVe: (7.63b)
Der Wert u. auf der e-Seite desu-Kontrollvolumens ist jedoch nicht direkt ver-
fugbar. Die einfachste Mherung ware eine lineare Interpolation der Werte an den
Punkten P und E, z.B.
. Xe X

useral = ug + (1 eUp;, mit o= ﬁ: (7.64)
Fur ein aquidistantes Gitter wie auch #ér das oben de nierte gestreckte und gestaf-
felte Gitter (Abb. 7.2)ist ¢ = 1=2. Dies wirdzentrales Di erenzenschemaenannt,
obwohl keine Di erenzen involviert sind!*

Einige iterative Leser konvergieren aber nicht, wenn man diese lineare Interpola-
tion verwendet, da die resultierenden Matrizen nicht diagonaldomimasind. Dieses

4Der Grund fur diese Bezeichnung liegt darin, da die niten Volumen fur aquidistantes Gitter
und mit dieser linearen Interpolation identisch sind mit zentralen nite n Di erenzen.
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7.4. Lesung der Navier-Stokes-Gleichung mittels Projektions-Methode

Problem kann man mit einem Trick umgehen, den madeferred correctiomennt.®
Dazu verlagern wir die implizite Behandlung der zentralen Di erenzenwd die im-
plizite Behandlung von Upwind-Di erenzen, indem wir schreiben

FJ:%nv = r_I.I‘L;u(uepwmd + mg ugentral u‘L;pwmd : (7.65&)

yupwind ™ L. (7.65b)

central
Vv e

conv — Vv, ,upwind Y
Fv;e - r_neve +m e

@

Hierbei ist die Upwind-Naherung UDS, upwind di erencing schemg gegeben
durch, z.B. fur die u-Komponente,

mY yupwind mgUP; falsu dS¢> 0; d.h. falls ”lg > 0;
e miug; fallsu dSe< 0; d.h. falls m¢ < 0;

(7.66)

max (mg; 0) Up + min (mg; 0) Ug:

Die Terme mit hochgestelltem Indexn 1 in (7.65 werden aus dem vorherigen
Iterationsschritt gebildet. In der aktuellen Iterationsmatrix wird also im aktuellen
Schritt m nur die Upwind-Neherung verwendet. Diese ist zwar lediglich von erster
Ordnung, aber im Falle der Konvergenz kompensieren sich die beidepwind-
Terme in (7.65 und die konvergierte losung ist von zweiter Ordnung Genauig-
keit. Die Konvergenzgeschwindigkeit ist vergleichbar mit derjenigeaines reinen
Upwind-Verfahrens. Auch kann man den Anteil von Upwind und zemélen Di e-
renzen mischen, indem man den expliziten Term (in Klammern irv(65) mit einem
Wichtungsfaktor 2 [0; 1] wichtet.

Der gesamte konvektivail-Impulsstrom durch dasu-Kontrollvolumen ist naterlich

Foo = Foav + Foe' + Fog™ + Fous (7.67)
wobeiF 3", F52™ und F Y in analoger Weise gebildet werden wssen. In gleicher
Weise wird auch der konvektive Impulsstrom durch dasg-Kontrollvolumen fuer die

15Die Methode der vermgerten Korrektur (deferred correction) basiert auf folgender®berlegung:
Wenn man ein implizites Verfahren hoher Ordnung hat,

Afull X(n+1) - Q(n);

dann ist der Di erenzenstern gro , was zu vielen Eintragungen in de Matrix A™' fuhrt. Um die
mit der komplizierten Matrix verbundenen Probleme (Speicherplatz, hoher Lesungsaufwand)
zu umgehen, schigt man all diese Terme auf die rechte Seite (wertet sie also explizit &)
und addiert auf beiden Seiten des linearen Gleichungssystems die eprechenden Terme eines
einfacheren Diskretisierungsverfahrens mit niedriger Genauigkeit

ASparse X(n+1) - Q(n) + Asparse Afull X(n)

Die Lesung des Gleichungssystems ist dann relativ einfach zu erreichemd die Di erenz der
Matrizen beider Verfahren auf der rechten (expliziten Seite) ist klen. Im Fall der Konvergenz
ist x("*1) = x(M und die Terme des einfachen Verfahrens fallen heraus. Trotzdemesitzt die
Lesung die Genauigkeit des Verfahrens hoher Ordnung, genausosavenn man sie mit einem
impliziten Verfahren berechnet hatte.
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} } Abbildung 7.4.: QUICK-Schema: Berech-

} } nung von Gre en im Punkt e durch qua-
W P e E EE dratische Interpolation der Daten auf dem
X Rechengitter ( ) nach Upwind-Manier.

y-Komponente der Impulsgleichung behandelt. Als Beispiel seiesr fden gesamten
konvektiven u-Impulsstrom die restlichen Terme spezi ziert

y4
conv — u — u , upwind u central upwind m 1.
Fow' = uu dS myuy, = myuP" + my ug uyP ; (7.68a)
VA
FL(J:;%nv - uu ds mﬁun — r_nﬁuﬁpwmd + mﬁ uﬁentral uﬁpwmd : (768b)
yad
Fuc;(;nv - uu ds mgus — mgutsjpwmd + mg ugentral ugpwmd : (7.68C)

Ss

Eine andere popure Methode, um auf eine Approximation bherer Ordnung als
eins zu kommen, ist daQUICK-Schema (quadratic upwind interpolation of con-
vective kinematicg. Dabei wird zur Approximation des konvektiven Impusstroms
ein Polynom zweiter Ordnung durch die beiden benachbarten Punkiend einem
weiteren Punkt stromaufwarts gelegt und daraus die gesuchte Variable bestimmt
(Abb. 7.4). Fur ue erhalt man dann zum Beispiel

L= aUe &uw+(l  at @)ue; falls me>0;
7 bup buge +(1 b+ b)ug; falls me< 0

wobei die Koe zienten fur ein aquidistantes Gittera; = by =3=8unda, = b, =1=8
sind. Bei einem gestreckten Gitter massen die Interpolationsfaktoren entsprechend
angepat werden. Dieses Schema ist von dritter Ordnung Genauigk

(7.69)

Di usiver Impulsstrom

Der di usive Impulsstrom involviert den viskosen Spannungstensoin der Glei-
chung fur u geht nur die x-Komponente des Impulses ein. Der diusive Strom
von x-Impuls durch die Flachee desu-Kontrollvolumens lautet (siehe .52 mit
dS = e,dS)
Z
Foe™ = e FO™Y = e Ty dS  Ty5Se (7.70)

XX;e
Se
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7.4. Lesung der Navier-Stokes-Gleichung mittels Projektions-Methode

Zur Gleichung #ir v tragen umgekehrt nur Terme bei, welchg-Impuls transportie-
ren. Der di usive Strom von y-Impuls mu also fur das v-Kontrollvolumen berech-
net werden. Beispielsweise lautet der Beitrag zum di usivep-Impulsstrom von der

e-Seite desv-Kontrollvolumens
Z

Fausv = . ey Tus dS  Tye.Sel (7.71)

Die KomponentenTYS, und T;i)f;e des viskosen Spannungstensors, gebildet im jewei-

XXx;e

ligen Punkt e, beinhalten Ableitungen vonu bzw. v. Wenn wir diese mit zentralen
Di erenzen bilden, erhalten wir

i @u Ug Up
TVYs =9 = 2 — 7.72a
xx;e @x . Xe Xp ( )
Tie = @Y, OV e Use, Ve W . (7.72b)
' @y @x e Yne Yse Xe Xp

Da Tyixs;e fur das Kontrollvolumen fur v ausgewertet wird, sindu,e und use Gitter-
punkte von u, so da keine Interpolation erforderlich ist (Abb. 7.2c).
Die Beitrage von den anderen 3 Seiten ergeben sich entsprechend. Auxspe-

erhalt man (die soeben berechneten Terme sind in rot dargestellt)

PO = T Sn+ TigeSe TisSs TwewSw= S
u xy;n >N xx;e € Xy;S S XX;W n
Y Y yN yP Xne Xnw

u u u u V. V. u u
+ 2Se E P Ss P S + se swW ZS\NH ; (7.738.)
XE Xp Yp Ys Xse  Xsw Xp Xw
o . ) ) ) vV vV u u
diusiv. _— -vis vis vis vis — N P ne se
Fy = TyynSn + TieSe TyyisSs TyewSw = 254 YN Yp * S Yne  VYse
V V V, V. \Y/ \ u u
+ = P 5 S g, W Tnw Tow (7.73b)
Xe Xp Yp Ys Xp Xwy Ynw Ysw

Bei Verwendung dieser Form kann man auch eine variable Viskasit(z.B. ( ))
berecksichtigen. Dazu e te man in die Klammern ziehen und entsprechend den
Seiten achen S; indizieren ! i mit i = n;e;s;w. Fur konstante Viskosi#t

= const., wie im weiteren angenommen, kompensieren sich einige Suamaen.
Man erhalt dann die vereinfachte Varianté®

FL?IUSN - S, Unv  Up + SeUE Up SSLP Us SW7UP Uw . (7.74a)
YN YP Xe Xp Yp  Ys Xp  Xw
®Fur konstante Viskositat kompensieren sich einige Summanden aufgrund der Massenerhatig,
n h io
r - T=r ru+(ru)T = rr u+ [r{ztfzrr u:
inko_mp._! 0

R
Dies bedeutet, da t&ei der integralen Version nur der Term dS r u zu bercksichtigen ist,
und nicht der Term ¢ (r u)" dS. Da fur die Komponente u nur Terme in x-Richtung relevant
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7. Inkompressible Stemungen

VN Vp Vp Vw

diusiv. —
FV - Sn e
YN YP Xe Xp Yp Ys Xp  Xw

(7.74b)

Impulsstrom durch den Druck

Auch der Druck als Impuls/(Zeit Flache) ist eine Impulsstromdichte. Die durch
den Druck verursachten Impulssme inx- bzw. y-Richtung sind
Z
Qi = pex dS (PeSe  PwSW)™ l; (7.75a)
ZS

Qb= pe, dS (PnSn PsSe)™ (7.75Db)
S

wobei die Terme durch die Werte des vorherigen Schritta 1 derau eren Iteration
approximiert werden (vgl. (7.22).

Impulsstrom durch Auftriebskr afte

Auftriebskrafte in (7.52 werden durch die Volumenintegrale

Z m 1
ﬁuftrieb — ex g dv g‘ 1 Veex g= % Vuex 0;
ZV (7.76a)
Cuftrieb — e, ¢ dv Al L Viey g;= % Viey O
v (7.76b)

reprasentiert. Auch hier wurde die Temperaturabweichung des vorherigen Ite-
rationsschritts m 1 verwendet und die Kontrollvolumina #r die x- bzw. die y-
Komponente der Geschwindigkeit (siehe Abkl.2b,c)

. Xi+ Xj
Vo= (Xe Xw)(Yn Ys)i, = %(yi Vi 1) (7.77a)

Vo= (Xe Xuw)(n Yoi, = (X0 X )% (7.77b)

sind, tragen zur u-Gleichung auch nur Ableitungen vonu bei,

z Y4 z
ex dS r)u= (S r)u e= (@S r)u
S S S

Die Ableitungen von v tragen nichts bei. Sie gehen ausschlie lich in die/-Gleichung ein, die in
analoger Weise gebildet werden kann.

84

R /
. * CT KNPWsuU® M2 SOST
Numerische Methoden der é_{r an%ngsme’gham



7.4. Lesung der Navier-Stokes-Gleichung mittels Projektions-Methode

7.4.5. Diskretisierte Gleichungen

Wenn wir alle Terme sammeln, erhalten wir die Approximationsr die x- und y-
Komponenten der Impulsbilanz (fir den Term der Zeitableitung siehe 1.53)

A})up + Fuconv Fl?i usiv. — Qh + QE + Q/L-l\uftrieb : (7.788.)
Afn Vp + F\f:onv F\f" usiv. — QE/ + QB + Qcmtrieb : (7.78b)

wobei sich die di usiven und die konvektiven Impulss®ome jeweils aus den vier
oben berechneten Beiigen zusammensetzen.

Als Beispiel sei die Gleichung 1.789 fur u betrachtet. Wenn wir alle Terme
einsetzen, erhalten wir die algebraische Gleichung in der Form

{z }

Upwind-Anteil von  F§onv

t u, upwind u, upwind u, upwind u , upwind
APUP + Pnun + MgUe 7 Mg Ug + m,, Uy

S Un Up +s Ug Up S Up Us Up Uy
n e S

YN YP Xe Xp Yp Vs Xp  Xw

| {z )
FUIUSIV
— PL + Qﬁ + Qﬁ{u;trieb + Qﬂeferre;; (7_79)
=Qp
mit .
deferred h upwind centralI m 1
Que erred _ (FuconV) p (FuconV) : (7.80)

Wir wollen nun die Koe zienten vor den unbekannten Geschwindigkeite bestim-
men, so da wir auf die typische Struktur des Problems7.84) kommen. Einsetzen
von u'™nd ynd Abkeirzen der rechten Seite der Gleichung miQp ergibt

Up + S, Up + S, Up +'s, Up
YN Yp Xe Xp Yp Vs Xp  Xw
+ [max (my; 0) + max (mg; 0) + max (mg; 0) + max (my,; 0)] up
+min (my; 0)uy +min(mg; 0) ug + min (mg;0) us +min (my;0) uw
Ug Us

W45 E 4 FSy— __ =Qu (7.81)
YN YP Xe Xp Y V¥s Xp  Xw

t

Sh

Fur beliebigesx 2 gilt: x = max(x; 0)+min( x; 0). Aufgrund der Massenerhaltung
gilt insbesondere hier

my + Mg + mg + my,
=max (mp; 0) + max (mg; 0) + max (my; 0) + max (my,; 0)

+min(mpy;0) + min(mg;0) + min (mg;0) + min( my,;0) =0: (7.82)
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Damit kennen wir die max-Terme in {.81) durch min-Terme ersetzen und erhalten

Ap + Sn+Se+SS+SW

YN Yp Xe Xp Y ¥Ys  Xp  Xw

min(m,;0) min(mg;0) min(mg;0) min(m,;0) up

Se

n

+ min(my;0) uy + min(mg;0) ——— Uug
| {z YN oYp ) | {z Xe Xp )
AR AE
. u. S S . u. S w — u.
+ min(mg;0) us + min(m,,;0) uy = Qp:  (7.83)
Yp YS} | Xp  Xw }

I {z {z
A Al

Wenn man mit der y-Komponente der Impulsgleichung genauso vetirt, haben
die beiden Impulsgleichungen die gesuchte kompakte Form

X

Apup +  Alui = Qp; (7.84a)
X

Afvp + Alvi = Qp; (7.84b)
|

mit | 2 f N; E; S; Wg und den Koe zienten fur (7.849

AY = min(mY;0) " > ”yp . (7.85a)
AL =min(my;0) x587exp; (7.85b)
Ad =min(mY;0) Ve S Sys; (7.85¢)
AY, =min(mY:0) Xpsiwxw; (7.85d)
Al = AL X u. (7.85€)
I=N;E;S;W
sowie
Qb = Qi + Qf + QUMeP + Qfeferre: (7.85f)

Fur die v-Gleichung (7.848 erhalt man formal dieselben Koe zienten, jedoch
sind die Werte an den entsprechenden Stellen ded<ontrollvolumens auszuwerten.
In ahnlicher Weise kann man auch die Gleichungif aufstellen, wobei &ir das
skalare Kontrollvolumen zu verwenden ist.

Wenn die Viskosi®t variabel ist, zum Beispiel = (T), dannist die Variabilit at
oft relativ gering. Die Di erenz zum Verhalten fur konstante Viskosi#t wird dann
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7.4. Lesung der Navier-Stokes-Gleichung mittels Projektions-Methode

hau g explizit behandelt und in den TermenQgeferred ynd Qdeferred guf der rechten
Seite dargestellt Ferziger and Pert, 2009).

Alle Quellterme Qp in diesen Gleichungen werden aus dem vorherigen Iterati-
onsschritt verwendet. Hier gehen der Druck, der Auftrieb und diderme aus dem
Deferred-Correction-Ansatz ein, sowie ein Beitrag aus dem zeitakhgigen Term.

7.4.6. lterative L esung

Da die Variableneber den Massenstrom eng miteinander gekoppelt sind, wird das
System (7.84) iterativ gelest. Dabei wird bei jederau eren Iteration mit Index m
der Massenstromm_(Kopplung der Geschwindigkeiten im konvektiven Term) und
der Druck p aus der vorherigerau eren Iteration mit Index m 1 verwendet (siehe
(7.57). Dies nennt man auchSequenzielle asung (Sequential-Solution Methoyl
(Ferziger and Perc, 2002.

Die Lesung von (.84 liefert uns dann provisorische Wertas und v . Diese pro-
visorischen Werte werden die Kontinuiatsgleichung im allgemeinen nicht ewilen.
Der aus diesen Geschwindigkeitswerten resultierende provisors¢hicht divergenz-
freie) Massenstrom durch das Kontrollvolumeneir skalare G® en betragt dann

m,

* M+ Mg+ M, = Mp: (786)

n

Wegen des gesta elten Gitters liegen alle Geschwindigkeitspunkte ri@h auf den
Seiten achen des skalaren Kontrollvolumens. Falls nicht explizit anders esbwnt,
beziehen wir uns im folgenden immer auf dieses skalare Kontrollvolumen

Als nachstes nussen wir die Werteu und v um u®und v° korrigieren, so da
der Massenstrom verschwindet. Die divergenzfreien Geschwindigkn desm-ten
Iterationsschritts lauten dann

u"=u +u und Vv"=v +\° (7.87)

Um die Korrekturen zu berechnen, werden wir die Massenbilanzesr {u ;v ) und
fur (u™;v™) miteinander vergleichen und daraus die Poisson-Gleichungrfden
Druck ableiten. Wir messen die Geschwindigkeiten daher so darstellen, da der
Druckterm als separater Summand erscheint. Um das zu erreichemechten wir u
und v in der Form wie in (7.23 schreiben. Dazu dividieren wir zuachst (7.84)
durch Ap und erhalten

Q“PA”u
— <P LM

(7.88a)

_Qp VAV
A%

(7.88b)

wobei sich alle Indizes auf das bzw. v-Kontrollvolumen beziehen. Jetzt spalten

‘iz st 87
" CTKNPwsuY
Hu(r%le'ﬁsgrlue Metr%\ e%oﬁir Str  emungsmechanik



7. Inkompressible Stemungen

wir den Beitrag des Drucks ab

P P .
Qb Qb Ay, Qs Qb QF AU (PeSe puSW)"

Up =

Al Al Al Al !
5 5 (7.89a)
Lo AV, B QA (S pS)"
P AY AY AY Ay ’
(7.89Db)

Der Punkt P desu-Kontollvolumens ist der Punkt e des skalaren Kontrollvolumens.
Der Punkt P desv-Kontrollvolumens entspricht dem Punktn des skalaren Kontroll-
volumens. Um die Massenerhaltung auswerten z@tnen, mussen die Druckterme
auf das skalare Kontrollvolumen bezogen werden. Mipg pw)u = (Pe;Pe)m uNd
(P Ps)v = (PN Pr)m (Siehe Abb.7.2) werden daher die Gleichungen

Qb QP i Afu (e pe)" (e pp)" *
Ug = " S =t Se— gy (7.90a)
I {Z } ¥ ¥
te
\% p v m 1 m 1
Vn — QP QV - | AI V| Sn (pN ABP) - _Vn Sn (pN ABP) , (790b)
| f } P P

von der provisorischen bsung (@ ;v ) erfullt. Hierbei sind S und S, des u-
Kontrollvolumens durch S. des skalaren Kontrollvolumens ersetzt worden.eff das
v-Kontrollvolumen gilt entsprechendes. Die Geschwindigkeiten,, und v, auf den
Mittelpunkten der beiden restlichen Fachen des skalaren Kontrollvolumens kann
man in analoger Weise ausdicken. Alle in den obigen Gleichungen auftauchenden
Groen (u ;v ;p™ 1) kennen wir als bekannt voraussetzen.

Wir setzen nun diedivergenzfreienGeschwindigkeiten (; v) und den dazugeb-
rigen Druck p™ in gleicher Weise an als (Korrektur des Drucks sowie der Geschwin-
digkeiten)

(e pe)".

Ue = tHe Se (7.91a)

(7.91b)

wobei p™ = p + p°der noch unbekannte korrigierte Druck ist jp = p™ 1). Die
Gre en mit der Tilde~bedeuten lediglich eine Linearkombination der Gren oh-
ne Tilde gena der bisher verwendeten Konvention (siehe z.B.7(23 oder (7.90).
Wenn wir nun die Di erenz zwischen den gesuchten (ungesterntenpd den provi-
sorischen (gesternten) Geschwindigkeiten bildeneknen wir die Geschwindigkeits-
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korrekturen als Funktion der Druckkorrekturen schreiben

0 0\m
g Se(pE Pp) .

ul=ue U= VR (7.92a)
P
(0] 0\m
VR = Vn oV, = VY Sni(p’\l Avpp) ; (7.92b)
P
Fur die Geschwindigkeitskorrekturen mit Tilde gilt dabei’
AU 0
B = He i, = '7u'u'; (7.93a)
p Ar
vy ,0
W=w, v = A (7.93b)
Ap

Da die korrigierten Geschwindigkeiten die Divergenzfreihem, + me+ mg+m,, =0
erfallen meissen, lennen wir davon den unkorrigierten Massenstrom/(86 subtra-
hieren, und erhalten den Massenstromuf die gesuchten Korrekturgeschwindigkei-
ten

oDy * oDy o By " e By ™ Mer (799
(Sv9, (Su9, (Sv 9, (Su9,

bzw.
(Sv9, +(SuY, (sSv9, (Sud,= mp; (7.95)

wobei m; ja aus (7.86 bekannt ist. Dies ist im wesentlichen die Poissongleichung
fur den Druck. Um das zu sehen, setzen wir hierin die Geschwindigkkdsrektu-
ren ein, die wir in (7.92 durch den Druck ausgeduckt haben. Dann erhalten wir
(vorerst nur fer e eingesetzt)

(Sv9 + S, w SM (Sv9. (Su9, = my; (7.96)
n e e e ALIé S w —'pP .

bzw., nach Einsetzen aller entsprechenden Terme,

0 S(pRI p3)™

0 0\m
Sy W ) 0 Se(pE Pp)

+ S H

AY ¢ Al
0 0\m 0 0 \Mm
P P
= mp; (7.97)

Terme wie z.B.Q% QP fallen dabei heraus, da sich diese ja auf die Iteratiom 1 beziehen,
also explizit bekannt sind und gleicherma en inu- und u auftreten.
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7. Inkompressible Stemungen

oder

Sz(p‘N’ p3)" Sz(p‘E’ pa)" Sz(p% p3)" Sz(n% p3)™
n e S w

AL AR A} AR
= m Sv) +(Su Sv Su),]: 7.98
| _{z_li [( (bn ( %e {Z ( %s ( %V\,; ( )
bekannt = m¢ unbekannt!

="'p

Dies ist die gesuchte Gleichungif die Druck-Korrektur p°. Wir k ennen sie schreiben

als X

Afpp+  Afp’= mp  mg; (7.99)
|

mit _my nach (7.86, _m3 wie in (7.99 de niert und den Koe zienten

S2 S2 S2 S2
AR = A—\F,:‘; AR = Age; AL = A‘F’,S; Al = ABW; (7.100)
sowie
X
AE = Alp: (7.101)
I=N;E;S;W

An dieser Stelle kann man wieder verschiedenaahkrungen der Druck-Korrektur-
Gleichung (7.99 vornehmen. Dies ist erforderlich, da die Geschwindigkeitskorrek-
turen u®und V% die in den Term m@ eingehen, jetzt noch nicht bekannt sind.
Sie ergeben sich erst nachesung der Druck-Korrekturgleichung aus 1.92. Die
einfachste Moglichkeit besteht darin, in (7.99 den Term m% = 0 zunachst zu
vernachkssigen. Dies entspricht dem SIMPLE-Verfahren. Wenn man so diguak-
korrektur berechnet hat, kann man die Geschwindigkeitskorrelten durch Lesen
von (7.92 berechnet, wobei die Termeu®und ¥ bei SIMPLE auch in (7.92 ver-
nachlassigt werden. Das Geschwindigkeitsfeldi(v) ist nun divergenzfrei und man
hat u™, v und p™ erhalten.

Wenn man sich damit nicht begmigt, kann man mit den Geschwindigkeitskorrek-
turen (u%Vv9 zum ersten Mal die Ge en & etc. nach (7.93 berechnen und in den
Ausdruck far _m¢ einsetzen. Diesen Ausdruck verwendet man dann ii@.9, um
die Poisson-Gleichung noch einmal ze@$en @hnlich wie bei PISO). Diese Iteration
kann man so lange for#ihren bis Konvergenz erreicht ist. Dann hat man .99
sehr genau geist. Bei gro en Zeitschritten kann es erforderlich seinpf den Druck
eine Unterrelaxation zu verwenden, d.h. nur einen Bruchteil der Dck-Korrektur
p® zum alten Druckp = p™ ! hinzuzuaddieren.

Die berechneten Geschwindigkeiten™ und v™ sind in dem Ma e divergenzfrei,
in welchem das Gleichungssystem7 (99 fer gegebene rechte Seite genau gsi
wurde (durch ein iteratives Verfahren). Aber die korrigierten Wee fur u™ und
v™ erfellen jetzt i.a. nicht mehr die Impulsgleichung. Deshalb wird ein weiterer
Schritt der au eren Iteration erforderlich. Erst wenn die Kontinuitatsgleichung und
die Impulsgleichung bis zur gewnschten Genauigkeit esillt sind, kann man zum
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7.4. Lesung der Navier-Stokes-Gleichung mittels Projektions-Methode

nachsten Zeitniveawlbergehen. Dabei kann man die Werte aus dem gerade berech-
neten Zeitschritt n (oder eine zeitliche Extrapolation) als neue Anfangswerteuif
die Iterationen fur n + 1 verwenden.

Man kann auch leicht den SIMPLEC-Algorithmus (Kap.7.3.3 realisieren. Der
Vergleich von (7.31) mit (7.35 zeigt, da man das SIMPLEC-Verfahren rgrhalt,
wenn mang m2 weiterhin vernachkssigt, dakir aber Ag und A durch A4+ A}
und A} + | A) ersetzt.

Auch das PISO-Verfahren & t sich leicht realisieren. Dazu macht man einen er-
sten Korrekturschritta la SIMPLE. Das System zur Berechnungler zweiten Druck-
Korrektur hat dieselbe Form (7.99 wie far SIMPLE, nur da man als Quellterm
den jetzt bekannten Term _m$ anstelle von _m, verwendet.

7.4.7. Behandlung der Randbedingungen

Zur Implementierung der o.a. Verfahren fehlen uns nur noch die Rdbedingun-
gen. Jedem Kontrollvolumen entspricht eine algebraische Gleichurigabei werden
Volumenintegrale #rr alle Kontrollvolumina in derselben Weise berechnet. Zur Be-
rechnung der Stome (Impuls-, Warme, Massestrom) nassen jedoch die Seiten eines
Kontrollvolumens, die mit einer Berandung zusammenfallen, besondebehandelt
werden. Wenn die Steme durch die Fachen der Berandung als Randbedingung vor-
gegeben sind, ist die Behandlung klar. Falls durch die Randbedingungdie Streme
nicht vorgegeben sind, mssen die Randbedingungen dadurch alt werden, da
man sie durch einseitige (nach innen gerichtete) Di erenzen auehkt, denn wir
haben keine Kontrollvolumina au erhalb des Integrationsgebiets.

Als wichtigsten Fall betrachten wir Haftbedingungen am Rand, sogannte no-
slip conditions denen das makroskopische Geschwindigkeitsfeld an normalendast
und ruhenden Wanden gemigen mu . Dabei meissen alle Geschwindigkeitskompo-
nenten am Rand verschwinden, in zwei Dimensionen= v = 0. An Abb. 7.5 sieht
man, da die Haftbedingung auf jedem Rand nur#r diejenige Geschwindigkeits-
komponente trivial zu ertllen ist, die auch auf dem entsprechenden Randpunkt
de niert ist. Diese Komponenten gehen also problemlos in die Masséabzen ein,
die ja fur die skalaren Volumina formuliert wurden.

Zur Bilanzierung des Impulsstroms 7.84) fur die Kontrollvolumina, bei denen
eine Seitenache mit dem Rand des Integrationsgebiets zusammaeltif, zum Bei-
spiel dasu-Kontrollvolumen in Abb. 7.5 (blau), fehlt uns der Punkt S, weil er
au erhalb des Integrationsgebiets liegt. Man behilft sich dann mit deVerwendung
von einseitigen Di erenzen zur Berechnung, zum Beispiel der Sclaggannung, die
in den di usiven Impulsstrom eingeht. Insbesondere setzt man daram Sudrand

18Ein andere Meglichkeit ist die De nition von Ghost Cellsau erhalb des Integrationsgebiets, wo-
bei die den Geisterzellen zugeordneten Variablen so gehlt werden, da die Randbedingungen
erfullt sind.
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4 4
| |
-» o g o -
N
A
nel
E

e —»  Abbildung 7.5.: Kontrollvolumina f ur skalare
Gre en (grau), u (blau) und v (rot) am Rand
S€, des Integrationsgebiets (fette Linien) und Be-

| zeichnungen #@ir das u-Kontrollvolumen.

Abbildung 7.6.: Prole der normalen (v)

und der tangentialen Geschwindigkeits-

X komponente () in der Nahe einer festen
= ruhenden Wand.

(vgl. (7.73 und (7.74 und beachte @v=@x, . =0)

Z
. . Up U
Fausv = g Tys dS  TiS, S — (7.102)
' Ss ' Yo Ys
Bei no-slip conditions ist us = 0. Entsprechendes gilt &r F&'" des u-

Kontrollvolumen am Nordrand des Integrationsgebiets sowief F&YSV und Faus
an den West- bzw. Osteandern des Integrationsgebiets.

Eine Besonderheit ergibt sich aus der Kontinuéttsgleichung. Auf dem Randy =
const. gilt insbesondereu = 0. Damit ist nat erlich auch @u=@x 0. Aus der
Kontinuit atsgleichung folgt dann@v=@y 0. Das heit, bei festen Randern mu
die Ableitung der Normalgeschwindigkeit verschwinden (Ably.6). Damit sind auch
die entsprechenden viskosen Normalspannungen gleich Null

@ %
@y Y= YRand

. _ @u .
Ty =2 =0; und Tux =2 @x =0:

X= XRand

Wenn man unversetzte Gitter €ollocated gridg verwendet, sollte man diese exakten
Relationen bei der Berechnung des di usiven Impulsstroms ausragén.
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7.5. Gemeinsame Anordnung der Variablen

In dem meisten Anwendungen hat man komplexe Geometrien und vemdet irre-
gulare oder krummlinige Gitter. In diesen Rllen ist eine gesta elte Anordnung der
Variablen (staggered gridl ungeinstig. Eine gemeinsame Anordnung der Variablen
(collocated grig ist dann meist besser geeignet. Dabei werden alle Geschwindig-
keiten und der Druck im Zentrum jedes niten Volumens de niert, wiein Abb.
7.1b gezeigt. Im folgenden wird die Modi kation des SIMPLE-Verfahres fur eine
gemeinsame Gitteranordnung dargestellt.

In (7.10 hatten wir ganz allgemein die Poisson-Gleichunguif den Druck in ei-
nem inkompressiblen Fluid mit konstanter Viskoskt abgeleitet (etwaige Zeit- oder
Iterationsidizes werden weggelassen)

o (W) Hy (7.103)

by K
= H;j

Der Vorteil des gesta elten Gitters bestand darin, da man zentale Di eren-
zen leicht bilden konnte, wobei nur die achsten Nachbarn involviert waren. Ins-
besondere konnten wir den Druckgradienten als wesentlichen Aietosterm in der
Impulsgleichung gut mit zentralen Di erenzen darstellen. Zentrale Derenzen sind
bei einemcollocated gridnicht so einfach neglich. Als alternative Varianten kennte
man einseitige Di erenzen verwenden. Systematische einseitige De@zen in eine
Richtung sind zu ungenau. Aber die kombinierte Verwendung von MVamrts- und
Reckwartsdi erenzen hat fer die Poissongleichung keine Nachteile, wie im folgenden
gezeigt wird. Die Nachteile @r die Impulsgleichung bleiben aber bestehen. Daher
mechte man zentrale Di erenzen verwenden. Die dabei auftretead Probleme lon-
nen aber mit einem Kunstgri gelost werden.

7.5.1. Probleme bei Verwendung eines gemeinsamen Gitters
Einseitige Di erenzen in Vorw arts- und Ruckwartsrichtung

Zur lllustration betrachten wir die Poisson-Gleichung 7.103 und verwenden zur
Diskretisierung nite Di erenzen. Fur die Ableitungsoperatoren aus der Impulsglei-
chung verwenden wir Vorvarts-Di erenzen, fer die Ableitungsoperatoren aus der
Kontinuit atsgleichung benutzen wir Rckwartsdi erenzen.

Wenn wir den Zeitindexn weglassen und di@u ere Ableitung in (7.103 durch
Reuckwartsdi erenzen bilden, erhalten wir

p p PP

=
+
<
0
<

S — HX:P Hx;W + Hy;P Hy;S: (7_104)
| fz Y
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Mit Vorw artsdi erenzen fer die (innere) Druckableitungen erhalten wir daraus

Pe  Pr Pp Pw Pn Pe P DPs
X X y y — AH-
+ = : 7.105
- ; Q¥ (7.205)
Damit erhalt die Poisson-Gleichung #r den Druck die Form'®
X
Abpp + Alp = Qp; (7.107)
1= E;W;N;S
mit
P — AP — 1. p_ap- _L. P — X p.
AL=AL = 5 AR=AR= o ARs AP:  (7.108)
y I=N;E;S;W

Dieses Verfahren der Diskretisierung mit Vor- und BRckwartsdi erenzen funk-
tioniert fur die Poisson-Gleichung. Man kann sogar zeigen, da die Diskretisieg
energieerhaltend ist® Konsistenterweise m ten wir den Druckgradienten in der
Impulsgleichung durch Vorvartsdi erenzen ausdeicken. Da sich einseitigen Di e-
renzen in der Impulsgleichung nachteilig auf die Genauigkeit auswirkewersucht
man, fer alle Ableitungen zentrale Di erenzen zu verwenden.

Problematik zentraler Di erenzen

Wenn man #ir die ersten Ableitungen zentrale Di erenzen verwendet, die aufeth
gegebenen Gitterpunkten basieren, esltt man

P P P P
X E X w + y N y S — Hx;E Hx;W + Hy;N
2 X 2y 2 X 2

Wenn man #ir die verbleibenden Gradienten ebenfalls symmetrische Dierenzen
bereitzt, ergibt sich ein algebraisches Gleichungssystemrfden Druck, welches ne-
ben dem Druck am PunktP ausschlie lich die Dricke an denebernachsten Nach-
barn (EE, SS, WW, NN) involviert. Dies fehrt dazu, da es vier verschiedene

=: (7.109
y ( )

¥Man kann leicht nachprufen, da dieselben Gleichungen resultieren, wenn man nite Volumen
verwendet, die Knotenpunkte fur die Impulse und die Kontinuit atsgleichung ins Zentrum des
Volumens legt und die Naherungen

Pe = Pe Pn = PN Pw = Pp Ps = Pr;
Ue = Up Vh = Vp Uw = Uw Vs = Vs;

verwendet.

20Dje Bilanz der kinetischen Energiedichte erflt man durch u (NS-Gleichung). Energieerhaltung
meint in diesem Zusammenhang, da gewissen Transportrozesseglehe in die kinetische Ener-
giebilanz fur ein nites Volumen eingehen, exakt abgebildet werden. Zum Beispikekann sich die
kinetische Energie nicht durch den konvektiven Transport von Impuls andern und der Druck
darf nur mber Ober achenkmfte die kinetische Enerie in einem niten Volumen bein ussen.
Dies ist in Kap. 7.1.3 von Ferziger and Pert (2002 genauer beschrieben.
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7.5. Gemeinsame Anordnung der Variablen

(] o
o (]
Abbildung 7.7.: Schachbrettartige Anordnung der vier ) )
jeweils miteinander mber die Poisson-Gleichung gekop-
pelten Punkte des Drucks bei Verwendung einegollo- ° °
cated grid und Diskretisierung der ersten Ableitungen
mittels zentraler Di erenzen.

schachbrettartige Gitter gibt, die im Rahmen der Poisson-Gleichungnabhangig
voneinander sind (Abb.7.7). Diese Entkopplung der Druckwerte im Rahmen der
Poisson-Gleichung kann zu Konvergenzproblemeahiren.

Wenn man eine Diskretisierung mit zentralen Di erenzen erreichen ochte, bei
der dieses Problem nicht auftritt, bemtigt man im Fall des collocated grid Funk-
tionswerte des Drucks an den Zwischengitterstellem;(e; s;w). Eine Meglichkeit
besteht darin, diese durch Interpolation zu bilden. Dazu diskretisien wir die au-
ere Ableitung in der Form

P P P P

X X
. w, Y

X y X

Eine Meglichkeit die verbleibenden Druckgradienten zu berechnen, ist die d¢iare
Interpolation. Bei einemaquidistanten Gitter erhalten wir so

S
<
»
|
T
x
@
T
x
s
T
<
S

H,.
5. (7.110)

p p _1 P P _1 pe Pw , Pee  Pr

=5 — * = 2
X X 2 X X £ 2 2 X 2 x

e e P

(7.111)
Wenn wir auch die anderen Terme (inklusiveH,.. etc.) in derselben Art interpo-
lieren, erhalten wir aber wieder das Schachbrett-Problem wie obeneil sich alle
Beitrage vom PunktP zur Interpolation kompensieren. Es ist also nichts gewonnen.
Deshalb versuchen wir etwas anderes und approximieren die Ableiguan den
Zwischengitterstellen durch zentrale Dierenzen basierend auf desinfachen Git-
terweiten x und y?

PP P (7.112)
X o X
Diese Approximation #ihrt auf
P Pr Pp Pw Pn o Pe Pp Ps
X X y y — AH.
. + ; = QH; (7.113)

2LEs ist wichtig, zwischen dem Gradienten auf der Zwischengitterstellg7.112 und seiner Inter-
polation (7.111) zu unterscheiden. Die Dierenz betragt ( p=x), (P=X)e.
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7. Inkompressible Stemungen

was formal identisch ist mit (7.109 bzw. (7.107 fur einseitige kombinierte
Vorwarts- und Reickwartsdi erenzen. Daher sollte man diese Diskretisierung ver-
wenden.

Die rechte Seite der Poissongleichung (113

Hy H, H H
QE - ( )e X( )w+ ( y)n y( y)s

(7.114)

unterscheidet sich von derjenigen in7(.109 (symmetrische Di erenzen mit dop-
pelter Maschenweite). Der Unterschied ist aber nur von Ordnun@( x?), also von
derselben Ordnung wie der DiskretisierungsfehleFgrziger and Pert, 2009. Leider
kann bei dieser Art der Di erenzenbildung die Energieerhaltung deSchemas nicht
direkt bewiesen werden.

7.5.2. Adaption des SIMPLE-Verfahren

Wir wollen nun die Erfahrungen mit demcollocated gridfer nite Di erenzen auf
das SIMPLE-Verfahren #r nite Volumen webertragen und symmetrische Di eren-
zen auch an den Zwischengitterstellen verwenden. Um die Impulsgheing zu lesen,
bemstigen wir den Druck an den Zwischengitterstellen. In der Impulsgléiang wer-
den die Druckwerte durch Interpolation gebildet (lineare Interpolaon reicht aus).
Damit kann man den Druckgradienten (Kraft/Volumen) als Summe alle Druck-
krafte auf die Ober ache des niten Volumens, dividiert durch das Volumen, aus-
drecken. Zum Beispiel ist dann

p = QB - F_)ese bWSW

X p \ \

(7.115)

Wenn wir die Impulsgleichung damit gedst haben, erhalten wir die nicht divergenz-
freien Geschwindigkeiten i ;v ).

Als nachstes mussen diese Geschwindigkeiten korrigiert werden. Wie man die
Poisson-Gleichung erélt, haben wir ja in Kap. 7.4.6gesehen: Wir nassen die Mas-
senbilanz aufstellen. Hierin gehen die Geschwindigkeiten ein. Dann mman in
den Ausdricken #ir die Geschwindigkeiten den Druckterm isolieren und die Ge-
schwindigkeiten in die Massenbilanz einsetzeneFdie Massenbilanz brauchen wir
aber die Geschwindigkeiten auf dem Rand des Kontrollvolumens. Eséneint daher
naheliegend, die Geschwindigkeitskorrekturen, z.BS, zu interpolieren

V p?°
— 7.116
A (7.116)

0—
Ug =

Im Vergleich zu (7.92 haben wir hier schonu2a la SIMPLE vernachlassigt. Wie
wir in (7.111) gesehen haben,ehrt die Interpolation nach dem Einsetzen in die
Massenbilanz aber zu einer Poisson-Gleichung, die eine schachlartije Instabili-

tat aufweist. Deshalb lennen wir (7.116 nicht verwenden. Stattdessen mssen wir
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. 2w,

@p @p | @, | |
@, @, | |
:

Uy Up § Ug

Fany
T

W w P e E X

Abbildung 7.8.: Symbolische Darstellung der Bildung der zweiten Ableitungen) des
Drucks am Punkt P in der Poisson-Gleichung durch kompakte Di erenzen (a) und cer
Bildung der vorlau gen ( ) Geschwindigkeiten an den Oberachen des Kontrollvolumens
(w; e) durch Interpolation der berechneten Geschwindigkeiten a den Gitterpunkten (b).

kompakte Di erenzen bilden (wie in Abb.7.8a)

1 p° 1
0— —
Ue - Ve @ 7 - Se @

e e

(P2 Pp); (7.117)

e

wobei V. =(Xg Xp)S. das beie zentrierte nite Volumen ist. Gleichung (7.117
fur das collocated gridist formal identisch mit (7.92) fur das staggered gridbis auf
die Ausnahme, da anstelle des Wertes=A3 (beim staggered gridder Wert auf
dem e-Rand des skalaren Kontrollvolumens) nun beingsollocated gridder auf dem
Zellrand interpolierte Wert (1=A} ), verwendet werden mu .

Um diese Form der Geschwindigkeitskorrektur, d.h.7(117, systematisch ver-
wenden zu lennen, setzt man die divergenzbehaftete Geschwindigkeit auf déwi-
schengitterstelle nicht in der Formu, = (u ), an (vgl. (7.90), sondern als

)? beinhaltet )?
1] #
- 1 pm 1 pm 1
U = (U), Ve — _— :
Al X X 7.118
P e |—{Z—F e ( )
benetigt

Weil u, nicht auf einem Gitterpunkt liegt, kann man nur interpolieren (Abb. 7.8a).
Da man u, aber durch dennicht-interpolierten Druckgradienten ausdeicken mu ,
addiert man die Di erenz zwischen der kompakten Ableitung und dem tarpolier-
ten Druckgradienten. Bei feinen Gittern macht man damit nur einerFehler, der
von kleiner Gro enordnung ist. Damit haben wir alle Ausdericke, um die Poisson-
Gleichung in SIMPLE-Naherung (7.99 fur ein collocated gridaufzustellen und zu
losen.

Es sei bemerkt, da die obige Formulierung auf einemquidistanten kartesischen
Gitter nicht viel Sinn macht. Sie ist jedoch von Vorteil bei nicht-orhogonalen oder
bei unstrukturierten Gittern, sowie bei Verwendung von Mehrgierverfahren. Die
Korrektur von me nach (7.118 wird auch Rhie-Chow-Korrektur genannt (Rhie
and Chow; 1983. Sie ist unabdingbar, um bei einer gemeinsamer Gitteranordnung
(collocated grig schachbrettmusterartige Oszillationen zu vermeiden.
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8. Kompressible Stremungen

Methoden #ir Hochgeschwindigkeitssemungen gehen meistens von kompressiblen
reibungsfreien Fluiden aus. Seit circa 1980 ist es auclogiich, die Eulergleichungen
numerisch zu bsen. Die l®sung der Navier-Stokes-Gleichungemirf schnelle (kom-
pressible) Stemungen ist oft schwieriger, da man die feinen turbulenten Skalen
meist nicht au esen kann. Dann mu man sich mit Turbulenzmodellen begigen
(Kap. 10).

Die Gleichungen @ir kompressible Stomungen sind hyperbolisch. Daher existie-
ren reelle Charakteristiken, entlang denen sich Informationestber die Losung mit
endlicher Geschwindigkeit ausbreiten. Als weitere wichtige Eigensé¢h&ompressi-
bler Stremungen lennen Sto wellen auftreten. Innerhalb des Sto es sind viskose
E ekte wichtig, wahrend sie au erhalb meist vernacleissigbar sind. Im reibungs-
freien Fall stellen die Sb e echte Diskontinuitaten dar, wahrend sie in viskosen
Fluiden verschmiert sind. Da die Variation der Felder aber auf sehr kieen Lan-
genskalen erfolgt, beetigt man lokal eine sehr hohe numerische A@sung. Wegen
dieser Komplikation werden #@r die verschiedene Gebietedu g unterschiedliche,
der Problemstellung angepa te Verfahren, eingesetzt.

Aufgrund der Schwierigkeiten, die mit der Iosung von hyperbolischen Problemen
(kompressible Navier-Stokes-Gleichungen) verbunden sind, sine dheisten Verfah-
ren explizit. Als Beispiel sei hier nur das wohl amaihgsten bekannte MacCormack-
Verfahren (1969) genannt (siehe z.B-letcher, 1991, oder (6.150). Es verwendet
zentrale Dierenzen und eine knstliche Di usion (siehe z.B. 6.153), um Oszil-
lationen in der Nahe von Sb en zu unterdreicken. Bei allen expliziten Schemata
liefert das CFL-Kriterium Beschrankungen in der Zeitschrittweite. Im Rahmen der
Advektionsgleichung hatten wir ja schon die CFL-Bedingung6(54) kennengelernt.
Das CFL-Kriterium besagt, da die Geschwindigkeit des physikaliscimeTransports
einer Gm e nicht gre er sein darf als die Geschwindigkeit x= t, mit welcher die
Anderung einer Feldge e auf dem Gitter transportiert werden kann. In einem kom-
pressiblen Medium breitet sich die Information mit Schallgeschwindigiec relativ
zu dem mit der Stemungsgeschwindigkeiti bewegten Medium aus. Eine entspre-
chend modi ziert Courant-Bedingung lautet dann

ju ¢g t

< 1; (8.1)

wobei die Rolle der maximal erlaubten Courant-Zahkibernimmt, deren Wert
von dem verwendeten Zeitschrittverfahren aldmgt. Feir schwach kompressible Se-
mungen wachst die Schallgeschwindigkeit sehr stark an und man hat, wenn man
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8. Kompressible Stemungen

u gegember c vernachkssigt,

ct
— < 8.2
. 8.2)

Dies ist eine wesentlich strkere Einschenkung der Zeitschrittweite t im Vergleich
zu der normalen (mitu gebildete) CFL-Bedingung 6.54). Aus diesem Grund wer-
den Methoden @ir kompressible Stoemungen sehr ine zient, wenn die Kompressi-
bilit at schwach und damit verbunden die Schallgeschwindigkeit gro wird.

Eine Methode, die in gleicher Weiseef inkompressible und kompressible Sér
mung anwendbar ist und einen guten Kompromi darstellt, basiert aidem Druck-
Korrekturverfahren, das wir weiter oben besprochen haben. Ban folgenden (Kap.
8.2) vorgestellte Druckkorrektur-Verfahren #ir kompressible Stoemungen ndet da-
her auch in vielen kommerziellen Codes Anwendung.

8.1. Grundgleichungen fur kompressible Fluide in
integraler Form

Bei kompressiblen Stomungen nmussen wir die Transportgleichungenef Masse,
Impuls und Energie bsen. Zur Bestimmung des Drucks betigen wir dann noch
die Zustandsgleichung( ; T ) des Fluids.

Bei inkompressiblen Stomungen wird die Energiegleichung von Di usion und
Konvektion bestimmt. Bei kompressiblen Swmungen kann daaber hinaus auch die
viskose Dissipation eine bedeutende Quelle thermischer Energie tiellsn. Auch die
Umwandlung von mechanischer (kinetischer) Energie in thermischen&rgie durch
Kompression und Dilatation kann wichtig sein. Daher mssen alle entsprechenden
Terme in der Energiegleichung bercksichtigt werden. Fur die Enthalpie pro Masse
h gilt in den meisten Fallen die folgende Energiegleichung

@ zﬁ{ @
—+ur h—|<r 'IJ[+ Tv,sr) —+ur p: (8.3)
t {z
| @ {z } Di usion D|SS|pat|0n L! @QZ }
D=Dt Kompressionsleistung des Drucks

Hierbeiist T,js = T+ pl der viskose Anteil des vollsindigen Spannungstensors, k
die Temperaturleitfahigkeit und der thermische Ausdehnungskoe zient. &r ein
ideales Gas mit konstanten spezi schen Wmenc, und ¢, gilt h = ¢, T, so da die
Gleichung auch als eine Gleichunguf die Temperatur geschrieben werden kann.
Auerdemistdann T =(T=V)(@V=@J=1

LFur die Dissipationsrate gilt, wenn man die Volumenviskosiit vernachlassigt,

. vis @Y _ @u @ 2@u @u.
(Tvs 1) u=Tuw:ru=TEg = ax “ox 3ex @x

Hierbei wird wie wblich eber doppelt vorkommende Indizes summiert.
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8.2. Druck-Korrektur-Verfahren fur beliebige Machzahlen

Wenn man die Kontinuitatsgleichung in der Form D=Dt = r u beachtet,
kann man den ersten Term in §.3) schreiben als

Dh_D(h) D _D(h), , _@h),

D~ Dt Dt~ D @t r (hu): (8.4)
Damit kann nz’lan 8.3 ubzer ein KontrollvolumenV integrieren und erhalt
@ h dv + hu dS
@ty s 7 oZ
= kdS r T+ [(Tys r) u+u rpdv+—_  pdv: (8.5)
s v @ty
Die integrale Massenerhaltunzq lautet (sziehe aucty (2)
@
— dv + u ds =0; 8.6
ot , . (8.6)
und die Impulsgleichung (sieheq.4
o pulsgleichung ( [( 4))Z . .
— udv + uu ds = pdS+ T,s dS+ gdv; (8.7)
@t \% S S S \%

wobei g irgendeineau ere Kraft pro Masse (Beschleunigung) ist. Das Gleichungs-
system #r die Gre en u;h; und p wird geschlossen durch die Zustandsgleichung
fur ein ideales Gas

p= RT; (8.8)
mit der GaskonstantenR.

Es ist intuitiv, die Temperatur T = h=g, aus der Energiegleichung zu bestimmen
und die Dichte aus der Kontinuitatsgleichung. Wenn Temperatur und Dichte be-
kannt sind, wird der Druck dann aus der Zustandsgleichung bestininDaran sieht
man schon den deutlichen Unterschied bei der Bestimmung des Dkaam Vergleich
zu den inkompressiblen Gleichungen. Au erdem ist der Druck bei inkgpressiblen
Stremungen (z.B. Boussinesg-Gleichungen) nur bis auf eine Konstaftestimmt,
wahrend bei kompressiblen Semungen der Absolutdruck ausschlaggebend ist.

Im folgenden wollen wir das Druck-Korrekturverfahren aus Kap/.4 bzw. 7.5 auf
kompressible Stemungen erweitern, wobei aucAnderungen in den Randbedingun-
gen zu beewcksichtigen sind, da die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungey:
perbolischsind, im Gegensatz zu deparabolischeninkompressiblen Navier-Stokes-
Gleichungen.

8.2. Druck-Korrektur-Verfahren f wr beliebige
Machzahlen

8.2.1. Gleichung fur den Druck

Wie bei dem inkompressiblen Druck-Korrektur-Verfahren in Kap.7.4 werden bei
hinreichend kleinem Zeitschritt nur wenige Schritte deau eren Iteration notwendig
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8. Kompressible Stemungen

sein. Im folgenden betrachten wir eine Methode, bei der alle Gleiclgen bezg-
lich aller Variablen um die Werte der vorhergehendeau eren Iteration linearisiert
werden. Bei der ®sung #r eine bestimmte Variable werden alle anderen konstant
gehalten. Au erdem gehen wir von einem gemeinsamen Gitter aus(located grid.

Die diskretisierte und linearisierte Impulsgleichung kann nun wieder fimal nach
u"™ aufgebst werden. Wie in (7.90 lat sich im m-ten Iterationsschritt der Druck
abspalten, so da

P
m 1 VAUl vV pm?

um — Ui .
[N . Ui Ui . !
Al AL Tx

(8.9)

wobei Q! * alle expliziten Quellterme in der Impulsgleichung bis auf den Druck
enthalt. Die Diskretisierung des TermsQf ! und des Druck-Terms ist ér das fol-
gende nicht so wichtig und erfolgt wie in Kap.7.4 beschrieben.

Wenn wir die linearisierte Impulsgleichung mit dem alten Druckfelp™ * (ex-
plizit) gelest haben, gemgt das Geschwindigkeitsfeldu™ nicht der Kontinuit ats-
gleichung (daher der Stern ). Wenn man die vorklu gen Geschwindigkeitenuily ,
welche in die Massensamem; eingehen, in die Kontinuigtgleichung @8.6) einsetzt,
erhalt man

( m 1 n) \V/
" + Mg+ Mg+ m, + m, = Qp; (8.10)

wobei " hier die (konvergierte) Dichte aus dem vorangegangenen Zeitsthrn
ist. Die rechte Seite der Gleichung verschwindet nicht. Daher mu daResiduum
des Massenstrom®),, durch ein Korrekturverfahren zum Verschwinden gebracht
werden.

Fur inkompressible Stomungen mit konstanter Dichte sind der Massenstrom
und die Geschwindigkeit proportional (h = m(u) u) und daher aquivalent. Das
ist der Grund, warum man das Residuum des Massenstroms ausscldie durch
eine Korrektur der Geschwindigkeiten zum Verschwinden bringen tka. Da die Ge-
schwindigkeitskorrektur im Rahmen der SIMPLE-Approximation zumGradienten
der Druck-Korrektur proportional ist, fehrt die Korrektur des Massenstroms auf
eine Poisson-Gleichungeir die Druck-Korrektur.

Bei variabler Dichte ist dies nicht so. Hier langt der Massenstrom von der va-
riablen Dichte und von der Geschwindigkeit abm = m( ; u ). Deshalb nessen wir
beide Gm® en korrigieren. Dazu schreiben wird den gesuchten korrekten ddsen-
strom (hier am Beispiel dere-Flache des Volumenelements) als

my= ™'+ ° (uf +ud).Se (8.11)
wobei °und ul die Korrekturen der Dichte und der Geschwindigkeit senkrecht
zur Ober ache des Kontrollvolumens darstellen. Mim_=( ™ *SuJ' ), ergibt sich
daraus die Korrektur des Massenstroms durch deFlache

0_
me_

13

ome= M1Isu _+( Bu),; (8.12)

e —e e’
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8.2. Druck-Korrektur-Verfahren fur beliebige Machzahlen

wobei wir den in den Korrekturen quadratischen Term @Su?), vernachkssigt ha-
ben. Der erste Summand der Korrektur des Massenstroms ist idisch zur Kor-
rektur des Massenstromseir inkompressible Fluide 7.95. Fur ein collocated grid
kann man ihn nach {7.117 im Rahmen der SIMPLE-Naherung schreiben als

0
m 150 = m1lg vy . A% Xp,) ;
P e ! e
wodurch wir diesen Anteil der Korrektur des Massenstroms auf digruck-Korrektur
zureckgetihrt haben. Da der Koe zient Ap fur alle kartesischen Geschwindigkeits-
komponenten identisch ist, bnnen wir auchAgy’ = Ap schreiben.

Der zweite Summand in 8.12 beinhaltet die Dichte-Korrektur im Zentrum der
betre enden Seiten ache des Kontrollvolumens. Bir die Anwendung des SIMPLE-
Algorithmus ware es @nstig, wenn wir auch die Dichte-Korrektur durch die Druck-
Korrektur ausdrecken konnen. Dies ist mit Hilfe der Zustandsgleichung sglich,
denn die Temperatur kann vahrend des betre endemau eren Iterationsschritts als
konstant angesehen werden. Dann folg&amlich aus @.8)

g=%_ @
RT @p ;
mit C = 1=RT™ 1. Im Falle der Konvergenz der inneren Iteration angt die Lesung
nicht vom Wert des Koe zienten C ab, da dann alle Korrekturen gleich Null sind.

Daher braucht die Beziehung qp% nur qualitativ richtig zu sein. Damit k ennen wir
den zweiten Summanden der Korrektur des Massenstroms schezibals

(%Bsuy), = thf} cp’ = —= (8.15)

(8.13)

do ) °=Cp’ (8.14)

Die Korrektur des Massenstromselt sich damit vollst andig durch die Druck-
Korrektur ausdreicken

1 p° Cm .
+ = X A
e Ag o X’_) . m 1 epe (8 6)

Es verbleibt, den Druck und seinen senkrechten Gradienten im Zeain der Ober-
ache des Kontrollvolumens durch die Druckwerte an den Knotendien auszu-
dreicken, entweder durch entsprechende Bildung der Ableitung odéurch Interpo-
lation.
Wenn wir nun wie in (7.94) von der korrekten Massenbilanz
m n
%+ Me+ Ms+ My + My =0 (8.17)
die vorlau gen Massenbilanz 8.10 subtrahieren und beachten, da °= ™ m
und m = me m, etc. ist, erhalten wir die Gleichung ér die Korrektur des
Massenstroms 0\
L

n +md+ml+md+md= Qp: (8.18)
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8. Kompressible Stemungen

Wenn man nun ¢ nach (8.14) durch p2 ausdrickt, kann man die Korrekturglei-
chung fur den Druck schreiben als

X
Appp + A= Qp: (8.19)
|

Die Koe zienten h angen davon ab, wie der Druck und der senkrechte Druckgradient
auf den Seitenachen des Kontrollvolumens approximiert werden. Formal ist diese
Gleichung zwar identisch mit derjenigensfr den inkompressiblen Fall. Beim inkom-
pressiblen Fall sind die Koe zienten dieser Gleichung derart, da sie i@ Diskre-
tisierung einer Poisson-Gleichungef den Druck darstellen. Die Poisson-Gleichung
beschreibt eine Di usion des Drucks. Wie wir gesehen haben, ist danusive Term,
der von der Geschwindigkeitskorrektur stammt, auch in§.19 enthalten. Im kom-
pressiblen Fall tritt jedoch noch ein zweiter Beitrag auf, der von deKorrektur
der Dichte stammt. Dieser entspricht der Diskretisierung eines keektiven Terms.
Deshalb hat .19 auch eher den Charakter einer TransportgleichungAuch sei
darauf hingewiesen, da bei kompressiblen Stimungen der Absolutwert des Drucks
wichtig ist, im Gegensatz zu inkompressiblen Sdmungen, bei denen nur die Druck-
gradienten von Belang sind.

Die relative Gewichtung des konvektiven im Vergleich zum di usiven Ten in der
Massenbilanz, d.h. in 8.19, ist von der Gre enordnung O(M?) (M: Machzahl),®
hangt also vom Typ der Stemung ab. Fuir M ! 0 erhalt man die Poisson-Gleichung
fur den inkompressiblen Fall. ir M ! 1 entspricht die Druck-Korrektur einer
Korrektur der Dichte gema des kompressiblen Beitrags zur Kontinuiatsgleichung
(siehe Fu note 2). Damit tr agt die Druck-Korrekturgleichung automatisch der Na-
tur der lokalen Stremung Rechnung. Zur Diskretisierung des Laplace-Operators
bzw. von (8.13 werden, wie sonst auch, zentrale Dierenzen verwendet.sF den
kompressiblen Anteil, der ja einem konvektiven Operator entsprichkann man ver-
schiedene Diskretisierungen &hlen. Bei einem Verfahren éherer Ordnung sollte
man aber dendeferred-correction approachweahlen, wobei man als impliziten Ope-
rator am besten ein Upwind-Verfahren erster Ordnung &hlt und die Di erenz zwi-
schen dem Verfahren éherer Ordnung und dem Upwind-Verfahren erster Ordnung
explizit behandelt (siehe Kap.7.4.4).

Durch Lesen von 8.19 wird der Druck so korrigiert, da die Kontinuit atsglei-
chung ertllt ist. Aus der Druck-Korrektur berechnen wir die Korrekturen cer Ge-
schwindigkeit nach .13 und der Dichte nach @.14). Danach kann die Energie-

2Dies sieht man, wenn man die Kontinuitatsgleichung aufspaltet in eineninkompressiblen und
einen kompressiblenTeil

@ @
—+r (u)= —+ur + r =0:
i .
ot I@t {Z_. } inko!np{r. Ijeitr.
kompr. Beitr.

3Bei adiabatischen Zustandsinderungen gilt fur die Schallgeschwindigkeitc 2 ad2b- g = dp C.
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8.2. Druck-Korrektur-Verfahren fur beliebige Machzahlen

Gleichung ausgewertet werden und man macht einen weiteren Schder au eren
Iteration.

Die Zahl der inneren Iterationen (z.B. Mit dem SIP-Algorithmus), dienetig sind,
um (8.18 hinreichend genau zuésen, sind geringer (1{3) als beim inkompressiblen
Verfahren (4{10). Beim inkompressiblen Verfahren hat man eine symetrische Ma-
trix (Poisson-Gleichung), die unter Verwendung von (homogenef®eumann Rand-
bedingungen gaist wird. Im kompressiblen Fall hat man durch die konvektionsarti-
gen Beitrage eine stark unsymmetrische Matrix, die mit Dirichlet-Randbedingwgen
fur vorgegebenen Druck gebkt wird. Dies #hrt zu einer schnelleren Konvergenz
(Demirdze et al. , 1993.

Nach Demirdze et al. (1993 hat das Verfahren den Nachteil, da es den Druck
auf den Berandungen des Rechengebiets égt (bei angepa tem Gitter). Eine Ex-
trapolation des Drucks aus dem Innern auf den Rand hat sich abesa zient und
hinreichend genau erwiesen. In ihrer Arbeit werden Beispiele aus alMachzahlbe-
reichen berechnet, Sto wellen inklusive. Die Lage der berechnet&i®» e hing nicht
sensitiv von der Gitterau esung ab, jedoch werden die 8te bei feiner Au esung
scharfer wiedergegeben.

8.2.2. Randbedingungen

Die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen sind hyperbolisch.sbalb werden
andere Randbedingungen alaf die parabolischen inkompressiblen Navier-Stokes-
Gleichungen bemtigt. Hier sollen die Randbedingungenefr die Navier-Stokes-
Gleichung und die Warmetransportgleichung @r die wichtigsten Falle aufgegihrt
werden.

Randbedingungen fur feste W ande

An festen Wanden sind die Randbedingungen unakngig von der Kompressibili&t.

Auf festen Wanden nussen alle Geschwindigkeitskomponenten identisch mit
¥ der Wandgeschwindigkeit seinu  Uwang = 0.

Bei inkompressiblen Stemungen ist der Druck nur bis auf eine Konstante be-
stimmt. Bei geschlossenen Sdmungen (Innenstomungen) kann man daher
irgendeinem Gitterpunkt einen beliebigen Druck zuweisen. Am Rand be-
tigt man den Druck eigentlich nicht. Die Problematik der Randbedingugen
fur die Poisson-Gleichungefr den Druck hatten wir angesprochenAhnliche
Betrachtungen sollten auch éir den kompressiblen Fall gelten.

Fur skalare G® en wie der Temperatur mu man Randwerte vorgeben. In

~ vielen Fallen wird entweder die TemperatufT oder der Warmestromkn r T
vorgegeben, wobek = c, die Warmeleitfahigkeit des Fluids undn der
Normalenvektor ist.
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8. Kompressible Stemungen

Randbedingungen fur Einstremung

Fur inkompressible Fluide vahlt man fer die Einstremung meist eine vorgegebe-
ne Geschwindigkeits- und Temperaturverteilung. Bei kompressilleStremungen
meissen aber noch weitere Bedingungen elit werden, denn wir haben dann zwei
thermodynamische Ge en (die dritte wird durch die Zustandsgleichung bestimmt).
Daher wird am Einstromrand meist der Ruhedruckp; und die Temperatur T oder
die RuhetemperaturT; vorgegeben.

Bei einer isentropen Stomung eines idealen Gases ist der Gesamtdruck (Ru-
hedruck) p, die Summe aus statischem Druck plus dem dynamischen DruckerF
zweidimensionale isentrope Sémungen kann man den Ruhedruck schreiben als

{ 1u§+u% {={ 1
= 1+ — =% ; 8.20
pr=p > |{_ -L} ( )

M2

wobei{ = c,=G, der adiabatische Exponent ist. Bei vorgegebenem Ruhedrupk
und vorgegebener Randtemperatuf kann man die Geschwindigkeitskomponenten
am Rand erhalten, wenn man den statischen Drugk aus dem inneren Gebiet auf
den Rand extrapoliert und die Richtung der Stemung vorgibt. Die Randwerte der
Geschwindigkeit sind dann dir eine au ere Iteration bekannt.

Falls die TemperaturT auf dem Rand nicht vorgegeben ist, sondern nur die Ruhe-
temperatur T1, dann berotigt man fer die Randtemperatur eine weitere Gleichung.
Dies kann die Gleichung dr die Ruhetemperatur

{ 1ui+ud

T.=T 1+
! 2 {RT

(8.21)

sein. Dann hat man zwei Gleichungeref juj (die Stremungsrichtung wird vorge-
geben) undT, wobeip, und T; vorgegeben sind ung aus dem Innern extrapoliert
wird. Die Vorgehensweiseeihrt aber zu einer langsamen Konvergenz, da es viele
Kombinationen vonp und u gibt, die den Druckbedingung am Einla gemgen. Des-
halb sollte man etwas anders vorgehen (siehe dazu die Auslingen vonFerziger
and Pert, 2002 S. 315).*

Randbedingungen fur Ausstremung

Aus physikalischer Sicht kann man am Aussemrand keine Randbedingungeref
die Geschwindigkeit vorgeben. & ein endliches numerisches Rechengebiet werden
aber Randbedingungen bestigt. Daher ist man bestrebt, das Ende des Rechen-
gebiets meglichst weit stromabwarts zu plazieren, so da die S®omung an diesem
Rand nicht mehr viel von dem umstemten Kerper oder der Kontur des Kanals
wei . Dann wird meist der Gradient aller Geschwindigkeitskomponenten rslerecht
zur Austritts ache gleich Null gesetztdo-nothing boundary conditionk

“hk: siehe auch Hirsch (Kopien von Albi).
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8.2. Druck-Korrektur-Verfahren fur beliebige Machzahlen

Um den Druck zu xieren gibt man normalerweise den statischen Dricp am
Ausstremrand vor® Dann verschwindet die Druckkorrektur am Rand und diese
Bedingung wird auch in der Poisson-Gleichung verwendet. Um die Masbilanz
fur die Randzelle auswerten zuénnen, bemtigt man die Geschwindigkeitskompo-
nenten am Rand. Diese werden mit Hilfe der inneren Werten durch ketpolation
gebildet, ahnlich wie in (7.118.

Fur Uberschallstomungen, lennen die Ge en auf dem Ausst®mrand nicht von
au en beein ut werden. Deshalb mu man alle Gre en durch Interpolation mit
Hilfe der inneren Punkte bilden. Rir die Details wird auf die einschigigen Fachli-
teratur verwiesen.

Wenn man das Rechengebiet nicht so gro machen kann, da sich di¢r 8mung
in Randnahe nicht mehrandert (do nothing), kann man versuchennichtre ektie-
rende Randbedingungerzu konstruieren. Dies kann sehr aufwendig sein und die
Lesung zustzlicher partieller Di erentialgleichungen erforderlich machen. Etas
einfacher ist dies é@r skalare G® en, wenn zum Beispiel ein Verdichtungssto auf
einen Ausstemrand tri t. Dann sollte diese Welle dort nicht re ektiert werden. In
diesem Fall versucht man meist, mit eindimensionaler Theorie (Zerlegy parallel
und senkrecht zur Sto front) entsprechende Bedingungen ableiten. Hier gibt es
vielfaltige Meglichkeiten Hirsch, 1997).

SMan kann den statischen Druck auch am Rand der Einstomung vorgegeben. Wenn man ihn aber
an beiden Randern vorgibt, kann man keine Randbedingungen #r die Einstremgeschwindig-
keit mehr verwenden, da der Durch u vom Druckunterschied zwischen Eingang und Ausgang
abhangt.
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9. Komplexe Geometrien

Dieses Kapitel basiert sehr stark auf dem SkriptunNumerische Methoden der
Thermo- und Fluiddynamikvon T. Rung, L. Xue, J. Yan, M. Schatz und F. Thiele
(2002).

9.1. Allgemeine Bemerkungen

9.1.1. Verschiedene Gittertypen

Wenn man einmal von geraden Rohren absieht, ist man bei vielen Anveeingen an
dem Transport durch komplexe Geometrien interessiert. Zur Berknung derartiger
Stremungen lennen sehr unterschiedliche Gitter konstruiert und verwendet waen.

Kartesisches Gitter Die einfachste Mpglichkeit besteht darin, ein orthogonales
Gitter zu verwenden und die komplexe Geometrie durch geeigneteuf&n zu ap-
proximieren (Abb. 9.1). Diese Methode wurde schon verschiedentlich angewandt.
Doch es treten dabei die folgenden Probleme auf:

Die Anzahl der Gitterpunkte in einer Raumrichtung ist nicht konstarn. Des-

¥ halb mu man die entsprechenden Volumenelemente/Knoten gesaoerd be-
handeln. Desweiteren zieht einBnderung der Geometrie auch eine Modi ka-
tion des Codes nach sich.

Durch die Stufen am Rand werden zw#dzliche Fehler induziert.

Abbildung 9.1.: Stu ge Approximation gekr ammter Berandungen bei Verwendung eines
kartesischen Gitters (nach dem SkriptumNumerische Methoden der Thermo- und Fluid-
dynamik von T. Rung, L. Xue, J. Yan, M. Schatz und F. Thiele (2002)).
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[11

Abbildung 9.2.: Chimara-Gitter nach dem Skriptum Numerische Methoden der Thermo-
und Fluiddynamik von T. Rung, L. Xue, J. Yan, M. Schatz und F. Thiele (2002).

Die Randbedingungen massen entsprechend aufbereitet werden.

~

Chimara-Gitter Eine andere Mbglichkeit besteht darin, verschiedenaberlappen-
de Gitter zu verwenden, die lokal der Geometrie angepat sind (Abl®.2). Zum
Beispiel kann man in der Mhe einer gekimmten Berandung krummlinige Koor-
dinaten verwenden, und ein kartesisches Gitter im Innern des Volns. Dann hat
man keine Probleme mehr an den &dern des Gebiets, aber man mu zwischen
beiden Gittern interpolieren, was kompliziert sein kann. Auch ist es bBwierig, die
Massenerhaltung imtberlappungsbereich zu geshrleisten.

Gewisse Vorteile hat dieses Verfahren jedoch, wenn siclorger in einem Fluid
und relativ zur Berandung bewegen; zum Beispiel bei der Beweguwgn gro en
Kerpern durch Rohre. Gitter, die fest mit einem sich bewegendenekper verbun-
den sind und sich relativ zum Gitter derau eren Stremung bewegen, nennt man
Chimara-Gitter.

Durchdringende Gitter In letzter Zeit wurde die Immersed Boundary Method
(IBM) entwickelt ( Peskin 2002. Das Prinzip ist in Abb. 9.3 illustriert. Dabei
la t man das Gitter den umstremten Kerper einfach durchdringen und die Navier-
Stokes-Gleichungen werden auf dem gesamten ortsfesten (Esteen) Gitter au er-
halb und innerhalb des Fest&rper gebst. Um die no-slip-Randbedingungen auf der
Kerperober ache sicherzustellen, werdereikstliche Volumenkmfte in der Nahe der
Ober ache (etwas verschmiert) so formuliert, da die Randbedingungeederzeit
erfullt sind. Dazu mu man zusatzlich noch Sweitzpunkte (Lagrangesche Gitter-
punkte) auf der Ober ache des bewegten &pers de nieren, die sich relativ zu
dem ortsfesten Basisgitter bewegenoknen. Das im Innern des lérpers berechne-
te Geschwindigkeitsfeld hat keine physikalische Bedeutung. Mit digsklethode ist
es z.B. meglich, die Bewegung von 6400 kugelimige Teilchen in einer turbulenten
Stremung auf einem Gitter von 258 Punkten zu simulieren (Elgobashi, UC Irvine).

Angepate Gitter ~ Am hau gsten werden Gitter verwendet, die den Berandungen
genau angepa t, aber nicht unbedingt orthogonal sindbpudary- tted grids). Diese
nden auch in den meisten kommerziellen Codes Anwendung. Ein einfes Beispiel
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9.1. Allgemeine Bemerkungen

Abbildung 9.3.: Prinzip der Immersed
Boundary Method nach Yuan et al. (2015.

L

Abbildung 9.4.: Angepates Gitter nach dem Skriptum Numerische Methoden der
Thermo- und Fluiddynamik von T. Rung, L. Xue, J. Yan, M. Schatz und F. Thiele
(2002).

istin Abb. 9.4 gezeigt. Der Vorteil dieser Gitter besteht darin, da die Gitterpurkte

exakt auf dem Rand liegen. Daher hat man meist keine Probleme mit denple-

mentierung der Randbedingungen. Auch hat man eine gewisse Flexilsitibei einer
Modi kation der Geometrie. Nachteilig ist jedoch, da die vom kartesschen in das
angepa te Koordinatensystem transformierten Gleichungen kopfizierter sind, da

neue Terme auftreten. Dies macht die Implementierung aufwendig®ie Tatsache,

da das Gitter nicht orthogonal ist, beein u t dar uber hinaus die Genauigkeit und
kann unter Umstanden zu unphysikalischen @sungen éhren.

Unstrukturierte Gitter  Unstrukturierte Gitter sind immer dann von Vorteil, wenn
die Geometrie sehr komplex ist. Im Prinzip kann man sie zusammen mit all®is-
kretisierungsmethoden verwenden. Am besten eignen sich nite Monen oder ni-
te Elemente. Die Volumen (Elemente) &nnen eine beliebige Form haben. In zwei
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9. Komplexe Geometrien

Abbildung 9.5.: Beispiel eines
unstrukturierten  Gitters  mit
Prismenschichten in Wandmahe
(nach Ferziger and Perc, 2002).

Dimensionen werden typischerweise dreieckige Volumingigngles) oder Vierecke
(equilateralg verwendet und in drei Dimensionen Tetraeder (4 Seitemchen,tetra-
hedra) oder Hexaeder (6 Seiterachen, hexahedra. Diese Gitter lassen sich auch
lokal verfeinern. Die Flexibilitat unstrukturierter Gitter hat seinen Preis. Denn die
Datenstruktur ist dann auch irregular. Die resultierenden Matrizen besitzen keine
regelma ig Bandstruktur mehr und die Lesung der Gleichungen kostet dement-
sprechend mehr Rechenzeit. Um die Grenzschichten an festemMien besser auf-
zulesen, werden in Wandahe hau g einige Prismenschichten verwendet, die in der
Richtung tangential zur Wand irregular sind, senkrecht zur Wand aber regak. Ein
Beispiel ist in Abb. 9.5 gezeigt.

9.1.2. Bemerkungen zur Gittergenerierung

Das Problem der Gittergenerierung ist ein Themaeir sich und zu umfangreich, um
es hier detailliert behandeln zu &nnen. Bei der Berechnung von Sémungen in
komplexen Geometrien nimmt die Gittergenerierung nicht selten einesubstantiel-
len Anteil der gesamten Rechenzeit in Anspruch. Auch erfahrenenfkender bem-
tigen manchmal einige Wochen, um ein einziges Gitter zu erstellen. Diedutung
der Gittergenerierung liegt darin, da die Genauigkeit der bsung fast sarker von
der Gute des Gitters ablangt, als vom Diskretisierungsverfahren.

Bei der Auswahl des Gitters stellt sich die Frage, welche Anfordargen an das
Gitter zu stellen sind und wie die Qualiat eines erzeugten Gitters beurteilt werden
kann. Neben der Geometrie des Problems mu bei der Gittergeneteg auch die
Diskretisierungsmethode bercksichtigt werden, da die Genauigkeit unter Umstn-
den stark von der Kopplung zwischen Gitter und Diskretisierungsnigode abhangt.
Die folgenden Gesichtspunkte sind bei der Gittergenerierung zureeksichtigen.

Eindeutigkeit: Die Gitterlinien sollten sich nicht eberschneiden, damit eine
¥ eindeutige Abbildung zwischen der physikalischen Ebene (Raum) unckrd
Rechenebene (-raum) gesthrleistet ist.

Verfeinerung: Es sollte meglich sein, Gitterpunkte und Gitterlinien in beliebig
¥ wahlbaren Bereichen zu konzentrieren, in denen hohe Gradienterr d®sung
zu erwarten sind.
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9.1. Allgemeine Bemerkungen

Gitterabst ande: Der Abstand benachbarter Gitterlinien sollte nicht zu stark
variieren, weil sonst die Fehler zu gro werden (non-equidistant gis).
Dies tri t insbesondere fir den Ubergang zwischen verschieden @&tken von
blockstrukturierten Gittern zu. Maximal sollte man einen Faktor 2 plerieren.

Randvorgaben: Die Lage der Gitterpunkte auf dem Rand sollte man frei
vorgeben lennen, um die Geometrie maglichst gut approximieren zu lennen.
Wahrend der Gittergenerierung sollten sich die Punkte entlang der Beadung
meglichst nicht verschieben.

Weitere Randvorgaben: Die Winkel zwischen den Gitterlinien und den Be-
randungen sollte man vorgegebenekinen. Dadurch ist es mglich Gitter zu
erzeugen, die am Rand orthogonal sind (Awsung von Grenzschichten). Auch
ist dann ein glatter ¥bergang zwischen blockstrukturierten Gittern naglich.

Glatte: Das generierte Gitter sollte glatt sein, um allzu gro e Fehler bei In-
terpolationen und Metrikberechnungen zu vermeiden.

Gitterverzerrung: Da orthogonale Gitter eine lohere Genauigkeit geehren,
sollten starke Gitterverzerrungen vermieden werden.

Gitterparameter: Die Anzahl der bestimmenden Parameter sollte nicht zu
gro sein, um eine gewisse Nutzerfreundlichkeit zu g&hrleisten.

3D: Das Gittergenerierungsverfahren sollte aucluf dreidimensionale Proble-
me zu verwenden sein.

Rechenzeit: Die Berechnung des Gitters sollte nicht zu lange dauern (inter-
aktives Arbeiten, Verwendung als adaptives Gitter).

9.1.3. Geschwindigkeitskomponenten und deren Anordnung a uf
dem Gitter

Die Wahl der Geschwindigkeitskomponenten und deren Anordnungilivbedacht
sein. Man kann zeigen (siehBerziger and Perc (2002 Kap. 1.4), da nur die Ver-
wendung fester Basisvektoren eine voll konservative Formuliemgirerlaubt.! Daher
sollte man, wenn neglich, kartesische Koordinaten verwenden. In krummlinigen
Koordinaten, wie z.B. zylindrische Polarkoordinaten, ist keine konsative Formu-
lierung meglich. Diese Koordinaten bringen nur einen Vorteil, wenn man damit die
betre ende Geometrie genau nachbilden kann.

!Dies bedeutet, da man alle Terme in der Di erentialgleichung als Divergenz eines Vektors bzw.
Tensors darstellen kann (siehe z.B.7{.49)).
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9. Komplexe Geometrien

Nicht-kartesische Geschwindigkeitskomponenten  Wenn man keine kartesischen
Koordinaten verwendet und die Geschwindigkeitskomponenten epirechend den
Koordinatenlinien wahlt, erhalt man zusatzliche Terme in den Navier-Stokes-
Gleichungen, die bei Anwendung vom durch die Ableitung der ortsablangigen
Einheitsvektoren entstehen. Bei Zylinderkoordinatenr(';z ) und entsprechenden
Geschwindigkeitskomponenten in radialeny), azimutaler (v) und axialer (w) Rich-
tung taucht daher zum Beispiel in der radialen Impulsbilanz der Term(@v=@>=r
auf. Dies ist eine Art zentrifugaler Term, der durch die Kammung der Koordinaten-
linien fur r = const. entsteht. Bei allgemeinen krummlinigen Koordinaten tauatn
sehr viele derartige Terme auf, multipliziert mit den entsprechendefhristo el-
symbolen (bei zweiten und bheren Ableitungen). Diese Terme énnen hau g zu
gro en numerischen Fehlerndhren.

Kartesische Geschwindigkeitskomponenten Wenn man andererseits durchge-
hend feste kartesischen Geschwindigkeiten verwendet, hat marese Probleme
nicht. Insbesondereandert sich bei niten Di erenzen nicht viel. Man mu ledig-
lich die Dierentialoperatoren durch die neuen (nichtorthogonalen ekremmten)
Koordinaten ausdeicken. Man hat dann weitere Terme in den Gleichungen, die
Erhaltungseigenschaften bleiben aber bestehen.

Bei niten Volumen auf komplexen Gittern und bei Verwendung von ésten kar-
tesischen Koordinaten braucht man keine Koordinatentransforation. Man kann
dann eine lokale Koordinatentransformation verwenden, um die #&se durch die
Ober achen zu berechnen.

Staggered versus collocated Die Verwendung vonstaggered gridgehrt bei kom-
plexen Gittern zusammen mit festen kartesischen Koordinaten in dRegel zu Pro-
blemen. Denn wenn sich die Obernchen der Kontrollvolumina drehen, kann es
sein, da die auf der Oberache de nierte Geschwindigkeitskomponente, die ur-
sprenglich senkrecht gewhlt wurde, nun parallel zur Ober ache orientiert ist. In
diesem Fall hat man aber den urspmnglichen Vorteil der versetzten Anordnung
verloren, mmlich die bessere Kopplung an den Druck. Auch betigt man zustzli-
che Interpolationen, um den Flu durch die Oberache zu berechnen. Denn die auf
der Ober ache de nierte Geschwindigkeitskomponente &gt unter Umstanden gar
nichts zum Flu bei.

Aus diesen Geinden verwenden fast alle kommerziellen Codes feste kartesische
Geschwindigkeitskomponenten und eine kollokierte Anordnung dereGchwindig-
keitskomponenten.
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9.2. Koordinatentransformation

9.2.1. Allgemeine krummlinige Koordinaten

Um die bei einer beliebigen érperform entstehenden Stufen bei Verwendung eines
rechteckigen kartesischen Gitters zu vermeiden,euohte man ein Gitter verwenden,
bei dem eine Koordinatenlinie mit der Kontur des Krperseibereinstimmen, so da
auch die entsprechenden Gitterpunkte auf der érperober ache liegen. Damit wird
die Implementierung der Randbedingungen erheblich erleichtert.

Dies kann man mit der Koordinatentransformation (hier in zwei Raurdimensio-
nen)

= (Xy;t); (9.1a)
= (xy:t); (9.1b)
= (); (9.1c)
erreichen. Sie bildet das physikalische Gebiet [inx;(y;t)-Raum] auf ein Rechen-
gebiet [im (; ; )-Raum] ab. Die folgenden Betrachtungenénnen auch leicht auf

drei raumliche Koordinaten erweitert werden.

Um die Di erentialgleichungen im Rechengebiet aufschreiben zwknen, nmussen
wir alle auftretenden Di erentialoperatoren transformieren. Nab der Kettenregel
erhalten wir

e_ @ e 0 @ @ @0 @ 0 @ 4,
@x @x @ @x @ g@x} @ @x @ @x @

I-:g-
e @ e 0@ @, 0 060 @ 0 @ q4,,
@y @y @ @y @ I-zZ}@ @y @ @y @

=0
@e. @ @, @ @ @ @
@ @@ ee e @ (9.20)

Die hierbei auftretenden Ableitungen der neuen nach den alten \fablen werden
Metrikkomponentengenannt. Fer die zweite Ableitung erfalt man beispielsweise

@_e @ @, @ @

@% @x @x @ @x @
_ 0@ @, @ e @ @ @ @@
@x @ @x @ @x @ @x @ @x
_ 8 e, @ @, @’@é,6  @°@
@x @ @x @ @x @2 @x @32
@ @ @@
ax ax @@ (9.3)

2®bung: Transformiere die Laplace-Gleichungr 2 =0 in das ( ; )-Koordinatensystem.
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9. Komplexe Geometrien

In analoger Weise knnen alle Ableitungsoperatoren in das Rechengebiet ( )
transformiert werden. Danach diskretisiert man die resultierendeDi erentialglei-
chungen auf dem Rechengebiet unadt sie numerisch. Mit Hilfe der Rickrans-
formation (9.9) von (9.1) erhalt man dann die gesuchte bsung im physikalischen
Gebiet.

9.2.2. Metrik und inverse Transformation

Um die Eigenschaften eines transformierten Gitters beurteilen zuwRnen, ist es
sinnvoll, gewisse Go en zu betrachten, die sich aus den Metrikkomponenten er-
geben. Wenn man die Transformation in geschlossener Form analgtisangegeben
kann, lassen sich die Metrikkomponenten analytisch berechnen. dernfalls kann
man sie mit niten Di erenzen approximieren, z.B.

@

o ¢ % (9.4)
An dieser Form erkennt man die Bedeutung der Metrikkomponentei®ie setzen die
Langen einander zugeordneter Bogenelemente ins \éthis.

In zwei Dimensionen ist das Veraltnis eines Fachenelements in der ( )-Ebene
zu dem zugeordneten Fichenelement in derX; y)-Ebene eine wichtige Go e, weil
dies ein Ma fur die relative Dichte des Gitters ist. Um das Fhchenverhaltnis
zu berechnen, betrachten wir in nitesimale Variationen von und im (; )-
Koordinatensystem. Rr sie gilt

d (6y)= gdt oy (9.53)
d (x;y) = %)((jx+ %}(/jy: (9.5b)

Fur ein Linienelement d, das parallel zurx-Koordinatenrichtung ist, gilt dy = 0.3
Also gilt hierfer (siehe auch Abb.9.6)
_ _ : . dy=0 @ @ _
drJy:const. =ed Jy+ e d Jy = dx @Xe + @Xe . (96)
Entsprechend gilt & = O fur ein Linienelement, das parallel zur (gekrmmten)
y-Koordinatenrichtung verlauft, also
: @ @
drj, =dy —e + —e 9.7
k=dy ¢+ @f (9.7)
Damit erhalten wir fur die (orientierte) Flache in der (; )-Ebene (grau in Abb.
9.6)

@@ @@

dA"=drj, drj, = @)(_@y @@yezﬂgfxz(xy x y)dA: (9.8)

3Die x-Richtung ist im ( ; )-Koordinatensystem im allgemeinen eine gelmmte Linie.
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9.2. Koordinatentransformation

A
y
@
—d
ey
dA X
@ dr
—d X :
@yy dry @dx
Abbildung 9.6.: Geometrische Bedeutung @dx
der Metrikkomponenten. @x
Fur die Umkehrung der Abbildung ©.1)
Xx=x(;;5 ) (9.93)
y=y(:: ) (9.9b)
t=t(); (9.9¢)

erhalt man in analoger Weise durch Betrachtung der geummten Linien = const.
und = const. in der (x;y)-Ebene

dA :ﬁxy {Zyx}dA‘szA‘; (9.10)
=J

mit der Jacobi-DeterminanteJ = det(J) der Reicktransformation (9.9). Die Jacobi-
Determinante gibt also das Verhltnis der Gre e des FlachenelementgdAj in der
(x;y)-Ebene zur G® e von jdA]j in der (; )-Ebene an.

Fur die beiden zueinander inversen Abbildunger® (1) und (9.9) gilt

d x dx

d = <y dy ; (9.11a)
dx X X d
& "y y g (9.11b)
| —{z—}
J
Durch Einsetzen folgf
X X S| y X
X y _ - - .
<y = vy = 3 y X : (9.12)

4Mit der Adjunkten von A gilt A 1 = J ladj(A). Die Adjunkte ist die Transponierte der Matrix
der vorzeichenbehafteten Minoren (= Determinanten der Untermatrizen, die durch Streichen
der betre enden Zeile und Spalte entstehen).
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Mit Hilfe von (9.110H kann man die Bogenhnge & im physikalischen Gebiet durch
diejenige im Rechengebiet auseicken (bzw. durch d und d )
ds? =dx?+dy? = Ix {+y}d +21x X +yy;d d + X {+y}d 2. (9.13)

011 912 022

Die drei Metrikkomponenteng; werdenGau sche Fundamentalge en erster Ord-
nung genannt. Die symmetrische Matrix der Gau schen Fundamentalgren

g= 9 Gw (9.14)
Oi2 O2
hat die Determinante (kann man leicht nachrechnen)
G :=det(G) = J% (9.15)

Die Gau schen Fundamentalge en geben Auskunft mber die Eigenschaften des
angepa ten Gitters im physikalischen Gebiet. Diese Informationenrsl wichtig zur
Beurteilung der Qualitat eines angepa ten Gitters.

Orthogonalit at Die Bedingung, da das transformierte Koordinatensystem or-
thogonal ist, erfordert

(9120 1
- Jj2

rr = yxx+t yy fx+yy; 0: (9.16)

—{z

g12

Fur ein orthogonales Gitter mu alsog;, = 0 sein.

Aquidistantes Gitter Hau g mechte man in gewissen Raumgebieten eine gleich-
ma ige Dichte der Gitterpunkte im physikalischen Gebiet erreichen. Deu mu man

J = G =const: (9.17)

wehlen, daJ nach (9.10 ein Ma fur die transformierte Flache ist. Denn in der Re-
gel wird man die Gitterweite im transformierten Gebiet (Rechengelte aquidistant
wahlen (dA” = const.)

Kontrolle der Gitterverdichtung  Andererseits ist in manchen Gebieten (z.B. in
Grenzschichten) eine Verdichtung des Gitters emmscht. Ein Ma fur die Dichte des
Gitters im physikalischen Gebiet ist ¢ ) bzw. (r )®. Um die Dichte der Punkte
im physikalischen Gebiet zu kontrollieren, bietet sich deshalb die &e
(r YP+(r Y= 2+ 2+ 2+ 2057 J—lz X2+ x2+y?+y? = 3—12(911+ Gr2)
(9.18)
an.

Beachte, da man mit Hilfe von (9.12 die Koe zienten in der transformierten
Di erentialgleichung (siehe z.B. ©0.3)) auch durch die Ableitungen vonx und y
nach und ausdmricken kann.
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9.3. Grundlagen der Interpolation

Ausgehend von den gegebenen Randpunkten und der Kontur eingsstremten

Kerpers kann man ein Gitter im Innnern des Gebietes generieren, imleman

Schnittpunkte von Kurvenscharen bestimmt, die von den Randpukten und von

der Randkontur ausgehen. Dazu wird man zwchst die Randkontur in geeigne-
ter Weise durch eine glatte Kurve (Fache) interpolieren. Deshalb mssen wir uns
zunachst mit einigen Grundlagen der Interpolation besaitigen.

9.3.1. Interpolation
Eine kontinuierliche Raumkurve wird typischerweise in der Parametdarstellung
X =x() (9.19)

als Funktion eines skalaren Parametersangegeben, der entlang der Kurve monoton
variiert. Der Parameter kann zum Beispiel die Bogeahge sein.

Lagrangesche Interpolation

Falls n+1 diskrete Werte x; = x( j) mit i =0;1;2;:::;n bekannt
sind, kann man die volle Raumkurve approximieren, indem man
die gegebenen Raumpunkte mittels Lagrangescher Interpolation
verbindet. Hierbei wird die Kurve durch ein Polynom in  vom
Grade n approximiert. Das Approximationspolynom lautet

X

Joseph-Louis x() P.():= Li( )x(1); (9.20)
Lagrange i=0
1736{1813
{ wobei dieLagrangeschen Polynomdurch
Y j
Li( )= —
ji=0 '
i6i
= 0 : 2 (nicht i = j) @ ” (9.21)
i 0 i 1 i n
gegeben sind. Durch Einsetzen von= ; sieht man sofort
_ 1 falls i=;
LOD= 0 falls i 6 (9:22)

Daher werden die Saitzpunkt von P | exakt reproduziert

X X
Pu(j)=  Li(j)xi= 0 Xi = X (9.23)
i=0 i=0

Hermitesche Interpolation
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9. Komplexe Geometrien

Abbildung 9.7.: Approximation von x =
tanh( ) (blau) durch Lagrangesche Inter-
polation (rot) an 12 Sttzstellen ; ( ).
Man erkennt die schlechte Approximation
im Randbereich.

Falls neben den Punktenx; auch noch die Steigungerx? =
[dx( )=d ] bzgl. vorgegeben werden sollen, kann man die
Hermitesche Interpolation

X
() Pu()= [Hi()xi+ Ki()x; (9.24)
i=0
Charles Hermite
1822{1901 verwenden, wobei
Hi( ):=[1 2L i) DILEC):; (9.25a)
Ki( ) :=( DLEC): (9.25b)
die Hermiteschen Polynomesind. Durch Einsetzen von = ; und durch Ableiten

von P y kann man unter Beachtung vorL;( ;) = 1 leicht nachprefen, da die Werte
und deren Ableitungen an den Sttzpunkten exakt wiedergegeben werden.

Scherungstransformation

Bei der Lagrangeschen und der Hermiteschen Interpolationenthder Wert x( ;)

an einem einzelnen Punkt einen globalen Ein u auf den gesamten Kuenverlauf.
Dies kann zu gewissen Oszillationen zwischen den Punkterhifen, so da die in-
terpolierte Kurve zwischen den Sitzstellen deutlich von der exakten Kurvex( )

abweicht (Abb. 9.7). Die Oszillationen sind durch die stark lokalisierte Variation
der Funktionswerte an den inneren Sitzstellen bedingt.

Wenn bei der Interpolation zwischen zwei Punkten nur die beiden Mhbarpunkte
verwendet werden, bBnnen keine Oszillationen auftreten. Wenn man die Punkte mit

°Denn es istHi( ;)= i und Ki(;)=0.
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9.3. Grundlagen der Interpolation

m = 0 und m = 1 indiziert, kann man die auftretenden Gm® en schreiben al$
1

o= = —1— =0 (9.262
m 1 m m 1 m
6Ln(1 L 6(1 2L
Hpm=3L2 2.3 Ho = Bn@ Ln) oo 6 2Lm)
m 1m ( m 1 m)
(9.26b)
3 2 0 2 00 6Lm 2
Km :( m 1 m) Lm Lm Km :3Lm 2Lm Km i — (926C)
m 1 m

Dies wir auch alsScherungstransformationbezeichnet. Wenn wir konkret o = 0
und ; =1 setzen, erhalten wir die Lagrangesche Interpolation

PL( )= Lo( )Xo+ Li( )X1= ﬁl_{z_;xo'*' z} X1, (9.27)
Lo La

und die Hermitesche Interpolation

Pu( )= Ho( )Xo+ Ha( )x1+ Ko( )xg+ Ka( )x5; (9.28)

mit
Ho( )=(1+2 ) 1)% Ko( )= ( 105 (9.29a)
Hi()=@ 2) 7% Ki( )= 2( 1) (9.29b)

Diese Interpolationsfunktionen sind in Abb.9.8 gezeigt.

Wahrend die 2-Punkt-Lagrange-Interpolation linear in ist, ist die 2-Punkt-
Hermite-Interpolation kubisch in . Dafur kann man die Steigungerx? an den
Randpunkten = (0;1) frei wahlen. Damit kann man die erste Ableitung an den
Interpolationspunkten stetig machen. Die zweiten Ableitungen sindber normaler-
weise nicht stetig.

Wenn man nun eine Kurve darstellen rachte (z.B. die Kontur einer Ober ache,
gegeben durch = const.), kann man ( ) als beliebige Funktion von wahlen,
wodurch die Punkteverteilung auf der Kurve beein u t werden kam.

Spline-Interpolation

Die Interpolation zwischen nur zwei Punkten zeigt zwaper constructionem kei-
ne Oszillationen. Aber die Lagrange-Interpolation durch derartigolygonzaige ist

6Zur Berechnung vonH,, beachte

m =( 1t m)+( 1 m m) = ( 1 m)+( 1 m)lm( );

und zur Berechnung vonK y, gilt mit Hilfe von =( 1 mbm+ 1 m

m=(m 1t m)km (m 1 m)=(m 1 m)(Lm 1)
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(@) (b) (c)
1 1 0:2
0:8 0:8 01
0:6 H 0:6 K- o
L Mo:4 0.4 m
0:2 0:2 0:1
% 05 1% 05 1 0% 05 1

Abbildung 9.8.: (a) Lagrangesche InterpolationsfunktionenL o.1( ) sowie Hermitesche In-
terpolationsfunktionen Ho.1( ) (b) und Ko.1( ) (c) zwischen zwei Punkten = 0 und
=1.

nicht stetig di erenzierbar, was fur die Numerik einen gro en Nachteil darstellt. Die
Spline-Interpolation stellt hier einen Kompromi dar.

Bei der Spline-Interpolation verwendet man Polynome mit etwasedterer Ord-
nung als bei der 2-Punkt-Interpolation. Die freien Koe zienten weden so be-
stimmt, da eine gewisse Anzahl von Ableitungen an den 8tzstellen stetig ist.

Als Beispiel betrachten wir diekubische Spline-Interpolationwobei wir zurachst
die Interpolation einer skalaren Funktionf ( ) betrachten. Wir nehmen an, da die
Werte an den Swsitzstellenf; = f( ), i = 1;:::;n, bekannt sind. Die Interpolati-
onsfunktion im Intervall 2 [ i; i+1] setzen wir dann als Polynom dritten Grades
an

Pi()=fi+h( D+a( )P+d( )% i=1;:5n 10 (9.30)
Die drei freien Koe zienten b; ¢ und d; werden so bestimmt, da das Interpolati-

onspolynom an derinneren Intervallgrenzen zweifach stetig di erenzierbar ist, d.h.
(Abb. 9.9

Pi(is1)= fisn; i=1;:5n 2 (9.31a)

P i+1) = P2, (in); i=1;:un 2 (9.31b)

PX is1)= P2 (in); i=1;:un 2 (9.31c)

Seihi = 1 i die gegebene Schrittweite des Parameters Dann folgt fer d;
aus 0.319

G+1 G .
d = : =1;:: 2 9.32
3n, I n (9.32)

Abbildung 9.9.: Am Punkt i;; wird Stetigkeit der Ablei-
tungen gefordert.
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9.3. Grundlagen der Interpolation

Wenn man dies in 9.319 einsetzt, erhalten wir die Gleichungdr b

1:i+1 1:i

b = h

Aus (9.31b erhalten wir zusammen mit 0.32 und (9.33 und mit i ! i 1 eine
Gleichung zur Bestimmung vorg

fimnm fi i i

hicia +2(hi+hi 1)c+hi ¢ 1=3 ;
hi hi 1

Dies ist ein tridiagonales Gleichungssystenaif die Unbekanntenc, mit i = 2;:::;n
1, das man e zient mit dem Thomas-Algorithmus lsen kann. Insgesamt énnen
wir zusammen mit den anderen Gleichungen damit 8( 2) der insgesamt 3¢ 1)
Unbekannten bestimmen. Am rechten Rand mu der Spline natlich den Funkii-
onswert annehmen. Diese Bedingung lauté, 1( ,) = fq.

Es verbleiben zwei freie Parameter, mit denen man die i9.34) benetigen Un-
bekannten c; und ¢, bestimmen kann. Hierbei kann man unterschiedliche effle
betrachten. Eine Moglichkeit besteht darin, die Kmmmung am Rand vorzugeben

f= PR 1) =2¢c, (9.35)
fO= PP (1)=2C 1+6dy 1(n n 1)
=26, 1 +6dy 1hy 1 2720, (9.36)

Hierbei haben wir im letzten Schritt ©.32 auf n 1 erweitert. Wir erhalten so
1 1

Die hier beschriebene Interpolation einer skalaren Funktioh kann man auf die
Interpolation einer Kurve x im Raum erweitern, von der nur die Werte an den
Stetzstellen i, i 2 [1;:::;n] bekannt sind. Mit dem Ansatz

G

Pi()=xi+b( D+c( D*+d( D% i=1;25n 1, (9.38)
erhalt man dann die dreidimensionale Version von9(34)

Xi+1 X Xi Xj1 |
h; hi 1 ’

hiciie +2(hi + hi 1)ci+h 1ci 1=3 i=2;:5n 1

(9.39)
Dann mu man drei tridiagonale Systemeésen. Die vektoriellen Komponenten sind
nicht miteinander gekoppelt. Im Falle einer geschlossenen Kurve wen entspre-
chende Schlie ungsbedingungen (Periodizitsbedingungen) verwendet.
Kubische Splines sind wie die 2-Punkt-Hermite-Interpolation.29 vom dritten
Grade. Bei der Hermite-Interpolation ist die zweite Ableitung aber icht stetig.
Man kann aber die ersten Ableitungen der Hermite-Interpolation sbestimmen,
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(@) (b)
2:5 ‘ ‘ 2:5 ‘

0:5¢

X

Abbildung 9.10.: Bezierkurven (blau) mit drei (a) und mit vier (b) St mtzpunkten ( ).

da auch die zweiten Ableitungen stetig sind. Das Ergebnis ist danequivalent zur
Spline-Interpolation dritten Grades.

Der Begri Spline stammt aus dem Schi bau. Eine lange gnne Latte (Straklat-
te), die an einzelnen Punkten durch Mgel xiert wird, biegt sich genau wie ein
kubischer Spline mit nawrlicher Randbedingung. Die Form ergibt sich daraus, da
die Latte versucht, die inneren Spannungen zu minimieren.

Bezier-Splines

Als weitere Interpolationsmethode sei die Approximation mittelsBzzier-Splines
genannt (Abb. 9.10. Hierbei werden pro Intervall neben den beiden 8tzpunkten
mehrere Bezier-Punkte verwendetdren), wobei die inneren Bezier-Punkte nicht auf
der interpolierten Kurve liegen. Vielmehr mhert sich die Kurve plau) den inneren
Bezierpunkten an, wobei die Bezier-Kurve innerhalb der konvegn polygonalen Hil-
le (gestrichelt) der Bezier-Punkte liegt. An den Seitzpunkten ist die Bezier-Kurve
tangential zu den Verbindungslinie zwischen 8tzpunkt und benachbartem inne-
ren Bezier-Punkt. Seien die Bezier-Punkte mitx; bezeichnet. Dann kann man die
Bezier-Kurven B () verschiedener Ordnung als Funktion eines Parameters? [0; 1]
schreiben als

Bai( )=(1 )Xo+ Xu; (9.40a)
Bo()=(1 )p+2(1 ) X1+ %Xy (9.40b)
Ba()=(1 )xo+3(1 )% x1+3(1 ) %x,+ 3xz (9.40c¢)

B ; ist nichts anderes als eine lineare Interpolation. Dies kann man leichiifabelie-
bige Ordnungen erweitern
X0
n
Bn()=

i=0

;o i (9.41)
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9.3. Grundlagen der Interpolation

Allen Bezier-Kurven sind an den Endpunkten jeweils tangential
zur Verbindungslinie zwischen dem Endpunkt und dem ecch-
sten inneren Punkt des Intervalls. Wenn die Verbindungslinie
der Punkte konvex ist, liegt die Bezier-Kurve immer auf der kon-
vexen Seite dieser Verbindungslinie. Bezier-Kurven und Splines
werden gerne in Vektorgraphiken eingesetzt, weil sie glatte ska-
lenunabhangige Darstellung von Kurven erlauben (zum Beispiel

in xfig ).
Pie_rre Etienne Durch Erweiterung der obigen Methoden auf zwei Dimensio-
Bezier nen kennen auch Fachen im dreidimensionalen Raum approxi-
1910{1999 miert werden; zum Beispiel durch Hermitesche Polynome. Aus
Zeitgranden wird hier aber auf die entsprechenden Augirungen
verzichtet.

9.3.2. Verteilung von Gitterpunkten auf einer Kurve

Wenn man den Rand des physikalischen Bereiches in Form von Kurvedeo Fla-
chen mit Hilfe von Interpolation meglichst genau approximiert hat, wird man Git-
terpunkte auf der Kontur verteilen meissen, die dann als Randpunkte des Integrati-
onsgebiets fungieren. Diese Gitterpunkte werden unaéhgig von den Saitzpunkten
der Kontur gewanhlt.

Es seiG; die Bezeichnung der Gitterpunkte auf der Kontur. Ihre Anzahl se
| . Ziel ist eine geeignete Verteilung (G;) zu nden mit lokaler Verdichtung bzw.
Verdennung der Punkte. Dabei hat es hat sich als zweclemg erwiesen, #r die
Verteilung der Gitterpunkte nicht den Kurvenparameter zu verwenden, sondern
die normierte Sekanterdnges. Sie ist mmlich sehr einfach zu berechnen. Zachst
gilt fur die Sekantenbinges-der m Stetzpunkte der Kontur

s =0; S =S 1+t Xi Xjq; 1=2;:u510: (9.42)
Die Sekanteniinge kann man auf 1 normieren, wenn man de niert

S = (9 43)

Si .
S

Xa; 4

X1, 1

Abbildung 9.11.: Interpolierte Kontur (schwarz, durchgezogen) eines korpers samt Inter-
polationsstutzpunkten x; (rot) und den Gitterpunkten G; ( ). Die jeweiligen Sekan-
tenzeige mit Langens( ) (fur die Punkte x;) und s(G;j) des sind gestrichelt dargestellt.
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i 6 5 3 2 Gz G3 Gy Gs Gg G

Abbildung 9.12.: Schematische Darstellung der Beziehung zwischen den kumeiten Se-
kantenlangens( i) und s(G;) und dem Kurvenparamater ; (rot, linkes Seite) sowie den
Gitterpunkten G; ( , rechte Seite). Zwischen benachbarten Punkten wird lineainter-
pololiert.

Da jedem Sutzpunkt x; der Kontur sowohl ein Wert ; des Kurvenparameters
wie auch der normierten Sekantemhges; 2 [0; 1] zugeordnet ist (Abb.9.11), kann

man durch lineare Interpolation auch Zwischenwerte einander zubren. Man erhalt

also einen funktionalen Zusammenhang zwischen dem Kurvenparaeneund der

Sekantenange (linke Seite von Abb9.12).

Die Verteilung der Gitterpunkte G; auf der Randkontur erfolgt unablngig von
den Swtzpunkten. Die Zusammenkange sind schematisch in Abb9.12 dargestellt.
Naterlich mu s(Gj) monoton mit i ansteigen. Die Steigung ist dabei ein Ma efr
die Schrittweite. Auch die erste Ableitung vons(G;) sollte stetig sein.

Eine Gerades; = s(G;j) / i erzeugt eine nahezwquidistante Punkteverteilung
auf der Kontur. Eine andere mu g verwendete Punkteverteilung (mit Parameter

Q) ist

=100 (9.44)

Dies ist eine exponentielle Verteilung. D.hg ist das Verhaltnis zweier aufeinander-
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9.3. Grundlagen der Interpolation

folgender normierter Sekantemingen! Die Verteilung wird hau g verwendet, um
den Gitterabstand zu festen Vnden hin zu verdichten. Eineahnliche Verteilung
ist

1 i1
s(G)= =Inh1 1 e I'—l : (9.45)
Hierbeiregelt die Verdichtung der Gitterpunkte. Far ! Obzw.e ! 1 wirddie
Punkteverteilung aquidistant,® wahrend sie ir !'1  bzw. e ! 0 exponentiell

(logarithmisch) wird.
Um die Gitterpunkte in der Nahe der kumulierten Sekanteminges = d zu ver-
dichten, kann man

5 sinh[ ( A)]
S(Gi))=d 1+ Sinh (A) (9.46)
wahlen. Hierbei sind
" #
i1 1 1+ e 1d
=71 und A= 2—In 1+ (e 0d (9.47)
Der Parameter regelt das Ma der Verdichtung. Far ! 0 erhalt man eineaqui-

distante Verteilung der Gitterpunkte. Beispiele sind in Abb.9.13 gezeigt. Wenn
man mehrere Zonen verfeinern will, kann man die Verteilungsfunktios(G;) inter-
vallweise de nieren. Damit dertbergang vons(G;) zwischen den Intervallen glatt
ist, kann man Hermitesche Interpolation oder Spline-Interpolatiorverwenden, da
man hier auch Kontrollermber die Steigung hat (1. Ableitung stetig).

"Wenn zwei aufeinander folgende Sekanteahgen immer dasselbe Verfiltnis g haben, dann ist
die Summe der Sekanteringen (bis auf einen konstanten Normierungsfaktor) die geomeische
Reihe (51 = 0)

Fer die Partialsumme gilt

s =0+q+ g+ +:u+qd ?

Wenn man hiervongs; = ¢? + ¢ + 2+ g subtrahiert, erhalt man fur die Partialsumme

, i
s o= as=qg d ) s:%:
Wenn man zur normierten Sekanteninge mbergeht, mu man noch durch die gesamte lange
des Sekantenzuges;~= (q ¢ )=(1 q) dividieren und erhalt so
_9 dq_1 4q"*

i
s g d 1 g

Si =

8Fur ! Ogitmite =1 +:;undIn(l x)= X
1 i 1 1 i 1 1 i 1 i 1
s(Gj) —-n1 (1 (1 ))ﬁ = =In1 T 1 = 1 -1 1
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(@) (b)

1 1 a
0:8t 1 0:8
0:6t 1 0:6
s(Gj) s(Gj)
0:4t 1 0:
0:2 1 0:
0

0 0:5 1 0 05 1

Abbildung 9.13.: Lokale Verdichtung des Gitters an der Stelles= d=0:4 (a) fur =
0:01, 5 und 10, sowie (b) ir =7 mit | = 11. Gezeigt ist die kumulierte normierte
Sekantenknges nach (9.46) als Funktion von =(i 1)=( 1).

9.3.3. Verteilung von Gitterpunkten auf einer FlI &che
Interpolation im Rechengebiet

Um Punkte auf einer Flche zu verteilen, gehen wir von einer &the im Orts-
raum X = (X;y;z) aus. Die beiden Fachenparameter und (zum Beispiel die
Bogenkngen entlang den transformierten Koordinaten) beschreiben eimm Punkt
auf der Flache. Die Konstruktion der Punkteverteilung $:(Gi; H;); s2(Gi; Hj)] ist
in Abb. 9.14 schematisch dargestellt. Hierbei sind; und s, die beiden normier-
ten Sekanteningen zum Punkte (;j ) entlang noch zu de nierender Kurven. Diese
Kurven geheren zu je einer Kurvenschar, die durch die Anforderungen der klkn
Punkteverdichtung gewonnen werden.

Dazu werden im ersten Schritt Punkte flau) entlang von einigen relevanten Li-
nien = const. (zum Beispiel die beiden Berandungslinien) verteilt (Abb9.14a).
Uber den Zusammenhang zwischex und (; ) kann fur diese Punkte die nor-
mierte Sekantenhnges; (in der (X;y)-Ebene) entlang der -Richtung ( = const:)
bestimmt werden. Im zweiten Schritt werden die Punkte durch Linieriblau) glatt
interpoliert (Abb. 9.14b). Mittels linearer Interpolation in -Richtung liegt dann
fur alle Punkte der (; )-Ebene der Wert der Sekanteminge s;(x) entlang den
blauen Gitterlinien fest. Im dritten Schritt (Abb. 9.14c) werden Punkte (ot) auf
einigen der Gitterlinien = const. entsprechend den Erfordernissen nach lokaler
Verdichtung verteilt und deren normierte Sekanteringes,(x) bestimmt. Im vier-
ten Schritt werden dieroten Punkte dann wieder glatt interpoliert (Abb. 9.14d),
und die Sekanterdnges, fer die restlichen Punkte durch lineare Interpolation ge-
wonnen. Damit liegen @r alle Punkte in der (; )-Ebene die beiden Sekanteahgen
s; und s, fest. Die Schnittpunkte der beiden Scharen von Gitterlinien bilden dan
das Rechengitter ( in Abb. 9.14%).

Die so konstruierte Abbildung liefert den Zusammenhang zwischenrd&ekan-
tenlangen und den Fhchenparametern §;;s,) $ (; ). Der Zusammenhang mit
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9.3. Grundlagen der Interpolation

@) (b) (©

Abbildung 9.14.: Einzelne Schritte (a){(e) der Generierung eines Gitters ad einer Flache.

dem physikalischen Raum ist durch die AbbildungX(y) $ (s1;S2) gegeben.

Trans nite Interpolation

Mit Hilfe von Interpolationsmethoden kann man strukturierte Gitter auch direkt
(und nicht erst im (; )-Raum) mittels algebraischer Methoden erhalten. Um die
Vorgehensweise zu verdeutlichen, betrachten wir die Kontur einggereckigen Ge-
biets, das durch vier gekimmte Raumkurven berandet ist (ot in Abb. 9.15.
Ausgehend von der Berandung kann man nun versuchen, Koordiealinien
und zu nden, welche eine Fhche innerhalb der Berandung aufspannen. Unter
der Voraussetzung, da von den jeweils gegeberliegenden Seiten gleich viele Ko-
ordinatenlinien ausgehen, de nieren wir die Koordinaten der Randdérpunkte als
= % 2[0;1] und = 3—1 2 [0:1] (9.48)

Die Koordinaten der Randgitterpunkte in in der &;y)-Ebene
X(0; j); X(1; §); x(i;0) und x(i;1) (9.49)

seien vorgegeben.
Mittels der Scherungstransformation(9.27) (lineare Lagrange-Interpolation)
kennte man jetzt Linien de nieren, die zwischen zwei jeweils gegaerliegenden
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Abbildung 9.15.: (a,b) Scherungstransformation nach 9.50), wobei entlang der blauen
Linien jeweils ein Parameter konstant ist. (c) ist die bilinere Interpolation (9.51) (Tensor-
produkt der beiden Scherungstranformationen). Die Summe dr Scherungstransformatio-
nen (Wichtung 1/2) ist in (d) dargetellt. (e) zeigt die trans nite Interpolation ( 9.52).
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Seiten linear interpolieren. Diesshrt auf die beiden Kurvenscharen (bzw. beiden
Flachen)
A:(;
B:(;

) Uoals )= Lo( )x(0; )+ La( )x(1; ); (9.50a)
) Uob(s )= Lo( )x (5 0)+ La( )x(;5 1); (9.50D)
die in Abb. 9.15a,b) als blaue Linien gezeigt sind. Man sieht sofort, da keine der
Transformationen alle vier Randkurven wiedergeben kann. Dies liedaran, da die
beiden Transformationen unabkngig voneinander sind und nur in den vier Ecken
fur gleiche Werte von (; ) identische Resultate produzieren.

Um beide Transformationen zu koppeln, betrachten wir didensorprodukttrans-
formation T = AB, die sich durch sukzessive Scherungstransformation in beiden
Richtungen ergibt (die Reihenfolge vorA und B ist egal). Far sie gilt

T:(; )" t(; )=A[B( ) (9.51)
AlLo( )x(;0)+ Li( )x(; 1)

Lo( )[Lo( )x(;0)+ La( )x(; )] 5o + La( )[Lo( )x(;0)+ La( )x(; 1),
Lo( )Lo( )Xx(0;0) + Lo( )La( )x(0;1)+ L1( )Lo( )X(1;0) + L1( )La( )x(1;1):

Das Resultat ist die bilineare Interpolation, die in Abb.9.15 gezeigt ist. Sie inter-
poliert zwar, kann aber die Konturen nicht richtig wiedergeben.

Eine andere Alternative ware die Mittelung der aus beiden Scherungstransfor-
mationen erhaltenen Fachen p(; )+ b(; )]=2. Sieistin Abb.9.15 dargestellt.
Man sieht, da die Randkonturen zwar nicht richtig wiedergegeben evden, aber
die Tendenz stimmt.

Man kann nun die Tensorprodukttransformation und die Scherursgransforma-
tionen derart kombinieren, da die Berandungen richtig reproduzré werden. Die
resultierende sogenannt&ans nite Interpolation ist durch die Beobachtung moti-
viert, da sowohl bei der Tensorprodukttransformation (Abb.9.15) als auch bei
den einzelnen Scherungstransformationen (AbB.15a,b) die Berandungen geradli-
nig sind. Es ist naheliegend, dieses Artefakt durch Di erenzbildunguzbeheben. In
der Tat kann die trans nite Transformation

P:(; ) ! p(; )=a(; )+b(; ) t(;) (9.52)

die Berandungen korrekt wiedergeben (Abb9.1%). Der Nametrans nit (mehr
als endlich) rihrt daher, da die Interpolation eine unendliche Anzahl von Rand-
punkten bericksichtigt. In Abb. 9.15sind lediglich einige wenige Koordinatenlinien
gezeigt.

Anstelle der Langrange-Interpolation latte man auch die Hermitesche Interpo-
lation verwenden lonnen. Dann kann man zustzlich verlangen, da die Koordina-
tenlinien die Randkurve senkrecht schneiden.

Manchmal fehrt die Lagrangesche Interpolation in .50 zu einer ungunstigen
Verteilung der Gitterpunkte. Dann kann man anstelle vori_o und L, andere Wich-
tungsfunktionen zur Interpolation verwenden, deren Summe jedh 1 ergeben mu .
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Abbildung 9.16.: Stromlinien und Aqui-

potentiallinien fur die reibungs- und wir-

belfreie Umstremung eines Zylinders. Ge-
zeigt sind Isolinien des Imagirar- () und

des Realteils () des komplexen Potentials
w= +i =U(z+a2=2) mit z= x+iy,

AnstremgeschwindigkeitU = 1 und Radi-

us a = 0:3. Der Abstand der Isolinien be-
tragt 0:1. Sie bilden ein orthogonales Git-
ter. Fur z!1  wird das Gitter kartesisch,

wahrend man fur z ! 0 bipolare Koordi-

naten erhalt, wobei beide Foki beiz = 0

liegen.

Zum Beispiel ist es mglich, L; durch H; aus 9.29 zu ersetzen. Diessfhrt zu einer
Verdichtung der Gitterpunkte in der Nahe der Rander. Schlie lich sei noch bemerkt,
da man die trans nite Interpolation auch auf drei Dimensionen eneitern kann.

Die trans nite Interpolation gehert zur Methode der algebraischen Gittergene-
rierung. Sie ist einfach zu implementieren, bartigt einen geringen Berechnungs-
aufwand und liefert bei einfachen Geometrien brauchbare Gittewenn die Rander
jedoch nicht glatt sind, sondern scharfe Ecken aufweisen, daneta sich diese
Unstetigkeit bei Verwendung einer Koordinatentransformatioruber die Metrikko-
e zienten in das Rechengebiet fort und kann zu numerischen Probigen (Fehlern)
fuhren.

9.4. Elliptische Gittergenerierung

Um die Probleme der algebraischen Gittergenerierung auf beliebigemriRlern zu
vermeiden, kann man Gitter mit Hilfe elliptischer partieller Di erentialgleichungen
generieren. Dies hat den Vorteil, da Unstetigkeiten am Rand des phikalischen
Gebiets im Innern des Gebiets di usiv gegittet werden.

Ein Beispiel in zwei Dimensionen ist die Methode der konformen Abbildgn
Hierbei werden die Isolinien von Stromfunktion und Potential als Koordinaten-
linien verwendet. Das Potential ergibt sich dabei aus derelsung der (elliptischen)
Laplace-Gleichungr 2 = 0. Die so konstruierten Gitter sind glatt und orthogonal
(r r =0). Als Beispiel sind in Abb. 9.16die Stromlinien = const. und die
Aquipotentiallinien = const. fur die reibungs- und wirbelfreie Umstomung eines
Zylinders gezeigt.

Die Methode der konformen Abbildungen kann nicht auf drei Dimensi@n er-
weitert werden. Deshalb ist man gezwungen, derartige Gitter numsch zu berech-
nen. Dabei wird gefordert, da die drei Koordinaten (1; ,; 3) der Laplace- oder
Poisson-Gleichung gesgen. Die Llosungen der Laplace-Gleichungen gegen einem
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9.4. Elliptische Gittergenerierung

Extremal-Prinzip, wonach die extremen Funktionswerte immer aufem Rand lie-
gen. Bei einer monotonen Verteilung der Randpunkte ealt man damit immer ein
geltiges Gitter; d.h. die Gitterlinien sberschneiden sich nicht. Auch parabolische
und hyperbolische PDEs kann man zur Gittergenerierung verwenalefalls die Git-
terlinien bzw. Punkte auf einer oder mehreren Seiten nicht von vanerein festgelegt
sind (zum Beispiel an einem Rand, an dem das Fluid aussint).

Die Ausgangsgleichungeir die elliptische Gittergenerierung ist die Laplace-
Gleichung

r2,=0; (9.53)

wobei ; die neuen zu bestimmenden Koordinaten sind. Diese Gleichung mu man
im Prinzip fer jede Koordinate ; mit entsprechenden Randbedingungen numerisch
auf dem physikalischen Gebietesen. Die Hbhenlinien der losung i(x;y;z) sind
dann die Koordinatenlinien. Die so bestimmten Koordinaten bilden da®genannte
Basiskoordinatensystem. Denn in der Regel suhte man das Gitter noch weiter
beein ussen, da es noch nicht die gemschten Eigenschaften aufweist (z.B. lokale
Verdichtung). Meist wird man deshalb noch eine weitere Koordinatéransformati-
on durchfehren.

Es ist schwierig, die Gleichungen(53 fur ; im physikalischen Raum auf einem
Gebiet mit krummlinigen Rand zu bsen. Da .53 eine di erentielle Bedingung
zwischen den physikalischen Koordinaterr () und den Rechenkoordinaten () ist,
kann man versuchen, ihre Rollen wie in Kap.2 zu vertauschen. Dann ktte man
ein Problem auf dem rechteckigen Gebiet;( ) 2 [0;1] [O;1] zu lesen (im zwei-
dimensionalen Fall). Mit Hilfe der Koordinatentransformation ©.1) kann man fur
den zweidimensionalen Fall zeigen, da die Inversion vo®.63 lautet (siehe z.B.
Knupp and Steinberg 1994 Kap. 2.3)

X2+y? x  2(xx +yy)x + x*+y*x =0; (9.54a)
xX?+y*y  2(xx +yy)y + x*+y’y =0: (9.54b)

Zwar wurde das Problem insofern vereinfacht, als da manesungen auf einem
Rechteckgebiet in der ( )-Ebene sucht, auf dem die Randbedingungen einfach
vorzugeben sind. Man hat sich damit aber die Schwierigkeit erkaufia die Glei-
chungen ©.54) nicht mehr entkoppeln und au erdem nichtlinear sind. Deshalb ms-
sen sie iterativ gebst werden. Dazu dient meist eirBOR-Verfahrenmit Uber- oder
Unterrelaxation. Die Nichtlinearitaten (Koe zienten) k ennen mit einer Picard-
Iteration behandelt werden (man nimmt ér die Koe zienten die Daten aus dem
letzten Iterationsschritt).

Abbildung 9.17 zeigt den Vergleich zweier Gitter die mit einer algebraischen
Methode und einer elliptischen Methode generiert wurden. Das elliptis generierte
Gitter ist wesentlich glatter. Aus diesem Grund kann man die Koe zietien der
Metrik der Koordinatentransformation (siehe Kap.9.2) fur ein elliptisch generiertes
Gitters numerisch genauer berechnen.

Wenn man damber hinaus fordert, das Gitter lokal verdichten zu knnen, werden
die Di erentialgleichungen noch komplexer. Dann mu man sich etwas ahr mit
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9. Komplexe Geometrien

Abbildung 9.17.: Vergleich zwei-
er Gitter, die algebraisch (links)
und elliptisch (rechts) generiert
wurden (nach Schafer, 2009.

Di erentialgeometrie und ko- und kontravarianten Vektoren besaftigen. Dieses
Gebiet ist ein eigenes Thema und wird deshalb hier nicht weiter verfolgt
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10. Turbulenzmodellierung

Turbulente Stremungen treten in der Regel dann auf, wenn die dgheitskmfte
sehr gro gegember den viskosen Kaften sind, also wenn die Reynoldszahll=
hinreichend gro ist. Die fur kleine Reynoldszahlen existierendedsung #r die la-
minare (glatte) Stromung wird zwar auch #@r sehr gro e Reynoldszahlen existieren.
Sie wird aber nicht realisiert, weil siedr hohe Reynoldszahlen instabil ist oder im
Phasenraum einen zu kleinen Attraktionsbereich besitzt. Zallige Schwankungen
(Abweichungen von der laminaren bsung) durchau ere Sterungen und thermische
Fluktuationen werden dann schnell verstrkt und die laminare Stemmung schagt in
eine turbulente um.

10.1. Einige Eigenschaften turbulenter Str emungen

Das raum-zeitliche Verhalten turbulenter Stemungen ist sehr komplex. Man kann
sie als chaotische nichtlineare dynamische Systeme mit sehr vieleniliegsgraden
au assen. Von solchen chaotischen Systemen wei man, das sichsungen (Ste-
mungen) mit sehrahnlichen Anfangsbedingungen exponentiell schnell mit der Zeit
auseinanderentwickeln und dann nicht mehr korreliert sind. Die Koelationsfunk-
tionen zerfallen exponentiell mit der Zeit. Wegen der sensitiven Alngigkeit der
Lesung von den Anfangs- und Randbedingungen kann man die Gesictuigkeits-
und Druckfelder auch alsZufallsvariablenau assen, die gewissen Wahrscheinlich-
keitsverteilungen gemgen. Ein Beispiel @ir die zufallige Dynamik der Geschwindig-
keit in einem turbulenten Strahl ist in Abb. 10.1gezeigt. Es ist daher naheliegend,
die interessierenden Go en von praktischer Bedeutung mittels statistischer Metho-
den zu erhalten.

Abbildung 10.1.: Zeitliche Entwicklung
der Axialgeschwindigkeit u(t) auf der
Symmetrieachse eines turbulenten Strahls
sowie deren Mittelwert (aus Pope, 2000).
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10. Turbulenzmodellierung

Abbildung 10.2.: Symbolische
Darstellung der Energie-Kaskade
(kinetische Energie pro Wel-
lenzahlbereich als Funktion der
Wellenzahl k) (nach Davidson,
2004.

10.1.1. Turbulentes Spektrum

Bei sehr hohen Reynoldszahlen ist die Turbulenz voll entwickelt.
Dann erstrecken sich die Frequenz- und Wellenzahlspektren der
Geschwindigkeitskomponenteneber mehrere Zehnerpotenzen.
Eine wichtige Modellvorstellung wurde vonRichardson (1922
entwickelt (siehe Abb.10.2. Danach wird dem Fluid die Energie
auf den gme ten L angenskalen zugehrt. Die Wirbelstrukturen
auf dieser Skala Bngen stark von den Randbedingungen und der
Geometrie ab. Bei hohen Reynoldszahlen sind diese gro en Wir-

Lewis Fry bel nicht von der Viskosi&t beein u t. Sie sind jedoch instabil
Richardson und zerfallen in kleinere Wirbel, die ihrerseits in immer kleinere
1881{1953 Wirbel zerfallen. Der mittlere Langenbereich, auf dem die kine-

tische Energie der Wirbel nur durch Wirbelzerfall von den gro en zuen kleinen
Langenskalen transferiert wird, wirdinertialbereich genannt. In diesem Bereich ist
die Reynoldszahl, die man mit der Geschwindigkeit der Wirbel und ihrer @ch-

messer bildet, immer noch sehr gro gegeber eins. Au erdem sind die Wirbel
des Inertialbereichs nicht mehr von den Randbedingungen oder vder Art der

ursprenglichen Energiezufuhr beein u t. In diesem Bereich ist die Turbulaz auch

homogenund isotrop, wenn man von einem kleinen Bereich in derethe der Rander

absieht. Durch den weiteren Zerfall der Wirbel wird schlie lich eine kiaste Lan-

genskala erreicht, auf welcher die Viskos#t wirksam wird und die Energie der
Wirbelbewegung dissipiert wird, d.h. in Warme umgesetzt wirdt

IDiesen Proze hatte Richardson auch in Form eines Reims beschriebe

Big whorls have little whorls,

Which feed on their velocity,

And little whorls have lesser whorls,
And so on to viscosity.
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10.1. Einige Eigenschaften turbulenter Semungen

Abbildung 10.3.: Typisches Energiespek-
trum in Abh angigkeit von der Wellenzahl
bei voll entwickelter Turbulenz. Die Daten
beziehen sich auf die Energie der Kompo-
nente in Stromrichtung ( ) und der late-
ralen Komponente () eines Strahls mit
Re = 626 nach Champagn gll9278 (aus

Frisch, 1999, wobei Re = u? = ei-
ne turbulente Reynoldszahl ist, die auf der
Taylor-Mikroskala  beruht.Y

YDie Taylor-Mikroskala trennt den Inertial-

vom Dissipationsbereich und kannuber 2 =
(@ul)zzu_f de niert werden. Sie ist gre er als
die Kolmogorov-Skala , lat sich aber expe-
rimentell gut bestimmen. Bei homogener Tur-
bulenz spielt die Raumrichtung (hier Index 1)
keine Rolle.

10.1.2. Kolmogorov-Skalen

Aufbauend auf der Annahme von statistischer Isotropie unfhnlichkeit der turbu-
lenten Stremung auf kleinen Skalen (im Inertialbereich) konnte der Mathematék
Kolmogorov zeigen, da das Spektrum der mittleren Energie der Seankungen
proportional zu/ k 5= von der Wellenzahlk abhangt (Abb. 10.3. Die Theorie,
die Kolmogorov 1941 innerhalb von vier Var entlichungen entwickelte, wird heute
kurz K41 genannt.

Bei sehr gro en Reynoldszahlen ist die turbulente Semung auf kleineren Skalen
im Mittel homogen und isotrop. Wenn man annimmt, da der Energietansport auf
den kleinsten Skalen nur von der Viskosit (Dimension n¥/s) und der Dissipati-
onsrate (Dimension nt/s®) abhangt, kann man in eindeutiger Weise die angen-,
Geschwindigkeits- und Zeitskalen

3 14 1=2

- u=( ) = _ (10.1)

bilden. Sie hei enKolmogorov-SkalenDie mit diesen Skalen gebildete Reynoldszahl
istRe = u = =1.Dies deutet an, da die Kolmogorovskalen gerade diedngen-,
Geschwindigkeits- und Zeitskalen sind, auf denen die Energie dissipieird, also
die kleinsten Skalen in einer turbulenten Semung.

10.1.3. Wandbereich

In der Nahe fester Wande ist die turbulente Stemung nicht mehr isotrop und
die Wirbelstrukturen werden von der Wand beein ut. Man ndet in W andnahe
daher andere Eigenschaften, die aber trotzdem universell sindai kann zeigen,
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10. Turbulenzmodellierung

da die zeitgemittelte Stromungsgeschwindigkeit parallel zur Wand in eineregthnen
viskosen Unterschicht zumchst linear ansteigt und dann glatt in ein logarithmisches
Pro | wbergeht. Dieses Verhalten wir auch dasgarithmische Wandgesetgenannt.
Die universellen Pro le erhalt man, wenn map _die mittlere Geschwindigkeit mit
der Wandschubspannungsgeschwindigkeit=  —= skaliert (" ist die mittlere
Wanschubspannung) und den Wandabstand mit der viskosemahge =u . Damit
erhalt man die dimensionslosen Gren u* = u=u und y* = y==u ). In den
beiden wandnahen Schichten gilt dann

u =y" yt < 5 (viskose Unterschicht) (10.2a)

u = %In(y+)+ B y" > 30 (logarithmisches Wandgesetz)  (10.2b)

mit den universellen Konstanten{  0:41 (Karman-Konstante) und B  55.

10.1.4. Hierarchie der Turbulenzmodelle

Durch die starken Fluktuationen des Geschwindigkeitsfeldes in tuabkenten Stre-
mungen wird der Transport von Impuls, Warme und Konzentration durch nicht-
lineare konvektive Prozesse auf allenelngenskalen sehr veratkt. Wenn man nur
die zeitgemittelte Stmmung betrachtet, dann hat der starke und vielskalige kon-
vektive Transport eineahnliche Wirkung wie die molekulare Di usion. Daher kann
man turbulenten Stremungen auch eine e ektivegurbulente Di usivit at (fur Warme
und Sto e) und eine turbulente Viskosisit (Di usivit &t von Impuls) zuordnen. Der
au erordentlich starke turbulente Transport hat wichtige Konseuenzen #ér viele
praktische Anwendungen, insbesonderearfdas Mischen von Fluiden.

Die verschiedenen Aratze zur numerischen Modellierung lassen sich in eine ge-
wisse Hierarchie einordnen. Sie ist in Abbl0.4 skizziert. Bei der DNS (direct nu-
merical simulation) werden bei der Simulation der Navier-Stokes-Gleichungen alle
relevanten Langenskalen numerisch aufgedt. Bei der LES (large-eddy simulation
werden nur die gro en Wirbelstrukturen durch die Simulation der Naier-Stokes-
Gleichung erfa t. Uber den E ekt der turbulenten Stremung unterhalb einer Grenz-
langenskala werden gewissen Annahmen mehr oder wenigdrhoc getro en. Oft
ist man auch nur an den Mittelwerten der uktuierenden Gw en interessiert. Des-
halb besteht ein anderer Ansatz darin, nur die (zeit-)gemittelten Derentialglei-
chungen numerisch zu simulieren. Dies wird aBANS R eynoldsaveragedN avier-
Stokes equationdezeichnet. In den Reynolds-gemittelten Gleichungen treten aber
die Reynolds-Spannungen als neue unbekannteeGn auf. Im Rahmen von RANS
werden diese meist direkt modelliert (Modelle erster Ordnung). Eineegauere Be-
schreibung ermlt man aber mit Reynolds-Stress-ModelleiiModelle zweiter Ord-
nung), z.B. RST (Reynolds stress transport model), bei denen maigene Bewe-
gungsgleichungeneir die Reynoldsspannungenekt.
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10.2. Direkte numerische Simulation (DNS)

| RST | | ARS |

Abbildung 10.4.: Hierarchie der Turbulenzmodelle (inspiriert durch Blazek, 2001). Es be-
zeichnen DNS:direct numerical simulation, LES: large-eddy simulation RANS: Reynolds-
averaged Navier{Stokes equationsDie Reynoldsspannungen knnen entweder direkt mo-
delliert werden (1st order modelg, oder man lest noch weitere Di erentialgleichungen
fur die Reynoldspannungen 2nd order modelg. Bei den Modellen erster Ordnung unter-
scheidet man zwischen 0-, 1- und 2-Gleichungsmodellen. B&odellen zweiter Ordnung
unterscheidet man zwischen RSTReynolds-stress transport modelsund ARS algebraic
Reynolds-stress models

10.2. Direkte numerische Simulation (DNS)

Am besten ware es, wenn man die Navier-Stokes-Gleichungen direkt numeriseh |
sen lennte, um die Geschwindigkeits- und Temperaturwerte an allen Gittpunkten
zu allen berechneten Zeiten zu erhalten. Da aber die turbulentenl&er in der Re-
gel viele Zehnerpotenzen von Frequenzen und Wellenzahlen uméas®rfordert eine
direkte numerische SimulationDNS) einen extrem hohen numerischen Aufwand.
Um die Anzahl der erforderlichen Gitterpunkte abzusaitzen, gehen wir davon
aus, da wir mindestens die Kolmogorov-Bngenskala (; ) au esen nussen. Sie
hangt von und ab. Wahrend die kinematische Viskoséit gegeben ist, kbn-
nen wir die Dissipationsrate nur abschatzen, und zwar mit k=, wobei k
hier die kinetische Energie pro Masse fstund eine charakteristische Zeitskala.
Um an diese Skalen zu gelangen, betrachten das Geschehen auf gyreen L an-
genskalal.® Die kinetische Energie pro Masse kann dann mk  u? abgeschatzt
werden, wobeiu die Geschwindigkeit auf der (gro en) langenskala ist, auf welcher
die Energie zugaefhrt wird. Die Zeitskala ergibt sich aus einer der wichtigsten
vereinfachten Annahmenreber Turbulenz. Danach verlieren gro e Wirbel ihre kine-

2Die kinetische Energiek pro Masse ist nicht mit der Wellenzahl zu verwechseln.

3In der Turbulenz wird | die integrale Langenskalagenannt. Sie ist in etwa so gro wie die
gre ten auftretenden Wirbel. Etwas pr aziser ist es die lange, eber welche die uktuierende
Geschwindigkeit noch korreliert bleibt; also auch so etwas wie der Pradtlsche Mischungsweg.
In vielen Fallen ist | L, wobeilL die Langenskala der Geometrie ist.
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10. Turbulenzmodellierung

tische Energie nach einer Umdrehungefidy-turn-over time). Gre enordnungsna ig
ergibt dies = |=u. Daraus folgt, da die Anderungsrate der kinetische Energie,
d.h. die Dissipationsrate, mit

K

= u|_3: (10.3)

abgeschltzt werden kann (Taylor, 1935. Daraus ergibt sich #r die Anzahl der
erforderlichen Gitterpunkte in einer Dimension

3 = (10.3)
| — = | S IISY S 1o Re (10.4)

I (0.
N Lo

wobei Rg = ul= die normale Reynoldszahl ist. In drei Dimensionen sind dann

N3 ngﬂ‘ Punkte netig. Die Zeitschrittweite ist in der Regel mit der Gitterweite
korreliert, denn die Courant-Zahl sollte nicht ge er sein als 1,

u
= — 1: 10.
c= (10.5)

Die gesamte Rechenzeit betigt ein Vielfaches der turbulenten Zeitskalen. Typi-
scherweise ist die Rechenzeit von der &e der eddy-turnover time |=u auf der

gre ten raumlichen Skala. Damit erlalt man fur die Anzahl M der erforderlichen
Zeitschritte die Skalierung

M — —— N: (10.6)

Damit kann man den gesamten Rechenaufwand absthen al$
N* Ré (10.7)

zu berechnenden Punkten. Die normale Reynoldszahl Realie mit der geometri-
schen lange gebildet wird, ist manchmal sogar noch grer, denn Rg Re. .

Aufgrund des starken Anstiegs des numerischen Aufwands mit ddritten Po-
tenz der Reynoldszahl &nnen St®mungen mit sehr gro en Reynoldszahlen nicht
berechnet werdengber die heutigen Mbglichkeiten, siehe z.BMoin and Kim, 1997.
Typischerweise werden Semungen bei moderaten Reynoldszahlen in einigen fun-
damentalen (einfachen) Geometrien mittels DNS berechnet. Aus den Rechnungen
kennen wichtige Daten gewonnen werden, die dann Eingang in die obengnnten
Turbulenzmodelle nden. Hier sind vor allem verschiedene Korrelatigfunktionen
von Druck und Geschwindigkeitsfeld zu nennen.

4Siehe dazu auch Kapitel 9.1.2 inPope (2000).
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10.3. Reynolds-gemittelte Navier-Stokes-Gleichungen

10.3. Reynolds-gemittelte
Navier-Stokes-Gleichungen

Mit einer DNS kann man im Prinzip die zeitliche Entwicklung der Stemung, zu-
mindest fur moderate Reynoldszahlen, berechnen. Wenn man aber amhleren
Reynoldszahlen interessiert ist, mu man einen anderen Weg einsapa und zu-
mindest einen Teil der turbulenten Stemung modellhaft behandeln. Typischerwei-
se sucht man Modelledfr die mittlere Stremung. Dazu ist es erforderlich, zuachst
eine Gleichung #r die mittlere Stromung abzuleiten. Dies kann durch die Reynolds-
Mittelung erfolgen.

10.3.1. Reynolds-Mittelung

In einer turbulenten Stremung andern sich gro mumige St®mungsstrukturen auf
gro en Zeitskalen und kleinskalige Wirbelandern sich innerhalb sehr kurzer Zeit.
Hau g ist man nicht an den kleinskaligen und schnell uktuierenden Dedils der
Stremung interessiert, sondern an zeitlichen Mittelwerten. Reynoldsatte die Idee,
die gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen zu betrachten. Beimdilittelung treten
wegen der Nichtlinearisten aber neue unbekannte Gren auf, die man nicht theo-
retisch bestimmen kann. Daher mssen diese Terme irgendwie modelliert werden.

Man kann verschiedene Mittelwerte betrachten. Wenn die turbulée Stremung
im Mittel zeitunabhangig ist, bietet sich einezeitliche Mittelung an. Dazu spal-
ten wir vom gesamten Geschwindigkeitsfeld; den zeitlichen Mittelwert T; ab und
schreiben

ui=mT+u’ sowie p=p+p® (10.8)
Hierbei ist | . Z .
f(x;t) = ym o Tf(x,t)dt= a(x): (20.9)

In der Praxis kann man den Limesl' ! 1 nicht ausfuhren. Dann mu die Zeit 2T,
eiber welche gemittelt wird, lediglich hinreichend gro sein gegeier den kngsten
Zeitskalen, die in der turbulenten Stemung auftreten. Bei der zeitlichen Mitte-
lung kann man jedoch keine PAnomene erfassen, die mit einer zeitlichen Variation
zusammenlangen, wenn sich etwau ere Parameter (z.B. der Durch u) andern.

Ist andererseits die turbulente Stomung in einem Gebiet von Interesse, das hin-
reichend weit von irgendwelchen Berandungen entfernt ist, geraugesagt beho-
mogener Turbulenz(nicht vom Ort abhangig), dann bietet sich dieraumliche Mit-
telung v

D= m = fx:t)dVv (10.10)
V oy

an. In diesem Fall mngen die Mittelwertef (x;t) = g(t) nur von der Zeit ab.
Fur allgemeine turbulente Stemung mu man einen Ensemble-Mittelwertbe-
trachten. Dieser ist de niert als ein Mittel uber eine hinreichend gro e AnzahN
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10. Turbulenzmodellierung

von Realisierungen der betre enden Semung

X
f(x:t)= lim 17 M (x:1): (10.11)
NiT N

n=1

Der Ensemble-Mittelwert ist ein statistischer Mittelwert, der noch wn Ort und Zeit
abhangt.

In allen drei Fallen ist der uktuierende Anteil im Mittel Null: f°= 0. Dies gilt
aber i.a. nicht fur Korrelationen zwischen zwei Funktionen (Geschwindigkeitskom-
ponenten)f und g: f g°6 0. Falls die turbulente Stremung statiorar und homogen
ist, dann sind alle drei Arten der Mittelwertbildung aquivalent. Dies wird auch
Ergoden-Hypothesder die Navier-Stokes-Gleichung genanrit.

In der modernen Theorie der Turbulenz werden die Geschwindigkeitsnd Druck-
felder alsZufallsvariablenaufgefat. Mittelwerte H i einer uktuierenden Gre e f

werden dann als Integraldf i = i p(F)F dF gebildet, bei denen der Integrand
mit der Wahrscheinlichkeitsverteilungp(F) gewichtet wird.® Diese Beschreibung

entspricht dem Ensemble-Mittelwert.

10.3.2. Reynoldsgleichungen

Den Ansatz (10.9 setzen wir nun in die Navier-Stokes- und Kontinustsgleichung
ein und bilden den Mittelwert der Gleichungen entweder durch zeitlich®littelung
(uber ein endliches Intervall) oder durch Ensemble-Mittelung. & ein inkompres-
sibles Fluid ohneau ere Krafte fehrt dies auf (Einstein-Summenkonvention)

@u +u)+ T+ ud @+ u)= }@(b+ P+ @(U+u); (10.12a)
@u +u =0: (10.12b)

Mit
U; + uiO: Ui, (10.13a)
U+ uf @(Ui + up) = T @Ui + T @uP+ u@ui + ui@uy?
= U;@u + [ 0+ UjO U; + UJ-O@UiO
L 12

=0

=4 @Ui + W) (10.13Db)

erhalten wir dann dieReynoldsschen Gleichungen
@u+U@Qu= l@p+ @u weuw (10.14a)
@u; =0: (10.14b)

SEin dynamisches System ist ergodisch, wenn Zeit- und Ensemble-Miglwerte identisch sind.
Nach Birkho s Theorem gilt dies fur stationare ZufallsprozesseHrisch, 1995.
Die Variable F ist in dem Raum der Werte de niert, die die Funktion f annehmen kann.
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10.3. Reynolds-gemittelte Navier-Stokes-Gleichungen

fur die mittlere Geschwindigkeitt; und den mittleren Druckp. Die Gleichungen sind
den Navier-Stokes-Gleichungen selhnlich. Es tritt nur ein zustzlicher Term auf.
Dieser besteht aus dem zeitlichen Mittel des Produkts zweier Schvi@ngsgm®e en,
die selbst den Mittelwert Null haben. Der Mittelwert des Produkts muaber nicht
Null sein.” Einen solchen Term nennt man auchKorrelation.® Diesen Term kann
man, genau wie den viskosen Terr@Ui, durch Bilden der Divergenz aus einem
Spannungstensor ableiteh

@u WwWew=@ [@u+ @] W =@ 2T uu? ;  (10.15)
wobei = die dynamische Viskos#it ist, S; = %[@Ui + @] die Dehnrate der
mittleren Stremung und 2 S; der viskose Spannungstensor der mittleren Stmung.
Analog dazu bezeichnet man

0,0 10,0 10,0
uju; uju; Ujus A

0,0 — 0,0 10,0 10,0

upuy = @ u9u? ulud wlul (10.16)
0,0 100 10,0
Usuy Uusu; UzU3

als turbulenten Spannungstensomit den turbulenten Normal- (z.B.  u%u9) und
Tangentialspannungen (z.B. uu9). Die turbulenten Spannungen werden auch
Reynoldsspannungegenannt.

Beachte, da fur die Spur des Reynoldsschen Spannungstensors gilt

Spur uu? = uluP = ufu? + udu + ugug = 2k; (10.17)

wobeik = %uo u9 die mittlere kinetische Energie(pro Masse) des uktuierenden
Anteils der Bewegung ist.

Die Divergenz des Reynoldsschen Spannungstensoi$.(§ in der Reynolds-
Gleichung wirkt wie eine zuatzliche mittlere Kraft, die ahnlich wie eine er®hte
Viskositat wirkt. ° Daher werden die Reynoldsspannungen auch Scheinspannungen

’Als triviales Beispiel betrachte man nur 2 cog(!t ) = 1+ cos(2!t ) = 1.
8Die Korrelation R zweier Schwankungsge en f % und g° wird allgemein als

o FAGDx + jt+ )
fe(x;t)g®(x + ;t+ )

R(x;t; ; ):=

de niert. Wenn die Korrelationsfunktion von Null verschieden ist, n ennt man die beiden G® en
korreliert. Far = 0 und = 0 erhalt man die simultane Korrelation am gleichen Ort. Sie
wird Autokorrelation genannt. Nur wenn zwei Gr e en statistisch unabhangig voneinander sind,
verschwindet ihre Korrelation (der Mittelwert ihres Produkts).

Wegenr U=0git r (WO)=(r u)u+u ru=u ru.

10Djes kann man sich anhand einer turbulenten Scherssmung mit u; = Tg(Xz) i1 + u® mit
@=@x > 0 folgenderma en klarmachen. Der Transport quer zur mittleren Sremung eines
substantiellen Fluidelements durch eine Fluktuation mit u9 > 0 bewirkt die zugeherige Schwan-
kung u§ < 0, da das Fluidelement seine mittlere Geschwindigkeit im wesentlichen bieehalt.
Damit ist u(l’ug > 0 und besitzt dasselbe Vorzeichen wie die viskose Spannun@i;=@ x.
Falls andererseitsud < 0 ist, ergibt sich u$ > 0 und man erhalt wieder dasselbe Vorzeichenefr
die Reynoldsspannung. Im Mittel wirkt die Reynoldsspannung also in deselbe Richtung wie die
viskose Spannung.

. oo d 143
NPIguy
Hu(r%le'ﬁsgrlue Metr%\ e%oéir Str  emungsmechanik



10. Turbulenzmodellierung

genannt. Die mittleren turbulenten Krafte durch die Reynoldsspannungen sind in
turbulenten Stremungen normalerweise viel atker als die Kmfte durch viskose
Spannungen, au er in direkter Wandmhe.

Bevor wir die Reynoldsschen Gleichungem®den lennen, nmes-
sen wir die 9 unbekannten Reynoldsschen Spannungen bestim-
men. Aufgrund der Symmetrie reduzieren sich die unbekannten
Gre en auf die 6 Funktionen

uu?; udud; uul; uwduf; uful; und udud: (10.18)
Osborne Sie sind in der Regel von gleicher ®renordnung. Leider haben
Reynolds wir noch nicht gereigend Informationen, um diese Reynoldsspan-
1842{1912 nungen zu bestimmen. Aber wir &nnen versuchen, mit Hilfe der

Navier-Stokes-Gleichungen z@észliche Transportgleichungen dir

die Reynoldsspannungen abzuleiten. DiesHrt aber zu Dreifach-
Korrelationen, fur die wiederum neue Transportgleichungen gefunden werdemsn
sen; und so weiter. Dieses Dilemma nennt man d&shlie ungsproblem An irgend-
einer Stelle mu man deshalb mehr oder weniger heuristische Annahmee en,
um das System der Gleichungen zu schlie en.

Alle Modelle, die auf den Reynoldschen Gleichungedi@.19 beruhen, werden
RANS-Modelle genannt R eynoldsaveragedN avier-Stokes equation. Werden die
Reynoldspannungen direkt modelliert, so spricht man Modellen erst®©rdnung.
Alternativ kann man die Reynoldsspannungen aus weiteren aiglichen Transport-
gleichungen (Di erentialgleichungen) berechnen. Derartige Modellgerden werden
RS-Modelle R eynoldsstress model$ genannt (RST in Abb. 10.4) und werden in
Kap. 10.6behandelt. Dies sind dann Modelle zweiter oder nocleherer Ordnung.

Die Reynoldsschen Scheinspannungei((1§ werden haupt#&chlich durch die
gre ten turbulenten Wirbelstrukturen erzeugt, welche mit der georstrischen Lange
L skalieren. Sie sind praktisch unaldmngig von der Viskosiat. Die gro en turbulen-
ten Strukturen entziehen der mittleren Stemung Energie und geben diese an die
kleineren Strukturen weiter, indem sie zerfallen (denn sie sind insti§b Dieser von
der Viskositat unabhangige Proze setzt sich fort, bis lmngenskalen erreicht werden,
auf denen die Viskos#t wirkt. Erst auf L angenskalen, die mit der Kolmogorov-
Langenskala vergleichbar sind, wird die kinetische Energie vollandig dissipiert,
d.h. in thermische Energie umgesetzt. Bei sehr gro en Reynold$ten ist die Tur-
bulenz auf kleinen Skalen und weit weg von den Berandungen in gutealierung
isotrop (es gibt keine ausgezeichnete Richtung). Aus der Isotiedolgt

2
u®=u% = ug = §k 60; (10.19a)
ufud = ufuf = ufug = 0: (10.19b)
1Uz = Uzl = U3u;
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10.3. Reynolds-gemittelte Navier-Stokes-Gleichungen

10.3.3. Elementare Ansatze zur Beschreibung des turbulenten
Transports

Gradienten-Diusion  Um den einfachsten Ansatz zur Beschreibung turbulen-
ter Gre en zu demonstrieren, betrachten wir eine passive skalare Erhatigsge e
(passive conserved scalar Eine passive skalare Erhaltungsgre  gerugt der
Transportgleichung
D _ ...
Dt '
Die Gre e ist eine Erhaltungsge e, da in der Gleichung keine Quellen und Senken
auftreten. Sie ist passiv, da ihr Wert die Materialparameter in der Naer-Stokes-
Gleichung ( und ) nicht beein ut. Daher hat der Wert von  keinen Ein u auf
die Stremung.
Nun zerlegen wir und u; in =+ %und u; = G + u®. Durch Mittelung
von (10.2Q in Analogie zu (10.14 erhalt man die Transportgleichung &r — (u; sei
divergenzfrei)

(10.20)

— =@ @ W?o; (10.21)

wobei D=Dt = @+ U;@. Die Gro e W ist eine Korrelation, die einer mittleren
Stromdichte von entspricht. Um die unbekannte Stromdichteu? ©zu modellieren,
mechte man sie gerne in einen Zusammenhang mit der mittleren &e  bringen.
Ohne den wirklichen Mechanismus zu kennen, besteht die einfach8@glichkeit
in der Annahme eines Gesetzes analog zum zum molekularen TransgBourier-
sches Warmeleitungsgesetz oder Ficksche Di usion). Im Rahmen ein€sadienten-
Di usionsmodells setzt man deshalb den Mittelwert der Stromdichteu? ° propor-
tional zum Gradienten des Mittelwerts an

wo= . @: (10.22)
Hierbei ist 1 eine (hier noch unbekanntejurbulente Di usivit at. Beachte, da 1
eine reine Eigenschaft der turbulenten Sémung zusammen mit {0.20 ist (unab-
hangig von ). Leider stellt der Ansatz (10.22 in der Regel nur eine sehr grobe
Approximation dar.

Wirbelviskositat Den Ansatz (10.29 kann man auf alle transportierten Ge en
verallgemeinern, insbesondere auch auf den turbulenten Impubstisport. Dann ent-

spricht = u;. Um dies zu sehen, betrachten wir die Summe der viskosen und der
turbulenten Spannungen (Kraft pro Flache) nach (0.15
j= = (@u+ @) udu (10.23)

Wir setzen nun ein Gradienten-Di usionsmodell an, welches in Analogum mo-
lekularen Transport des Impulses steht

%k 1o (@u+a@u): (10.24)

upu? +
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10. Turbulenzmodellierung

y A u(y) |
o vO fffffffff Y+ Im
Y ¥ == wooy
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Yy Im
X Abbildung 10.5.: Erklarung des

- Prandtlschen Mischungswegs.

Der Term %k i (kistdie turbulente kinetische Energie nach)0.17) macht die linke
Seite anisotrop, da auch die rechte Seite der Gleichung anisotrop (st T = 0).**
Manchmal wird der isotrope Anteil auch vernacldssigt.

Gleichung (10.29 mu man als Bestimmungsgleichung dr die turbulente kine-
matische Viskosiat oder auchWirbelviskosi®t (eddy viscosity 1(x;t) au assen.
Es ist klar, da die Wirbelviskositat vom Ort abhangt und keine einfache Konstante
ist. Die Gleichung #ir den mittleren Impuls weirde man dann schreiben als

@+ U@u= ~@+ @[ + 1) @ul: (10.25)

Dieser Ansatz wurde schon voBoussinesq 1877 vorgeschlagen. Die Modellierung
des turbulenten Transports in Analogie zum molekularen Transponterlagert das
Schlie ungsproblem auf die Bestimmung der turbulenten Viskost bzw. auf die
turbulenten Di usivit aten weiterer G® en (Temperatur, Konzentration, etc.), die
in der turbulenten Stremung transportiert werden. Die turbulenten Di usivitaten
werden meist mittels einer entsprechenden turbulenten Prandtlabdurch die tur-
bulente Viskosi®t ausgedeickt, z.B. Pr = 1= 1.

Prandtlscher Mischungsweg Ausgangspunkt der Betrachtungen Prandtls ist ei-
ne turbulente Stremung in x-Richtung, wobei die mittlere Geschwindigkeit einen
Gradienten iny-Richtung aufweist. Diese Situation ndet man typischerweise in der
Nahe von festen Vénden (siehe Abb.10.95. Das von Prandtl entwickelte einfache
Turbulenzmodell basiert | wie das obige Gradienten-Di usionsmodell | auf ei-

ner Analogie zur kinetischen Theorie der Gase. Ziel seiner Behungen war es, die
Wirbelviskositat 1 durch das gemittelten Geschwindigkeitsfeld; auszudeicken.

1Tensoren geradzahliger Ordnung (hier 2. Ordnung) lassen sich in e@m isotropen und in einen
anisotropen Anteil zerlegen. Der isotrope Anteil ist in jedem kartesischen Koordinatensystem
identisch. Es seiA; ein Tensor 2. Stufe. Dann ist der isotrope Anteil durch %Spur(A) i =
%Ann i gegeben. Dementsprechend ist der anisotrope Antel; %Ann ij -

Da die mittlere Dehnrate (@u; + @Uj) =2 per contructionem ein anisotroper Tensor ist |
die Spur verschwindet wegen der Inkompressibilit der mittleren Str emung |, sollte von dem
Reynoldsschen Spannungstensor auch nur der anisotrope Anteflerecksichtigt werden (siehe
zum Beispiel Pope, 2000).
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10.3. Reynolds-gemittelte Navier-Stokes-Gleichungen

Prandtls Modell geht vom Transport sogenannter Turbulenzballeaus. Dies sind
substantielle Fluidelemente in Form von turbulenten Wirbeln, die in der 8emung
transportiert werden. Die Turbulenzballen legen typischerweise déNeg |, senk-
recht zur Wand zurck, bevor sie sich mit dem restlichen Fluid vermischen und ihre
ursprengliche Identitat verlieren. Die Langel,,, nennt man Mischungsweg

Ein Turbulenzballen bewegt sich mit einer mittleren Ge-
schwindigkeit in x-Richtung. Hinzu kommen noch die Fluktua-
tionen. Wenn eine Geschwindigkeits uktuation v® den Ballen
in y-Richtung transportiert, fehrt dies zu einer Anderung der
x-Komponente der Geschwindigkeit der Grenordnung |, @U.
Denn als substantielles Fluidelement nimmt der Ballen seine
mittlere Geschwindigkeit mit. Diese Geschwindigkeiemderung
wird nun als Fluktuation u® 1,@u aufgefat. Aufgrund der

Ludwig Prandt Kontinui_t at' sollj[e auch die Fluktuationvodery-Kompongntg der
1875{1953 Geschwindigkeit von derselben G@renordnung sein. Mit dieser
Vorstellung ware die Reynoldsche Spannung von der &enord-
nung
=0 (I,@u) : (10.26)
Wenn man nun auch noch das richtige Vorzeichen bksichtigt, erhalt man die
Reynoldsspannung als
ud0= |2 j@uj @u (20.27)
Bei einem Vergleich mit (L0.29 sieht man, das diese Beziehung einer Wirbelvisko-
sitat

= 12i@u (10.28)

entspricht. Die turbulente Viskositat ist also proportional zum mittleren Schergra-
dienten.
Die Gleichung

o= 2 _=y?’= ;@u=I12j@uj@u (10.29)

setzt I'.;me_bisherigen betrachteten Gren zueinander in Beziehung. Hierbei ist

u = = die Schubspannungsgeschwindigkeit (vgl. auch@.2).'? Aus Dimensi-
onsgeinden kann man aus dieser Gleichung die qualitative Relation

r L V (Lange Geschwindigkeit) (10.30)

erhalten. Es ware dann plausibel, 1 |,u zuwahlen® Diese Beziehung wird sg-
ter noch zur Modellierung verwendet werden. Gleichungl(.30Q hat eine gewisse

2Man kann zeigen, da die gesamte (viskose plus turbulente) Schulggnnung in hinreichender
Nahe zur Wand unabhangig vom Wandabstand ist. In unmittelbarer Wandnehe kann die ge-
samte mittlere Schubspannung™ durch die Wandschubspannung—w approximiert werden.

3Im Bereich des logarithmischen Wandgesetzes idt, = { y und die turbulente Viskositat lautet
dann 1 = {yu . Im wmbrigen sei bemerkt, da in der molekularen Theorie idealer Gase die
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10. Turbulenzmodellierung

allgemeine Bedeutung, weil man die turbulente Viskosit oft aus Dimensionsgan-
den durch diejenigen Go en ausdrckt, die auch in dem betre enden Turbulenz-
modell berechnet werden (zum Beispiel die mittlere turbulente kinetche Energie
k).

10.4. Large-Eddy-Simulation (LES)

Der LES-Ansatz ist ein Grobstrukturverfahren, das davon ausit, da nur die
gro skaligen Strukturen mittels der Navier-Stokes-Gleichungen drechnet werden
meissen. Dies setzt voraus, da die eingebetteten kleinskaligen Flukttionen gar
nichts von der Geometrie des Randes merken und sich lediglich in dereshung
der gro en Wirbel mitbewegen!* Bei der LES-Modellierung wird die Dynamik der
kleinskaligen Bewegungen daher nicht explizit aufgedt. Sie wird nur insoweit mo-
delliert, wie sie sich auf die Dynamik der gro en Strukturen auswirktDabei gibt
es verschiedene einfache Verfahren, um den E ekt der kleinen Walbzu bemick-
sichtigen.

Um zu einem LES-Verfahren zu kommen, spaltet man das gesamtesGevindig-
keitsfeld u und den Druck p ahnlich wie in (10.9 auf

ui = o + ud und p=p+p° (10.31)

in einen Large-Eddy-Anteilt; bzw. p (dies sind lokale Mittelwerte), den man expli-
zit simulieren will, und einen Anteil u® bzw. p°, der die Bewegung auf den kleinen
Skalen darstellt und den mammodellierenmu . Dabei wird der Large-Eddy-Anteil
U; de niert durch die Anwendung eines aumlichen FiltersG(x; x% ) auf das voll-
standige Geschwindigkeitsfeld; .

ux;t) = u(x%t)G(x;x%)d ve (10.32)

Das ge Iterte Geschwindigkeitsfeld ist also einsrumlich gewichtetes Mittel, das ins-
besondere noch zeital#ngig ist. Die Filterfunktion G bestimmt die Gre e der klein-
sten aufgebsten Skala und die Struktur der Terme, die auf den kleinen Skalen mo
delliert werden neissen. Die globale Filterweite sei de niertals =( 1 » 3)1:3
und ; sei die Filterweite in deri-ten Koordinatenrichtung. Oft werden die folgen-
den Filterfunktionen verwendet (siehe Abb10.6):
1. Stufenfunktion
= 3 falls jx; xJ< =2

G= 0} sonst

Newtonsche kinematische Viskos#t durch

(10.33)

1

- C
2
approximiert werden kann, wobei die mittlere freie Weglange undt die mittlere Geschwin-
digkeit der Molekelle ist.
%In Nahe von Wanden kann dies nagrlich nicht richtig sein.
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10.4. Large-Eddy-Simulation (LES)

3
2 - |
G(x;x%)
1 |
0
| | | | | | |
2 1 0 1 2
(x x9=
Abbildung 10.6.: Einige Filter-Funktionen fur LES ( = 1): Blau: Stufenfunktion, Rot:
Gau -Funktion, : Abgeschnittener Fourier-Filter.
2. Gau -Filter ( )
6 6jx  x§?
G= —5 exp 5 ; (10.34)
3. Fourier-Filter (abgeschnitten)
v sin —(xi X))
G= : : (10.35)

i=1 (i x7)

Der Gau -Filter wird immer mit einem cut-o verwendet. Es sind noch weitere
(kompliziertere) Filter-Funktionen meglich.

Um nun zu den Bewegungsgleichungen zu kommen, werden die NaB&skes-
Gleichungen ge ltert, d.h. mit G multipliziert und wber das Volumen integriert.
Dies ist soahnlich wie die Reynolds-Mittelung (siehe Kap10.3.9. Durch die Fil-
terung werden die kleinen (turbulenten) Skalen eliminiert, denn einekale schnelle
Variation wird durch den Filter weggemittelt. Fer ein inkompressibles Fluid erge-
ben sich dann mitu; @u; = @uiU; formal die folgenden Gleichungen (vgl.10.14)

@+ @Uu)= -G+ Gu @(uy , uu) (10.362)

S
ij

@u; = 0: (10.36b)

Der letzte Summand in (L0.363 ist die Divergenz eines Spannungstensor?. Er
beschreibt diesubgrid-scale stresse§SGS).
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10. Turbulenzmodellierung

Die Gleichungen (0.3 meissen numerisch gekt werden. Den unbekannte$GS-
Tensormu man modellieren. Er kann in drei Anteile aufgespalten werdenu® =0

P =00 0T = (U ud)(u+uf) () (U +ouf)
= |UiUJ {ZUin}+ |UinOE'Z UiOUj}+ ﬁf;UP = Lij + Cij + ijSR: (1037)
Lij Cij SR

[

Der Leonard-Spannungstensok;; beschreibt die Erzeugung von kleinskaliger Tur-
bulenz durch die Wechselwirkung gro er Wirbel ¢ddieg, denn er hangt nur von
den ge lterten Geschwindigkeiten ab. Der Tenso€;j (cross-stress tenspbeschreibt
die Wechselwirkung zwischen gro en und kleinen Wirbeln. Schlie lich neh man
den Tensor if'R den SGS-Reynoldsspannungstensasupgrid-scale Reynolds-stress
tensor). Er beschreibt die Wechselwirkung von kleinen Wirbeln untereinande

Die Aufteilung des SGS-Tensors in die drei Terme entsprechend danysikali-
schen Mechanismen, die sie beschreiben, wird aber nicht mehr verdet, da L
und C;j nicht Galilei-invariant sind. D.h. in einem gleichbrmig bewegten Koordi-
natensystem mngen die einzelneferme von der Translationsgeschwindigkeit des
Koordinatensystems ab. Die Form physikalischeGleichungensollten aber unab-
hangig davon sein, d.h. Galilei-invariant sein. Die gesamte Gleichung@((39 ist
naterlich Galilei-invariant.

Um die nicht aufgebsten Skalen $ubgrid scaley also ,JS zu modellieren, kann
man verschiedene Aratze wahlen. Die wesentliche Aufgabe dieser Modellierung ist
die Beschreibung des Energietransfers zwischen den gro en urahdkleinen Skalen,
der im Mittel von den gro en zu den kleinen Skalen erfolgt. Eine ajuate Dis-
sipationseigenschatft ist also wichtig. Manchmal wird jedoch auch Ergie aus den
kleinen Skalen zuackgewonnen. Man spricht dann vorbackscatter Das Subgrid-
Scale-Modell sollte diesen E ekt mglichst wiedergeben énnen.

10.4.1. Wirbelviskosit atsmodell

Das einfachste Modell ist dasVirbelviskosimtsmodell(siehe (L0.29). Hierbei wird
der SGS-Spannungstensor einfach proportional zu dem Spangstensor &r die
ge lterten Geschwindigkeiten angesetzt. Dies entspricht

S

ijS % ij = 2 TSij . (1038)
Hierbei ist S = (@u; + @u;) =2 der Tensor der Dehnrate der ge lterten S®mung
und < die turbulente kinematische Viskosit. Da die ge Iterte Stremung inkom-
pressibel ist (siehe 10.361)), verschwindet die Spur des Tensor§; . Daher mu
man vom SGS-Tensor > noch einen Tensor abziehen, so da auch dessen Spur
verschwindet ( 5, ist die Spur des SGS-Tensors). Die turbulente Viskosit + wird
normalerweise aus algebraischen Relationen gewonnen, die noclzispert werden
meissen. Der isotrope Anteil des SGS-Tensorﬁ< ij =3 kann entweder dem Druck
zugeschlagen oder ganz vernaelskigt werden.
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10.4. Large-Eddy-Simulation (LES)

Aufgrund der Dimensionsbeziehungt = LV (10.30 kennte man die Wirbel-
viskositat de nieren. Hierbei ist die Langenskalal recht gut durch die Filterweite
gegeben. Aber bei LES ist es schwierig die Geschwindigkeitsskalazu de nieren.

10.4.2. Smagorinsky-Modell

Ein populares Wirbelviskosistsmodell, da eine bestimmte Geschwindigkeitsskala
verwendet, ist dasSmagorinsky-Modell(Smagorinsky 1963. Es basiert auf der
Hypothese, da amtliche Energie, welche die kleinen Skalen von den gro en Skalen
erhalten, sofort und vollsendig dissipiert wird.*® Als Geschwindigkeitsskala wird
beim Smagorinsky-Modell die Variation der ge lterten Geschwindigke eber eine
Filterweite verwendet,

@

@y ( )
wobei S eine skalare ge lterte Dehnrate ist. Eine geeignste De nition der &tke
der Dehnrate des ge Iterten Geschwindigkeitsfelds is6 = = 2S; S; . Damit erhalt

man die Wirbelviskosi&t aus der algebraischen Relation
1=(Cs) ?S: (10.40)

Dies ist ahnlich wie bei dem Modell des Prandtlschen Mischungsweds)(29. Die
Konstante Cs wird als Smagorinsky-Konstantebezeichnet. Theoretisch hatLilly
(1967 unter Annahme eines Kolmogorov-Spektrums den We@s = 0:18 bestimmt.
Der genaue Wert mngt aber vom Charakter der Stemung ab. So mu man #r
eine ebene Schersamung mit Cs  0:1 rechnen und #ér isotrope Turbulenz mit
Cs 02

Normalerweise versucht man, das Rechengitter so grob wiesgtich zu halten
(Kostenfaktor). Man kann dann den Gitterabstand als Filterweite = 1 wah-
len (Gitter Iter). Oft wird aber auch der zweifache Gitterabstandals Filterweite
verwendet, also =2( , » 3)*°.

In der Nahe der Wande lennen sich die turbulenten kleinskaligen Wirbel nicht
so gut ausbilden. Daher mu man dort mit einer reduzierten Wirbelvisésitat rech-
nen. Deshalb modi ziert man das Smagorinsky-Modell in Wandrhe durch einen
sogenanntenvan Driest-Dampfungstermund setzt

h i5
1= C 1 eV s (10.41)

wobeiy®™ Wandabstand in Einheiten der viskosen &ange =u ist.
Das Smagorinsky-Modelld t sich sehr leicht implementieren, hat aber die fol-
genden Nachteile:

15Diese Annahme beruht auf der Gleichgewichtshypothese, wonachad Geschwindigkeitsfeld auf
hinreichend kleinen Skalen statistisch statiomr und isotrop ist. In anderen Worten: Hinreichend
kleine Wirbel wissen nichts von den gro en Skalen und es gibt keine barzugte Orientierung.
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10. Turbulenzmodellierung

Die Dissipation ist in Gebieten mit laminaren Schersesmungen zu hoch,

Gebiete in Wandrehe und Gebiete im Bereich des laminar-turbulenten Um-
¥ schlags bemtigen eine Sonderbehandlung,

der Smagorinsky-ParameteCs ist nicht eindeutig global de niert und

ein Transfer von Energie von den kleinen Skalen zu den gro elarige eddies,
¥ d.h. ein backscatter ist nicht meglich.

Um diese De zite auszugleichen, gibt es verschiedene Atee. Eine beliebte Me-
thode besteht in einer dynamische Anpassung der Parameter. Smdwzum Beispiel
beim einemdynamischen SGS-Modeldlie Wirbelviskositat wie beim Smagorinsky-
Modell gewahlt, nur die Smagorinsky-Konstante wird adaptiv bestimmt. Eine Mg-
lichkeit besteht darin, Cs in Abhangigkeit des Energiegehalts der kleinsten simu-
lierten Skalen zu bestimmen. Zur Bestimmung des Energiegehalts mein weiterer
Filter mit gr ® erer Filterweite als verwendet werden. Weitere Informationenund
Literaturhinweise kann man z.B.Blazek (2001 entnehmen.

10.5. RANS-Modelle

Auf Basis der Reynolds-gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen wien unter-
schiedliche halbempirisch&urbulenzmodelleentwickelt. Diese Modelle basieren auf
der Hypothese einer turbulenten Viskoséit + und erfordern die folgenden Schritte:

1. De nition der turbulenten Viskositat 7,

2. Berechnung der Reynoldsspannungen mit Hilfe vonuiouj0 = 1 (@u + @),
also (10.29.

3. Lesen der Reynolds-Gleichungl(.25.

Je nachdem, ob die turbulente Viskos#tt + auch in Abhangigkeit von der mittleren
turbulenten kinetischen Energiek und/oder der Dissipationsrate de niert wird,
meissen noch weitere Gleichungemif k, , oder andere Ge en gelost werden.

Ein Nachteil der meisten RANS-Modelle ist die geringe Universadit, obwohl
ganze Theorien um manche Turbulenzmodelle entwickelt wurden. Esigt sich aber,
da je nach Problem unterschiedliche Anatze erfolgreich sein &nnen. Es kann also
durchaus passieren, da man mit einem Modell, daaf eine bestimmte Situation
sehr gute Ergebnisse liefertpir ein anderes Problem sllig falsche Ergebnisse estit.

10.5.1. Nullgleichungsmodelle

Bei den einfachsten Modellen verwendet man eine einfache algelniaésBeziehung,
um die Wirbelviskositat in (10.29 durch die mittleren Geschwindigkeiten auszu-
drucken. Man spricht dann von einenalgebraischen TurbulenzmodelDa sich da-
bei die Anzahl der zu ésenden Di erentialgleichungen nicht von deneruf laminare
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10.5. RANS-Modelle

Stremungen unterscheidet, spricht man auch von einem Nullgleichungdbulenzmo-
dell. Man braucht keine weiteren Di erentialgleichung @ir andere G® en zu lesen.
Die meisten dieser Nullgleichungsmodelle verwenden im Prinzip die Misclysweg-
hypothese von Prandtl und modellieren

1= 12i@uj: (10.42)

Dabei mu man noch Zusatzinformationendir den Mischungswed, (x ; t) bereitstel-
len. Die Mischungshnge wird dabei von der Art der Turbulenz abhngen (Grenz-
schicht, Strahl, etc.). Derartige Modelle haben eine gro e Verbreing gefunden.
Die bekanntesten Modelle sind voriBaldwin and Lomax (1979 (fur Grenzschich-
ten) oder auch von Cebeci und Smith§mith and Cebecj 1967, wobei neben der
Spezi kation von |, (x; t) auch der Geschwindigkeitsgradiententerm verallgemeinert
wird.

Algebraische Turbulenzmodelle sinébkal. Das hei t, die Turbulenzeigenschaften
hangen nur vom Gradienten der mittleren Geschwindigkeit am betrereden Ort ab.
Vorgange, die durch den Transport von Turbulenzstrukturen veruescht werden,
kennen mit einem algebraischen Modell nicht beschrieben werden.

10.5.2. Eingleichungsmodelle

Um den Transport turbulenter Eigenschaften zu bercksichtigen, kann entweder
eine Transportgleichung #r die turbulente Viskositat + oder fur die turbulente
kinetische Energiek gebst werden. Beide Anatze sind erfolgreich verfolgt worden.

Unabhangig voneinander haben Kolmogorov und Prandtl vorgeschlageredur-
bulente Viskosi®t durch (Geschwindigkeit Lange)

= ck¥2l, (10.43)

zu modellieren, wobel,,, der Mischungsweg ist und eine Konstante!® Wenn man

t mit Hilfe der kinetischen Energie der Fluktuationerk modelliert, mu man noch
eine weitere Di erentialgleichung #r k lesen. Dies wird in Kap.10.5.3beschrieben.

Die andere genannte Mglichkeit besteht darin, direkt eine eigene Gleichungif

die Wirbelviskositat 1 zu lesen. Das prominenteste Beispiele hierfist das Ein-
gleichungsmodell vorSpalart und Allmaras Es beruht auf empirischen Daten, Di-
mensionsanalyse und der Forderung nach Galilei-Invarianz. Das Maldst lokal, die
Lesung an einer Stelle éngt also nicht davon ab, was irgendwo weit entfernt pas-
siert, es ist robust, konvergiert schnell zu einem stati@men Zustand und bemtigt
nur eine moderate Au esung in Wandrahe. Die Modellgleichungeir die turbulente
Viskositat hat die Form

@ @ @ —T@ + S (i) (10.44)

e "ex T @ e

®1m logarithmischen Wandbereich istc  0:55.
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10. Turbulenzmodellierung

Hierbei ist die Modellkonstante eineturbulente Prandtlzahlder Gre enordnung
O(1). Sie beschreibt, wie der diusive Terme gewichtet werden mu. Br Quell-
term S hangt ab von der laminaren und der turbulenten Viskosét, der mittleren
Vortizit at T, dem Gradienten der turbulenten Viskos#t jr 1j und dem Abstand
zur nachsten Wandly,. Die Details des Modells sind relativ kompliziert. Daher sei
an dieser Stelle auBlazek (200]) verwiesen.Pope (2000 emp ehlt jedoch, den
originalen Aufsatz von Spalart and Allmaras (1999 zu konsultieren, da hier die
Konstruktion des Modells eingehend diskutiert wird.

10.5.3. Zweigleichungsmodelle: Das k- -Modell

Eine bessere Modellierung als mit einem Eingleichungsmodell wird in derdeé
durch Modelle erzielt, bei denen zwei Eigenschaften turbulentetr®mungsfelder
berechnet und modelliert werden. Die beiden wichtigsten Eigenscteaf sind die
Intensitat und die Struktur der Turbulenz. Erstere kommt durch die turbulente
kinetische Energiek zum Ausdruck. Wichtige Struktureigenschaften sind diesum-
lichen Verteilungen der Dissipationsrate, der turbulenten Frequenz! = =k oder
der turbulenten Zeitskala . Dementsprechend redet man bei den Zweigleichungsmo-
dellen vomk- -Modell, k-! -Modell oderk- -Modell. Zweigleichungsmodelle haben
aber weiterhin das De zit (anders als die RS-Modelle), da sie die Anismpie des
turbulenten Feldes nicht modellieren knnen. Dazu reichen zwei skalaren @&rmen,
wie zum Beispielk und , nicht aus.

Das wohl bekannteste Turbulenzmodell ist daks- -Modell. Hierbei werden neben
der Transportgleichung &ir den mittleren Impuls noch eine Transportgleichungeir
die kinetische Energie und eine Gleichungif die Dissipationsrate gebst. Insgesamt
werden also drei Gleichungen gest. Die mittlere kinetische Energig(pro Masse) der
turbulenten Bewegungk steht mit den Reynoldsspannungen in dem Zusammenhang

1 1
k = é(ugu‘l’ + udud + uu) = éuiouioi (10.45)

Wirbelviskosit ait

Der erste Schritt besteht in der De nition der turbulenten Viskosiat +(k; ). In
(10.43 hatten wir die GeschwindigkeitsskalaV der Fluktuationen (vgl. (10.30)
aus der turbulenten kinetischen Energi& gewonnenV k2. Eine o ensichtliche
Meglichkeit fur die LangenskalaL in (10.30 ist der Prandtlsche Mischungsweg
L = I,,. Diese Absclatzung liefert in der Tat die richtige Gre enordnung (bis auf
einen Faktor 0:5).

Um aber den Zusammenhang mit herzustellen, lennen wir fr hohe Reynolds-
zahlen die Absclatzung der Dissipationsrate ud=l aus (10.3 ausnutzen mit
| =1, = L. Deshalb setzen wir an

(10.3) k32

V=k¥2 und L (10.46)
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10.5. RANS-Modelle

Nach (10.30 mu die Wirbelviskosit at dann die Form

2
% v = & (10.47)

haben, wobeic eine Modellkonstante ist. Als mchstes bemtigen wir noch die
di erentiellen Transportgleichungen #ir die mittlere turbulente kinetische Energie
k und fur die Dissipationsrate .

Transport von mechanischer Energie

Fur die zeitlich Entwicklung der Reynoldsspannungemt; kann man eine partielle
Di erentialgleichung ableiten (siehe AnhangC) und erhalt als Resultat (C.8) bzw.
(10.70. Wenn man in dieser Gleichung = i setzt (und mber i summiert), erhalt
man die Transportgleichung #@r die mittlere turbulente mechanische Energie pro
Masse (Summenkonvention)

O PG Ty - @ (1049)

@) ® 4)

= Zaups 2 P+ 2 @uiey 2 (@) (@u):

| —{z—} 1z} T o ®
©) (6)=0

Aufgrund der Inkompressibilimt verschwindet die Druck-Dehnraten-Korrelation
(6). Wenn wir in den beiden ersten Termen auf der linken Seite nun dieirbu-

lente kinetische Energiedichtek = ulu’=2 einfuhren lautet die Energiegleichung
(zur besseren Unterscheidung machen wir den Indexwechkél j)

@+ ug= TGy @I @+ qUel  (@NHew
Produktion P

(10.49)

Ziel der folgenden Umformungen ist es, eglichst viele Terme der rechten Seite
durchk, und T’ujo auszudeicken. Der erste Summand der rechten Seite taucht auch
in der Gleichung #ir die Energie dermittleren Stremung auf (hier nicht gezeigt),
nur mit umgekehrtem Vorzeichen. Er beschreibt also einen Austatisvon Energie
zwischen der mittleren Stomung und den Schwankungen. Dieser Term wird daher
(Energie-) Produktion P genannt. Er beschreibt die Produktion von turbulenter
kinetischer Energiek.

Die beiden letzten Terme kann man schreiben als (die beiden blauen Terme
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10. Turbulenzmodellierung

wurden eingefigt, sie kompensieren sichj
Quiu’  (Qu)(Qu)
Quy@u? I (@ui")(@ui")zr QP (@ui")}+ @ (@u)
z
Dissipation 0
QU@+ @U@’ = @ U@+ uA =2 @ux} ; (10.50)

wobei wir den Dehnratentensor der Schwankungen

1
s = E + @u? (10.51)
eingekhrt haben. Damit haben wir
@+ k= Uiy QT @P+2 QU ¢ (105
%ukﬁ;
Wenn wir die Gradiententerme zusammenfassen, erhalten wir
" #
@ + HPey @ U, P o o e . (1053)
F{@E |_{2 2 J =] |{Z} . .
Konv. | {Z } Diss.

Di usion

An dieser Form sieht man, da die einzige Gw e ist, die im Mittel eine Energiesen-
ke darstellt: Denn der Gradiententerm sorgt nurér eine Umverteilung der Energie.
Das sieht man, wenn mamiber das gesamte Volumen integriert, das Volumen- in ein
Ober achenintegral umwandelt und beachtet, da die Fluktuationeru? am Rand
verschwinden nussen. Der vom Gradiententerm beschriebene Energiestrom durc
die gesamte Oberache des Volumens verschwindet also. Auch der konvektive Trans-
portterm kann die Energiek nur im Volumen umverteilen, das Integraleber das
Volumen verschwindet (Inkompressibiliat, Gau scher Satz). Im statistisch statio-
naren Fall (@k = 0) verbleibt von der Balance lediglich: Produktion = Dissipation

P = (statistisch stationar): (10.54)

Wie kennen nun die einzelnen Terme modelliert werden? Bei der Modellierung
des ProduktionstermsP verwendet man &r die Reynoldsspannungen das Konzept
der Wirbelviskositat (10.24 und setzt an

P= UW@U 1 (Qu+ @u)@u: (10.55)

"Die mittlere Dissipationsrate , mit der die turbulenten Schwankungen Energie verlieren, ist
wohlde niert. Man kann sie bequem schreiben als

h i
=2 sis) = (QU)(QU)+ (Qu) @up
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10.5. RANS-Modelle

Auch alle Diusionsterme werden in Analogie zur molekularen Di usion mitels
Gradienten-Di usion (Kap. 10.3.3 modelliert. Da man die turbulente Di usivit at

k der turbulenten kinetischen Energiek nicht kennt, setzt man sie genauso wie
die turbulente Viskositat an, also ¥ = 1=, nur mit einem Korrekturfaktor
(turbulente Prandtlzahl) versehen. Damit wird unbekannte Strordichte in (10.53
durch

ufu®  p° o T
% + = uJ.O 2 u?sl? + —k @k (10.56)
ersetzt, wobei = = -"r die turbulente Prandtlzahl fur die turbulente kineti-

sche Energie ist, d.h. das Vewltnis von turbulenter Impulsdi usion zu turbulenter
kinetischer Energiedi usion. Der relativ unbedeutende Summand denolekularen
Viskositat  wird meist weggelassen. Die Transportgleichunagirf die mittlere tur-
bulente kinetische Energie lautet damit

@+ U @k= 1(Qu+@u)@Qu+ @ b L @k : (10.57)

k

Es fehlt uns jetzt nur noch eine Gleichungefr die Dissipation .

Transport von Dissipation

Die Gleichung zur Bestimmung der Dissipationsrate kann man im Prinzip aus
der Navier-Stokes-Gleichung ableiten. Die resultierende Gleichung &ber fur eine
numerische Simulationen nicht geeignet. Deshalb wird eine einfacheuhstische
Gleichung #ir die Dissipationsrate verwendet. Sie wird in Analogie zur Gleichung
fur k formuliert

@ +T@ =c(1)ET(@Ui+@jj)@Ui+@ + L @ C(Z)FZ;
| {z }

'Produktion von Disspiation' P

(10.58)

mit der turbulenten Prandtlzahl fur die Dissipation = = ;. Hierbei ist (wie
oben #r k)  die Di usivit at der Dissipationsrate . Auch hier kann die molekulare
Di usion von Dissipation entsprechend dem Term gegember der turbulenten
Di usion vernachlassigt werden. Die Faktoren=k ergeben sich aus Dimensions-
grenden.

Die in das k- -Modell eingehenden Konstanterc , , c® und ¢ werden
durch Anpassung an experimentelle Daten ge ttet. Eigentlich sollie diese Kon-
stanten universell sein. Es zeigt sich aber, da die Koe zienten je ach Stomungs-
situation mehr oder weniger variieren. Verschieden Parametetge, die meist durch
einen Vergleich mit Me werten per Fit bestimmt wurden, sind in Tabellel0.1 auf-
gelistet.
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10. Turbulenzmodellierung

Autoren c e K

Jones & Launder (1971) 0.09 155 20 1.0 13
Launder & Spalding (1974) 0.09 144 192 1.0 1.3 (Standardmodell)
Chien (1982) 0.09 1.35 180 1.0 1.3

Tabelle 10.1.: Einige typische Parameter #ir das k- -Modell.

De zite des k- -Modells

Das k- -Modell hat einige bekannte Schechen:

Das k- -Modell gilt eigentlich nur in Bereichen mit voll entwickelter Tur-
* bulenz. Die turbulente Stemung im wandnahen Bereich kann nicht so gut
wiedergegeben werden. Dies gilt insbesondeee flie viskose Unterschicht.

k- -Modelle sind nicht hinreichend sensibel gegener Freistromwerten der
* Turbulenzgre en. Das ist von Vorteil, weil die Vorgabe von Einstembedin-
gungen bei unbekannten Semungen leichter &llt. Andererseits ist dies aber
auch von Nachteil, wenn der Ein u der Turbulenz in der Einstremung auf die
raumliche Entwicklung der turbulenten Stemung untersucht werden sollen.

k- -Modelle konnen die druckinduzierte Abbsung nicht gut wiedergeben.

~

10.5.4. Randbedingungen
Wandfunktionen

Die numerische Behandlung der Region in Waneihe ist besonders aufwendig. Da
dort sehr hohe Gradienten auftreten &nnen, bemtigt man sehr viele Gitterpunkte
in Wandnehe, um zum Beispiel die mittlere Geschwindigkeis; und die Dissipati-
onsrate im Bereich z.B. vony* < 30 aufzubsen.

Auf der anderen Seite kennt man das Verhalten der Stmung in Wandmahe,
wenn die mittlere Stemung nahezu parallel zur Wand veduft. Dann besitzt die
mittlere Geschwindigkeit ein logarithmisches Pro I. Die Idee der Wandinktionen
geht zurack auf Launder and Spalding(1972 und basiert darauf, die algebraische
Beziehung des logarithmischen Wandgesetzes zu nutzen, um Raedibgungen in
einem gewissen Abstany = y, von der Wand zu formulieren, so da man die
Gleichungen #r das Turbulenzmodell nicht mehr explizit in unmittelbarer Wand-
nahe #r y <y, lesen mu. Es gibt sehr viele Varianten der Implementierung von
Wandfunktionen. Wir folgen hier den Auseihrungen vonPope (2000.

Wir betrachten eine zweidimensionale turbulente S&mung. Die Randbedingun-
gen werden bely = y, im Gebiet des logarithmischen Wandgesetzes aufgegt,
ungekhr beiy® 50 (Abb. 10.7). In diesem Gebiet gilt das logarithmische Wand-
gesetz
1
{

d

=u Iny" +B : (10.59)
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10.5. RANS-Modelle

y+ A ’
log. Pro |
Yp [ B R
10 V
viskose Unterschicht@
Abbildung 10.7.: Lage der Gitterpunkte 0O o - X

(blau) bezuglich der viskosen Unterschicht.

Randbedingung fur die Reynoldsgleichung Wir betrachten eine einfache Scher-
stremung mit nur einem mittleren Geschwindigkeitsgradienter@u 6 0. Aus dem
k- -Modell erhalten wir

(10.55) (10.55)

S _ k2
1Wgu ST (U + @u) @y = 1(Qu)* =" e —(@u*: (10.60)
Z
nur @U
Aus dem ersten Gleichheitszeichen und aus den blauen Termen folgt

P

. P
j@uj = Tk (10.61a)

_ k?2 k2 P
40 = ¢c —j@Uuj= Cc ———: 10.61b
u jQuj 70 ( )

Fur statistische stationare Stremungen mitP = folgt aus (10.610*8
ud0= u? = c*?k: (10.62)

Gleichung (10.62 wird dazu verwendet, um eine Soll-Wandschubspannungsge-
schwindigkeitu am ersten Gitterpunkt y, (Abb. 10.7) im Fluid zu de nieren, in
Abhangigkeit der turbulenten kinetischen Energik (die sich aus derk-Gleichung
(10.57 ergibt),

u (kp) = ¢k (10.63)
Wahlt man nun einen Punkty, im Bereich des logarithmischen Wandgesetzes, so
ergibt sich aus dieser Soll-Wandschubspannungsgeschwindigkeitiber die viskose

Langenskala=u die Schatzung fur y; und fer die zugeterige mittlere Geschwin-
digkeit

Yp = :ylj ; (10.64a)

1
pu{_

18Sjehe auch Aufgabe 10.5 auBope (2000 (S. 374).

u Iny,+ B : (10.64b)
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10. Turbulenzmodellierung

Damit haben wir die mittlere Soll-Geschwindigkeitu, am Gitterpunkt y, (bzw.
yp) mittels u (kp) durch k, ausgedsckt. Als Randbedingung #r die Reynolds-
Gleichung (10.143 fur den mittleren Impuls wird beiy, jedoch nicht die mittlere
Geschwindigkeitt, vorgeschrieben, sondern die mittlere Schubspannung

udl =u?

. (10.65)

'ocl | 'ocl

Dies hat den Vorteil, da der zustzliche Faktort,=U, eine robust regeinde Funktion
wbernehmen kann: Fallsu, > U, dann ist auch W)p > u 2 und die Randbe-

dingung wirkt wie eine Reuckstellkraft (und umgekehrt). Die Wandschubspannung
ist der mittleren Geschwindigkeit entgegengesetzt. Auch an Sepéipnspunkten, an

denent, = 0 ist, ist die Bedingung wohlde niert.

Randbedingung fur die Gleichungen fur und k Wenn man die Produktion
P turbulenter kinetischer Energie betrachtet, erialt man zusammen mit dem loga-
rithmischen Pro | f ur die mittlere Stremung

(10.59)

— a0 @g = 2u_=u_3
P: |&0\/} @u u{y 0y

u2 (10.29)

(1es (10.66)

Das letzte Gleichheitszeichen ergibt sich aus dem Gleichgewicht zwescHProduk-
tion und Dissipation P = im logarithmischen Bereich. Dies beruht auf der An-
nahme, da die Turbulenz dort statiorar und homogen ist (0.59.

Wertet man (10.66 bei y, aus, dann erfalt man die Randbedingung #ir die

-Gleichung
u®,
{vo

Fur die verbleibenden Gleichungenef k und fer die mittleren Normalspannungen
fordert man, da deren Gradienten senkrecht zur Wand bey, verschwinden.

p (10.67)

Die numerische Implementierung deMWandfunktions-Randbedingungerist in
der Praxis etwas komplizierter, weil man sie direkt in die (z.B.) Finite-Vimmen-
Methode einbaut. Der Punkty, ist dabei der erste Gitterpunkt im Fluid nach der
Wand (Abb. 10.7). Bei Verwendung von Wandfunktionen braucht man das Gitter in
Wandnehe nicht so stark verfeinern, wodurch sich der numerische Aufaé erheb-
lich verringert. Es gibt aber eine Vielzahl von S@wmungsbedingungen, bei denen
die Wandfunktionen nicht so gute Ergebnisse liefern, wiaif ideale ebene Ven-
de mit paralleler mittlerer Stremung. Hierzu ahlen beispielsweise SSmungen mit
starken Druckgradienten, abgaiste Stemungen und Strahlen, die auf eine Wand
auftre en. In diesen Fallen tre en auch die Annahmen nicht mehr zu, unter denen
die Gleichungen @r die Wandfunktionen abgeleitet wurden.

Im Rahmen der Wandfunktionen wurde der erste Gitterpunkt im Fluidmit y,
festgelegt. Fur Grenzschichtst®mungen ist die Wahl der Punktes, nicht besonders
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10.6. Reynoldsspannungsmodelle (RS-Modelle)

wichtig, solangey, im logarithmischen Bereich des mittleren Geschwindigkeitspro Is
liegt. Bei anderen Stemungen ngt das Ergebnis von der Wahl vory, ab. Dann
ist nicht sichergestellt, da man gitterunabhangige Ergebnisse erzielt, da sich mit
einer Gitterverfeinerung normalerweise auch der Punktg, verschiebt (der Wert
verringert sich).

Ein- und Ausstrembedingungen fur k und

Normalerweise basieren die Einstmbedingungen auf experimentellen Daten oder,
falls diese nicht vorhanden sind, auf plausiblen oder vereinfachend@&nnahmen.
Von Bedeutung ist derTurbulenzgradder Einstromung. Er ist de niert als
q j—
u9?
Tu:= —; (10.68)
U,

wobei U; die mittlere Geschwindigkeit senkrecht zur Einsem eche am Einla ist
und angenommen wurde, da die Einsemung parallel zue, ist. Der Turbulenzgrad
ist auch eine wichtige Kennge e von Windkanalen. Typische Werte liegen bei 1%
bis 20%. Aus dem Turbulenzgrad emdt man die mittlere kinetische Energie der
Fluktuationen unter Annahme von Isotropie
k = %uioz = gu(l)z = g Tul, *: (10.69)

Eine typische Annahmeeber die Dissipationsrate basiert auf Skalenbetrachtun-
gen unter Annahme eines lokalen Gleichgewichts zwischen Produktiond Dis-
sipation, d.h. (10.3. Dazu nutzen wir (10.49 und nehmen an, da die ge ten
turbulenten Wirbel mit Skala | = aL mit der geometrischen Breitel des Einlasses
skalieren. Damit erhalten wir

k3:2
= —; 10.70
L ( )
wobeia 2 [0:01; 1] ein weiterer Modellparameter ist.

Ahnlich wie bei laminaren Stemungen ist nicht unmittelbar klar, welche Rand-
bedingungen am Ausla aufzupagen sind. Daher whlt man das Gebiet,uber wel-
ches man die Gleichungen integriert, meist eglichst gro , so da sich die Stemung
stromab nicht mehr starkandert. Dann fordert man, da alle Gradienten in Haupt-
stromrichtung e;, die meist senkrecht zur Berandung ist, verschwinden.

10.6. Reynoldsspannungsmodelle (RS-Modelle)

Modelle zweiter Ordnung greifen auf die exakte Gleichungrfdie Reynoldsspannun-
gen zueick. Diese Modelle werden RS-Modelle genannt. Hierbei werden nelger
Reynolds-Gleichung {0.19 noch Gleichungen dir die sechs Reynoldsspannungen
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10. Turbulenzmodellierung

T’u}’ und eine Gleichunga la (L0.59 fur die Dissipation gelst. Die Transportglei-
chung fr die Reynoldsspannungen lautet

@OUO 110,104 1,0;,,0 Ou OUO
+ Uy uu+uu@u.+u @u+@u u
T e s R ke e e
(1) @ ©) @
- @J0p0+ @uopo + 1' pO@JO+ pO@UO q OUO
| {z b {z -
(%) (6)
2 @u° (@uY: 10.71
i i ( ‘? ( )

®)

Ilhre Ableitung ist in Anhang C zu nden. Um die Schreibweise von 10.71) zu
vereinfachen, éihren wir Abkerrzungen ein

Doy @7

o @g 0.72

P_té'_i |@¥ ik |FZ}} I{z'} |{i} (10.72)
(1:2) 4:5; 7) @  ® ®)

Dabei ist Ty der Reynoldsspannungsu, P; der Produktionstensor, R der
Druck-Scherraten-Tensomund j der Dissipationstensor Die schwarzen Terme sind
bekannt d.h. fur sie haben wir Bestimmungsgleichungen. Dies sind die Reynolds-
gleichungen (0.19 fur U; und p, die Reynoldsspannungsgleichungerl@.71) fur
T’u}’ und die Gleichung (L0.59 fur die Dissipationsrate . Die blauen Terme sind
unbekannt und nmeissen daher irgendwie modelliert werden.

Da man bei den RS-Modellen die Reynoldsspannungen berechnegumht man
fur sie kein Wirbelviskosimtsmodell. Damit besitzen RS-Modelle den Vorteil, da
sie das gesamte turbulente Sémungsfeld mit allen Komponenten der Reynolds-
spannungen und damit auch die Anisotropie der Turbulenz wiederged kennen.
Deshalb werden auch Umverteilungsmechanismen turbulenter Eigehaften erfa t.
Insbesondere werden die Produktionsternt®; exakt in geschlossener Form darge-
stellt.

Die erweiterten Fahigkeiten der RS-Modelle werden jedoch mit der Notwendigkeit
erkauft, 6 Gleichungen éir die Reynoldsspannungen zu simulieren. Die Gleichungen
sind numerisch nicht ganz einfach zu handhaben und erfordern am@ohen Rechen-
und Speicheraufwand. Au erdem rassen die neuen unbekannte &ren modelliert
werden, indem man sie durch Mittelwerte und durch Reynoldsspanngen aus-
druckt. Hierbei ist die Modellierung desDruck-Dehnraten-TensorR;; weitaus am
wichtigsten und es wurden eine Vielzahl unterschiedlicher Modelle gaschlagen.
Die Modellierung von RS-Modellen ist komplizierter die Modellierung von RAS-
Modellen. Aufgrund der Komplexi®t der Gleichungen war diese Art der Modellie-
rung freher nicht meglich.
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10.6. Reynoldsspannungsmodelle (RS-Modelle)

Wir wollen nun die Terme in (10.72 etwas maher betrachten. Der erste Term in
(10.72 ist die substantielle Ableitung der Reynoldsspannungen, wobsubstantiell
hier mit der mittleren Geschwindigkeit mitbewegbedeutet

S P S
utuP = @‘@tj + T, @uPu? (10.73)

D
Dt

10.6.1. Produktion von Reynoldsspannungen

Der Term (3)

Pj = uwui@u; + U} @ (10.74)
heit Produktionstensor Er beschreibt Prozesse, bei denen mittlerer Impuis durch
die Fluktuationen konvektiv transportiert wird (zum Beispiel u?@u;) und damit
einen Beitrag (hierm@m) zur Anderung der Reynoldsspannungen liefert. Es
sind dies also Produktionsterme von ReynoldsspannungeiFihre numerische Be-
handlung beretigt man keine weiteren Zusatzannahmen (Modelle), da alle Terme
mittels der anderen Di erentialgleichungen zugnglich sind.

Die verschiedenen RS-Modelle unterschiedlicher Autoren untersathen sich in
den verwendeten Modellkonstanten. Einige Beispiele sind weiter untén Tabelle
10.2 angegeben.

10.6.2. Dissipation

Der Term (8)
=2 @u (@u) (10.75)

hei t Dissipationstensor Terme dieser Art beschreiben die Dissipation. Insbeson-
dere lautet die Summe der Diagonalterme

spur(y)= & =2 (@) (@u) = 2~ (10.76)

Der skalare Ausdruck ~wird Pseudo-Dissipationgenannt. Die wirkliche Dissipati-
on (siehe (L0.50), welche die Konversion von mechanischer Energie in thermische
Energie bezeichnet, ist allerdings

= ~+ W: (20.77)

Da die relative Di erenz zwischen Dissipation und Pseudo-Dissipatioegloch meist
nur einige Prozent betagt, wird auch die Pseudo-Dissipation oft einfach als Dissi-
pation bezeichnet.

Bei der Approximation des Dissipationstensors in10.71) wird oft nur die Dia-
gonale verwendet, wobei die Diagonalelemente gleich gewichtet ward Dies ist
eine Konsequenz der lokalen Isotropie der Turbulenz bei hohen Reldszahlen.
Die Approximation lautet dann

2 2 2
i @)@ =3~ 3 i (10.78)
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10. Turbulenzmodellierung

Im letzten Schritt wurde ~ approximiert.

Die Approximation durch diese Diagonalform entspricht der Annahmédokaler
Isotropie. Nur in Wandnehe ist diese Annahme nicht ee#flit. Die Terme, welche die
Abweichung von der isotropen Turbulenz beschreiben (Abweichungn (10.79),
kennen ggf. in die Modellierung vorR;; inkludiert werden, da der anisotrope Anteil
von j dieselben mathematischen Eigenschaften wit; besitzt. Fur die Dissipati-
on wird, wie eingangs enahnt, eine heuristische Transportgleichunghnlich wie
(10.59 gelest. Sie lautet

_ . kﬁ .
@t U; @?(— Clk > @x jk + € —uuy @x Czk' (10.79)
10.6.3. Druck-Dehnraten-Tensor
Der Druck-Dehnraten-Tensorlautet'®
1 1 2
Rj = = p@pP+ p@u) = =p° @+ @uP = —p%: (10.80)

Er wird zusammen mit den Druckdi usionstermen (5) behandelt. Se Modellie-
rung ist von sehr gro er Wichtigkeit fer das gesamte RS-Modell.

Da die SpurR; = (2= )pY u%= 0 verschwindet, taucht dieser Term nicht in
der Gleichung #r die kinetische Energie {0.53 auf. Daher ist der Term energie-
erhaltend. Er bewirkt nur eine Umverteilung der Energie zwischen deReynolds-
spannungen.

Um zu sehen, wie sich die Druck uktuationen auswirken, kann man e#Poisson-
Gleichung #ir die Druck uktuationen ableiten. Dazu setzen wirp+ p°in (7.7) ein

und subtrahieren davon die gemittelte Gleichung. Man e#it dann

1 2.0 @i @?' @ 0,0
Trpl= 2——=1L ufu’  udul 10.81
U7 fexex ex T (1081)
Aufgrund dieser Gleichung kann man den uktuierenden Druck
p’= p + p + p® (10.82)
in drei Anteile zerlegen. DerRapid-Term p{") ist de niert durch
1, (r) @i @ﬁ
=r = 2—— 10.83
p @x @x ( )
fur den Slow-Termp(® gilt
1 @ e
Zr 2p = o uioujo uud (10.84)

9Der Dehnratentensor ists) = I Qul+ @u . Ob der Druck-Dehnraten-Tensor diagonal ist
oder nicht, hangt vom Koordinatensystem an. Mit einer Hauptachsentransfomation kann man
ihn diagonalisieren. Jedenfalls mu der Dehnratentensor symmetrish sein und seine Spur@u?
mu verschwinden (Inkompressibilit at).
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10.6. Reynoldsspannungsmodelle (RS-Modelle)

und der homogene Teilp™ mu der homogenen Laplace-Gleichung 2p" = 0 ge-
nugen. Dabei werden alle Randbedingungen apf® abgewalzt. Der Rapid-Druck
wird so genannt, weil er sofort auf auAnderungen der mittleren Geschwindigkeit;
reagiert. Im sogenannterrapid-distortion-Limit kann p® gegember p") vernach-
lassigt werden.
Genauso wie die Druck uktuationen zerlegt man auch die Druck-Demhate-
Korrelation
Rj = R{"+ R{¥ + R{™: (10.85)

Man kann zeigen, da im Falle homogener Turbulenz der Rapid-TernRi(jr)
@i =@ direkt proportional zu Gradienten der mittleren St®mung ist. Der Slow-

Term Ri(js) ist fast immer wichtig. Im Falle rein zerfallender homogener Turbulenz

ist Ri(js) der einzige von Null verschiedene Term. Der TermR i(jh) verschwindet im
Falle homogener Turbulenz. Er ist nur in Wandahe wichtig. Durch Betrachtung
verschiedener Szenarien kann man Modeller fR i(js) und Ri(jr) nden.

Return to isotropy Eine einfache Situation, in der man die Druck-Dehnraten-
Korrelationen untersuchen kann, ist der Zerfall anisotroper Tuoulenz. Dann sind
Ri(jr) = Ri(jh) = 0 und die Gleichungen #r die Reynoldsspannungen vereinfachen sich
zu (keine Produktion, da@u; = 0, aber Turbulenz homogen, danr@T;x = 0(?))

d___

U= Ry (10.86)
Es ist naheliegend, da bei ihrem Zerfall die anisotrope Turbulenz dieendenz hat,
isotrop zu werden. Diese Tendenz bezeichnet man nieturn-to-isotropy. Durch
Betrachtungen der o.a. Gleichung schlugotta (1951 das Modell

—— 2 :
Ri(js) = Gy utu? §k i (return to isotropy) (10.87)
vor, wobeicg = 1:8 dieRotta-Konstanteist. Fur dieses Modell kann man zeigen, da
die Komponenten eines geeignet de nierten des Anisotropie-Temscexponentiell
zerfallen und nennt das Szenaribnear return to isotropy.

Rapid distortion Wenn man einen anderen Grenzfall betrachtet,emlich die an-
fanglich isotrope Turbulenz, die durch einen Gradienten der mittlere@eschwin-
digkeit schnell anisotrop wird fapid distortion), kann man den Ausdruck

2

Ri(jr): c Pj §P i (rapid distortion) (10.88)

fur den Rapid-Term gewinnen P = Py) mit ¢, = 3=5. Damit erhalt man das
einfache Grund-Modell (ohne Wande ekte) als

2 2
uu? ok C Pj §P i (10.89)
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10. Turbulenzmodellierung

Wandre exion Um den Besonderheiten in der Bhe von festen Vdnden Rechnung
zu tragen, habenGibson and Launder(1979 zusatzliche Slow- und Rapid-Terme
vorgeschlagen. Die Terme déWand-Re exion lauten

Ri(jS;W) = Cg_W)E uﬁuﬂannm i éuf(’uionknj éuf(’ujonkni f|_ (10908.)
RIW) = W) RO SIN0) 350 . 0.90b
i =G km MkMm ij - SR KN, ERkj NN Ty, (10.90b)

wobei n; der Normalenvektor der Wand ist undf, = L=y mit L = k3®2?= und
y der Wandabstand. Im logarithmischen Bereich ist=y  2:5. Einige typische
Koe zienten, die von verschiedenen Autoren verwendet wurdenirsd in Tabelle
10.2angegeben.

10.6.4. Reynoldsspannungs u

Der Reynoldsspannungs u setzt sich aus den drei Termen (4,5,7 {10.71) zu-
sammen

Tie = T + TP + T, (10.91)
wobei
T = ududug; (10.92a)
TO =L W0, + WP (10.92b)
T = @ud: (10.92¢)

Der viskose Di usionsterm hat #ir gro e Reynoldszahlen Re> 1000 kaum Bedeu-
tung und kann meistens vernacleissigt werden.

Der Term Tij(lf) ist eine Dreifach-Korrelation. Zu seiner Berechnung mten wir ei-
gentlich wiederum weitere Gleichungereken. Dies ist aber nicht praktikabel (Schlie-
ungsproblem). Daher wird er modelliert. In die Gleichungen geht die Dergenz
von Tij(f:) ein. Tij(f:) entspricht daher einem di usiven Proze . Der Term ist meist von
relativ kleiner Gre enordnung und wird gemeinsam mit der viskosen Di usion der
Reynoldsspannungeﬁ'ij(k) modelliert. Nach Daly and Harlow (1970 setzt man

@Tj = @uu’+ @} @ o+ CSEW @uY’ ; o =0:22

(10.93)
An der Approximation erkennt man auch direkt die Modellierung als Di wsion
(zweite Ableitung) der Reynoldsspannungi®u®, wobei die Di usivit &t nicht kon-
stant ist, sondern selbst linear mit der Reynoldsspannung variierDesweiteren
gehen die kinetische Energie pro Mas&eund die Dissipationsrate ein.
Die Terme Tij(f(’) der Druckdi usion bewirken eine zustzliche Durchmischung.
Sie werden entweder vernachssigt oder bei der Modellierung des Druck-

Dehnratentensors beascksichtigt.
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10.6. Reynoldsspannungsmodelle (RS-Modelle)

Autoren Peric & Scheurer Gibson & Launder Younis
Stremungstyp backward-facing step highly swirling ow swirling jet

CR 1.80 1.80 3.00
C 0.60 0.60 0.30
i 0.50 0.50 0.75
o 0.18 0.30 0.50
C 0.22 0.22 0.22
c 0.18 0.18 0.15
W 1.45 1.45 1.40
@ 1.90 1.92 1.80

Tabelle 10.2.: Typische Koe zienten f ur RS-Modelle.
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A. Exakte Lesung der
eindimensionalen
Transportgleichung

Um eine exakte losung der Transportgleichung €.94) zu nden, nehmen wir eine
konstante Advektionsgeschwindigkeiu = const. an und transformieren die Trans-
portgleichung

T
@ @ @ (A.1)
@t "ex @x
zunachst in das mitu mitbewegte Koordinatensystem
X =x ut =t (A.2)

Im bewegten Koordinatensystem ist die Konvektionsgleichung nuroch eine Di u-
sionsgleichung. Man eralt*

a et __.
Mit dem Separationsansatz
T(X; )=f()aX) (A.4)
erhalten wir nach Division durchfg
) - 9%X)
= . A.5
07 90 (A9)

Jetzt hangt die linke Seite der Gleichung nur von und die rechte nur vonX ab.
Damit diese Gleichung aberdr beliebige Werte vonX und gelten mu, messen
beide Seiten konstant und identisch sein. Dann erhalten wierf f ( ) die Form

f(h)=e : (A.6)

1Beachte, da sich die Ableitungen nach den alten Koordinaten §; t) dann folgenderma en durch
die Ableitungen nach den neuen X; ) ausdrecken lassen

9. @0 oxo o
@x L@f} _i@ .
@ _ @ @, @( @e_o , o
@ go’ gLex @ “ox

1
MG eS0T (0 o 69



A. Exakte Lesung der eindimensionalen Transportgleichung

Die resultierende Gleichungefr g(X) lautet
9%= g (A.7)

Der Exponentialansatzg(X) = e?**- (p : Zahlenwert, L : Referenziinge) ergibt

= 2p?=L2. Aus Symmetriegunden kennen wir hier aufg(X) = sin(p X )
spezialisieren. Damit lautet die ®sung #r eine mumliche Fourier-Mode mit Wel-
lenzahlp =L

T=Ape P " sinpX=L )= A(p)e P "““sinfp (x ut)=L]: (A.8)

Wegen der Lineariat der Di usionsgleichungen lennen wir nun beliebige Fourier-
Moden superponieren, um die ésung #r unser antngliches Stufenpro | zu erhal-
ten. Dazu nutzen wir die spektrale Darstellung des Stufenpro Is6(119

S S

T(X;0) = }+ 2 sin(p X=L ) = 1

2 . I
> kzlmsm[(% 1) X=L ]:

=1
ppodd l _gp_}

(A.9)
Wenn wir dies einsetzen, erhalten wir die &sung der Transportgleichungefr ein
anfangliches Stufenpro |

b3

2 2 24— 2
——_sin[(k 1) X=L ]Je @k D7 "= (A.10)
oy 2k 1)

1
T=2
2
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B. Exakte L esungen der
Burgers-Gleichung

B.1. Anfangswertproblem in einer Dimension

Die Ableitung folgt dem Buch von Kevorkian and Cole (1981 bzw. Whitham
(1974. Die Burgers-Gleichung ist die einfachste partielle Di erentialgleichog, in
der Nichtlinearitat und Dispersion zusammenwirken. Sie ist ein elementares Beispiel
auch fur Struktur von Verdichtungsste en. Sie besonders von Interesse, da man ihre
Lesungen explizit angeben kann.

Eine Lesung der Burgers-Gleichung

@u+ u@u @u _

@t @x @%
kann man erhalten, wenn man sie auf eine Di usionsgleichung transfoiert. Zu-
nachst schreiben wir

0 (B.1)

@
= = B.2
U= o (B.2)
Einsetzen und Integration der Gleichung liefert dann die Gleichung
1 2
@ + = @ g =0 (83)
@t 2 @x @%
fur . Den nichtlinearen Term kann man nun durch die Transformation
= 2 Inv (B.4)
eliminieren. Wenn man dann
2
@_ 2@ @_ 2@ @ _ 2@, 6,2 @v° (B.5)

@ vet @x vex @ ve@x v @x '
in (B.3) einsetzt, vereinfacht sich die Di erentialgleichung zu der Di usionglei-
chung

@v @V_O

= = = B.
ot @x (B.6)
Der Zusammenhang zwischen und v ist dabei gegeben durch
_ 2 @v_ C
u= v ax 2 @Xlnv. (B.7)
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B. Exakte Lesungen der Burgers-Gleichung

Dies nennt man auch die Cole-Hopf-Transformation. Wenn nun die Aangswerte
fur uin der Formu(x;0) = F(x) aufx 2 [1 ;1 ] gegeben sind, dann e#it man
v(X; 0) durch Integration von (B.7) zu
1 Z x
v(x; 0) = exp > F(s)ds := G(x): (B.8)
0
Die Integrationskonstante wurde dabei so geahlt, da v(0;0) = 1 ist. Diese will-
kerliche Wahl macht aber nichts aus, denn die ésungu(x;t) hangt nicht davon
ab. Nun kennen wir die bekannte sung des Anfangswertproblemaf die Di usi-
onsgleichung z,
1 _
V(1) = p—  G(s)e (x s)°=4t g (B.9)
1
verwenden, um daraus mittels B.7) die gesuchte lesung

G(s)exp (x s)?°=4t ds
u(x;t) = 2+ ; (B.10)
G(s)exp (x S)?=4t ds

1

Zu erhalten.

B.1.1. Station &re Lesung in einer Dimension

In einer Dimension kann man statioare Lesungen der Burgers-Gleichung dadurch
nden, indem man sie einmal integriert

d u? du

!Die Leosung der Di usionsgleichung zu der Anfangsbedingung/(x; 0) = (x s) (anfanglicher
Delta-Peak beix = s) lautet (siehe z.B. Landau and Lifschitz, 1997)

v(x;t) = B—_41t g (x 9=t

Wir hatten sie in Abb. 6.1 schon verwendet. Eine allgemeinere Anfangsbedingung kann man
darstellen als Z,

v(x;0) = G(x) = G(s) (x s)ds:
1

Aufgrund der Linearit at der Di usionsgleichung kann man daher die obige l®sung #ir einen
anfanglichen Delta-Peak mit Wichtungsfaktoren G(s) zu der allgemeinen losung superponieren.
Denn im Limest ! O erhalt man aus der allgemeinen losung (B.9) unter Beachtung der
Darstellung der Delta-Funktion

Z VA 2_ Z
1 1 ) 1 e (x s)*=4t 1
Hmo pﬁ G(s)e (x 9"t ds= Itilr’n0 G(s) —pti ds = G(s) (x s)ds:
: 1 : 1 1
| —z—}
I (x s)
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B.2. Stationare Lesung in zwei Dimensionen

p—
2C o]

10 2 1 0.5
101 1.00009 0.50009
1 15434 1.1910
10 4.50975 10.1689
100 14.1539 100.166

Tabelle B.1.: Werte fur die Integrationskonstante ¢ in Abhangigkeit von fur die statio-
naren Lesung der 1D Burgers-Gleichung zu den Randbedingungeam(0) = 1 und u(1) = 0.

Eine Meglichkeit, diese Gleichung zu ewflen ist u = const. Die andere Moglichkeit
besteht darin, da der Ausdruck in der Klammer konstant ist. Dies éihrt auf

du_u?> ¢ dx du
—_—=_  Z — = : B.12
dx 2 oder 2 uz 2c’ ( )
mit der Integrationskonstantec. Wenn man dies integriert, erlt man
X Xo 1 u
= p—arctanh p— (B.13)
2 2c 2c
bzw. . "p = #
u=2ctanh 2—(x0 X) : (B.14)

Hierbei sind ¢ und X, zunachst beliebige Integrationskonstanten. Sie mssen so
festgelegt werden, da die Randbedingungen eitft sind. Sei zum Beispielu(0) = 1
und u(1) = 0, dann folgt xo = 1 und cist Lesung der transzendenten Gleichung

"o #

1 2c
p— =tanh ——

— 5 (B.15)

Die Lesungen sind dr einige Werte von in Tabelle B.1 angegeben. Einige der
zugelorigen statiomraren Lesungen sind in Abb.B.1 gezeigt. Man sieht, da #r

1 die Diusion dominiert und das Prol im Limes !1 zu einem lineare
Pro | wird. Umgekehrt ist das Pro | konvektiv dominiert, wenn 1 ist.

B.2. Station are Lesung in zwei Dimensionen

Die Methode der Cole-Hopf-Transformation kann man auch auf diewei-
dimensionale Burgers-Gleichung

%t+ uru r?u=0 (B.16)
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B. Exakte Lesungen der Burgers-Gleichung

1:2

1
0:8f

u 0:6; 1
0:4/ 100

0:01
0:1

0:2r

b 02 04 06 08 1
X

Abbildung B.1.: Exakte Lesungen der statiomren Burgers-Gleichung zu den Randbedin-
gungenu(0) =1 und u(l) = 0. Die Werte fur sind als Parameter angegeben..

mit u = (u;v)" erweitern. Dann #ihrt die Transformation

2 @ 2 @
u=  ——; v —— B.17
@x @y (8.17)
und fehrt auf die 2D-Di usionsgleichung
Q @ + @ =0: (B.18)

@ @ @y
Man kann jetzt durch Kenntnis exakter Lesungen der 2D-Di usionsgleichung wieder
exakte Losungen der Burgers-Gleichung nden. Hier besdamnken wir uns auf den

stationaren Fall @ @

—+ —=0: B.19
@%@y (B:19)

Durch den Separationsansatz =f (x)g(y) kann man leicht die allgemeine bsung

= apt+ aX+ agy+ axy+ as e X+ X x) cog(y) (B.20)

nden. Die Lesung #rr u ergibt sich dann als

0 1
atay+ as e X e x) cos(y)

%aﬁ X + agy + auxy + as[e X ¥ +e X x0]cos(y ) g
= 2 .

c

ag+ axXx as e X)4e X x) gin(y)
a + aX + agy + ayxy + as[e x x0) +e (x x)]cos(y )
(B.21a)
Abbildung B.2 zeigt das Beispiel, das auch ifrletcher (1991a) abgedruckt ist. Es
wurden dieselben Parameter verwendétFur gre ere Werte von y als die in der

2Trotzdem besteht bei der Skala vonu eine Diskrepanz (Faktor 2).
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B.2. Stationare Lesung in zwei Dimensionen

@) (b)

Abbildung B.2.: Lesungen der zwei-dimensionalen Burgers-Gleichung nactB(21). Die
Parameter sind identisch mit denjenigen, dieFletcher (1991a) verwendet: a; = ap =
1:3 108, a3=a4=0, as=1, =25 xp=1und =0:04.

Abbildung gezeigten erlalt man Singularitaten und eine dramatische Variation von
u und v die sich in Abb. B.2b schon andeutet. Dies &angt mit den Nullstellen
des Nenners in B.21) zusammen. Beachte auch, da e=f diese losungen keine
Kontinuit atsgleichung gibt. Insbesondere ist3.21) nicht divergenzfrei.
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C. Transportgleichung f ur die
Reynoldsspannungen

Um dynamische Gleichungeneir die Reynoldsspannungertu?ujQ zu erhalten, multi-
plizieren wir die Navier-Stokes-Gleichung

Qu + u)

S Wemr W= Cepr M @Eu)  (CD)

mit uj0 und mitteln. Wir erhalten so

@+ u) T a
wW———o="+ U (0 @T; + T, QU+ QT + @)

@t
= }ujo@(p+ P9 + ujo@ (T + ud): (C.2)

Bei der Mittelwertbildung verschwinden alle Summanden, die linear in deFluk-
tuationen sind, und wir erhalten

—=0 1
Ujo%e+ uf (U @uP+ W@U; + \W@u) = —u@°+ ul@uy; (€3)
bzw.
W@, o g+ P e - -
UP@t+ UkUjO@UiO"' uj()u(k)@ui + ujou(k)@uio: _ujo@)o+ Ujo@uio, (C4)

Wenn wir nun die Indizesi und j vertauschen, und die resultierende Gleichung

F2 nwed + Wey + e = 'Tewr W@w. (9

zu (C.4) hinzuaddieren, erhalten wir

@ I — —
ujo—@at+ uiO—Pf[+ T UP@UP + Teuf@uy + LU @T; + uu@T; + ulup @uy + uu)@uy
1
= = w@t+ uw@e® +  u@u+ ul@u? (C.6)
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C. Transportgleichung #ir die Reynoldsspannungen

Unter Beachtung der Produktregel der Di erentiation konnen wir die Terme paar-
weise zusammenfassen bzw. umformen und erhalten

2040
L+ g’ @uP+ U uP@ul + P @U; + U@ + Pl @uP + Ul @u?
ot |k] I{Zkl } l]k |{Zlk } | k |{ i~k }

Uk@ujouio @uouou0 rouo@ u?

—{z-}

- ! @+ aup + | Far+ pew
+ @Guw 2 @u (@u)): (C.7)

Damit erhalten wir die gesuchte Transportgleichungeruf die Reynoldsspannungen

+U 0u°+ uouo@uI + uwul@u; + @uouou
@4 e bz
) @ (3) )
= @ @u + - e+ o+ @
| 2} |—2 =tz
5) (6)
2 @u (@u): (C.8)
i ]
I ({8) C?

Auf die Numerierung der Unterklammerungen wird im Haupttext in Kap 10.6
verwiesen.
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