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Vorbemerkungen

Ziel des Kurses ist die Vermittlung von Grundlagenwissen iiber numerische Me-
thoden, die in der Stromungsmechanik zum Einsatz kommen. Dafiir gibt es einige
hervorragende Biicher. Diese Aufzeichnungen koénnen kein Ersatz fiir diese Wer-
ke sein, in denen umfangreiche weitergehende Informationen zu finden sind. Die-
ses Skriptum enthélt lediglich meine personlichen Aufzeichnungen zu einer einge-
schriankten Auswahl von Themen, wie man sie in einer 2-stiindigen Vorlesung be-
handeln kann, deren Anfinge auf das Sommersemester 2004 zuriickgehen. Es hélt
sich (auch in der Notation) recht eng an die bewahrten Biicher von Fletcher (1991a)
und Ferziger and Peri¢ (2002). Einige Abschnitte wurden jedoch weggelassen, an-
dere vertieft. Als Literatur sind vor allem die beiden o.g. Biicher zu empfehlen. Bei
Patankar (1980) steht die Warmeiibertragung im Vordergrund. Weitere Lehrbiicher
finden sich im Literaturverzeichnis.

Zur Illustration der Techniken werden vor allem einfache partielle Differential-
gleichungen wie die Warmeleitungsgleichung herangezogen. Die Losung der Navier-
Stokes-Gleichung, gekoppelt mit der Warmetransportgleichung, wird erst im zwei-
ten Teil der Vorlesung (Numerische Methoden der Stréomungsmechanik, LVA-Nr.
302.042) behandelt.

H. C. K.
im Méarz 2022
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1. Partielle Differentialgleichungen

Die Stromungsmechanik befafit sich mit der Dynamik beliebig stark deformier-
barer Medien (Fluide). Sie spielt in den Natur- und Ingenieurwissenschaften eine
bedeutende Rolle. Die wichtigste Differentialgleichung zur Beschreibung der Dyna-
mik von Fluiden ist die Navier-Stokes-Gleichung. Mit ihr kénnen atmosphérische
Stromungen, die Aerodynamik von Flugzeugen, der Transport von fluiden Stoffen
in verfahrenstechnischen Anlagen und sogar in mikromechanischen Systemen be-
schrieben werden. Die Navier-Stokes-Gleichung ist quadratisch nichtlinear in dem
Geschwindigkeitsfeld u(x, t). Deshalb kann die Navier-Stokes-Gleichung nur in Aus-
nahmefillen analytisch gelost werden. Aus diesem Grund nimmt die numerische
Losung der Navier-Stokes-Gleichung eine wichtige Stellung ein, insbesondere fiir
Stromungen in komplexen Geometrien. Ahnliches gilt fiir Strémungen bei hohen
Reynoldszahlen, bei denen die Strémung turbulent ist. Dann variiert die Losung
der Navier-Stokes-Gleichung in sehr komplizierter Weise und auf vielen Skalen in
Raum und Zeit.

Durch den Einsatz numerischer Methoden konnten in den letzten Jahren immer
komplexere Stromungen berechnet und analysiert werden. Eindrucksvolle Beispie-
le sind die Berechnung der Stréomung um ganze Flugzeuge und Raumtransporter
(Abb. 1.1a) oder schneller Vorgénge samt chemischer Reaktionen bei der Kraftstoff-
verbrennung in Motorbrennkammern (Abb. 1.1b). Auch die Wettervorhersage ist
durch effiziente numerische Berechnungen der atmosphérischen Stromungen immer
weiter verbessert worden, genauso wie die lokale Windvorhersage (Abb. 1.2).

Heutzutage ist die numerische Stromungsmechanik (Computational Fluid
Dynamics, CFD)! bei der Auslegung technischer Anlagen, der Vorhersage des
Transports von Schadstoffen in der Atmosphére und der Beantwortung fundamen-
taler wissenschaftlicher Fragestellungen, um nur einige Beispiele zu nennen, nicht
mehr wegzudenken. Trotzdem bedeutet CFD nicht eine Losung im Handumdre-
hen. Die Einarbeitung in ein leistungsfihiges CFD-Software-Paket erfordert eine
gewisse Zeit. Unabhéngig davon, ob man eigene Berechnungsprogramme schreiben
oder fertige Software verwenden will, ist es sinnvoll, etwas iiber die Grundlagen der
numerischen Methoden fiir partielle Differentialgleichungen zu lernen.

1.1. Gleichungen der Stromungsmechanik

Auch wenn wir im Rahmen dieser einfithrenden zweistiindigen Vorlesung nur sehr
einfache Gleichungen betrachten konnen, soll kurz die Struktur der Transportglei-

LCFD ist nicht mit Colorful Fluid Dynamics zu verwechseln.
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1. Partielle Differentialgleichungen
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Abbildung 1.1.: Beispiele fiir Anwendungen numerischer Methoden in der Stromungsme-
chanik. (a) Druckverteilung auf der Kérperoberfliche des Space Shuttle und Konturlinien
der Machzahl M = wu/c in der Stromung. (b) Machzahl bei der Einstromung in eine
Motorbrennkammer (Engineering Sciences Inc.).

chungen rekapituliert werden, mit denen wir es in der Stréomungsmechanik zu tun
haben. Losungstechniken fiir die Navier-Stokes-Gleichungen werden erst in einer
weiterfithrenden Veranstaltung behandelt.

1.1.1. Allgemeine Form der Transportgleichungen

Die allgemeine Form der Transportgleichungen ergibt sich aus dem Reynoldsschen
Transport-Theorem (siche z.B. Kuhlmann, 2007). Es fiihrt die zeitliche Anderung
der Dichte € einer physikalischen Grofie in einem Volumen, das sich mit der Stro-
mung mitbewegt (substantielles Volumen), auf Anderungsraten in einem laborfesten
Volumen zuriick. In differentieller Form erhélt man so die Erhaltungsgleichungen
im Laborsystem in der Form

%Jrv-(eu) =q. (1.1)
Hierbei kann € Dichte der Masse, des Impulses (vektorielle Grofe), der Energie, etc.
sein. Die zu e gehorige Stromdichte ist ew. Zum Beispiel ist pu die Massenstrom-
dichte. Ihr Betrag gibt an, wieviel Masse pro Zeit und Fldche durch eine Fléche
senkrecht zu w tritt. Alle Gréflen héngen i.a. vom Ort & und der Zeit ¢ ab.

Die Dichte € an einem festen Punkt @ kann sich dndern, indem die Grofle e
durch die Stromung v an den Punkt & heran- oder von ihm wegtransportiert wird.
Diese Anderung durch Strémung wird durch die negative Divergenz der Stromdichte

2 4. €. Rublmann
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1.1. Gleichungen der Stromungsmechanik

Abbildung 1.2.: (a) Simulation der vertikalen Windgeschwindigkeit in einem Gebiet von
284km? auf einem Hohenniveau von 5780 m. Die horizontale Auflésung betrigt 1km.
Aufwartswinde entsprechen positiven Zahlenwerten. Das Muster kommt durch Schwere-
wellen zustande, die durch die verschiedenen Bergziige angeregt werden und komplizierte
Muster ergeben kénnen. (b) Photographie des betreffenden Gebiets (www.metoffice.com).

—V - (eu) beschrieben. Alle anderen Prozesse, die eine Anderung von e bewirken,
sind in der Quelldichte ¢ zusammengefafit. Zu diesen Prozessen zihlt insbesondere
der diffusive Transport, der noch zu spezifizieren wire (fiir den diffusiven Transport
von Impuls und Temperatur siehe (1.10) bzw. (1.13)).

1.1.2. Kontinuitatsgleichung

Wenn wir in (1.1) fiir € die Massendichte p einsetzen und die Massenerhaltung
(¢ = 0) beriicksichtigen, erhalten wir die Kontinuititsgleichung

% + V- (pu) =0. (1.2)

1.1.3. Impulsbilanz fiir reibungsfreie Fluide: Eulergleichung

In dhnlicher Weise ergibt sich die Euler-Gleichung fiir die Impulsénderung, wenn
wir in (1.1) fiir € die Impulsdichte pu einsetzen. Hierbei ist jedoch zu beachten,
dafl die Quelldichte des Impulses nicht verschwindet. Denn wenn sich ein Fluid
bewegt, werden auch Druckvariationen erzeugt. Der negative Druckgradient —Vp
stellt dabei eine Kraft pro Volumen dar und muf3 als Quellterm fiir die Impulsdichte

2. €. Rublmann 3
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1. Partielle Differentialgleichungen

beriicksichtigt werden. So erhilt man

9 (pu)
ot

+ V- (puu) = —Vp. (1.3)

Der Tensor puwu stellt einen Beitrag zur Impulsstromdichte dar. Die vollstandige
Impulsstromdichte lautet aber puw + pl,> wobei | der Einheitstensor ist. Unter
Verwendung der Kontinuitéatsgleichung (1.2) kann man die Euler-Gleichung auch
in der iiblichen Form

%—?—Fu-V’u: —%Vp (1.4)
schreiben. Zusammen mit entsprechenden Anfangs- und Randbedingungen be-
schreiben die Euler- und die Kontinuitétsgleichung die Dynamik reibungsfreier
kompressibler Strémungen. Ob man die Strémung eines realen Fluids durch die-
se Gleichungen (reibungsfrei) gut approximieren kann, hdngt von den Stoffwerten
und den Stromungsbedingungen ab (Grenzschichtproblematik).

Fiir inkompressible Stromungen ist p = const. und die Kontinuitdtsgleichung
vereinfacht sich zu

V-u=0. (1.5)

In diesem Fall kann man den Druck durch Bilden der Rotation von (1.4) vollstandig
eliminieren und erhélt die Helmholtz-Gleichung fiir die Vortizitiat w = V X u eines
inkompressiblen reibungsfreien Fluids®

8—w+u-Vw:w-Vu. (1.6)
ot
Fiir den Fall, da8 die Vortizitdt verschwindet (w = 0), ist die Helmholtz-
Gleichung trivial erfiillt. Es bleibt dann nur die Kontinuitéitsgleichung zu lésen.
Wegen w = V x u = 0 kann man die Geschwindigkeit dann aber als Gradienten
eines skalaren Potentials ¢ darstellen, u = V¢, was zusammen mit der Kontinui-
tatsgleichung auf die Potentialgleichung

Vi =0 (1.7)
fiihrt.
2Auch der Druck p hat die Dimension einer Impulsstromdichte (Impuls pro Fliche und Zeit). Es
ist V- (pl) = Vp.
3Es ist

2
V x (u-Vu) =V x {V<%>uxw} =u -Vw—w-Vu.

Falls das Fluid barotrop ist, d.h. wenn die Dichte p = p(p) eine eindeutige Funktion des Drucks
ist, kann man auch fiir ein kompressibles Fluid den Druck eliminieren, was auf die kompressible

Helmholtz-Gleichung

%—u;—l-u-Vw:w-Vu—wV-u

4 4. €. Rublmann
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1.1. Gleichungen der Stromungsmechanik

1.1.4. Impulsbilanz fiir Newtonsche Fluide

Bei realen Fluiden muf} die Viskositét beriicksichtigt werden. Dann tritt ein weiterer
Quellterm auf, der die Anderung der Impulsdichte durch viskose Effekte beschreibt.
Man mufl dann auf der rechten Seite von (1.3) noch die Divergenz des viskosen
Spannungstensors addieren. Die einfachste Form des viskosen Spannungstensors ist

Tviskos _ ) [V’u + (Vu)T' — g(v . u)l] + (V- -u)l. (1.8)

Fluide, die diesem Materialgesetz geniigen, heiflen Newtonsche Fluide. Wenn wir
die Volumenviskositéat ¢ vernachléssigen, erhalten wir die Navier-Stokes-Gleichung
in der vereinfachten Form

9 (pu)
ot

4V (pun) = —Vp £ V- {M [Vu+ (V)T — %(v . u)l] } +of. (19)

In dieser Gleichung ist p die dynamische Viskositit. In (1.9) wurde auch noch eine
Volumenkraft pro Masse f aufgenommen, die zum Beispiel die Schwerebeschleuni-
gung sein kann.?

Fiir inkompressible Fluide (p = const.) mit konstanter dynamischer Viskositét
vereinfachen sich die Kontinuitdtsgleichung und die Navier-Stokes-Gleichung er-
heblich. Dann erhalten wir aus (1.2) die vereinfachte Kontinuitatsgleichung (1.5),
V -u = 0, und die Navier-Stokes-Gleichung vereinfacht sich zu

1
%—?—Fu-Vu:—;Vp—kuvzu—l—f, (1.10)

wobei v = u/p die kinematische Viskositdt ist.

1.1.5. Energieerhaltung

Wenn wir in (1.1) fiir € die Dichte der Gesamtenergie einsetzen, kann man nach
einigen Umformungen die folgende haufig verwendete Naherung fiir die Energieglei-

fithrt (Saffman, 1992).
4Wenn sich ein Fluid konstanter Dichte p in einem homogenen Kraftfeld pf = const. befindet
(z.B. in einem homogenen Schwerefeld), kann man den modifizierten Druck p’ = p — pf - « de-
finieren. Dann erhilt man die Navier-Stokes-Gleichung mit p’ anstelle von p, aber ohne duflere
Krifte. In diesem Fall beeinflufit das Kraftfeld also nur den Druck und nicht das Geschwindig-
keitsfeld.
5Zur Berechnung der thermischen Konvektion bei geringen Stromungsgeschwindigkeiten kann
das Fluid beziiglich der Stromung als inkompressibel aufgefaflit werden, nicht aber beziiglich
seiner thermischen Expansion. Man beriicksichtigt die Variation der Dichte dann nur in der
Auftriebskraft pf. Diese Niherung wird Oberbeck-Boussinesq-Approximation genannt (siehe
z.B. Landau and Lifschitz, 1991, §56). In dieser Niaherung ist f = —8(T — Tp)g, wobei 8 =
—p~ 1t op/ 6T|p der thermische Ausdehnungskoeffizient ist, 7' — T die Temperaturabweichung
von der mittleren Temperatur Ty, g die Schwerebeschleunigung und der konstante Anteil der

2. €. Rublmann 5
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1. Partielle Differentialgleichungen

chung erhalten,® in der die Temperatur 7' die abhingige Variable ist,

oT 1
5y tu VT = p—CpV-(AVT). (1.11)

Hierin wurde nur der wichtigste Quellterm der thermischen Energie, die thermische
Diffusion, beriicksichtigt und angenommen, dafl pc, = const. ist. Der Diffusions-
term ergibt sich aus der negativen Divergenz der Warmestromdichte (Fouriersches
Gesetz)

J = —AVT. (1.12)

Die Anderungsrate der thermischen Energiedichte (die Energie pro Volumen ist
pc,T') ist O(pc,T')/Ot.
Wenn auch die Warmeleitfahigkeit A konstant ist, ergibt sich so

%—f +u- VT = xV?T, (1.13)

wobei wir die Temperaturleitfihigkeit (thermische Diffusivitit) als k = \/pc, defi-
niert haben.

Mit formal denselben Gleichungen kann man auch den Transport von zusétzli-
chen Stoffen (Spezies) geringer Konzentration beschreiben, wenn man 7" durch die
jeweilige Konzentration ¢; ersetzt und s durch die zugehorige Diffusivitat D;.

1.1.6. Zustandsgleichnung

Die Dynamik eines Fluids wird durch die Kontinuitatsgleichung (1.2), durch die Im-
pulsbilanzgleichung (1.9) fiir viskose bzw. (1.4) fiir reibungsfreie Fluide und durch
die Energiegleichung (1.13) beschrieben, wobei wir gewisse Materialparameter als
konstant vorausgesetzt hatten. Die Materialeigenschaften héngen aber im allge-
meinen vom thermodynamischen Zustand des Fluids ab. Meist kann man davon
ausgehen, dafl sich das Fluid in einem lokalen thermodynamischen Gleichgewicht
befindet. Typischerweise wird man dann z.B. die Wérmeleitfihigkeit A(p,T') als
Funktion der lokalen Dichte und Temperatur angeben.

Wir haben also 5 skalare Gleichungen fiir die 6 Unbekannten w, T, p und
p. Daher benétigen wir noch eine weitere Gleichung zur vollstindigen Beschrei-
bung des Systems. Diese liefert die thermodynamische Zustandsgleichung der Form
f(p,p,T) =0, deren konkrete Form vom jeweiligen Fluid abhéngt. In vielen Fillen
kann man die Gleichung fiir ein ideales Gas

p = pRT (1.14)

verwenden, wobei R = 8.3144598 J/(mol K) die universelle Gaskonstante ist. Fiir

Scherkraft wie in Fufinote 4 in den Druck einbezogen wurde.
SHierbei wurde insbesondere die Erwirmung durch innere Reibung (Dissipation) und die Kom-

6 4. €. Rublmann
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1.1. Gleichungen der Stromungsmechanik

inkompressible Fluide ist p = const. und eine Zustandsgleichung wird nicht bend-
tigt. Vielmehr mufl p dann so bestimmt werden, dafl die inkompressible Kontinui-
tatsgleichung (1.5) erfiillt ist.

1.1.7. Entdimensionalisierung

Wenn die Materialeigenschaften als konstant angenommen werden kénnen, macht
es haufig Sinn, zu einer dimensionslosen Formulierung iiberzugehen. Je nach Gro-
Benordnung der Diffusionskonstanten v und x und der antreibenden Kréfte f haben
entweder der diffusive oder der konvektive Transport einen dominierenden Einflufl
auf das Temperatur- bzw. Geschwindigkeitsfeld. Im ersten Fall dominieren die Ter-
me kV2T bzw. vV2u, im letzteren die Terme w - VT bzw. u - Vu. Die entspre-
chenden Losungen kénnen daher ganz unterschiedliche Eigenschaften aufweisen, wie
zum Beispiel bei Grenzschichtstrémungen.

Bei Verwendung dimensionsloser Gleichungen lasen sich die verschiedenen Stro-
mungsbereiche besser abschéitzen und klassifizieren. Dariiber hinaus kann durch
eine Transformation auf dimensionslose Gréflen meist auch die Anzahl der unab-
héngigen Parameter reduziert werden. Damit kann ein gegebenes Problem effizienter
untersucht werden.

Zur Demonstration sei hier die inkompressible Navier-Stokes-Gleichung entdi-
mensionalisiert. Mit den Skalen L, U, L/U und pU? fiir Ort, Geschwindigkeit, Zeit
und Druck definieren wir die dimensionslosen Grofien

. . p=-"L2. (1.15)
L’ U’ L/U’ pU?
Wenn wir diese Ausdriicke in (1.10) einsetzen und den Strich * wieder weglassen,
erhalten wir (ohne aufere Krifte)
ou 1

— +u-Vu=—-Vp+

u. 1.1
ot Revu (1.16)

In dieser Gleichung treten dann nur noch dimensionslose abhéingige und unabhén-
gige Variablen auf sowie die Reynoldszahl

Re = & (1.17)

v

Sie ist ein dimensionsloser Parameter (Ahnlichkeitsparameter), der eine bequeme
Klassifikation der Stromung erlaubt, da die Reynoldszahl ein Maf3 fiir die Grofle
der Trigheitskrifte (U?/L) im Vergleich zur GroBe der Reibungskrifte (vU/L?)
ist. Beachte, dafl die Anzahl der unabhéngigen Parameter durch die dimensionslose
Beschreibung von den vier dimensionsbehafteten Groflen p, v, U und L auf eine
dimensionslose Grole Re reduziert wurde.

pressionsleistung vernachlissigt.
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1. Partielle Differentialgleichungen

Bei der Kombination von Stromung und Warmetransport tritt auflerdem die
Prandtlzahl Pr = v/k auf, bei kompressiblen Stromungen die Machzahl M = U/c
(¢: Schallgeschwindigkeit) und bei Konvektionsproblemen im Schwerefeld die Gras-
hofzahl Gr = gBATL?/v2" Je nach Problem kénnen andere/weitere Ahnlichkeit-

sparameter auftreten.

1.1.8. Typische Form der Gleichungen

Alle oben genannten Gleichungen fiir reale Fluide haben die Form (1.13) einer Kon-
vektions-Diffusionsgleichung

%—f +u- VT = xkV°T. (1.18)

Sie spielt daher eine iiberragende Rolle als Prototyp zum Test numerischer Ver-
fahren. Ist w unabhéngig von T, dann ist die Konvektions-Diffusionsgleichung li-
near in 7. Der dem Konvektionsterm u - VT entsprechende Advektionsterm in der
Navier-Stokes-Gleichung lautet w - Vu. Er ist nichtlinear. Diese Nichtlinearitat ist
letztendlich fiir die ganze Vielfalt der stromungsmechanischen Phénomene verant-
wortlich.

Die Struktur der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichung (1.10) legt die fol-
gende eindimensionale Gleichung nahe, in der Nichtlinearitdt und Diffusion in der
einfachsten Form enthalten sind,

ou ou 0%u

Dies ist die sogenannte Burgers-Gleichung. Wegen der Abwesenheit des Drucks
ist diese eindimensionale Gleichung nicht direkt auf eindimensionale Stromungen
iibertragbar. Sie dient aber als einfaches mathematisches Modell, fiir welches man
analytische Losungen finden kann. Diese Losungen konnen sehr hilfreich sein, um
numerische Verfahren zu bewerten, z.B. hinsichtlich ihrer Genauigkeit.

1.1.9. Randbedingungen

Zur Integration der partiellen Differentialgleichungen benétigen wir noch Randbe-
dingungen. Fiir die inkompressible Navier-Stokes-Gleichung benétigt man 2 Rand-
bedingungen fiir jede der kartesischen Geschwindigkeitskomponenten u = (u, v, w),
da die 3 Gleichungen fiir die kartesischen Komponenten jeweils von zweiter Ord-
nung im Raum sind. Die physikalisch motivierte Randbedingung ist die Haftbedin-
gung U = Uwanq an festen Wanden, wobei wwa,q die Geschwindigkeit der festen
Wand ist. Falls es sich um eine freie Phasengrenze handelt (z.B. fliissig/gasformig),

"Hierbei ist AT eine charakteristische Temperaturdifferenz und L die charakteristische Lingens-
kala.
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1.2. Klassifizierung partieller Differentialgleichungen

mufl man die Stetigkeit der 3 Geschwindigkeitskomponenten (kinematische Rand-
bedingung) und der 3 Komponenten des Spannungsvektors (dynamische Randbe-
dingung) fordern. Der Spannungsvektor ist der Kraftvektor pro Flicheneinheit.® Tm
instationdren Fall benttigt man noch eine Anfangsverteilung der Geschwindigkeit
u(x,t = 0) im gesamten Raumgebiet. Bei inkompressiblen Fluiden mufy der Druck
so bestimmt werden, dafl die Kontinuitétsgleichung erfiillt ist. Dies bedeutet in der
Praxis, daff Druck und Geschwindigkeitsfeld simultan berechnet werden miissen,
was nur iterativ moglich ist.

Im Falle einer reibungsfreien inkompressiblen Stromung reduziert sich die raum-
liche Ordnung der Differentialgleichung, und man kann auf jeder festen Berandung
nur noch die Komponente der Normalgeschwindigkeit vorgeben: w; = %, wand-
Die tangentiale Geschwindigkeit ist frei und ergibt sich erst aus der Lésung des
Problems, die von der Anfangsbedingung [u(x,t = 0),p(x,t = 0)] abhéingt. Bei
durchstromten Gebieten mul man auch noch geeignete Bedingungen fiir die Ein-
und Ausstrémung formulieren.

Die Energiegleichung (1.13) ist von zweiter Ordnung in den Koordinaten z, y
und z. Daher wird auf jeder Berandung eine Randbedingung erforderlich. Dies kann
eine vorgegebene Temperatur T ( Dirichlet- Randbedingung), ein vorgegebener Wér-
mestrom ~ 0, T (Neumann-Randbedingung) oder eine andere physikalisch motivier-
te Randbedingung sein. Eine additive Kombination aus Dirichlet- und Neumann-
Randbedingung bezeichnet man auch als Robin- Randbedingungen. Bei instationédren
Problemen mufl man noch eine Anfangsbedingung T'(x,t = 0) im ganzen Volumen
angeben.

Bei kompressiblen Stromungen sind alle o.a. Gleichungen gekoppelt zu l6sen. Je
nach Problem und numerischer Methode kann die Angabe von Randbedingungen
variieren und ist nicht ganz trivial (siehe z.B. Fletcher, 19910). Auch im inkompres-
siblen Fall gibt es unterschiedliche Formulierungen der Randbedingungen (Gresho,
1991). Die damit zusammenhéngenden Fragen brauchen uns hier aber zunéchst
nicht weiter zu beschéftigen.

1.2. Klassifizierung partieller Differentialgleichungen

Die Differentialgleichungen der Strémungsmechanik sind partielle Differentialglei-
chungen (PDEs) in Raum und Zeit. Die den unterschiedlichen Stromungstypen
(z.B. reibungsfrei oder viskos) entsprechenden PDEs sowie deren Losungen kon-
nen prinzipiell unterschiedliche Eigenschaften besitzen. Daher kéonnen je nach Typ
der Gleichung unterschiedliche numerische Methoden erforderlich sein. Aus diesem
Grund ist eine Klassifizierung von PDEs sinnvoll.

Lineare partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffi-

8Bei kapillaren Grenzflichen sind bei der Normalspannung ggf. noch der Drucksprung durch den
Laplace-Druck und bei den Tangentialspannungen noch Krifte zu beriicksichtigen, die nur an
der Grenzfliche angreifen (z.B. beim thermokapillaren Effekt).
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1. Partielle Differentialgleichungen

zienten konnen immer in der Form
(A8 + BO,, + C? + DI, + B, + F)u=—G (1.20)

geschrieben werden. Sie werden in drei Klassen eingeteilt: elliptisch, parabolisch und
hyperbolisch. Diese Klassifizierung ergibt sich aus dem charakteristischen Verhalten
der Losungen fiir jeden Typ. Der Typus der PDE héngt von den Koeffizienten der
Ableitungsoperatoren ab. Man kann zeigen, dafl nur die Koeffizienten A, B und C
vor den 3 hochsten (zweiten) Ableitungen den Typ bestimmen.

1.2.1. Motivation

Um die Klassifikation zu motivieren, betrachten wir die lineare PDE
(AD2 + B0,y + CO2) u(z,y) =0, (1.21)

mit reellen Koeffizienten A, B,C € R. Die Loésung kann man durch Fourier-
Transformation erhalten. Danach 148t sich die Losung als Superposition (Integral
iiber k, und k,) von Fourier-Moden®

u = GeFeTelkvy (1.22)
schreiben. Wenn wir (1.22) in (1.21) einsetzen, erhalten wir
—k2A — kykyB — k2C =0 = As* + Bs+ C =0, (1.23)

wobel wir s = k,/k, definiert haben. Die quadratische Gleichung in s ist eine
Bedingung fiir das Verhéltnis der beiden Wellenzahlen. Sie kénnen nicht unabhéngig
voneinander gewihlt werden. Vielmehr muf} fir ihr Verhéltnis gelten (Losung der
quadratischen Gleichung)

B 1
= —_—— JE— 2 _
s oA + 2A\/B 4AC. (1.24)

9Zur Erinnerung: Die Fourier-Transformation und die -Riicktransformation sind definiert durch

a(k) = / h u(z)e ™ dz  und  u(z) ! / h a(k)e*® dk.

—0o0 2m —00

Dies kann man durch Probe bestétigen

1 oo 00 o, ) 1 00 0o ,
u(z) = — / </ u(z')e ke dx’) efr dk = — (/ elklz=a’) dk) u(z') da’
2w — 00 — 00 27 —o0 —00

a(k) 27d(x—a’)

_ /Oo w(@)5(z — ') da’ = ().

— 00
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1.2. Klassifizierung partieller Differentialgleichungen

Die Klassifizierung der Losungen (1.22) ergibt sich aus der Diskriminante

B? —4AC >0 = s #sy€R (hyperbolisch),
B? —4AC =0 = s1 = sy € R (parabolisch), (1.25)
B?*—4AC <0 = s #sy,€C (elliptisch).

Im hyperbolischen Fall sind die Wellenzahlen k, und k, reell. Die zugehdrige Losung
hat dann einen rein oszillatorischen Charakter in beiden Koordinatenrichtungen.
Im elliptischen Fall fithren die Terme mit den héchsten Ableitungen zu geddmpften
bzw. angefachten Losungen. Anschaulich ist klar, daf§ die Koeffizienten vor etwai-
gen Ableitungen ersten Ordnung in (1.21) keinen Einflufl auf dieses prinzipielle
Verhalten haben, da die Terme erster Ordnung Dampfungsgliedern entsprechen.

Die Bezeichnungen hyperbolisch, parabolisch und elliptisch rithren daher, daf
(1.24) identisch ist mit der Diskriminante fiir die Losungen der allgemeinen Glei-
chung zweiten Grades,'° die dann entweder Hyperbeln, Parabeln oder Ellipsen sind.
Diese Analogie hat aber keine geometrische Bedeutung fiir die Losungen der PDEs.

Wenn die Koeffizienten der Differentialgleichung nicht konstant sind, kann der
Typ der Gleichung vom Ort abhéngen. Eine Klassifizierung kann man dann durch
FEinfrieren der Koeffizienten vornehmen. Als Beispiel wollen wir die entdimensiona-
lisierte stationére inkompressible Navier-Stokes- (1.16) und Kontinuitéitsgleichung
(1.5) in zwei Dimensionen betrachten

Oyt + Oyv = 0, (1.26a)
1
u0pu + vOyu + Opp — Re (2 +07)u=0, (1.26Db)
Lo oo
u0;v + VOV + Oyp — Ro (92 + ay) v =0. (1.26¢)

Wenn wir die Koeffizienten (rot) in den konvektiven Gliedern formal als konstant
annehmen, dann werden die Gleichungen linear und mit dem Fourier-Moden-Ansatz

(u,v,p)" = (i1, 0, p) " e thvy) (1.27)

erhalten wir das lineare System fiir die Amplituden u, v und p

ik, ik, 0
, B2+ k2 . i
i (uka + vhy) + = 0 ik b | =0 (128
. ki +ky Iz
0 i(uky, +vky) + e ik,

0Dje Losungen der Gleichung
Az + Bay +Cy> + Dz + Ey+F =0

sind in der (x,y)-Ebene Hyperbeln, Parabeln oder Ellipsen, je nachdem ob B? —4AC > 0, = 0
oder < 0 ist.
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1. Partielle Differentialgleichungen

Abbildung 1.3.: Raumkurve, entlang der die Grofle u
und die senkrechte Ableitung du/0n vorgegeben sind.

Die Losbarkeitsbedingung fiir dieses homogene lineare System det[...] = 0 fithrt auf
das charakteristische Polynom
2 | 1.2
ki +ky

(K2 + k) |i (uky + vky) + 2| =0 (1.29)

Es gehen zwar mit i(uk, + vk,) die ersten Ableitungen ein, aber der Charakter
der Losungen ist durch die hochsten Ableitungen iiber (/’{;92C + k;) = 0 bestimmt.
Die zugehorigen Wurzeln s = k,/k, = =i sind rein imaginér, woraus wir folgern,
daB die stationdren zweidimensionalen inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen
elliptisch sind.

1.2.2. Charakteristiken

Die Klassifizierung von PDEs erhélt man in der mathematischen Theorie iiber die
sogenannten Charakteristiken (siehe z.B. Fletcher, 1991a; Sommerfeld, 1978), die
weiter unten erkldart werden. Sie spielen insbesondere fiir hyperbolische PDEs eine
wichtige Rolle. Wir schreiben nun (1.20) in der Form

(AD2 + B0y + CO2) u = ® (u, Oyu, Oyu, x,y) (1.30)

mit A, B,C € R und betrachten nun das folgende Anfangswert- bzw. Randwert-
problem:

Entlang einer Kurve I' in der (x,y)-Ebene seien u und die Ableitung
senkrecht zur Kurve Ou/0n vorgegeben (Abb. 1.3). Mit u ist dann
natiirlich auch die tangentiale Ableitung du/0ds entlang I bekannt.
Neben u sind auf I also die beiden ersten partiellen Ableitungen du/dx
und Ju/0dy gegeben. Der Mathematiker fragt sich dann: Ezistiert eine
Lésung von (1.30), die diesen Randbedingungen geniigt?

Zur positiven Beantwortung dieser Frage mufl man zeigen, daf3 alle hoheren Ab-
leitungen von v in der Umgebung von I' existieren. Denn dann besitzt u eine Po-
tenzreihenentwicklung, und die Losung kann fortgesetzt werden.

12 4. €. Rublmann
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1.2. Klassifizierung partieller Differentialgleichungen

Wenn wir die iiblichen Bezeichnungen fiir die partiellen Ableitungen

_Ou _Ou T_@ 6 — 0*u t—@ (1.31)
P= 5 q_ay’ 022’ Coxoy’ T Oy?) '

verwenden, dann lautet die zu lésende PDE (1.30)

Ar+ Bs + Ct = ®(z,y,u,p,q) . (1.32a)
—_———

auf I" bekannt

Wir sind an den hoheren Ableitungen (2. Ordnung) r, s und ¢ auf I" interessiert und
mochten diese bestimmen. Deshalb brauchen wir zusétzlich zu (1.32a) noch zwei
weitere Gleichungen, um diese Ableitungen bestimmen zu konnen. Diese kénnen
wir mit Hilfe der Differentiale dp und dg erhalten. Fiir sie gilt per definitionem
(und insbesondere auf I")

dp := %dx + g—zdy =rdz 4+ sdy, (1.32Db)
dg := g—zdx + g—;jdy = sdx + tdy. (1.32¢)

Mit (1.32a)—(1.32¢) haben wir drei inhomogene lineare Gleichungen zur Bestim-
mung der drei hoheren Ableitungen r, s und ¢ aus den durch die Randbedingung
vorgegebenen ersten Ableitungen p und ¢ sowie u selbst. Aulerdem héngen diese
Gleichungen von der Richtung (dz,dy)T ab, die betrachtet wird. Damit die drei
hoheren Ableitungen (r, s, t) existieren, muf} die Koeffizienten-Determinante des li-
nearen inhomogenen Systems (1.32a)—(1.32c) von Null verschieden sein

A B C !
A=det| dz dy 0 |=Ady*— Bdrdy+ Cda® #0. (1.33)
0 dr dy

Feste Werte der Differentiale dz und dy definieren eine Richtung in der (z, y)-Ebene
durch die Steigung dy/dx. Die Bedingung (1.33) ist offenbar in jedem Punkt (z,y)
fiir fast alle Richtungen erfiillt. Nur in zwei Richtungen ist diese Bedingung nicht
erfiillt. Diese beiden Richtungen sind gerade durch A = 0 bestimmt. Die Bedingung
A = 0 liefert die quadratische Gleichung

A( WY _p(W) ooy (1.34)

dz dz B '
fiir die beiden Steigungen dy/dz der beiden Richtungen. Entlang der Kurve I" de-
finieren diese Richtungen zwei (reelle oder konjugiert komplexe) Kurvenscharen,

die Charakteristiken genannt werden. Thre Steigungen im Punkt (z,y) sind gegeben

durch q .
a@¥ _ B 1 _
il + 5 VB 4AC = ¢y 5. (1.35)
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1. Partielle Differentialgleichungen

Entlang der Charakteristiken, kann man die hoheren Ableitungen r, s und ¢
nicht bestimmen. Damit also eine Losung des obigen Anfangswertproblems in einer
Umgebung von I' existiert, darf [' nirgendwo ein Bogenelement mit einer Charak-
teristik gemeinsam haben.!! Fiir alle Richtungen mit A # 0 kann man nun zeigen,
daB neben r, s und ¢ auch alle hoheren Ableitungen existieren. Fiir sie gelten exakt
dieselben Existenzbedingungen wie (1.33) (siehe z.B. Sommerfeld, 1978). Damit ist
die Existenz einer Losung in der Umgebung von I' sichergestellt.

Die Charakteristiken besitzen dieselbe Diskriminate wie (1.23), was zu derselben
Klassifikation wie schon in (1.25) fiihrt:

B2 —4AC >0 = hyperbolisch:

2 reelle Scharen von Charakteristiken,
B2 —4AC =0 = parabolisch:

Nur eine Schar von Charakteristiken,
B2 —4AC <0 = elliptisch:

Charakteristiken sind konj. komplex.

(1.36)

Die Charakteristiken definieren die beiden Kurvenscharen'?

y=az+, (1.37)
y =+ 9, (1.38)
wobei ¢ und ¢ die Kurven parametrisieren. Seien die Charakteristiken gegeben

durch die Funktionen ¢(x, y) = y—cix = const. und ¢(z,y) = y—cox = const. Dann
kann man die Differentialgleichung (1.30) durch die Koordinatentransformationen

€= o(z,y), n=(z,y), (hyperbolisch), (1.39a)
E4+1in = o(x,y) = Y(z,y), n=ux, (parabolisch), (1.39Db)
&+ in = o(x,y), £ —in=¢(x,y), (elliptisch). (1.39¢)

auf besonders einfache Formen (Normalformen) bringen (Sommerfeld, 1978). Die
sogenannten Normalformen lauten

0u ou Ou _
oEon X <u, 8_5’ 8_77’ &, 77) (hyperbolisch), (1.40a)
0%u ou Ou _
8—7)2 =X <u, 8_5’ 8_77’ &, 77) (parabolisch), (1.40Db)
Pu  u ou Ou o
oe + o X <u, 9% an’ g, 77) (elliptisch). (1.40c)

"Denn sonst kénnte man noch nicht einmal die hoheren Ableitungen auf I' selbst bestimmen.
12Fiir A, B, C' = const. sind die beiden Kurvenscharen jeweils parallele Geraden.
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1.2. Klassifizierung partieller Differentialgleichungen

(a) (b)

Abbildung 1.4.: (a) Charakteristiken fiir die Wellengleichung (gestrichelte Linien). (b)
Bei Vorgabe der Funktionen f und g entlang der griinen Segmente der Charakterisitiken
erhédlt man die Losung im violetten Bereich.

Die obige Klassifizierung gilt fiir PDEs zweiter Ordnung. Man kann aber auch PDEs
erster Ordnung in &hnlicher Weise klassifizieren. Im folgenden wird fiir jeden Typ
ein Beispiel gegeben.

1.2.3. Hyperbolische Differentialgleichungen

Eine der einfachsten hyperbolischen PDEs ist die Wellengleichung (zum Beispiel
fiir eindimensionale Schallwellen)

Pu 0%

2. 1.41
a2~ € o2 (141)
Sie ist linear. Mit dem Fourier-Ansatz u = 4e'**~“Y erhilt man die Dispersionsre-
lation
w = *ck (1.42)

zwischen der Kreisfrequenz w und der Wellenzahl k. Man kann ¢ = +w/k also mit
der Phasengeschwindigkeit identifizieren. Die beiden Wurzeln der Dispersionsrela-
tion entsprechen rechts- (~ e!**=%9) und linkslaufenden Wellen (~ e!**+%%)) wenn
man k£ > 0 € R wihlt. Unabhéngig von der Wellenzahl k besitzen alle Wellen
dieselbe Phasengeschwindigkeit ¢ = const. Man sagt dann: die Wellen zeigen keine
Dispersion.

Mit A =1, B = 0und C = —c? ist die Diskriminante B?>—4AC = 4c¢?> > 0. Daher
ist die Wellengleichung hyperbolisch. Nach (1.35) sind die Charakteristiken durch
Geraden-Scharen mit den Steigungen dz/dt = +c gegeben, also durch = = ct + 9
und & = —ct + ¢ (Abb. 1.4a).

Die Gleichungen fiir die Charakteristiken lauten dann (siche Abb. 1.4)

¢(z,t) = x + ct = const. (1.43a)
Y(x,t) = x — ct = const. (1.43b)
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1. Partielle Differentialgleichungen
Mit der Transformation (1.39a), hier £ = ¢ = z + ¢t und n = 1) = z — ¢t kann man
die Wellengleichung (1.41) auf die Normalform (1.40a) bringen®®

0*u B
ocom

0. (1.44)

Die allgemeine Losung dieser PDE hat die Form!

u(€n) = f(&) +9(n)
bzw. u(z,t) = f(x +ct) + g(xz — ct). (1.45)

Wenn man nun die Funktion f(¢) entlang einer Charakteristik n = const. und'®
g(n) entlang einer Charakteristik £ = const. vorgeben konnte, wire u(&,n) mit
(1.45) in dem von den Charakteristiken aufgespannten Bereich sofort anzugeben
(Abb. 1.4b). Von physikalischem Interesse sind aber die beiden Anfangsbedingungen
bei t = 0 auf einer Lange Az = L der Form (entspricht der Raumkurve I" aus Abb.
1.3)

1 Ou
el ao(x). (1.46)

ul,_y = uo(x) und =
t=0

Aus diesen Angaben konnen wir die gesuchten Funktionen f und ¢ konstruieren.
Dazu definieren wir

1 v 1 v
F(z) := 3 (uo(a:) +/ ap(z') dx’) und  G(z) := 3 (uo(a:) —/ ao(z") dx') .
0 0
(1/47)
Damit lassen sich die Anfangsbedingungen bei ¢ = 0 ausdriicken als
1 Ou , ,
ul,_q = F(z) + G(x) und - —| =F'(z) -G (x). (1.48)
c Ot,_,
13Mit
9 oo mo 9 0 0 09 mo_ 99
Oz \?’? ¢ \?/alc_/ on 0¢  On ot \?L ¢ >(’):zf_/ on ¢ o
folgt aus (1.41)
9 9\ 9, 9\ )
2( 0 O _2(9 O _ 429 9
c (8{ 877) uU—c <8§+8n> U 4c 8§8nu 0.
14Die Integration von (1.44) iiber ¢ bzw. iiber 7 ergibt
ou ou
Go=dt)  wd =),

15Die Vorgabe entlang einer Charakteristik reicht nicht aus.
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1.2. Klassifizierung partieller Differentialgleichungen

Abbildung 1.5.: Der Wert u(z;,t;) im Punkt P
héngt nur von u im griinen Bereich ab. Ande-
rerseits beeinflufft u(x;,t;) im Punkt P nur den
roten Bereich in der Zukunft.

T — cty z; x; + ct; T

Durch einen Vergleich mit (1.45) fir ¢ = 0 konnen wir F' und G genau mit den
Funktionen f und g identifizieren. Somit erhalten wir die Losung

x+ct

u(z,t) = F(x+ct) + Gz — ct) = % uo(z + ct) + up(z — ct) + / ao(z') d;p/]

T—ct
(1.49)

An dieser Form sieht man, dafl die Feldgrofie u(z;, ¢;) am Orte z; und zur Zeit ¢;
in eindeutiger Weise durch die Anfangswerte aus dem Bereich x € [x; — ct;, x; + ct;]
bestimmt ist (Abb. 1.5). Entsprechend kann der Funktionswert u(z;,t;) am Punkt
x; nur diejenigen anderen Punkte mit ¢t > ¢; beeinflussen, die innerhalb der Charak-
teristiken liegen, die durch den Ausgangspunkt z; gehen. Die Information breitet
sich mit der Phasengeschwindigkeit +c aus. Von der anfinglichen Verteilung ug(z)
propagiert die Hélfte nach rechts und die andere Hélfte nach links. Hinzu kommt
noch ein Beitrag von der anfinglichen Anderungsrate ag(x).

In der Verallgemeinerung dieses Resultats erhélt man eindeutige Losungen in
Gebieten, die begrenzt sind durch die (im allgemeinen gekriimmten) Charakteristi-
ken'® und den Linienzug, entlang dem die Rand/Anfangsbedingungen vorgegeben
werden (Abb. 1.6a). Auch wenn v und du/0t nicht auf derselben Linie vorgegeben
sind, sondern auf verschiedenen sich treffenden Linien, ist die Losung eindeutig. Die
wichtigsten Fille sind in Abb. 1.6b,c gezeigt.

Neben der Wellengleichung sind auch die instationéren Eulergleichungen und die
Gleichungen fiir stationire Uberschallstrémungen reibungsfreier Fluide hyperbo-
lisch. Die Losungen hyperbolischer PDEs sind typischerweise ungedampft (Wellen).
Das bedeutet, dafl sich Diskontinuitdten in den Anfangsbedingungen im Falle li-
nearer hyperbolischer PDEs entlang den Charakteristiken in das Integrationsgebiet
ausbreiten.!”

6Die Charakteristiken sind krummlinig, wenn die Koeffizienten A, B und C der Differentialglei-
chung nicht konstant sind.

"Die Methode der Charakteristiken zur Losung partieller Differentialgleichungen erster Ordnung
durch Uberfithrung in ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung wird
hier nicht behandelt.
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1. Partielle Differentialgleichungen
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Abbildung 1.6.: Bereiche eindeutiger
Losungen hyperbolischer PDEs fiir
verschiedene Randbedingungen bei ge-
kriimmten Charakteristiken (Fletcher,
1991a). Hier bezeichnen uw und v die
beiden abhéngigen Variablen eines
hyperbolischen Systems zweier PDEs
erster Ordnung. In den Fillen, in denen
u oder v auf einer Linie vorgegeben ist,
muf} auf der anderen Linie die andere
Variable, also v oder u vorgegeben
werden. Die Variable v entspricht
Ou /ot der Wellengleichung.

X~ characteristics

voru
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1.2.4. Parabolische Differentialgleichungen

Das klassische Beispiel fiir eine parabolische PDE ist die eindimensionale
Wiérmeleitungs- bzw. Diffusionsgleichung

oT 0*T

mit der Temperaturleitfihigkeit (Wérme-Diffusivitét) £ > 0. Wir kénnen sie mit
dem Separationsansatz

T(x,t) = f(z)g(t) (1.51)

losen. Der Ansatz liefert

fg=xf"9g = ‘Z(%) = /if;l(%) = -\ (1.52)

Da die linke Seite der Gleichung eine Funktion nur von ¢ ist und die rechte eine
Funktion nur von z, miissen beide Seiten konstant sein mit der Konstanten —\ <
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1.2. Klassifizierung partieller Differentialgleichungen

0.18 So erhalten wir die Lésungen
fr(z) = Agsin(kz) + By cos(kx) und  gp(t) = e, (1.53)

wobei k% = \/k. Die Konstante )\, bzw. k, kann zunéchst beliebig sein. Daher gibt
es ein ganzes Spektrum von Moden

Ti(z, t) = e "' Ay sin(kz) + By cos(kx)] . (1.54)

Die erlaubten Werte von k ergeben sich aus den Randbedingungen.
Wenn wir den Bereich = € [0, 1] betrachten und die Randbedingungen T'(z = 0) =
T(x =1) =0 fordern, dann mufl By = 0 sein und k = n7 mit n € IN, so daf

T(x,t) = Z Ane" ™ sin(nrz). (1.55)

n=1

Die Amplituden A, ergeben sich aus den Anfangsbedingungen. Fir T(t = 0) =
Asin(mz) bleibt nur der Summand n = 1 iibrig. Die exakte Losung lautet dann

T(z,t) = Ae " sin(mz). (1.56)

Das zeitlich exponentielle Abklingen steht im klaren Gegensatz zu dem Wellencha-
rakter der Losungen hyperbolischer PDEs.

Ein Vergleich von (1.50) mit (1.20) ergibt B = C' = 0, so daf die Diskriminante
B? —4AC = 0 ist. Daher ist die Diffusionsgleichung (1.50) parabolisch. Nach (1.35)
gibt es dann nur eine Schar von Charakteristiken mit Steigung d¢/dz = 0. Sie sind
deshalb gegeben durch ¢ = const. Die Charakteristiken haben bei parabolischen
Gleichungen keine grofle Bedeutung. Die Feldgréfie an irgendeinem Punkt z; zum
Zeitpunkt t; beeinflult alle Punkte des Gebiets (hier = € [0, 1]) zu einem spdateren
Zeitpunkt ¢ > t; (Abb. 1.7). Sie hat keinen Einflufl auf frithere Zeiten ¢ < t;. Daher
kann man die Losung einer parabolischen PDE im Prinzip dadurch erhalten, dafl
man das Gebiet einmal in Zeitrichtung durchschreitet (time-marching).

Wie wir oben schon gesehen haben, mufl zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Anfangs-
bedingung (z.B. die Temperatur) vorgegeben werden (Dirichlet-Bedingung). Fiir
die Rénder des rdumlichen Gebiets kann man Dirichlet-, Neumann- oder gemischte
Bedingungen (Robin-Randbedingungen) vorgeben. Neumann-Bedingungen entspre-
chen der Vorgabe des Wiarmestroms ~ 07'/0x auf dem Rand.

Im Gegensatz zu hyperbolischen PDEs sind bei parabolischen PDEs die Losun-
gen immer kontinuierlich, wenn man von der einen zu einer anderen Charakteristik
iibergeht. Auch die Fortsetzung unstetiger Anfangs- oder Randbedingungen in das
Integrationsgebiet erfolgt kontinuierlich (glatt). Es kénnen aber sehr hohe Gradi-
enten im Integrationsgebiet auftreten, was zu numerischen Problemen fiithren kann.

BWenn man A\ < 0 wihlen wiirde, bekiime man Losungen, die in der Zeit exponentiell wachsen.
Die rdumlichen Funktionen wiren dann sinh und cosh. Mit diesen Losungen lassen sich aber
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1. Partielle Differentialgleichungen

Abbildung 1.7.: Einflufigebiete fiir parabolische

Gleichungen. Das griine Gebiet (¢ < t;) kann nicht

vom Wert 7" am Punkt P = (z;,t;) beeinfluit wer-
x  den. Der Wert u(x;,t;) beeinflufit jedoch alle Punk-

te im roten Gebiet (¢ > ¢;). Die Charakteristiken
T geniigen t = const. (gestrichelte Linien).

Parabolische Differentialgleichungen besitzen typischerweise einen Propagations-
charakter in ¢- (erste Ableitung ) und einen Diffusionscharakter in z-Richtung (zwei-
te Ableitung). Weitere parabolische Gleichungen sind die Navier-Stokes-Gleichung
und die stationédre Grenzschichtgleichung. Wenn eine zeitabhéngige PDE parabo-
lisch ist (wie hier die Warmeleitungsgleichung), dann ist die zugehorige stationére
PDE elliptisch.

1.2.5. Elliptische Differentialgleichungen

Das Paradebeispiel fiir eine elliptische PDE ist die Potentialgleichung (Laplace-
Gleichung)

0% 0%
5 o = (1.57)

Sie beschreibt zum Beispiel das Geschwindigkeitspotential von Potentialstromungen
(inkompressible, rotationsfreie Stromungen'?) oder die stationire Wirmeleitung in
zwei Dimensionen.

Eine spezielle und einfache analytische Losung auf dem Quadrat (z,y) € [0, 1] x
[0, 1] kénnen wir konstruieren, wenn wir ¢(z = 0) = ¢(x = 1) = 0 als Randbe-
dingungen vorgeben und eine Losung der Form ¢(x,y) = f(y) sin(mx) suchen. Fiir
f(y) folgt dann f” — 72 f = 0, was auf f(y) = e*™ fiihrt. Die Losung ist demnach

o(z,y) = Ae ™ sin(mx), (1.58)

wenn wir die Randbedingungen ¢(y = 0) = Asin(7rz) und ¢(y = 1) = Ae " sin(mx)
annehmen.

Im Gegensatz zu hyperbolischen und parabolischen PDEs hat bei elliptischen
PDEs der Wert von ¢ an jedem Punkt eine Auswirkung auf alle anderen Punk-
te des Systems. Der Einflu} wird aber mit wachsendem Abstand immer geringer.
Daher kann man zur numerischen Losung elliptischer PDEs kein Verfahren anwen-
den, bei dem man nur einmal durch das Gebiet gehen mufl (wie das time-marching

keine physikalisch sinnvollen Randbedingungen (z.B. konstante Temperatur) realisieren.
Mit w = V x u = 0 folgt u = V¢. Kontinuitit erfordert bei inkompressiblen Fluiden dann
V-u=V-V¢p=0.
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1.2. Klassifizierung partieller Differentialgleichungen

Abbildung 1.8.: Bei elliptischen Gleichungen beeinflufit
jeder Punkt P alle anderen Punkte des Volumens.

Abbildung 1.9.: Globale Bedingung bei Vorgabe des Flusses
durch den Rand S eines Volumens V.

fiir parabolische PDEs). Ahnlich wie bei parabolischen Gleichungen werden Dis-
kontinuitdten in den Randbedingungen im Innern des Gebiets zu kontinuierlichen
Funktionen gegléttet.

Bei elliptischen PDEs zweiter Ordnung der Form (1.57) existiert ein Extremal-
Prinzip, wonach ¢ sowohl sein Maximum wie auch sein Minimum auf dem Rand
des Gebiets annehmen mufl (Garabedian, 1964). Diese Bedingung kann man auch
zum Test numerischer Losungen verwenden.

Da jeder Punkt des Gebiets jeden anderen beeinflufit (Abb. 1.8), erfordern ellipti-
sche PDEs Randbedingungen auf allen Randern. Dies konnen Dirichlet Bedingungen
durch Spezifizierung von ¢|s sein, wobei S den Rand des betrachteten Gebiets V/
bezeichnet. Falls Neumann-Bedingungen 9,,¢|s vorgegeben werden, ist Vorsicht ge-
boten. Denn die Neumann-Randbedingung fiihrt zu der globalen Bedingung (Abb.
1.9)

/n~V¢dS Ga:““/v%dv, (1.59)
S 1%

die konsistent mit der Losung sein muf. Im Falle einer Potentialstrémung ist n- V¢
die Geschwindigkeit senkrecht zum Rand. Dann ist das Integral (1.59) der totale
Volumenstrom durch die Berandung aus dem Gebiet hinaus, der bei inkompres-
siblen Stromungen natiirlich verschwinden mufi: V%¢ = 0 = fv VipdV = 0.
Mit A = C =1 und B = 0 in (1.30) ist die Diskriminante B* — 4AC = —4 < 0
und die Charakteristiken sind komplex (siche (1.35)). Fiir die Differentialgleichun-
gen der Stromungsmechanik haben die komplexen Charakteristiken jedoch keine
Bedeutung.

Zusammenfassung: Hyperbolische Gleichungen treten typischerweiser bei Propa-
gationsproblemen auf, bei denen die Dissipation keine Rolle spielt, wie z.B. bei der
ungeddmpften Wellenausbreitung. Parabolische Gleichungen beschreiben Ausbrei-
tungsphanomene mit Dissipation (wie bei der Warmeleitung). Elliptische Gleichun-
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1. Partielle Differentialgleichungen

gen treten bei stationdren Stromungsproblemen auf. Da sich der Typ der Differen-
tialgleichung im betrachteten Gebiet dndern kann A, B und C' variabel), miissen
die Randbedingungen so formuliert werden, daf§ sie zu dem Typ passen, den die
Differentialgleichung am Rand des Gebiets besitzt.
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2. Finite Differenzen und einige
generelle Betrachtungen

Zur numerischen Losung einer partiellen Differentialgleichung muf sie zunéchst in
eine geeignete Form gebracht werden. Danach erfolgt typischerweise eine Diskreti-
sierung, bei der die kontinuierlichen Feldgrofien, wie u, v, w, p und T" mit unendlich
vielen Freiheitsgraden auf eine endliche Anzahl von Unbekannten an den Knoten-
punkten eines Gitters reduziert werden. Bei der Diskretisierung wird die kontinu-
ierliche Differentialgleichung in ein System von algebraischen Gleichungen fiir die
endliche (aber oft grofie) Zahl von Unbekannten umgeformt. Der dabei auftreten-
de Diskretisierungsfehler ist normalerweise der wesentliche Grund (Fehlerquelle)
fiir Abweichungen der numerischen Liosung von der exakten Losung der Differen-
tialgleichung. Die Losung der algebraischen Gleichungen liefert dann die gesuchte
Approximation der exakten Losung der Differentialgleichung. Der Fehler, der bei
der numerischen Losung der algebraischen Gleichungen gemacht wird (Rundungs-
fehler), ist normalerweise sehr klein im Vergleich zum Diskretisierungsfehler.

Je nach Verfahren kann der Aufwand zur Losung der algebraischen Gleichungen
verschieden sei. Bei stationéren elliptischen Problemen, bei denen jeder Punkt alle
anderen beeinflufit, wird das algebraische Problem oft so formuliert, daf§ alle Glei-
chungen miteinander gekoppelt sind und simultan gelost werden. Dieses implizite
Verfahren besteht nur aus einem Schritt. Er ist aber sehr aufwendig. Bei zeitab-
héngigen Problemen (meist ist der Charakter parabolisch oder hyperbolisch) wird
oft eine explizite Formulierung verwendet. Die Feldgrofie zu einem neuen Zeitpunkt
héngt dann nur von einigen benachbarten Punkten ab, die zu einem oder wenigen
vorherigen Zeitpunkten berechnet wurden. Bei einer expliziten Formulierung ist die
algebraische Losung einfach und schnell zu erreichen, es sind aber viele Einzelschrit-
te in der Zeit erforderlich.

2.1. Explizite und implizite Diskretisierung

Als Beispiel fiir die Diskretisierung betrachten wir die zeitabhéngige Warmeleitung
in einer Dimension (1.50)
or 0T
ot " ox?
Wir iiberzichen das Gebiet z € [0,1] und ¢ > 0 mit einem &quidistanten Gitter
mit Gitterabstinden Ax und At und betrachten die Temperatur 7" nur an den

(2.1)

4. €. Rublmann 23

Numerische Methoden der Strémungs- und Wirmetechnik



2. Finite Differenzen und einige generelle Betrachtungen

n=t A
5 e ’
[fa |
4 e 3
3 s I I »
92 4 I I ) Abbildung 2.1.: Aquidistantes Git-
I I ter. Die Funktionswerte an den
19 J J ! blauen Punkten werden durch die
0 . . o Rand- und Anfangsbedingungen
0 1 2 J-2J-1 g j=x vorgegeben.

Gitterpunkten (Knotenpunkten), die durch

r—x;=jAr,  je0,J]], Az =1/, (2.2a
t — t, = nAt, n € [0, 00), (2.2b)

gegeben sind.
Die einfachste Form der Diskretisierung besteht darin, die Differentialquotienten

in (2.1) durch die entsprechenden Differenzenquotienten zu ersetzen. Dann erhalten
wir zum Beispiel am Punkt (j,n)!

n+1 n n n n
T Ty TR, 2Ty A TR

2.
At Az? (23)
Diese Gleichung kann man nach T]”Jrl auflosen
kAL
n+l __ mn n n

TJ’ T A2(]+1_2T +T ) (2-4)

~—— _

gesucht bekannt n

Wenn man nun die Temperatur an allen Orten j zum alten Zeitpunkt n kennt,
kann man die Temperatur zum neuen Zeitpunkt n + 1 fiir alle 7 berechnen. Dabei
wurde angenommen, dafl die Randwerte 7§ und 7'} durch Dirichlet-Bedingungen
vorgegeben sind (blaue Punkte in Abb. 2.1).

Das Schema (2.4) wird FTCS-Algorithmus genannt (Forward in Time and
Centered in Space). Hierbei ist die zeitliche Diskretisierung asymmetrisch und die

1Es ist
*r _ 1 (or or po L (T =T 1T
— = llm — —_— _ - = l1im
0r2 Az—0Azx \ Ox it1/2 Oz | 1/2 Az—0 Ax Az Az
= dim =5 (Tj+1 = 2T + Tj-1)
24 4. €. Rublmann
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2.1. Explizite und implizite Diskretisierung

(a) explizit (b) implizit (c) expl., symm., 3-Niv.
n+1 n+1 n+1
n n n
| n—1 | n—1 n—1
j—1 3 Jj+1 j—1 3 J+1 j—1 3 J+1

Abbildung 2.2.: Mogliche Diskretisierungen der Warmeleitungsgleichung (s. Text).

raumliche Diskretisierung symmetrisch.? Die FTCS-Diskretisierung ist ein explizites
Losungsverfahren (Abb. 2.2a). Diese Losungsmethode ist konsistent mit dem para-
bolischen Charakter der Differentialgleichung, wobei die Temperatur zum Zeitpunkt
t, nur von fritheren Zeitpunkten und nicht von spéteren Zeitpunkten abhingt.> Wer-
te zwischen berechneten Gitterpunkten kann man mittels Interpolation erhalten.

Unter Beibehaltung der asymmetrischen zeitlichen Diskretisierung hétten wir
anstelle von (2.4) auch schreiben kénnen

n+1 __ mn ’%At n+1 n—+1 n+1
T =T+ 3 (T =20 + 1) (2.5)
Wenn man alle unbekannten Terme zur Zeit n 4 1 auf die linke Seite bringt, erhélt
man das implizite Schema (Abb. 2.2b)

—sT 4+ Qs+ V)T — TP = TP (2.6)
(. ~ - -~
gesucht bekannt
wobei At
R
= 2.7
5= AL (2.7)

gesetzt wurde. Wenn wir nun die Temperatur zum neuen Zeitpunkt ¢,,,; berechnen
wollen, miissen wir die gekoppelten Gleichungen fiir alle Werte j € [0, J] simultan
beriicksichtigen. Das ist wesentlich aufwendiger als das explizite Verfahren.

Eine dritte Variante besteht darin, den Differentenquotienten auch fiir die Zeit
symmetrisch zu withlen. Mit 9T /0t — (7! — T~ ') /2At erhalten wir

2kt
n+1 n—1 n n n

2Die rdumliche Diskretisierung kann verschieden aussehen, insbesondere bei anderen Verfahren
(finite Volumen, finite Elementen oder spektrale Verfahren); siche dazu Kap. 4. Andere zeitliche
Diskretisierungen werden in Kap. 6 behandelt.

3Durch die Diskretisierung bleibt innerhalb eines Zeitschritts der Einflufl weit entfernter Raum-
punkte T7* mit | — j| > 2 unberiicksichtigt. Dies ist ein gewisses Artefakt der Diskretisierung.
Die Information von entfernten Raumpunkten erreicht erst nach entsprechend vielen Zeitschrit-
ten den betrachteten Raumpunkt z;.
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2. Finite Differenzen und einige generelle Betrachtungen

Diese Formulierung ist wieder explizit, involviert aber insgesamt drei Zeitniveaus
(sieche Abb. 2.2¢). Der Algorithmus ist komplizierter als FTCS (2.4), aber im Prinzip
genauer. In der Praxis ist das Verfahren aber nicht anwendbar, da es fiir die Wér-
meleitungsgleichung instabil ist. Bei anderen Gleichungen kann diese vollsténdig
symmetrische Formulierung jedoch stabil sein.

2.2. Konstruktion von Differenzenformeln

Die Taylorentwicklung einer beliebig oft differenzierbaren Funktion f(x) um den
Punkt z; lautet

o= () 29)

m=0

Sie kann verwendet werden, um die in der PDE auftretenden Ableitungen von f
am Gitterpunkt (x;,t,), zum Beispiel 0, f |;L oder O, f |?, durch die Werte an den
benachbarten Gitterpunkten auszudriicken.

Dazu entwickeln wir beispielsweise den Wert 7'(z;41,t,) am Punkt (z;14,%,) in
eine Taylorreihe um den Entwicklungspunkt (x;,1,)

= Az™ (omT\" or\" Ax? (0*T\"

|
m=0 " j j j
(2.10)
Fiir den zeitversetzten Punkt (z;,¢,41) gilt entsprechend die zeitliche Taylorent-
wicklung

— At™ (O"T\" OT\" = At? (9°T\"
T(xj,thi1) = mzo —7 (at—m)] =T"+ At (E)] + (W)] + 0 (A).
(2.11)

Der Ausdruck O(Az?) bedeutet, da§ der Fehler, der bei dem Abbruch der Reihe
nach dem letzten aufgefiihrten Summanden entsteht, von der Gréfienordnung Az3
ist. Dabei wird davon ausgegangen, dafl die Faktoren (Ableitungen) bei den Ter-
men ~ Az™ von der GroéBenordnung 1 sind, also O(1). Der Fehler in (2.10) ist
dann im wesentlichen bestimmt durch den groBten vernachléssigten Term (mit der
niedrigsten Potenz von Az), hier also durch aAx?, a = const. = O(1).4

Aus (2.10) und (2.11) erhdlt man durch Auflésen die Ausdriicke fiir die ersten
Ableitungen am Punkt (z;,1,)

oT\" _ Thy =Ty
— = < A 2.12
<8x)j U 0(an), (212a)
or\" Tt —1r

<E)J = T +O(At). (2.12b)

“Genauer gesagt bedeutet O(A™), dafl im Limes A — 0 gilt: O(A™) ~ aA™ mit a < co. Im
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2.2. Konstruktion von Differenzenformeln

Abbildung 2.3.: Approximation der exakten
Ableitung (97/0z); (braun) im Punkt z;
mittels Vorwérts- (blau), Riickwérts- (griin)
und zentralen Differenzen (rot). Ti-1

-

T T
J I

Dies sind Vorwiartsdifferenzen-Formeln (forward FEuler). Die Riickwérts-Euler-
Formel (backward Euler)

aT n B TJ" — Tj[1
(%)j — T + O (Al‘) (2.13)

erhélt man durch die Taylor-Entwicklung von T'(z;_1,t,) um den Entwicklungs-
punkt z;. Die geometrische Interpretation zeigt Abb. 2.3.

Will man genauere Formeln entwickeln, mufl man weitere Gitterpunkte invol-
vieren. Man setzt dann die gesuchte Ableitung als Linearkombination von Funkti-
onswerten an den gewiinschten Gitterpunkten an. Fiir drei symmetrische Punkte
lautet dann der Ansatz

aT " mn mn mn m
(%> = ali" | + b1} + T} + O (Az™), (2.14)
J

wobei wir a,b und ¢ bestimmen wollen und jetzt noch nicht genau wissen, welche
GréBenordnung O(Az™) der Fehler hat. Wenn wir nun fiir 77 |, T} und 77, die
Taylorentwicklungen von 7" um z; an den Punkten z;_;, z; und z;;, einsetzen,
erhalten wir

~~ ~~

or\" Az? (0*T\"
al?™  + 0T+ T =(a+b+c)T" + c—an(—) +a+c—<—)
Jj—1 J J+1 S Z] S _) _\ Or ; L:B_Z 9 Ox2 ;

+ (¢ — a)%’j3 (%) + 0 (Az'). (2.15)

J

Offensichtlich miissen wir (¢ — a)Axz = 1 setzen, da sonst die erste Ableitung ganz
eliminiert wird. Zur Festlegung der drei Unbekannten a, b, c haben wir dann noch

Limes A — 0 bleibt also nur der angegebene Term iibrig und es liegen beliebig viele Grofien-
ordnungen zwischen den Summanden mit unterschiedlichen Exponenten n > m. Dann werden
die Groflenordnungen der Betrige dieser Summanden beliebig stark voneinander getrennt. Fiir
hinreichend kleines A ist der Fehler daher durch den fithrenden Term bestimmt.
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2. Finite Differenzen und einige generelle Betrachtungen

zwei weitere Bedingungen frei. Diese wahlen wir so, dafl moglichst viele Koeffizien-
ten vor den gréfiten Fehlertermen verschwinden. Dies fithrt auf 3 Bedingungen, die
wir als lineares Gleichungssystem schreiben kénnen

1 11 a 0
-1 01 ])-{b|=]| 1/Az |. (2.16)
1 01 0
Die Losung lautet
1
= —aq=— b=0. 2.17
c a= o 0 (2.17)
Als Ergebnis erhalten wir die zentralen Differenzen (Abb. 2.3)
oT\" TP - TP,
— | =——— Ax?) . 2.1
(8x)j 2Ax +0 (A7) (2.18)

Der Fehler ist von der Gréfienordnung O(Axz?), da der erste nicht verschwindende
und vernachliissigte Term in (2.15) formal von der Gréfienordnung O(Az?) ist, aber
noch mit ¢ — a = Az~! multipliziert wird. Im Vergleich zu den Vorwirts- (2.12a)
und Riickértsdifferenzen (2.13) sind die zentralen Differenzen also um eine Ordnung
genauer.

In derselben Weise kann man auch asymmetrische Differenzenformeln fiir den
Punkt (j,n) entwickeln. Eine 3-Punkt-Formel fiir die erste Ableitung erhilt man
mit dem Ansatz

aT " mn mn mn m
(%)J =al} + T}y, + Ty + O (Ax™). (2.19)

Wenn man die Taylorentwicklungen fiir 77, und 77, um den Punkt (z;,t,) ein-
setzt, erhalt man

or\"
all" +bT7y + cT7y = (a+b+c) T} + (b + 2¢)Ax <_)
———— S——

J or ) .

B N ’ (2.20)
Az? (0PT\" '
b+4dc) — | = Az?) .
Tt (aﬂ)ﬁ“ =)
=0
Die drei Bedingungen fiithren auf
3 4 1

— _ h= — = 2.21
“ 2Ax’ 2Ax’ ¢ 2Ax’ (221)

wodurch wir die einseitige Differenzenformel 2. Ordnung

OT\" _ 3T} 4T}, — T},
il — A2 2.292
(%) e L0 (a) (222

J
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2.3. Beispiel: Eindimensionale Warmeleitung

erhalten.

Man kann nun noch weitere Punkte hinzunehmen und die Funktionswerte an den
Stellen mit entsprechenden unbestimmten Vorfaktoren in den Ansatz einbeziehen.
Durch Nullsetzen der Koeffizienten der Ableitungen lassen sich weitere (hohere)
Ableitungen eliminieren, wodurch der Abbruchfehler (truncation error) weiter ver-
kleinert wird. Die so entstehenden Differenzenformeln hoéherer Ordnung werden
zwar immer genauer, sie haben aber auch Nachteile: Zum einen sind sie kompli-
zierter und zum anderen fithren sie oft zu weniger stabilen Algorithmen. In vielen
Fillen stellen daher die einfachen Formeln schon die beste Wahl dar.

2.3. Beispiel: Eindimensionale Warmeleitung

Als Beispiel kann man die zeitabhéngige eindimensionale Wérmeleitung berech-
nen. Dazu betrachte das Anfangswertproblem (1.50) auf dem Gebiet (z,t) €
[0,1] x [0,00) mit den Randbedingungen T'(x = 0) = T(x = 1) = Ty # 0 und
der Anfangsbedingung T'(t = 0) = 0. Dies entspricht dem Aufheizen eines Drahtes
durch plotzliches Aufpragen der Temperatur Ty an den Enden.

Man kann nun das explizite F'TCS-Schema (2.4)

T = sT0 4 (1= 28)T0 + sT7 (2:23)

in einem Computer-Programm mit s = 0.5 implementieren (Ubung). Wenn man
ein Zeitniveau n berechnet hat, erhdlt man mit diesem Schema die Temperatur
fiir das darauf folgende Niveau n + 1 an den inneren Punkten j € [2,J — 1]. Die
Randwerte an den Punkten j = 1, J sind durch die Randbedingungen festgelegt.
Wegen der unstetigen Anderung der Randtemperatur bei t = 0 ist es fiir eine bessere
Approximation der exakten Lésung® (vgl. (1.55))

n [(2m — 1)71'37] —k(2m—1)272t
(2m —1)m '

[o¢] 4 .
T t)=To-Tp)Y — (2.24)
m=1

giinstig, wenn man 7Y = TV = Ty/2 # 0 setzt. Das macht den Einschaltvorgang
etwas glatter. Die numerische Losung fiir verschiedene Zeiten ist in Abb. 2.4 gezeigt.
Die gestrichelten Kurven entsprechen der Summe (2.24), die bei einem hohen Wert
von m abgebrochen wurde.

2.4. Diskretisierungsfehler

2.4.1. Fehlerordnung bei homogenen Gittern

Der Fehler bei der Diskretisierung der Ableitungen einer Funktion hédngt von den
vernachlassigten Termen ab. Die Gréflenordnung dieses Diskretisierungsfehlers ska-

®Aus Symmetriegriinden brauchen nur ungerade Werte von n in (1.55) beriicksichtigt zu werden.
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2. Finite Differenzen und einige generelle Betrachtungen

% 02 04 06 08 1

T

Abbildung 2.4.: Losung der eindimensionalen Wirmeleitungsgleichung (1.50) mittels
FTCS-Schema (2.23) fir s = 0.50 und J = 20 (Az = 1/19). Es wurde x = 1
gesetzt. Blau: Anfangsbedingung ¢ = 0, griin: ¢t = At, rot: ¢t = 6At und cyan:
t = 94At ~ 0.13 (k = 1). Die gepunkteten Linien stellen die Galerkin-Losung T'(x) =
To {1 — Z}LOZO? 21— (—1)"]e*“”2”2t sin(nmc)} zu den entsprechenden Zeitpunkten dar,
vgl. (2.24) und Kap. 4.5.1.

liert mit der niedrigsten Potenz des Gitterabstands Az, die in den vernachléssigten
Termen auftritt. Die tatsidchliche Gréfle hangt auflerdem noch von der entsprechen-
den exakten (hoheren) Ableitung der approximierten Funktion ab.5

Im Limes Az — 0 bestimmt ausschliellich der fithrende vernachléssigte Term den
tatséchlichen Fehler € der numerischen Rechnung (z.B. der Stromungsgeschwindig-
keit an einem festen Punkt). Deshalb reduziert sich der Fehler bei einer Gitterver-
feinerung Ax — 0 asymptotisch wie

e=K(Ax)™. (2.25)

Man nennt dann m die Ordnung des verwendeten Schemas. In einem logarithmi-

schen Plot des Fehlers (Abb. 2.5a)
In(e) =In(K)+mln(Ax) (2.26)

kann man an der Steigung die Ordnung m des Verfahrens ablesen.
Die Abhéngigkeit irgendeiner lokalen oder integralen Feldgrofie f™™ vom Gitter-
abstand Ax
fnum(Ax> — fexakt e~ fexakt 4 K(Al’)m (227)

kann man zu Konvergenztests verwenden, indem man f™™ als Funktion von (Az)™
auftragt. Fiir hinreichend kleinen Gitterabstand Az sollte die Abweichung vom

Fiir ¢ = 0 erkennt man die Fourier-Reihe der Stufenfunktion.
5In Fletcher (1991a) finden sich einige Tabellen, in denen die Approximationen mittels finiter
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2.4. Diskretisierungsfehler

(a) (b)

fnum

In () Steigung K

Steigung m . ° \'

[ hd — f exakt

In (Ax) (Ax)™

-
- -

Abbildung 2.5.: Schematische Darstellung eines typischen Konvergenzverhaltens (rote
Punkte) als Funktion des Gitterabstands Ax. Die gestrichelten Geraden zeigen das asym-
ptotische Verhalten fiir Az — 0. (a) Fehler als Funktion von Az, doppel-logarithmisch.
(b) Numerische Feldgrofie als Funktion von (Az)™ bei bekannter Ordnung m.

N
161 121 o1 .
T 81 61
47 T 01 ‘ ‘ ‘
460~ e
o
L - 7
450- . I
L S 7
ReC 440- |
430~ | |
L D 7
= Be-o o -
41 | R R o |

L | L L
05 10 15 20 25 3c
10°N2

Abbildung 2.6.: Konvergenzverhalten der berechneten kritischen Reynoldszahl Re. als
Funktion der Anzahl der Unbekannten N pro Raumrichtung (Az ~ N1 fiir den Uber-
gang von einer zwei- zu einer dreidimensionalen Wirbelstrémung in einem Rechteckbe-
hélter, in dem die Strémung durch die tangentiale Bewegung einer Seitenwand ange-
trieben wird (lid-driven cavity, dhnlich wie beim Frontispiz) (nach Albensoeder et al.,
2001). Die Symbole bezeichen verschiedenen Hohen-zu-Breiten-Verhéltnisse I' des Behél-
ters: I' = 2.00 (O), I' = 3.00 () and T" = 4.00 (O). Es wurde ein Verfahren zweiter
Ordnung verwendet.

exakten Wert fe2k linear mit (Az)™ variieren (Abb. 2.5b). Im asymptotischen
Bereich 148t sich dann die numerisch berechnete Grofle damit auf ein unendlich
feines Gitter (Az — 0) extrapolieren. Ein konkretes Beispiel ist in Abb. 2.6 gezeigt.

Differenzen mit den exakten Ableitungen (zum Beispiel von e”) verglichen werden.
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2. Finite Differenzen und einige generelle Betrachtungen

Je hoher die Fehlerordnung ist, desto genauer ist das numerische Verfahren. Eine
Diskretisierung hoher Ordnung involviert aber relativ viele Gitterpunkte. Bei einem
groben Gitter konnen daher schnelle Variationen nicht gut mit einem Verfahren
hoher Ordnung wiedergegeben werden. Deshalb erhélt man auf groben Gittern ge-
nauere Ergebnisse mit Verfahren niedriger Ordnung. Verfahren héherer Ordnung
sind denjenigen niedriger Ordnung erst auf sehr feinen Gittern iiberlegen (siehe
auch Fletcher, 1991q).

2.4.2. Gitterstreckung

Der Diskretisierungsfehler hédngt nicht nur von der Ordnung des in der Taylor-
entwicklung vernachléssigten fithrenden Terms ab, sondern auch von der entspre-
chenden Ableitung der Funktion am den Gitterpunkten (z;,t,). Fiir die Zentrale-
Differenzen-Formel (2.18) ist zum Beispiel der fithrende Fehler auf einem &quidi-
stanten Gitter (Ax?/6)0°T/0z>.

Um eine iiber das ganze Integrationsgebiet gleichméBig gute Ndherung zu erhal-
ten, ist man daher bestrebt, die Gitterweite Az dort zu verkleinern, wo die Ablei-
tungen der Unbekannten sehr grof sind. Dies ist bei viskosen Stromungen meist in
der Nédhe der Wénde der Fall. Denn dort entstehen fiir groe Reynoldszahlen diinne
viskose Grenzschichten.

Um den Einfluf} eines variablen Gitters mit Gitterabstand Ax; = x; — x;,—1 auf
den Diskretisierungsfehler zu untersuchen, betrachten wir als Beispiel die Approxi-
mation der Ableitung im Punkt x; durch zentrale Differenzen

OT\ T —Tiy
— | =—-—+e 2.28

Fiir den Diskretisierungsfehler € erhalt man’

Ax?  — Ax? (0T Az} + Az} (T
2(Azipq + Azy) \ 022 ), 31 (Awipq + Axy) \ 023 ),

€ =

(2.29)

Wenn nun das Gitter homogen ist, dann ist Az;,; = Ax;. Damit verschwindet der
erste Term und wir erhalten den obigen bekannten Fehler. Ein inhomogenes Gitter
fithrt also formal zu einem gréfieren Fehler.

Eine Moglichkeit der Verfeinerung eines inhomogenen Gitters besteht darin, zwi-
schen zwei benachbarten Gitterpunkten des inhomogenen Gitters jeweils einen neu-
en Punkt einzufiigen. Wenn wir bei dieser Verfeinerungstrategie sukzessive das In-
tervall zwischen zwei Gitterpunkten halbieren, hat man nach einigen Verfeinerungen

"Den Fehler, den man bei der Approximation der ersten Ableitung mit zentralen Differenzen
macht, erhélt man aus den Taylorentwicklungen um den Punkt z;

orT Az? | — Ax? (9T Az, + Ax? (03T
Ty — T 1 = (Ax; Az;) [ = il 7 (2 2 il T (2 2
+1 1= (Azipr + $)<8$) + 5 <5$2>i+ 30 9 i+

%
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2.4. Diskretisierungsfehler

Abbildung 2.7.: Gitterverfeinerung bei

einer Gitterstreckung um einen kon- b ba bs bs
stanten Faktor ro; zwischen den vol- @ @ o
len Punkten a; und um einen Faktor a1 a9

rp, zwischen allen Punkten b;.

praktisch ein stiickweise homogenes Gitter. Daher wird der Fehler bei einer groflen
Zahl von Gitterpunkten &hnlich sein wie bei einem vollstindig homogenen Gitter.

Eine andere Moglichkeit besteht in einer systematischen Gitterverfeinerung mit
einem Streckungsfaktor r, so dal Az; 1 = rAx;. Dann gilt fiir den fithrenden Fehler

(r* = 1D)Az; (*T\ (1 —r)Az; (0°T
2(r + 1)Ax; \ 922 ), 2 ox? ),

(2.30)

Er verschwindet fiir r — 1 (homogenes Gitter). Wenn man das Gitter nun in jedem
Schritt so verfeinert, dafl das resultierende Gitter wieder gleichméfig gestreckt ist
(Abb. 2.7), dann néhert sich der Streckungsfaktor t — 1 und der fithrende Fehler-
term verschwindet im Limes eines unendlich feinen Gitters.

Aus Abb. 2.7 findet man fiir die Streckungsfaktoren auf dem feinen (ry,) (mittlerer
Punktabstand h) und auf dem grobe Gitter (ry,) (mittlerer Punktabstand 2h)

— by — b by (1 2 3 — b (1
- a9 aq _ 4 2 _ 1( —|—Th+7’h—|—Th) 1( —|—Th) :T?” (2.31>
aq b2 bl<1+rh)

so daf3
Th = A/T2h- (232)

Durch das sukzessive Wurzelziehen bei einer systematischen Gitterverfeinerung né-
hert sich der Streckungsfaktor » — 1 immer mehr demjenigen des homogenen Git-
ters an.

Das Verhéltnis des fithrenden Fehlers (2.30) auf einem groben zu demjenigen auf
einem feinen gestreckten Gitter (mit doppelter Punktzahl) an einem gemeinsamen
Punkt z; betragt

_ (1 —ran) (Azy)on (%) (1- 7“,21) (L+7p)(Ax)p/mh B (1+ Th)2
A= (1—rn) (Azi)n (1 —rp) (Az:)n — >4, (2.33)

wobel wir im Schritt (*) beachtet haben: (Axz;)an, = (Ax)p + (Azi—q)p = (1 +
Th)(ASL’Z',l)h = (1 + Th)<A.I’i)h/Th.

Bei einer Verdopplung der Gitterpunkte eines homogenen Gitters mit r, = 1
verringert sich der fithrende Fehlterterm (zweiter Summand in (2.29)) um einen
Faktor 4. Bei einem inhomogenen Gitter verringert sich der fithrende Fehlterterm
(erster Summand in (2.29)) wegen A > 4 jedoch schneller (siehe Abb. 2.8)! Da-
mit verringert sich bei einem so gestreckten Gitter der Fehlerterm erster Ordnung

(erster Summand in 2.29) schneller als der Fehlerterm zweiter Ordnung (zweiter
Summand in (2.29)).
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2. Finite Differenzen und einige generelle Betrachtungen

4.2

4.1rF

Abbildung 2.8.: Verhiltnis A des Fehlers auf
einem groben zu demjenigen auf einem fei-
nen Gitter bei Verdopplung der Zahl der
P I P R IR N1
0.75 1 1.95 15 Gitterpunkte und einem rdumlich konstan-
Th ten Streckungsfaktor 7.

Auch wenn der Abbruchfehler bei einem gestreckten Gitter formal nur von erster
Ordnung ist, so ndhert er sich jedoch bei einer sukzessiven Verfeinerung wegen
rp, — 1 (2.32) asymptotisch der zweiten Ordnung an. Fiir eine begrenzte Anzahl
von Gitterpunkten ist die Losung auf einem geeignet gestreckten Gitter fast immer
genauer als diejenige auf einem homogenen Gitter. Der optimale Streckungsfaktor
hidngt von der Anzahl der Gitterpunkte und von den aufzulésenden Gradienten
ab. In der Praxis sollte der Streckungsfaktor aber nicht auflerhalb des Bereichs
0.85 £ r £ 1.2 liegen.

2.4.3. Spektrale Betrachtung von Diskretisierungsfehlern

In vielen stromungsmechanischen Problemen treten Wellen auf. Es ist nun instruk-
tiv zu sehen, welche Diskretisierungsfehler hierbei entstehen. Dazu sei zunéchst die
Fourier-Darstellung einer periodischen Funktion rekapituliert.

Diskrete Fourier-Transformation

Die Fourier-Transformation einer kontinuierlichen periodischen Funktion g(z) mit
Periode 27 lautet

g(x) = Gme ™, (2.34)

mit m € Z, x € R und g, € C.8 Die Amplituden g, der spektralen Komponenten

lauten?
1 27 )
Oy, = — T g, 2.35
=5 [ sl da (2.35)

8Fiir reelle Funktionen g(z) € R muf man fordern §_,, = g7,.
9Probe durch Einsetzen:

1 2 X . . > 1 [ -
0 k=0 k=—o0 0 k=—o00

=6km
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2.4. Diskretisierungsfehler

In der Numerik hat man in der Regel keine kontinuierlichen Funktionen. Die
Funktion ist nur diskret auf den Stiitzstellen eines Gitters vorgegeben. Bei der
diskreten Darstellung der 2m-periodischen Funktion auf einem Gitter mit Ax =
2m/J kann man die diskrete Funktion ¢; = g(z; = jAz = 2nj/J) als diskrete
Fourier-Reihe darstellen (siche auch Kap. 4.6.1)

zj

J—1 J—
gj = Z g im jAz Z 127rmj/J. (236)
m=0 m=

Man kann leicht nachpriifen, daf§ die Fourier-Amplituden g,, dann durch

Zg] —im ]Ax _ Zg] —i2mmyg/J (237)

gegeben sind.!?

Beachte, dal sowohl die Funktionswerte g; im Ortsraum, wie auch die spektralen
Komponenten g, periodisch sind mit Periode J. Fiir die periodische Funktion im
Ortsraum ist das klar. Fiir die spektralen Komponenten gilt dies auch. Denn fiir
m—m+nJ, ncZ gilt

J-1 J—1
gm—f—nJ Z g;€ _127r m+nJ)j/J Z gje_i%””/‘] e—ianj - gm (238)
J =0 j:0 =1

Dariiber hinaus kann man den Summationsindex in (2.36) und (2.37) beliebig um
n € 7 verschieben.!! Insbesondere kann man ihn auch symmetrisch wihlen, von

j=—(J—=1)/2 bis (J —1)/2 (J ungerade) oder von j = —.J/2 bis J/2 —1 (J

19Die Probe ergibt

1 J—-1 /J 1 J—-1J-1
- ~ ikjAz —imjAz _ ~ 1(k: m)jAx
SN T R D 3) o
7=0 k= J= =0
1 J—1 J—-1
_ - N 1(k: m)jAz __ _
=729k =J= Z JkOkm =
k=0 7=0

Hierbei wurde beachtet, dafl fir n = k — m # 0 die Summe Z;]:_OI emidT = () igt, da die J
komplexen Zeiger ¢/A% = ¢i"27/J den Einheitskreis (bzw. das n-fache des Einheitskreises)
dquidistant abdecken.

HFiir die periodische Funktion g; ist das klar. Man kann aber auch den Index der Fouriertrans-
formierten um ein beliebiges n € Z verschieben, denn es gilt aufgrund der Periodizitédt von g;

J—1 J—1
N 1 i Aufspalten 1 i i
. Zgj i2rmg/J Zgj i2rmg/J 4= Z gje i2rmg/J

JO ]O ]n
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2. Finite Differenzen und einige generelle Betrachtungen

gerade).
Eine Index-Verschiebung im Ortsraum um n liefert im spektralen Raum eine
Phasenverschiebung der Amplituden §,, um €27/ denn es gilt

1 J-1 1 J-1
A~ —i2mmyg/J __ _i2mmn/J —i2mm(j4n)/J
Im 7 9j+n® I =e / 7 9j+n® Grknl/f
J=0 J=0
1 n+J-1 1 J-1
i — Fuﬁnotell
— elQﬂmn/J E gje i2mmyg/J 127rmn/J § gje 127rm]/J (239)

] n

Falls die Funktionswerte g; € R reell sind, hat man J reelle Daten. Die Fou-
riertransformation liefert aber formal 2J Daten, weil die spektralen Komponenten
Jm € € komplex sind. Daher muf} die Information in g,, redundant sein. In der Tat
gilt fiir reelle Funktionen

9-m = G (2.40)
Dies sieht man, wenn man beachtet

J-1 J-1

1 ol T ) 1 DU o
0 - — ai2m(J-—m)j/J _ § i2mmg/J —i2nJ/J Yi o 2 41
9gi—m J ~ g]e T g g]e e ~ , Im ( )

Fiir reelle Funktionen g; € R ist die Amplitude des konstanten Anteils gy € R auch
reell. Bei einer geraden Anzahl J von Stiitzstellen ist wegen (2.40) die Nyquist-
Amplitude (s.u.) g;» € R ebenfalls reell.?

Fehler bei der Finite-Differenzen-Approximation einer periodischen Funktion

Auf dem diskreten Gitter konnen keine Wellenldngen wiedergegeben werden, die
kleiner sind als die cut-off-Wellenlinge A\, = 2Ax. Die cut-off-Wellenlénge wird
auch Nyquist-Wellenlinge Anyquist = A genannt. Ihr entspricht die Nyquist-
Wellenzahl

2T s J
kNvauist = — = — 2 =, 2.42
yquist )\c Azr 9 ( )
disch 1 12
g pel‘lO isc —i2 i/J —i2 i/J
ZQJ i2rmyj/ + j Zgje i2rmyj/
j=n
1 n—1 J—-1
- - Zg-]-l- 67127rm(]+J)/J + = Zg 67127rm]/]
J =0 ] =n
J+n 1 J—1 n+J—1
Z —127rm_]/J 4= Zg e—lQTrm]/J Z gje—iQTrmj/J-
j=J _] n j=n
2Fiir gerades J hat man dann die reellen Amplituden §o und § 72 sowie die J/2 — 1 nicht-
redundanten komplexen Amplituden g1, ..., g/2—1. Dies ergibt zusammen J reelle Koeffizien-
ten.
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2.4. Diskretisierungsfehler

In diesem Sinne mufB jede diskrete Approximationen einer kontinuierlichen Funktio-
nen als eine langwellige Approximation verstanden werden. Je kiirzer die Wellenléan-
ge ist, desto schlechter werden die entsprechenden Amplituden durch die diskrete
Approximation wiedergegeben. Um dies zu quantifizieren, betrachten wir die mo-
nochromatische Welle

T(x,t) = cos [k (z — ct)], (2.43)
mit der exakten (angedeutet durch den Querstrich) Ableitung

or

e —ksin [k (z — ct)] . (2.44)

Die diskrete Approximation der ersten Ableitung mit der diskreten symmetrischen
3-Punkt-Formel liefert!?

or\" T —Tiy  cos{k[(x; + Azx) —ct,]} — cos {k[(x; — Azx) —ct]}
ox - 2Azx - 2Azx

J - —ksin [k: (l‘j — Ctn)] sin (k?AZL‘)
a kAx - (2.45)

Daraus folgt fiir das Verhéltnis der diskreten Approximation der ersten Ableitung
zur exakten Ableitung am Gitterpunkt z = x;

(0T/0z)}  sin (kAw)
(0T/ox)? KAz

. (2.46)

Offenbar wird die Phase korrekt wiedergegeben. Auflerdem wird die Amplitude fiir
kAz < 1, d.h. fiir lange Wellen mit k < (Az)~", durch die diskrete Formulierung
gut wiedergegeben, denn fiir € < 1 gilt: sin(e) &~ €. Aber je kiirzer die Wellenlidnge
ist, desto stirker wird die wirkliche Ableitung gemé&f (2.46) unterschétzt. Bei der
Nyquist-Wellenzahl k. = 27 /\. = 7/ Az ist das Amplitudenverhéltnis auf sin 7 /7 =
0 abgesunken!

Fiir die zweite Ableitung ergibt sich ein &hnliches Bild. Zentrale Differenzen zwei-
ter Ordnung liefern

(0°T/0x?)} (sin(mx/%)? (2.47)

(82T/8x2)? B kAz/2
Unsymmetrische Differenzen liefern aulerdem noch einen Phasenfehler. Auch Ver-

fahren hoherer Ordnung ergeben fiir kleine Wellenléngen Fehler derselben Gréfien-
ordnung wie bei den hier betrachteten Verfahren niedriger Ordnung.

13Es ist

cosa — cos 3 = —2sin (a—;—ﬁ) sin (a;ﬁ) .
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3. Theoretischer Hintergrund

Idealerweise mochte man verlangen, daf§ die numerische Approximation eines Pro-
blems im Limes eines unendlich feinen Gitters (in Raum und Zeit) gegen die exakte
Losung konvergiert. Die Frage ist nun, welche Forderungen an einen Algorithmus
zu stellen sind, damit diese Konvergenz eintritt. Leider ist die Konvergenz eines
Verfahrens fiir die typischen Gleichungen der Stromungsmechanik (z.B. die Navier-
Stokes-Gleichungen) nicht direkt zu beweisen. Die Mindestanforderungen, die man
aber stellen muf}, damit die numerische Losung gegen die exakte Losung konvergiert,
sind die Konsistenz der Diskretisierung und die Stabilitit des Algorithmus.

Eine Formulierung ist konsistent, wenn man aus der diskreten Formulierung der
Differentialgleichung in Umkehrung des Diskretisierungsprozesses die Differential-
gleichung zuriickgewinnen kann. Stabilitdt bedeutet, dafl kleine Fehler in den An-
fangsbedingungen, Diskretisierungs- oder Rundungsfehler wiahrend der Rechnung
nicht verstédrkt werden sondern zerfallen.

3.1. Konvergenz

Wegen der Nichtlinearitdten in den Differentialgleichungen der
Stromungsmechanik sind Konvergenzbeweise im allgemeinen
nicht verfiigbar. Aulerdem sind nur in seltenen Fillen exakte
analytische Losungen bekannt, die es erlauben, den Fehler der
numerischen Rechnung exakt zu quantifizieren und damit die
Konvergenz auf die exakte Losung bei Gitterverfeinerung zu un-
tersuchen.

Zumindest fiir den einfachen Fall eines linearen Anfangswert-
problems stellt das Theorem wvon Laxr die Konvergenz sicher Peter David Lax
(Richtmyer and Morton, 1967): 1926

Ein Verfahren ist konvergent, wenn das entsprechende lineare Anfangs-
wertproblem in konsistenter Weise diskretisiert wurde und der Algo-
rithmus stabil ist.

Dieses Theorem gilt nicht nur fiir finite Differenzen, sondern auch fiir andere
Diskretisierungen wie z.B. fiir finite Elemente. Die Bedeutung des Theorems besteht
darin, dafl es relativ einfach ist, Konsistenz und Stabilitdt zu zeigen, nicht aber
direkt die Konvergenz.
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Fiir lineare Anfangswertprobleme ist das Lax-Kriterium hinreichend fiir die Kon-
vergenz. Fiir die uns interessierenden nichtlinearen Probleme der Stréomungsmecha-
nik liefert es jedoch nur ein notwendiges Kriterium. Um die Konvergenz numerisch
zu zeigen, kann man jedoch gewisse lokale oder integrale Testgrofien wie in Kap.
2.4 als Funktion von (Az)™ auftragen und damit Hinweise auf Konvergenz oder
Divergenz erhalten.?

3.2. Konsistenz

Ein System algebraischer Gleichungen ist konsistent, wenn es sich im Limes ver-
schwindender Gitterweite (Az, At) — 0 auf die zugrundeliegende PDE reduziert.
Um eine diskrete Formulierung auf Konsistenz zu priifen, setzt man formal die
exakte Losung in die algebraischen Gleichungen ein und entwickelt alle diskreten
Funktionswerte um ein und denselben Punkt in Taylor-Reihen. Als Ergebnis muf
dann die urspriingliche PDE resultieren plus ein Restglied (Fehlerterm), das im
Limes verschwindender Gitterweite gegen Null geht.

Dies soll nun fiir den FTCS-Algorithmus (2.23) demonstriert werden. Setzt man
die exakten Werte (gekennzeichnet durch den Querstrich) ein, lautet er

TPt =T + (1= 29)T7 + ST}, (3.1)
Wenn wir alle GroBen um den Punkt (z;,t,) entwickeln, erhalten wir aus (3.1)

Ata_Tn+A_t2£Tn+_2A_x2ﬂn+A_x4@n
ot 2 \or T Ty o 4\ ort

J J J J

+..(32)

Dabei haben wir ausgenutzt, dafl der konstante Term TJ" wegfillt, wie auch die
ungeraden Ableitungen auf der rechten Seite. Einsetzen von s = kAt/Ax? liefert

oT\"  (PT\"
(a)] — K (w)j + Ej = O (33)

Bis auf den Abbruchfehler (truncation error)

LA (PT\" Az (OT\" ) 4
=5 ()~ (Gu), +owea o4
A/—/

k=2(02T /02 )

wird also die Warmeleitungsgleichung reproduziert. Der FTCS-Algorithmus ist kon-
sistent, da der Abbruch-Fehler im Limes (Az, At) — 0 verschwindet.
Formal ist der Abbruch-Fehler von der GroBenordnung O(At, Az?). Wir kénnen

'Fiir einige nichtlineare Gleichungen kann man die Stabilitit jedoch mit Hilfe der Energie-
Methode beweisen (Richtmyer and Morton, 1967).
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Abbildung 3.1.: Skalierung des numerischen Feh- logyo (Ax)
-20 -1.8 -1L6 -14 -1.2 0

lers e bei der Losung der eindimensionalen Wir- 0 G TR eHO | thS S
meleitungsgleichung auf [0,1] mit Anfangswerten
T(x,0) = sin(wz) nach Fletcher (1991a). Nur fiir
s = 1/6 ist die Steigung im log-log-Plot m = 4,

s; /3
fiir alle anderen Werte ist die Steigung m = 2. Hier ::z,//‘///‘ s:ll/:lsO e
wurde der rms-Wert des Fehlers /

g
1/2 -6 ©
1 J 9 / s:l/é 6 (z
J Z T(xj,tn)) : .
nach n = 5000 Zeitschritten ausgewertet. --10

ihn aber umformen, wenn wir beachten, daf fiir die exakte Losung der Wéarmelei-
tungsgleichung gilt

0T o 0°T 9 T 84T (3.5)
—_—— = Kk = .
ot? ot o2 oxt ot " ot
Damit kann man die 4. Ableitung nach z in (3.4) ersetzen und den fiithrenden
Abbruch-Fehler allein durch die zweite Zeitableitung ausdriicken?

(At Az [(OPT\" Az? 1\ [&*T\"
Eﬂ:<7—m)(ﬁ)+---zﬂ(s‘é)(W)*O(A“f)-<3-6>
J J

An dieser Form des Abbruch-Fehlers sieht man, daf3 der fithrende Term des Fehlers
fiir s = 1/6 verschwindet. Nur fiir dieses spezielle Schrittweitenverhaltnis besitzt
das Verfahren den Fehler O(A#?) in der Zeit und O(Az*) im Raum. Es ist dann von
2. Ordnung in der Zeit und von 4. Ordnung im Raum. Dies sieht man auch an der
Steigung des Fehlers als Funktion der rdumlichen Gitterweite Az im log-log-Plot
in Abb. 3.1.

In &hnlicher Weise kann man die Konsistenz der voll impliziten Formulierung
(2.6) der Warmeleitungsgleichung zeigen (Fletcher, 1991a). Anders als beim FTCS-
Verfahren ist das implizite Verfahren aber immer von erster Ordnung in der Zeit
und von zweiter Ordnung im Raum. Es sei betont, dafi nicht alle Formulierungen
trivialerweise konsistent sind. Um moglichst genaue und stabile Formulierungen
zu erreichen, konnen auch Diskretisierungen resultieren, die méglicherweise inkon-
sistent sind. Ein Beispiel dafiir ist das DuFort-Frankel-Schema (Kap. 6.1.1). Die
Konsistenz allein garantiert noch keine Konvergenz. Hierfiir mufl der Algorithmus
auflerdem noch stabil sein.

2In Fletcher (1991a) ist in (4.7) ein Fehler. Es miiite dort heifen o™ .
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(a) (b)

b 005 01 015 02 025
z ' t

Abbildung 3.2.: Instabilitdt des FTCS-Algorithmus fiir die zeitabhéngige eindimensiona-
le Wirmeleitungsgleichung mit s = 0.53 (J = 20) und Anfangs- und Randwerten wie in
Abb. 2.4. (a) Réumliches Verhalten der Losung (vergleiche mit Abb. 2.4 fiir das stabile
Verfahren fiir s = 0.50). Blau: Anfangsbedingung t = 0, griin: ¢t = At, rot: t = 6At und
cyan: t = 94At ~ 0.15 (k = 1). (b) Zeitliche Entwicklung am Punkt j = 10 (blau) im
Vergleich zur stabilen Losung (griin, s = 0.5).

3.3. Stabilitat

Die Abweichung T7* — T'(z;,t,) der numerisch berechneten Lésung 77 von der ex-
akten Losung T'(z;,t,) an den Gitterpunkten x; und ¢, entsteht (a) durch Fehler
aufgrund der Diskretisierung und (b) durch Rundungsfehler aufgrund der endlichen
Genauigkeit der Zahlendarstellung. Der Diskretisierungsfehler héngt entscheidend
von den Gitterweiten (Ax,At) und von den Werten der hoheren Ableitungen an
den Gitterpunkten ab (siche Kap. 2.2).

Bei numerischen Berechnungen treten immer spontane Storungen auf, die in der
Regel durch Rundungsfehler bedingt sind. Diese spontanen Storungen verhindern
eine exakte Losung der mit dem Diskretisierungsfehler behafteten algebraischen
Gleichungen. Wenn die spontanen Fehler im Laufe der Rechnung, z.B. bei der zeit-
lichen Integration, kumulativ signifikant anwachsen, dann ist das numerische Ver-
fahren instabil. Falls der kumulative Fehler aber fiir alle Zeiten vernachléssigbar
klein bleibt, ist das Verfahren stabil. Ein Beispiel fiir ein instabiles Verfahren ist der
FTCS-Algorithmus fiir die eindimensionale Warmeleitungsgleichung mit s > 0.5.
In diesem Fall hingt die Stabilitdt vom Verhéltnis der Schrittweiten in z- und ¢-
Richtung ab. Dies ist in Abb. 3.2 gezeigt. Die unphysikalischen Oszillationen breiten
sich von den Réndern her in das Integrationsgebiet aus und wachsen im Laufe der
Zeit exponentiell an.
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3.3.1. Matrix-Methode

Um zu entscheiden, ob ein Verfahren numerisch stabil® ist oder nicht, mufi man
untersuchen, ob zufillige Storungen im Laufe der Zeit klein bleiben oder ob sie
anwachsen. Dazu schreiben wir die numerisch berechnete Losung als

T =17+ &, (3.7)

wobei TJ” die exakte Losung der algebraischen Gleichungen bei Abwesenheit von
Stérungen ist. Durch Rundungsfehler hat man stets Abweichungen &} von der ex-
akten Losung des algebraischen Problems. Wir sind an der Entwicklung dieser Ab-
weichungen (Storungen) interessiert, da ihr Wachstum oder Abklingen iiber die
Stabilitédt des Verfahrens entscheidet. Dies soll am Beispiel des FTCS-Algorithmus
demonstriert werden.

Stabilitat des FTCS-Algorithmus

Um zu einer Gleichung zu kommen, welche die Entwicklung der Stérung &7 be-
schreibt, setzen wir die gesamte numerische Losung 77" in den FTCS-Algorithmus
(2.23) ein. Da die Differenzengleichung linear (und homogen) ist, kénnen wir sie
schreiben als . .
L1y = £(T7 + €)= £T7 4L =0, (3.8)
—~—
=0
wobei £ der linearer Finite-Differenzen-Operator (in Raum und Zeit) ist. Da die
exakte Losung der algebraischen Gleichungen die Gleichung LT} = 0 erfiillt, muf
auch L£&7 = 0 sein. Damit gilt fiir die Entwicklung der Stérungen &7 dieselbe Glei-
chung wie fiir die Losung 77", ndmlich
T =s&0 )+ (1 —25)&) + €], (3.9)
Wenn wir annehmen, dafl von den Rédndern keine Fehler verursacht werden, dann
geniigt £ homogenen Randbedingungen, & = ¢7 = 0. Wenn wir auflerdem den
(J — 2)-dimensionale Vektor der Stérungen £" = (£7,&5,...,€% 5, &% )T an den
inneren Stiitzpunkten zum Zeitpunkt n betrachten, kénnen wir einen Zeitschritt
als Matrix-Multiplikation mit

(1—2s) s
s (1-2s) s
A= (3.10)
s (1—2s) s
s (1—2s)

3Die numerische Instabilitit darf man nicht mit der physikalischen Instabilitit verwechseln.
4Fiir das Lax-Friedrichs-Verfahren fiir hyperbolische Gleichungen (siche Fufinote 13 auf Seite
164) ist die Behandlung der Randbedingungen allerdings wichtig.
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auffassen. Die Form der (J — 2) x (J — 2)-dimensionalen Matrix A kann man an
(3.9) ablesen. Damit erhalten wir

EL A=A AT = = (AT (3.11)
Eine hinreichende Bedingung fiir Stabilitdt ist der monotone Zerfall der Stérungen
le™ ) = [IA- €™ < l1€"]). (3.12)

Eine etwas schwichere Bedingung ist der asymptotische Zerfall lim,, ., [|€"| = 0.
Um diese Bedingung zu untersuchen, bendtigen wir die Eigenwerte A; der Matrix
A. Sie geniigen der Eigenwertgleichung

wobei 1, die zu A; gehdrigen Eigenvektoren sind. Jede beliebige Anfangsstérung

J=2

&= ap, (3.14)

k=1

kann man dann als Superposition der Eigenvektoren darstellen. Ein Zeitschritt ent-
spricht dann nur einer Multiplikation des Summanden ~ 1), mit A\, was nach n+1
Zeitschritten auf

J-2
&= (W anyy (3.15)
k=1
fiihrt. Damit lim,, o, [|€"|| = 0 ist, mu man fiir alle Eigenwerte verlangen |\| < 1.5

Die Eigenwerte A; von A erhélt man im Prinzip durch eine Transformation der
nichtsinguldren Matrix A auf Diagonalform. Dann stehen die Eigenwerte auf der

SWenn man mochte, daf die stiirkere Bedingung (3.12) zu jedem Zeitschritt erfiillt ist, muff man
aulerdem verlangen, daf} alle Eigenvektoren orthogonal zueinander sind. Wenn die Eigenvekto-
ren nicht orthogonal sind, kann es sein, da§ der Betrag (die Norm) der Stérung transient (d.h.
fiir eine begrenzte Zeit und abhéngig von der Anfangsstorung) anwéichst. Der Fehler kann dann
zunichst ansteigen und erst spiiter zerfallen. Dies hingt davon ab, ob die Matrix A normal oder
nicht-normal ist. Eine Matrix A ist normal, genau dann wenn At - A = A . At wobei das Kreuz
1 die adjungierte Matrix (transponierte und konjugiert komplexe Matrix) andeutet. Ist die Ma-
trix nicht normal, dann kann die Linge eines Vektors durch Multiplikation mit A ansteigen,
obwohl alle Eigenwerte von A betragsméfig keiner sind als eins.

Sei zum Beispiel die Anfangsbedingung £° = 1, — b, wobei ¥, ~ 1,; d.h. ||£°|| = , wobei &
sehr klein ist. Wenn nun die Eigenwerte A\; < Ao sehr verschieden sind, dann erhélt man nach
einem Zeitschritt [|€']] = [[A\11); — Moty & ||Aats|| > & (fiir hinreichend kleines 6), also ein
Wachstum der Stérung. Wegen |);| < 1 gilt trotzdem lim,,—, o [[€"]] = limy,— 00 [[AT1h; — A5, || =
0.

Fiir tridiagonale Toeplitz-Matrizen sind die Eigenvektoren dann und nur dann orthogonal,
wenn die beiden Nebendiagonalen identisch sind (Noschese et al., 2013). Dies ist hier der Fall.
Daher ist A aus (3.10) und (3.11) normal und die Eigenvektoren sind orthogonal. Damit ist die
Bedingung (3.12) fiir s < 0.5 erfiillt.
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1 S
0 L 4
5s=0.5
A s =10.6
—1

Abbildung 3.3.: Die Eigenwerte der Ma- T
trix A (3.10) des Stabilitétsproblems fiir ‘ ‘ ‘
den FTCS-Algorithmus liegen auf den dar- 0 0.5 1
gestellten Kurven. i/(J=1)

Hauptdiagonalen der transformierten Matrix. Die Eigenwerte von Tridiagonalma-
trizen mit konstanten Diagonalen (Toeplitz-Matrix) kann man analytisch berechnen
(sieche Anhang A und Abb. 3.3). Fiir die Eigenwerte der obigen Matrix A gilt dem-
nach

Aj = (1—2s)+ 2scos (J‘m1> , j=1,..,J—2. (3.16)
Die Bedingung |A;| < 1 lautet daher
Aj
i \]
—1<1-2s|1— < 1. 3.17
e P
€[0.2]

Die zweite Ungleichheit ist immer erfiillt (s > 0). Damit die erste Ungleichheit
erfiillt ist, muf} gelten

s < (3.18)

1
5"
Dies ist die Stabilitatsbedingung fiir den FTCS-Algorithmus. Da s o« At ist, darf
also der Zeitschritt nicht zu grofl werden. Offensichtlich hat man die grofite Wachs-
tumsrate fiir j = J — 2. Der zugehorige Eigenvektor reflektiert die rdumliche Struk-
tur der anwachsenden Storung. Daraus folgt die Interpretation der gefdhrlichsten
Mode.

5Fiir das Beispiel aus Abb. 3.2 mit J = 20 und s = 0.53 gibt es zwei Eigenwerte, deren Betrag
grofler ist als 1, ndmlich A\j_o = —1.1055 und \;_3 = —1.0626. Das Minuszeichen deutet schon
auf den oszillierenden Charakter in der Zeit hin. Der oszillierende Charakter im Raum spiegelt
sich in den Eigenvektoren wieder. Der Eigenvektor zu Aj_o lautet

¥,y =(0.053,—0.105,0.154, —0.199, 0.239, —0.272, 0.297, —0.315, 0.323,
—0.323,0.315, —0.297,0.272, —0.239, 0.199, —0.154, 0.105, —0.053)" .
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s stabil
‘ Abbildung 3.4.: Stabilititsgrenze  s.(3)
0.5 1 fiir das semi-implizite Verfahren (3.19) fiir
B die Wérmeleitungsgleichung.

Stabilitdt des allgemeinen 2-Niveau-Schemas fiir die Warmeleitungsgleichung

Die Stabilitéatsanalyse mittels der Matrix-Methode kann auf das allgemeine (teilim-
plizite) 2-Niveau-Schema fiir die Wéarmeleitungsgleichung

n+1 n n+1 n+1 n+1 n n n
I —1j _BKTJH 20 AT _(1_6)/{Tj+1_2Tj + 17
At Ax? Ax?

=0 (3.19)

erweitert werden, wobei (5 ein Maf fiir den Anteil des Diffusionsterms ist, der impli-
zit behandelt wird (5 = 1: voll implizit, S = 0: voll explizit). Da dieses teilimplizite
Schema, genauso wie das oben behandelte explizite FTCS-Schema, linear und ho-
mogen ist, mufl das Schema (3.19) auch fiir den Fehlervektor & gelten.

Fiir die Abweichung £ von der exakten Losung f]" von (3.19) gilt daher das
verallgemeinerte Stabilitdtsproblem der Form

A-gt=B.¢" (3.20)

Das Schema (3.19) ist demnach stabil, wenn die Betriige aller Eigenwerte von A~!-B
kleiner als 1 sind. Wenn man diese Bedingung auswertet (Fletcher, 1991a), erhélt
man:

1 0.5
g <= = (3.19) ist stabil, falls s < ———

2 1-26 (3.21)
B> 5 = (3.19) ist uneingeschrankt stabil fiir alle s.

Der Stabilitdtsbereich in der (s, 8)-Ebene ist in Abb. 3.4 graphisch dargestellt.

Randbedingungen

Die bisherigen Betrachtungen bezogen sich auf Probleme mit Dirichlet-
Randbedingungen (77" und 77} fest vorgegeben), wobei angenommen wurde, daf
die Stérung am Rand verschwindet ({7 = €7 = 0). In Fletcher (1991a) werden auch
Neumann-Randbedingungen behandelt, bei denen die Ableitung am Rand (entspre-
chend dem Wirmestrom) vorgegeben ist. Sei zum Beispiel auf der Seite x = 0 die
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Abbildung 3.5.: Aufprigen eines Warmestroms bei j =
1 durch Anpassung der Temperatur an einem Gitter- :
punkt 7 = 0 (rot) auBlerhalb des physikalischen Gebiets. 0 1 2 J

Randbedingung (konstanter Wérmestrom)

oT
i 3.22
e (3.22)
vorgegeben. Um diese Bedingung zu erfiillen, kann man einen zusétzlichen Gitter-
punkt 7 = 0 aulerhalb des eigentlichen Gebiets einfithren und verlangen, dafl am
Rand (j = 1) gilt (siche Abb. 3.5)

or\" Ty — T .
<%)1 =0= ﬁ, oder T =153 — 20Ax. (3.23)

Da der aufgeprigte Warmestrom am Rand vollstdndig von der ezakten Ldsung
der algebraischen Gleichungen erfafit wird, diirfen die Stérungen am Rand (j =
1) keinen zusétzlichen Warmestrom bewirken. Daher muf man fordern: £ = £7.
Wenn man nun das explizite FTCS-Verfahren betrachtet und diese Bedingung in
die Gleichung fiir die Entwicklung der Stérung (3.9) am Punkt j = 1 (der jetzt ein
innerer Punkt ist) einsetzt, erhélt man

L gen 4 (1= 28)E0 4 €8 = (1 — 28)E7 + 250 (3.24)

Aufgrund dieser zusétzlichen Gleichung fiir £} wird die Ordnung der Matrix A des
Stabilitatsproblems um 1 erhoht und sie lautet

(1 —2s) 2s
s (1 —2s) s

A= s - 2s) S . . (3.25)

s' (1 —.25) s
s (1 —2s)

Bei der erforderlichen Vorgabe eines verschwindenden Warmestroms am Rand fiir
die Storungen sind nun die Werte auf den Diagonalen der Tridiagonalmatrix nicht
mehr konstant. Durch diese Modifikation ergeben sich allerdings nur geringe Ande-
rungen der Stabilitiitseigenschaften (s. Tabelle 4.2 in Fletcher (1991a)).”

"Bei Fletcher (1991a) geht in seiner Gleichung (4.28) (zwei-Niveau-Schema) fiir die Stérungen
bei j = 1 der normierte Warmestrom am Rand ¢ ein. Dies entspricht aber nicht der Bedingung
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3.3.2. Von-Neumann-Methode

Die gebrauchlichste und einfachste Methode zur Untersuchung der Stabilitét ist die
von-Neumann-Methode. Fiir lineare Anfangswertprobleme mit konstanten Koeffizi-
enten liefert sie eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Stabilitéit. Im
allgemeinen Fall nichtlinearer Gleichungen und/oder variabler Koeffizienten kann
die Neumann-Methode nur lokal bzw. mit eingefrorenen Koeffizienten verwendet
werden. Sie liefert dann zwar eine notwendige, aber keine hinreichende Bedingung
fiir die Stabilitdt. Diese Einschrdankung gilt natiirlich auch fiir die obige Matrix-
Methode.

Die Matrixz-Methode zur Analyse der zeitlichen Entwicklung von Stérungen ba-
sierte auf den Eigenwerten und Eigenvektoren der Matrix A, die einem Zeitschritt
entspricht. Dabei hatten wir die zeitliche Entwicklung einer beliebigen Stérung
(3.15) in dem Raum betrachtet, der von den Eigenvektoren von A aufgespannt
wird. Bei der von-Neumann-Methode betrachtet man die zeitliche Entwicklung im
ortlichen Fourier-Raum. Dazu wird der Fehler als diskrete Fourier-Reihe dargestellt
(vgl. Kap. 2.4.3). Wenn wir das Intervall z € [0,1] mit J Gitterpunkten im Ab-
stand Az = 1/J betrachten, dann 148t sich eine beliebige Anfangsbedingung §?
der Storung zum Zeitpunkt n = 0 in Analogie zu (2.36) als diskrete Fourier-Reihe
darstellen®

T
J J

~~ ,
=30, 08 =3 g d g j=1,...0  (3.26)

m=1 m=1

Hierbei ist 6,, = mmAxz € R und a,, € C (Amplitude und Phasenlage). Der Ort ist
offensichtlich z; = jAxz, die Wellenzahl £ = mm und die Wellenlinge A = 27/k =
2/m. Der langwelligste Beitrag (m = 1) besitzt die Wellenldnge A = 2. Damit pafit
genau eine halbe Wellenldnge in das betrachtete Gebiet [0,1]. Der kurzwelligste
Anteil (m = J) besitzt die Wellenldnge A = 2/.J. Bei der kurzwelligsten Mode ist
die Stérung daher von Punkt zu Punkt alternierend (Nyquist-Wellenldnge, siehe
Abb. 3.6).

Fiir lineare Gleichungen, wie der Warmeleitungsgleichung, braucht man nur die
zeitliche Entwicklung einer einzigen repréisentativen Fourier-Mode zu betrachten,
da die Moden linear unabhingig sind und entkoppeln. Die Wellenzahl geht iiber
den Parameter 6,, ein. Die allgemeine Losung erhélt man durch Superposition aller
Fouriermoden. Aus Bequemlichkeit schreiben wir im folgenden den Index m nicht
mehr mit und ersetzen 6,, — 6, beachten aber, daf 6 € [0, 7] sein darf.”

eines vorgegebenen Wirmestroms. Daher erscheint das von Fletcher (1991a) in seinem Kap.
4.3.3 behandelte Problem unphysikalisch. Auch fehlt in seiner Tabelle 4.2 eine Angabe iiber die
Anzahl J der Gitterpunkte.

8In (2.36) hatten wir eine 27-periodische Funktion dargestellt. Hier hat die Funktion die Periode
2 (x — mx). Dies ergibt sich aus der Forderung, dafi die Funktion auf [0, 1] nicht unbedingt
periodisch sein muf.

9Genauer aus der diskreten Menge 0 = mrAx = mm/J mit m =1,...,J.
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)\min )\max/2
-
1
0.5
$ 0
—0.5
—1
0 2 4 6 8 10

Abbildung 3.6.: Langwelligste und kurzwelligste Mode auf einem Gitter mit J = 10
Punkten. Dargestellt sind die Realteile der entsprechenden Summanden in (3.26) mit
a, = 1.

Fiir die zeitliche Entwicklung einer raumlichen Stérungsmode £ ~ € machen
wir nun den Separationsansatz'®

&= GEr = (G)" €0 = a (G)" &Y. (3.27)

Die Zeitabhingigkeit steckt im Faktor (G)" € C, wobei n in diesem Ausdruck eine
Potenz und kein Index ist. Der Faktor G stellt den (komplexen) Verstdirkungsfaktor
bei einem Zeitschritt dar, denn

a- Y
&

Nach n Zeitschritten hat sich die Amplitude der Mode somit um den Faktor (G)"
verdndert (erhoht (|G| > 1) oder verringert (|G| < 1)). Der Verstarkungsfaktor
G(6, s) hiangt von der Wellenzahl der Fouriermode (bzw. #) und von etwaigen wei-
teren Parametern (hier s) ab.

(3.28)

Stabilitat des FTCS-Algorithmus mittels Neumann-Methode

Wenn wir die spektrale Komponente (3.27) des Fehlers in das FTCS-Schema der
Wirmeleitungsgleichung (2.23) bzw. in die Storungsgleichung (3.9) einsetzen, er-
halten wir

(G)n—H olfi _ ¢ (G)n ISCICESY + (1 . 28) (G)n el +s (G)n elfU+1) (3_29)

0Djeser Ansatz wird auch Normalmoden-Ansatz genannt. Man kann ihn machen, weil wir hier
annehmen, daB die Stérungsgleichung linear in &7 ist und konstante Koeflizienten hat, wie
in (3.9). Dann bleibt die raumliche Struktur der Fouriermode ~ €% erhalten, und die Zeit
faktorisiert (Faktor G pro Zeitschritt).
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Nach dem Kiirzen durch (G)" €% folgt
G=se"+(1-2s)+se=(1-2s)+s(e’+e) = (1—2s)+ 2scosf. (3.30)

Dies fiihrt auf auf den Verstirkungsfaktor!?
.o (0
G(s,0) =1 —4ssin 3 ) (3.31)
Damit der Fehler nicht anwéchst, mufl gelten: |G| < 1. Dies ist gleichbedeutend mit
.o (0
—1<1—4ssin ) <1. (3.32)

Damit diese Stabilitidtsbedingung fiir alle Wellenzahlen bzw. 6 € [0, x| erfiillt ist,
muf s < 1/2 sein. Die von-Neumann-Stabilitdtsbedingung stimmt offenbar mit der
oben mittels Matrix-Methode erzielten Bedingung (3.18) exakt tiberein.

3.4. Numerische Genauigkeit

3.4.1. Richardson-Extrapolation

Die Genauigkeit eines numerischen Schemas wird bei hinreichend hoher Auflésung
sehr gut durch den Abbruchfehler (Ordnung des Verfahrens) wiedergegeben. Um
eine hohe Genauigkeit zu erzielen, scheinen daher auf den ersten Blick Verfahren
hoher Ordnung gegeniiber Verfahren niedriger Ordnung von Vorteil zu sein. Ih-
re Uberlegenheit koénnen Verfahren hoher Ordnung jedoch erst dann ausspielen,
wenn das Gitter bereits so fein ist, dafl auch Verfahren niedriger Ordnung schon
typischerweise bis auf ~ 1% genau sind. Fiir viele ingenieurméfiige Anwendungen
reichen daher Verfahren niedriger Ordnung aus, um mit relativ geringem Aufwand
ein hinreichend genaues Ergebnis zu erzielen.

Mit der sogenannten Richardson-FEztrapolation kann man die Genauigkeit eines
Resultats auf einfache Weise verbessern. Die Extrapolation beruht darauf, dafl der
numerische Fehler bei hinreichend feinem Gitter durch den Abbruchfehler bestimmt
ist. Man kann dann die auf verschieden feinen Gittern erzielten Ergebnisse so super-
ponieren, daf sich die beiden Fehlerterme der fiihrenden Ordnung kompensieren.

Wir betrachten zwei numerische Niherungslosungen 7, und 7}, (einer nicht not-
wendigerweise linearen Differentialgleichung) zu den Gitterabstanden Az, und Ax;.
Fiir die exakte Losung gilt dann

T=T,+e +hot., (3.33a)
T = Tb + €p + h.O.t., (333b)
UEs ist sin a = (1 — cos2a) /2.
50 2. €. Rublmann

Numerische Methoden der Strémungs- und Wirmetechnik



3.4. Numerische Genauigkeit

wobei ¢, und ¢, die fithrenden Fehlerterme sind (siehe Kap. 2.2). Wir konnen nun die
beiden numerischen Losungen T, und T, so kombinieren, dafl der fithrende Fehler
verschwindet. Dazu bilden wir das gewichtete Mittel a(3.33a) 4 b(3.33b) mit dem
Ergebnis
(a+0b)T = aT, + bT} +ae, + be, + h.o.t. (3.34)
:=TRE

Mit a +b = 1 und Tgg := a7, + b1} erhalten wir

T = Ty + ae, + bey +h.o.t. (3.35)
——
L0
Der Abbruchfehler setzt sich hier aus zwei Anteilen zusammen. Neben der Bedin-

gung b = 1 —a haben wir noch die Freiheit, a so zu wihlen, dafl der fithrende Fehler
verschwindet. Dies fithrt auf

b=1-—a,
€ (3.36)

eb_ea.

ac, +(1—a)g =0 = a=

Die fiithrenden Fehler sind bestimmt durch eine Potenz des Gitterabstands und
einen gemeinsamen Faktor,'? der von der exakten Ableitung der betreffenden Ord-
nung abhéngt. Der gemeinsame Faktor kiirzt sich heraus. Daher kann man a und b
allein aus den Gitterabstéinden bestimmen.

Fiir den rdumlichen Fehler des FTCS-Schemas (siehe (3.6)) gilt zum Beispiel

o Az? 1\ [0*T\" 4
) om, o
n Azl 1\ [0*T\" 4
Damit ergibt sich
2 2
a Ay Az, (3.38)

=2 b= ——""—.
Az} — Ax?’ Az2 — Az}

Angenommen, es liegen Rechnungen mit Gitterweiten Az, und Az, = 2Az, vor.
Dann wird a = 4/3 und b = —1/3, so daf

4 1
Treg = =T, — =Ty. 3.39
e = 2T~ 2T (3.39)
Bei dieser Wahl der Koeffizienten wiirde also der fithrende Term des gesamten Ab-
bruchfehlers der Ordnung O(Az?, Az?) von Trg verschwinden. Fiir ein hinreichend
feines Gitter liefert die Richardson-Extrapolation (3.39) fiir das FTCS-Schema
der Warmeleitungsgleichung damit ein Ergebnis von 4. Ordnung Genauigkeit. Es

2Im allgemeinen sind die Faktoren nur nahezu identisch, da die Ableitung noch vom Ort des
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ist aber Vorsicht geboten. Denn wenn die Gitter nicht fein genug sind, kann die
Richardson-Extrapolation auch eine Verschlechterung des Ergebnisses liefern, ver-
ursacht durch die vernachléssigten Terme.

Bei der Richardson-Extrapolation werden lediglich numerische Losungen super-
poniert, um Fehlerterme zu eliminieren. Sie ist unabhéngig vom Typ der Differen-
tialgleichung. Deshalb kann sie auch fiir numerische Losungen nichtlinearer Diffe-
rentialgleichungen verwendet werden.

Man kann auch mehr als zwei numerische Losungen zu verschiedenen Gitterweiten
additiv tiberlagern. Die zusétzlichen Wichtungskoeffizienten a, b, ¢, ... kann man
dann derart bestimmen, daf weitere (hohere) Fehlerterme verschwinden.

3.4.2. Numerische Bestimmung der Fehlerordnung

Mit Hilfe numerischer Resultate auf drei verschiedenen Gittern kann man auch die
effektive Ordnung p eines Verfahrens bestimmen, wenn zum Beispiel ein gestrecktes
Gitter verwendet wird. Dazu betrachten wir Gitter mit Gitterweiten h, 2h und 4h.
Die exakte Losung kann dann geschrieben werden als

T =T, + ah? +h.o.t. (3.40a)
= Top + a(2h)? + h.o.t. (3.40b)
= Tyn + a(4h)? 4+ h.o.t., (3.40¢)

wobei p € R die unbekannte Fehlerordnung ist. Unter Vernachléssigung der Terme
hoherer Ordnung hat man mit den drei Gittern die Moglichkeit, die drei Unbe-
kannten 7', o und p zu bestimmen. Man kann leicht iiberpriifen,'® dal man fiir die

Fehlerordnung
o (Te=T)
Ton =Ty
In(2)

erhélt. Die mit Hilfe einer Verdopplung der Zahl der Gitterpunkte aus (3.40a) und
(3.40b) verbesserte Losung ergibt sich dann als

p= (3.41)

B Ty — Top

Fiir p = 2 ist dies konsistent mit (3.39).

3.4.3. Effizienz numerischer Verfahren

Zur Beurteilung der Effizienz eines Verfahrens mufl man den Fehler quantifizieren.
Man berechnet ihn normalerweise in einer geeigneten Norm, meist in der euklidi-
schen Norm (lo-Norm). Als Fehler definiert man die Abweichung des Losungsvektors

Gitterpunkts abhéngt, der fiir die Auflssungen Az, und Az, etwas verschieden sein kann.
13Eliminiere zuerst T und dann o.
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T; € R von einer Referenzlésung T;"ef in der betreffenden Norm. In der euklidischen
Norm lautet der Fehler damit!*

7 1/2

Z Tref

J=1

= |-, -

Die erzielte Genauigkeit kann man als den inversen Fehler ¢! definieren. Die Effi-
zienz des numerischen Verfahrens ist die erzielte Genauigkeit ¢! im Verhiltnis zum
numerischen Aufwand. Den numerischen Aufwand kann man durch die CPU-Zeit
Tepy ausdriicken. Dabei mufl die Zeit fiir den (langsamen) I/O- Proze abgezogen
werden. Die Effizienz ist damit (¢Tcpy)

Fiir die meisten Probleme stellt sich heraus, daf§ die Verwendung finiter Differen-
zen 4. Ordnung oder kubischer finiter Elemente nicht besonders effizient ist. Man
sollte jedoch mindestens finite Differenzen 2. Ordnung verwenden, oder finite Ele-
mente mit linearen Ansatzfunktionen. Auf der anderen Seite gibt es Probleme, die
eine hohere Genauigkeit als 2. Ordnung erfordern.

Oft ist auch eine grobe Abschitzung des numerischen Aufwands sinnvoll. Da-
bei bestimmt man zunéchst die CPU-Zeit, die fiir die wesentlichen Operationen
(FlieBkomma-Operationen, Zuweisungen, etc.) erforderlich sind, multipliziert diese
mit der Anzahl der jeweiligen Operationen und bildet die Summe. Damit kann man
die zeitkritischen Teile eines Programms ermitteln.

1/p
"Eine Verallgemeinerung ist die /,-Norm, die durch [z, := (ZJ y |f D definiert ist.
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4. Raumliche Diskretisierung:
Gewichtete Residuen

Die Methode der gewichteten Residuen umfafit eine grofle Klasse von Verfahren.
In diesem Kapitel soll anhand von einfachen Beispielen ein Uberblick iiber die ver-
schiedenen Methoden gewonnen werden. Dabei wird zunéchst der Zusammenhang
zwischen finiten Volumen, finiten Elementen und spektralen Methoden hergestellt.!

Bei der Methode der gewichteten Residuen geht man immer davon aus, dafl sich
die Losung — anders als bei den punktweise definierten finiten Differenzen — durch
vorgegebene Funktionen approximieren 1a3t, z.B. in der Form

T(x,t) =) a;(t)¢;(x). (4.1)

j=1

Hierbei sind ¢;(z) bekannte Ansatz-Funktionen (trial functions) fiir die rdumliche
Abhéngigkeit und a;(t) unbekannte zeitabhingige Koeffizienten. Indem man die
Losung in diese Form zwingt, entsteht ein Fehler. Er ist relativ grof}, wenn J zu
klein ist oder die Menge der Ansatzfunktionen {¢;(x)} ungiinstig gewéhlt wird. Bei
einer geeigneten Wahl der Ansatzfunktionen und hinreichend groflem J kann aber
eine sehr hohe Genauigkeit erreicht werden.

4.1. Allgemeines Konzept

Ausgangspunkt fiir ein dreidimensionales zeitabhédngiges Problem ist ein Ansatz der
Form (hier fiir eine skalare Funktion 7" geschrieben)

J
T(x,y,z,t) =To(x,y,z,t) + Z a;(t)oi(z,y, 2). (4.2)

J=1

Dabei spaltet man zweckméBigerweise eine Funktion Ty ab, die moglichst vielen
Rand- und Anfangsbedingungen geniigen sollte. Der verbleibenden Teil der Losung
braucht dann oft nur noch homogene Randbedingungen zu erfiillen, was die Wahl
des Funktionensystems {¢;} deutlich erleichtert. Beispiele fiir Ansatzfunktionen
im eindimensionalen Fall sind einfache Polynome (Monome) ¢; = 27, Chebyshev-

Finlayson (1972) gibt einen Uberblick iiber die verschiedenen Verfahren, aber mehr hinsichtlich
einer Approximation mit analytischen Mitteln, weniger mit Bezug zur numerischen Anwendung.
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Polynome ¢; = Tj(x) (siehe Kap. 4.6.2 oder Abramowitz and Stegun, 1972) oder
harmonische Funktionen ¢; = sin(jnz).

Wenn man ein Funktionensystem gewéhlt hat, moéchte man die Koeffizienten
a;j(t) so bestimmen, dafl der Fehler moglichst klein wird. Um diese Bedingungen zu
formulieren, schreiben wir die zu losende Differentialgleichung in der Form

LT =0, (4.3)

wobei der Differentialoperator £ nicht notwendigerweise linear sein muf. T ist wie-
der die exakte Losung des Problems. Fiir die eindimensionale Warmeleitungsglei-
chung wire beispielsweise

L=— — x—. (4.4)

Wenn wir anstelle von T’ unseren Ansatz T aus (4.2) in (4.3) einsetzen, erhalten

WIr

LT = R. (4.5)

Da die Approximation (4.2) die Differentialgleichung nicht exakt 16sen wird, bleibt
ein Rest R # 0 iibrig. Man kann den Rest schreiben als R = L£(T — T). Hieran
erkennt man den Zusammenhang zwischen dem Fehler T — T und dem Residuum
R. Das Residuum ist daher ein Maf fiir den Fehler. Wenn wir erreichen konnen, dafl
R = 0 wird, dann ist 7= T und wir haben die exakte Losung gefunden. Ziel ist es
daher, die J Koeflizienten a; im Ansatz (4.2) so zu bestimmen, da8 das Residuum
R minimal wird. Dies erfordert J Bedingungen.

Zur Bestimmung der Koeffizienten a; fordert man deshalb, dafl die gewichteten
Volumen-Integrale iiber das Residuum (hier allgemein in drei Raumdimensionen
geschrieben)?

/ W(x)R(x,t)dV = 0, m=1,...,J (4.6)
1

verschwinden, wobei & = (z,y, 2)T. Die Bedingung (4.6) liefert J Gleichungen fiir
die J unbekannten Koeffizienten a;(t). Falls R nicht von der Zeit abhéngig ist,
erhalten wir ein algebraisches System zur Bestimmung der Koeffizienten {a;}. An-
dernfalls ergibt sich ein System gewdohnlicher Differentialgleichungen. In der Wahl
der Gewichts- oder Testfunktionen W,, () ist man zunéchst frei. Je nach Wahl von
W, (2) erhilt man verschiedene Methoden.

4.1.1. Gebietszerlegung (Subdomain Method)

Eine Moglichkeit besteht darin, das betrachtete Raumgebiet V' in J Teilgebiete V,
zu zerlegen, die in der Regel nicht {iberlappen. Dann fordert man (4.6) und wahlt

1, fallsx eV,
W €r) = ! m 47
m(@) { 0, fallsx ¢ V,,. (4.7)
2Die Abhingigkeit des Residuums R von a; wird hier nicht extra aufgeschrieben.
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Es wird also gefordert, dafl der einfache Mittelwert von R in jedem Teilgebiet V,,
verschwindet. Die Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffizienten a; lauten demnach

/R(az,t)dV:/ LT(z,t)dV =0, m=1,...,J. (4.8)

Diese Methode fiihrt auf die Methode der finiten Volumen, die wir spéter noch
genauer betrachten werden. Ein Vorteil dieser Methode besteht darin, dafl gewis-
se Erhaltungssitze (fiir Masse, Energie, etc.) nicht nur global, sondern auch auf
diskreter Ebene in jedem Teilvolumen V,, exakt erfiillt werden konnen. Dies ist
insbesondere bei Stromungen in abgeschlossenen Systemen (Innenstrémungen) und
bei kompressiblen Stromungen mit Verdichtungsstéfen vorteilhaft.

4.1.2. Kollokation

Bei der Kollokationsmethode (collocation method), die auch Stiitzpunktverfahren
genannt wird, werden als Testfunktionen die Diracschen d-Funktionen

Wn(x) = 0(x — x,,) (4.9)

verwendet. Sie haben ihren Peak an J unterschiedlichen Stiitzpunkten x,,. Die
0-Funktionen besitzen die Eigenschaft

(4.6)

/ R(z,t))(x — x,,) AV = R(x,,,t) =" 0. (4.10)
1%

Die Bedingung (4.6) fithrt beim Kollokationsverfahren dazu, daB das Residuum
an allen J Stiitzpunkten x,, (Kollokationspunkten) exakt verschwindet. An diesen
Stellen ist damit die Differentialgleichung exakt erfiillt. Es ist aber i.a. T(x,,) #
T(T.m).

In der Wahl der Stiitzpunkte x,, ist man im Prinzip frei. Die Wahl der Stiitz-
punkte ist aber hinsichtlich der Genauigkeit sehr entscheidend. Meist gibt es eine
optimale Anordnung von x,,, die von der Art der verwendeten Ansatzfunktionen

abhingt und im Zusammenhang steht mit der Gau-Quadratur.?

4.1.3. Methode der kleinsten Quadrate

Mit S
T

W, (z) = ——2 ") 411
(@) = HE (4.11)

erhilt man aus der Bedingung (4.6) fiir das Residuum

1
/ R 22D gy 219 [ pav—o,  m=1...J (412)
v 8am 2 aam v

3In einem gewissen Sinne kann man auch die finiten Differenzen als Kollokationsmethode auffas-
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Man sucht also ein Extremum (Minimum) der positiven GréBe [, R?*(x,t) dV hin-
sichtlich einer Variation aller Koeffizienten a,,. Im Idealfall ist das Minimum dieser
Grofle gleich Null. Diese Methode bezeichnet man als Methode der kleinsten Qua-
drate (least-squares method).

4.1.4. Galerkin-Methode

Bei der Galerkin-Methode sind die Testfunktionen identisch mit
den Ansatzfunktionen

Wi () = (). (4.13)

Wenn die Ansatzfunktionen fiir die jeweiligen Randbedingun-
. gen ein vollstdndiges und orthogonales Funktionensystem dar-
Boris  Grigorje- stellen,* dann entspricht (4.6) der Projektion des Residuums auf
witsch Galjorkin ~ die orthogonalen Komponenten des Funktionenraums, in wel-
1871-1945 chem R existiert. Damit wird das Residuum beziiglich der J
Basisfunktionen ¢; orthogonalisiert.

4.2. Ein einfaches Beispiel

Um die verschiedenen Methoden zu demonstrieren, betrachten wir die einfache ein-
dimensionale Differentialgleichung erster Ordnung auf dem Gebiet [0, 1]

(% _ 1) 3(z) =0, (4.14)

mit der Randbedingung 7(0) = 1. Die exakte Losung ist y(z) = e”.
Um eine Ndherungslosung im Sinne der gewichteten Residuen zu erhalten, setzen

sen.
4Ein System von Funktionen {¢,} ist orthonormal, wenn es ein Skalarprodukt zwischen den
Funktionen gibt, so dafl

(Gulbum) = /V (@) 8% ()b () AV = by,

gilt, wobei * das konjugiert Komplexe bedeutet und w(x) eine Gewichtsfunktion ist, die vom
jeweiligen Funktionensystem abhéngt. Das Produkt (¢, |¢n) 148t sich genauso interpretieren
wie das Skalarprodukt zwischen gewohnlichen Vektoren. Der Raum aller Vektoren kann z.B.
durch die kartesischen (orthonormalen) Einheitsvektoren e,, aufgespannt werden. In analoger
Weise spannen die Funktionen ¢, einen Funktionenraum auf. Damit alle Funktionen zu den
gegebenen Randbedingungen dargestellt werden kénnen, mufl das Funktionensystem zusétzlich
noch vollstindig sein. Man spricht dann von einem wvollstindigen Orthonormalsystem. Zum
Beispiel ist das System {v/2sin(n7z)} mit n € IN ein vollstindiges Orthonormalsystem fiir
reelle Funktionen f(x) auf [0,1] mit den Randbedingungen f(0) = f(1) = 0.
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wir die Losung in Form einfacher Polynome an
J
y=1+)» a’. (4.15)
j=1

Einsetzen in (4.14) liefert das Residuum

J J J
R(z) = Zjajxj_l — (1 + Zajx]) =—1+ Zaj (jxj_l — xj) . (4.16)
P =1

j=1

Zur Bestimmung der Koeffizienten a; wird (4.6) verwendet. Die eindimensionale
Variante lautet

/1 Wi (z)R(z) dx = 0. (4.17)

Fiir m € [1, J] ergeben sich J Gleichungen zur Bestimmung der unbekannten Ko-
effizienten a;. In unserem Fall sind die Gleichungen linear. Wir kénnen sie daher in
kompakter Form schreiben als

S-a=d, (4.18)

wobei a = a; der Vektor der unbekannten Koeffizienten ist.
An dieser Stelle konnen wir uns fiir eine Wichtungsmethode entscheiden. Wenn
wir die Galerkin-Methode mit W, = 2™ ! und m € [1, J] verwenden,® erhalten wir

/0 1 Wi (2)R(2) dz = /0 L

J
-1+ Zaj (jxj_l — x])] dzx

J=1

0 j=1
L gl gmti ] (4.19)
Yo [ -
mo 3 m+j—1 m+7j],
J 4
1 ] 1 !
R Yl e e UR
A= A R TR )

Dies ist das lineares Gleichungssystem (4.18) mit

' 1 1
S=8pj=—2r————  und  dy=—. (4.20)
m+j5j—1 m+7 m

SEigentlich sollte man W, = 2™ und m € [1, J] verwenden. Fiir J > 3 liefern beide Methoden
praktisch dasselbe Ergebnis. Die hier verwendete Methode mit W,,, = ™~! und m € [1,J] ist
fir J < 2 etwas genauer.
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(a)

3.0 04
2.5} 0.3} 71
> 0.2t
> 2.0t J=1 |
> 0.1t
15 bl 0 7777;]77 3;7777 o -
/ 0.1 J=2
) 0.5 10 0.5 1
v x
Abbildung 4.1.:

(a) Sukzessive Approximationen der Lésung von (d/dz — 1)y = 0 auf
dem Intervall [0, 1] mittels Galerkin-Verfahren und dem Ansatz y = 1 + ijl a;z! mit
aj nach (4.21). (b) Fehler y — g der verschiedenen Approximationen, als Funktion von z.

Fiir J = 1,2, 3 lauten die Losungen von (4.18) (sukzessive verbesserte Néherungen

von %)
1.0141
a’=t =2, a=» — (08571 , (J=3) — | 0.4225 (4.21)
0.8571 09817

Die Approximationen sind in Abb. 4.1a dargestellt. Mit wachsender Ordnung nimmt
der numerische Fehler schnell ab (Abb. 4.1b). Auch das Residuum verringert sich
schnell. Da die exakte Losung und damit auch der Fehler i.a. nicht verfiigbar ist,
wird normalerweise die Grofle des Residuums zur Kontrolle der Konvergenz ver-
wendet.

Die 3 x 3 Systeme fiir das Problem (4.14), die man mittels des obigen Galerkin-
Verfahren (a), mittels Gebietszerlegung (Drittelung) (b) und mittels Kollokation
bei z =0, 0.5, und 1 (c) erhélt, lauten

1/2 2/3 3/4 a 1
(a) 1/6 5/12 11/20 a | =1 172 |, (4.22a)
1/12 3/10 13/30 as 1/3
5/18  8/81 11/324 a 1/3
(b) 3/18 20/81 69/324 a | =1 1/3 |, (4.22D)
1/18 26/81 163/324 as 1/3
1 0 0 ay 1
(c) 1/2 3/4 5/8 a | =11 (4.22¢)
0 1 2 as 1

Gebietszerlegung und Kollokation liefern &hnliche Approximationen wie das
Galerkin-Verfahren. Die Losungen (Koeffizienten a;) sind in Tabelle 4.1 aufgeli-
stet. Der lokale Fehler fiir die verschiedenen Verfahren ist in Abb. 4.2 dargestellt.
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4.3. Finite Volumen

Tabelle 4.1.: Koeffizienten der N&herungslosung y = 1+ ijl ajx? von (4.14) fiir J = 3,

die sich aus der Losung von (4.22) bei Verwendung der verschiedenen Methoden ergeben.

Methode ay as as
Galerkin  1.0141 0.4225 0.2817
Gebietszerlegung 1.0156 0.4219 0.2813
Kollokation 1 0.4286 0.2857

—

Kollokation

Abbildung 4.2.: Fehler der Losungen von (4.22), die mittels verschiedener gewichteter
Residuen-Verfahren und jeweils drei Ansatzfunktionen (J = 3) erzielt wurden. Zusétzlich
ist der Fehler der Taylorentwicklung 3. Ordnung um x = 0 gezeigt.

Wihrend die gewichten Residuen im gesamten Bereich [0, 1] gute Approximationen
liefern, erhélt man mit der Taylor-Entwicklung nur in der Ndhe des Entwicklungs-
punkts z = 0 gute Ergebnisse. Dort ist sie allerdings uniibertroffen gut. Beachte,
daBl die Kollokationsmethode sensitiv gegeniiber der Wahl der Stiitzpunkte ist.

4.3. Finite Volumen

Die Methode der finiten Volumen ist konzeptionell &hnlich zur oben beschriebenen
Gebietszerlegung (Kap. 4.1.1). Zwar integriert man R = LT (die approximierte Dif-
ferentialgleichung) wie in (4.8) iiber ein Teilvolumen V,,, aber man verwendet fiir
T nicht den Ansatz (4.2) mit vorab gewéhlten Ansatzfunktionen und unbekannten
Amplituden. Vielmehr approximiert man die resultierenden Integrale mittels der
Funktionswerte von 7" an gewissen Knotenpunkten, wobei diese Funktionswerte die

4. €. Rublmann 6 1
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4. Rédumliche Diskretisierung: Gewichtete Residuen

zu bestimmenden Groflen sind. Die Form und Grofle der finiten Volumen kénnen
frei gewédhlt werden. Daher eigenen sie sich sehr gut zur Losung von Problemen in
komplexen Geometrien. Dies ist ein wesentlicher Vorteil gegeniiber finiten Differen-
zen.

Um die Methode der finiten Volumen zu demonstrieren, werden im folgenden
Beispiele betrachtet, bei denen die Berandung der finiten Volumen (Gitterlinien)
krummlinig sind. Die Berechnung der Losung erfolgt jedoch in kartesischen Koor-
dinaten.%

4.3.1. Gleichungen erster Ordnung

Das Prinzip der finiten Volumen soll an der allgemeinen PDE erster Ordnung in
zwei Raumdimensionen B B
g OF 0G
=+ =+ =
ot Oxr 0Oy
demonstriert werden. Fiir den Spezialfall § = p, F = pu und G = pv entspricht
(4.23) der zweidimensionalen Kontinuitétsgleichung

0 (4.23)

0
9P 4V - (pu) = 0. (4.24)
ot
Zunéchst wird das gesamte Volumen (hier eine Fléche) in eine (meist grofie) Anzahl
N von kleinen Teilvolumina zerlegt. Eine Integration der PDE iiber das gesamte
Volumen, wobei ein kleines Teilvolumen mit 1 gewichtet wird und das restliche

Volumen mit 0, entspricht der einfachen Integration iiber das zweidimensionale
finite Volumen (hier iiber die Fliche S). Wir erhalten dann

L{g—?+v-<g)}dxdy:0, (4.25)

Anwenden des Gaufischen Satzes auf den zweiten Summanden liefert”

d [ _ F _d [ F dy
T Squdy+7€n-(G)ds—afsqudy+£(c;)-(_dx)

5Die Beibehaltung der kartesischen Komponenten hat den Vorteil, da man keine Koordinaten-
transformation durchfithren muf3, durch welche meist viele neue Zusatzterme in den Gleichun-
gen entstehen, da bei krummlinigen Koordinaten die Ableitungen der Einheitsvektoren nach
den Koordinaten nicht verschwinden, z.B. bei Polarkoordinaten d,e, = e.,.

"Mit Hilfe des GauBschen Satzes wird in drei Dimensionen das Volumenintegral iiber die Diver-
genz einer Funktion f in ein Integral iiber die geschlossenen Oberfliche umgewandelt

/VV-de:/Sn-de:/Sf-ndS:/Sf-dS,

wobei n der nach auflen gerichtete Einheitsvektor senkrecht zur Oberfliche des Volumens ist.
In zwei Dimensionen wird ein Flichenintegral {iber die Divergenz einer Funktion f dann ein
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4.3. Finite Volumen

d _ _
= — (jdxdy—k%de—]{de:O, (4.26)
dt Js r r

wobei I' die geschlossene Kontur der Flidche bezeichnet und n den nach auflen ge-
richteten Einheitsvektor.® Diese Gleichung muf fiir alle N finiten Volumen erfiillt
sein. Damit erhalten wir N Gleichungen mit deren Hilfe wir NV Unbekannte bestim-
men konnen. Bei den Unbekannten handelt es sich um die gesuchte Funktion (hier
q) an den Knotenpunkten eines Gitters.?

Wir iiberziehen das Gebiet nun mit Gitterlinien, die der Oberfliche des Gesamt-
gebiets angepafit sind. In der Regel handelt es sich dabei um ein verzerrtes (nicht-
kartesisches) Gitter wie in Abb. 4.3 dargestellt, das per Gittergenerierung erzeugt
wird. Wir definieren N Unbekannte ¢;; an den Knoten des Gitters und wéhlen als
finites Volumen das eingezeichnete rote Viereck mit dem Fléacheninhalt A um einen
Knotenpunkt herum.

Nach diesen Festlegungen konnen wir (4.26) diskretisieren. Das im ersten Sum-
manden von (4.26) auftretende Flachenintegral einer Funktion tiber die Flache S
ist durch den Mittelwert der Funktion x Flicheninhalt A gegeben. Wenn man den
Mittelwert durch den Wert der Funktion im Zentrum der Flache approximiert (hier
qj k), bezeichnet man dies als Mittelpunktsregel (mid-point rule approzimation).*

Die Konturintegrale im zweiten und dritten Summanden lassen sich jeweils durch
vier Beitriage darstellen, die aus dem Produkt aus der Lange des Randsegments und
dem Mittelwert auf dem Segment bestehen. Damit erhalten wir die Ndherung

DA
(Agix) + > (Fidy; — GiAz;) = 0, (4.27)

d
dt i=AB

Integral {iber die geschlossene Kontur der Flache

/SV~dej£Ff~nds.

wobei ds das skalare Bogenelement ist und n der nach auflen gerichtete Einheitsvektor senkrecht
zur Kontur bzw. senkrecht zum vektoriellen Linienelement ds.

8Wenn die Kontur im mathematisch positiven Sinn durchlaufen wird, ergibt sich der nach aufen
gerichtete Normalenvektor aus dem vektoriellen Linienelement ds = (dx,dy)™ durch Rotation
um o = —90°

cosa —sina | (dzr | _ 0 1\ (dz ) _ dy
sina  cosa dy /  \ =1 0 dy )\ —dz J°

Normierung liefert den Einheitsvektor

1 dy 1 dy
n—=—-———— = — .
[da? + dy? \ —dz ds \ —dz

Die Orthogonalitét n - ds = 0 sieht man sofort.
9Es wird angenommen, daf fiir die anderen abhéingigen Variablen F und G jeweils eigene Diffe-
rentialgleichungen existieren, die in dhnlicher Weise behandelt werden wie die Gleichung fiir q.
0Damit ist g; x von zweiter Ordnung genau.
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k+1

Abbildung 4.3.: Geometrie
und Bezeichnungen fiir zwei-
dimensionale finite Volumen
fiir PDEs erster Ordnung. Die
Gitterlinien sind durchgezogen
gezeichnet, Hilfslinien gestri-
chelt. Die Unbekannten sind
an den Knotenstellen (j,k)
definiert (schwarze Punkte).
Das rote Viereck stellt das
zum Knoten (j,k) gehorige
x J—1 finite Volumen dar.

mit Ayap = yp—ya, Arap = xp—x4 und den Approximationen fiir die Mittelwerte

Fip = %(Fj’k_l + Fii), Gap = %(Gj,k_l + G i), etc. Wenn wir alle Terme explizit

ausschreiben, erhalten wir

dg; 1 1
A gjtk + ) (Fjk—1+ Fjr) Ayap — 3 (Gjr—1+Gjx) Az ap
1 1
+3 (Fjr + Fyyin) Aype — B (Gjr+ Git1x) Azpe (.28)
4.28
1 1
+§ (Ej + Fjk+1) Ayep — 3 (Gjr+ Gipt1) Azep
1 1
+§ (ijl,k + Fj,k) AZUDA — 5 (ijl,k + Gj7k) A.TDA =0.

Obwohl das Gitter irregulér ist, erhdlt man auf diese Weise eine Diskretisierung
in kartesischen Koordinaten. Wenn das Gitter mit den kartesischen Koordinaten
tibereinstimmt, ist Ayap = Arpe = Aycp = Azrpa =0, Aypc = —Aypa = Ay,
Axap = —Axcp = Az und A = AzAy. Die Gleichung vereinfacht sich dann zu

dg; 1 1
Aaty= = 5 (Gonor + G ) Ao+ 5 (B + Froas) By 4
1 1 (4.29)
+§ (% + Gj,k+1> Ax — 5 (FJ'*U? + M) Ay =0.
Da sich die unterstrichenen Summanden kompensieren, erhalten wir
dg; F; —F;_ Gigr1— Gjip—
dj,k + j+l.k j—Lk + J,k+1 j,k—1 —0. (430)

dt 2Ax 2Ay

Die rdumlichen Ableitungen im Rahmen der finiten Volumen sind hier (Mittel-
punktsregel) identisch mit zentralen finiten Differenzen.
Die Diskretisierung mittels finiter Volumen hat zwei wichtige Vorteile:
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1. Die Oberflachenintegrale stellen den jeweiligen diffusiven oder konvektiven
Fluf einer Grofle dar. Im obigen Beispiel und mit der Massenstromdichte in
z-Richtung F = pu ist fp F dy der Anteil des Massenstroms 712, der das finite
Volumen in z-Richtung verlaft.

Das gewichtete Residuum (4.25) per Gebietszerlegung, d.h. durch Integrati-
on, stellt sicher, daf§ die PDE (Erhaltungsgleichung) im integralen Sinne fiir
jedes einzelnen finite Volumen erfiillt ist. Wenn die Oberflichenintegrale zwei-
er benachbarter finiter Volumen identisch gebildet werden, ist der Flufl durch
die gemeinsame Grenzfliche aus dem einen Volumen gleich dem Fluf} in das
andere Volumen hinein. Damit ist die Erhaltungsgleichung auch im gesamten
Rechengebiet (gesamtes Volumen) erfiillt. Dies gilt auch fiir die diskrete For-
mulierung! Damit ist es z.B. moglich, die Massenerhaltung fiir jedes einzelne
finite Volumen exakt zu gewahrleisten.

2. Finite Volumen erlauben eine sehr einfache Diskretisierung auch auf irregulé-
ren Gebieten, d.h. auf Gebieten mit komplizierter Berandung.

4.3.2. Gleichungen zweiter Ordnung

Die Diskretisierung einer PDE erster Ordnung war relativ einfach. PDEs zweiter
Ordnung sind nicht ganz so einfach im Rahmen allgemeiner finiter Volumen zu
diskretisieren. Dies soll am Beispiel der zweidimensionalen Laplace-Gleichung

Vi =0 (4.31)

demonstriert werden. Integration der Laplace-Gleichung (4.31) {iber ein finites Vo-
lumen und partielle Integration ergibt

/v . VédS Gi‘ﬁjfn - Véds = 0. (4.32)
S T

In kartesischen Koordinaten erhalten wir mit nds = (dy, —dxz)"®

06 0.\ _

Im vorherigen Fall einer PDE erster Ordnung hatten wir Funktionswerte auf der
Kontur des Flachenelements durch Mittelwerte diskreter Werte an den Gitterpunk-
ten ersetzt. Jetzt miissen wir die ersten Ableitungen auf der Kontur des betrachteten
Flachenelements approximieren.

Wir betrachten zunéchst nur das Segment AB und approximieren den Mittelwert
der Ableitung auf diesem Segment durch den Wert der Ableitung an der benach-
barten Zwischengitterstelle (griiner Punkt in Abb. 4.4). Dann erhalten wir fiir das
Segment AB (siehe Abb. 4.4)

0 0
[8—¢} Ayap — [?ﬂ Az ap, (4.34)
T1jk—1/2 Y1jk—1/2
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k+1

Abbildung 4.4.: Geometrie
und Bezeichnungen fiir zwei-
dimensionale finite Volumen
fir PDEs zweiter Ordnung.
Das finite Volumen um den
Punkt (7, k) ist rot gezeichnet.
Zur Berechnung der Ableitung
im Mittelpunkt (j,k — %)
der Strecke AB wird der
Mittelwert iiber der griinen
Fléche verwendet.

und entsprechende Beitrége von den anderen drei Segmenten.
Man kann die Ableitung in der Mitte der Strecke AB auf verschiedene Arten
berechnen. Hier werden wir sie durch Mittelwerte iiber Flachen approximieren. Wir

bezeichnen die griin konturierte Flache in Abb. 4.4 mit Syp := Sapc/p. Dann
approximieren wir die Ableitungen iiber die Mittelwerte
0 1 0 o 1
{_gb} = — 99 dx dy © - ¢ dy, (4.35a)
Ox jk—1/2 Sap Js,, Ox SaB Jrup
0 1 0 x 1
{—ﬂ S L Tl B G (4.35b)
12 SabJs,, 9y SaB Jr,p

Beim der Umformung (*) kann man genauso vorgehen wie bei (4.32) und (4.33) und
wenn man beachtet, dal in (4.35a) und (4.35b) die Komponenten von V¢ eingehen:
Js Vo drdy = §.m ¢ ds (siehe FuBnote 7 auf S. 62). Alternativ dazu kann man auch
den Stokesschen Satz verwenden.!!

Die resultierenden geschlossenen Linienintegrale sind iiber die Kontur I'yp :=
Caperp (griin) der Fliache Syp zu nehmen und kénnen z.B. durch

% (bdy =~ (bj,k*lAyA’B’ -+ (bBAyB/C/ —+ (bj,kAyC’D’ + (bAAyD’A/ (436)
Fap

/qu~d5:%u~dm.
S r

Wir betrachten nun eine Kontur I" einer Fliche in der (z,y)-Ebene mit Fldchenelement d.S =
e dx dy. Mit der speziellen Wahl u = (0, ¢, 0)T ist Vxu = (0¢/0z,0,9¢/0x)™ und wir erhalten

HDer Stokessche Satz lautet

0¢/0z

(ot ) emme Lo () () o
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approximiert werden. Wenn das Gitter nur schwach verzerrt ist, gilt fiir die Strecken
Ayap = —Aycrp = Ayap und Aypor & —Aypar = Ayy_1 (entsprechend fiir
Azx) wodurch wir aus (4.35a)—(4.35b) erhalten

99 Ay (Pip—1— Gix) + Ayr_1k (P — ¢a)
[&U] - = S (4.37a)
[%} _ Azap ($in-1— Gjn) + Azp_1k (95 — (bA)' (4.37b)
dy i k—1/2 Sap

Auflerdem kann man dann die Fliche S4p aus dem Betrag des Kreuzprodukts der
Kantenvektoren erhalten

Azap ATy 11
oan )| = 1A ap Ay — Avy g Ayapl . (438
AB ’( A?/AB ) X ( Ayk‘—l,k; | TABRYk—1,k Tk—1,k yAB‘ ( )

Wenn man Sap in (4.37) einsetzt, die Beitrdge der drei weiteren Kanten von
Sapcp berticksichtigt und auBerdem die Funktionswerte von ¢ an den Zwischen-
gitterstellen A, B, C' und D durch die Mittelwerte der jeweiligen vier néchsten
Nachbarn (regulédre Gitterstellen) ausdriickt, dann sind in dem resultierenden Aus-
druck nur noch Funktionswerte ¢; fiir ganzzahlige Gitterindizes involviert. Dies
fithrt schlieBlich auf (siehe Fletcher, 1991a)

1 [ 1 1

1 (Pep — Ppa) ¢j—1441 + |Qep + 2 (P — Ppa)| ¢jk+1
1 - 1 -

+Z (Ppc — Pep) ¢jr1e41 + |Qpa + 1 (Pep — Pap) | -1,k
- 1 -

—(Qap +Qpc +Qcp +Qpa) ¢k + |Qpc + 1 (Pap — Pop) | itk
X - . -

+Z (Ppa — Pag) Gj—1k—1+ |Qap + 1 (Ppa — Ppc) Pj—1
1 L ]

+Z (Pap — Ppc) ¢j416—1 = 0, (4.39)

wobei

Qap = (A% 5 + Ayip) /Sap, Pap = (AvapAzy_1p + AyapAyi_1k) /Sas,

(4.40a)

Qpc = (Avhe + Aype) /Spe,  Pee = (AzpeAzjy; + AypcAyji;) /See
(4.40D)

QCD — (A'T%’D —+ Ay%D) /SCD7 PCD = (AZL’CDAZUkJrl,k + AyCDAykJrl,k) /SCD7
(4.40c¢)

Qpa = (Ax%A + Ay%A) /Spa, Ppa= (AxpaAz;_1;+ AypaAy;_1;)/Spa.
(4.40d)
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Das System (4.39) ist eine 9-Punkt-Diskretisierung, die alle 8 ¢-Werte der néch-
sten Nachbarn des Punktes (j, k) miteinander verkniipft. Die Gesamtheit aller der-
artigen Gleichungen (fiir alle (j, %)) stellt ein lineares Gleichungssystem fiir die
Werte von ¢;;, an allen Gitterpunkten dar. Dieses Gleichungssystem kann man im
allgemeinen nicht direkt 16sen. Haufig wird ein iteratives Verfahren zur Losung be-
nutzt, z.B. die sukzessive Uberrelaxation (SOR) (successive over-relazation, siehe
Kap. 5.2.3 oder die Vorlesung iiber Numerische Methoden der Ingenieurwissen-
schaften, LVA-Nr. 322.036).

Das Prinzip der SOR-Iteration ist folgendes: Im n-ten Iterationsschritt sei die
n-te Approximation {gbgnk) } der Losung bekannt. Die Néherung {gb%)} erfiillt je-
doch nicht genau das Gleichungssystem (4.39). Dann erhalten wir fiir den Punkt
(7, k) hoffentlich eine verbesserte Ndherung {gbg*lz}, wenn wir (4.39) formal nach ¢;

am zentralen Punkt auflésen und {gbﬂ} aus den bekannten Schétzwerten fiir die
umgebenden Punkte berechnen

%) = (Qap + Qe + Qcp + Qpa)~ (4.41)
1 n 1 n
X {1 (Pep — Ppa) ¢§f)1,k+1 + {QCD + 1 (Ppe — PDA)} ¢§,13+1
1 (n) 1 (n)
+ 7 (Pee = Fep) 9 o + |@pa+ 7 (Pop = Pap) | 65
1 P P (n)
+|@sc+ 7 (Pap — Fep) | &5
1 (n) 1 (n)
+ 1 (Ppa — Pap) ¢, 41 + |Qas + 1 (Ppa— Prc)| &5

1
+ Z (PAB - PBC) ¢§:LL)17]€1} .
Die verbesserte Naherung wird fiir alle Gitterpunkte (7, k) berechnet. Dabei wird
{¢§*13} zwar eine Verbesserung von {¢§",3} sein, aber immer noch nicht die exakte
Losung. Deshalb mufl man in dieser Art weiter iterieren (Jacobi-Iteration).

Es hat sich herausgestellt, dafl man eine schnellere Konvergenz erhélt, wenn man
nicht die genaue Korrektur ¢§*,2 — <;5§",3 zur vorhandenen Approximation {qbg"k) } hin-
zuaddiert, sondern einen etwas grofleren Anteil w > 1

B = ol +w (65 - 0% (4.42)

Wenn der Relazationsparameter w klein ist, wird die Iteration nur langsam konver-
gieren. Ist er zu grof}, kann die Iteration divergieren. Das Optimum ist problem-
abhéngig und liegt fiir die Laplace-Gleichung etwa bei wyp ~ 1.8. Es wird also

tiber-relaxiert. Fiir ¢§*12 = gbgnk) hat man offensichtlich Konvergenz.

Die Berechnung fiir u = (¢,0,0)" liefert den Ausdruck — [ ¢ dz.
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Es sei noch einmal betont, daf§ die obige Formulierung des Problems eine For-
mulierung in kartesischen Koordinaten ist, obwohl die Gitterpunkte auf irgend-
welchen krummlinigen Koordinaten liegen konnen. Diese Flexibilitdt hat ihren
Preis. Wenn man sie aufgibt, vereinfachen sich die Gleichungen. Wéhlt man zum
Beispiel Gitterpunkte auf dquidistanten kartesischen Koordinaten, dann werden
Sag = Spc = Scp = Spa = AzxAy, wodurch sich Q) 4p bis Pp, vereinfachen, und
man erhélt

Gj—1k — 2051 + Pj1k N Gjk—1— 205k + Ojrt1
Ax? Ay?

= 0. (4.43)

Das hier verwendete Finite-Volumen-Verfahren wird bei Verwendung von kartesi-
schen Koordinaten also identisch mit finiten Differenzen 2. Ordnung. Dies bedeutet,
daBl sich die Groflenordnung des Fehlers bei einer Halbierung des Gitterabstands
um einen Faktor (1/2)? = 1/4 verkleinert. Bei Verwendung eines nicht-kartesischen
Gitters wird die Genauigkeit zweiter Ordnung in dem Mafle verringert, in dem das
Gitter verzerrt ist (sieche Kap. 2.4.2). Dies kann bei sehr starken Verzerrungen zu
erheblichen Problemen fiihren.!?

Die Finite-Volumen-Methode wird sehr hdufig bei viskosen Stromungen einge-
setzt und auch zur Berechnung reibungsfreier transsonischen Stromungen.

4.4. Finite Elemente

Die Methode der finiten Elemente wurde urspriinglich als ad-hoc Methode zur Be-
rechnung von Spannungen und Verschiebungen in der Strukturmechanik eingefiihrt.
Spéter wurde eine fundierte mathematische Theorie auf der Basis eines Variations-
prinzips der potentiellen Energie entwickelt. Dabei erhélt man die Losung aus ei-
ner Gleichgewichtsbedingung, die durch ein Energie-Minimum gekennzeichnet ist.

12Zur Ubung kann das 9-Punkt-Schema (4.39) dhnlich wie in Fletcher (1991a) implementiert und
mit der analytischen Losung verglichen werden. Als nicht-kartesisches Volumen wird ein Tor-
tenstiick S = [e, R] x [0, 7/2] (Polarkoordinaten) betrachtet. Eine nicht-triviale analytische Lo-
sung der Potentialgleichung in Polarkoordinaten

v%(

findet man mit dem Separationsansatz ¢ = f(r)sin(mf). Es folgt

10 0 1 0%\ -
ror o ﬁﬁ)¢0

m
2

1 2
(om0~ %) s =

was durch den Potenzansatz f(r) = r™ gelost wird und auf n? —m? = 0 fiihrt. Wenn wir uns auf
m = 1 beschrinken, liefert die Wurzel n = 1 die einfache Losung ¢ = rsin # = y. Die interessan-
tere Losung mit einer Singularitit bei r = 0 entspricht n = —1 und lautet ¢ = sin@/r = y/r2.
Sie ist in der nebenstehenden Abbildung dargestellt. Die Aussparung einer e-Umgebung des Ur-
sprungs ist notwendig, um die Divergenz der Losung bei » = 0 auszuklammern. Die analytische
Losung kann man verwenden, um die Randbedingungen auf dem Integrationsgebiet vorzugeben.
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Das zugehorige Variationsproblem kann mit Hilfe der Rayleigh-Ritz-Methode gelost
werden (siehe Anhang B).

Die stromungsmechanischen Gleichungen lassen sich aber im
allgemeinen nicht als Variationsproblem formulieren.'® Eine Al-
ternative ist die Galerkin-finite-Elemente-Methode, auf die wir
uns im folgenden beschrinken werden (Kap. 4.4.3 und 4.4.4).
Sie ist in vielen Féllen dquivalent zur Ritz-Methode.

Die Methode der finiten Elemente geht von einer Darstellung
der Losung T eines (hier stationdren) Problems aus in der Form

John William

J
Strutt
Lord Rayleigh T= Z Ti¢;(z,y, 2). (4.44)
1842-1919 j=1

Hierbei sind die Koeffizienten 7} die gesuchten Funktionswer-
te an den Gitterpunkten, hier auch Knoten genannt. Die Funk-
tionen ¢; werden Test-, Ansatz- oder Interpolationsfunktionen
genannt, wobei meist Polynome niedriger Ordnung gewahlt wer-
den.

Auler den Knoten gibt es FElemente. Elemente sind gewis-
se kleine Raumgebiete, in denen die Ansatzfunktionen definiert
sind. In jedem Element befindet sich eine gewisse (geringe) An-
zahl von Knoten. Zu jedem Knoten eines Elements gehort eine
Ansatzfunktion, die an dem betreffenden Knoten den Wert 1 an-
nimmt. An allen anderen Knoten desselben Elements nimmt sie
den Wert 0 an, und auflerhalb des Elements verschwindet sie
identisch. Zwischen den Knoten wird die gesuchte Funktion T'
nun mittels der in dem betreffenden Element definierten Test-
Walter Ritz funktionen interpoliert. Die Genauigkeit (der Grad) der Inter-
1878-1909 polation bestimmt die Anzahl der erforderlichen Testfunktionen

und damit auch der Knoten in einem Element. Dies wird spéter
an konkreten Beispielen erklirt.'

Ein Vorteil dieses Ansatzes finiter Elemente (im Vergleich zur klassischen
Galerkin-Methode) besteht darin, dafi die Losung direkt durch die Unbekannten
T; an den Knotenpunkten z; ausgedriickt wird. Um die finiten Elemente zu verste-
hen, miissen wir uns zunichst etwas mit der Interpolation beschiftigen.!®

13Es gibt aber etliche Arbeiten in dieser Richtung, siche z.B. Marner et al. (2019).

4Diese Wahl der Testfunktionen fithrt spiter zu Matrizen, die nur wenige von Null verschiedene
Eintréige in der Nihe der Diagonalen haben (diagonal-dominante Matrizen). Das entsprechende
lineare Gleichungssystem kann dann ckonomisch gelst werden.

15Giehe auch Kap. 2 der Vorlesung iiber Numerische Methoden der Ingenieurwissenschaften, LVA-
Nr. 322.036.
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Abbildung 4.5.: Stiickweise lineare Test-
funktionen ¢; (rot) und ¢;_; (blau). Die 0
Elemente sind mit A, B, usw. bezeichnet. Tj—2 Ti-1 Lj Ti+1

4.4.1. Eindimensionale Interpolation

Die einfachste Moglichkeit der Approximation besteht in einer linearen Interpola-
tion der gesuchten Funktion zwischen den Knoten. Dazu betrachten wir stiickweise
lineare Testfunktionen (Abb. 4.5). Die in Abb. 4.5 eingezeichnete Testfunktion ¢;
um den Knoten z; (rot) ist definiert durch

;

0, T <ZTj-1,
T — T
7Jl, zjo1 <x<z; (Element A)
Tj—Tj
pj(x) =4¢ 1, r = xj, (4.45)

Ti1 — T
L, r; <z <z, (Element B)
Tj+1 —

L O, T > Tjy1-

Die Elemente bestehen in diesem Fall aus den Gebieten zwischen je zwei benach-
barten Knoten, die in diesem Fall zu beiden angrenzenden Elementen gehoren. Bei
dieser Wahl der Testfunktionen tragen in jedem Element nur zwei Summanden zur
Losung T bei. In den Elementen A und B (Abb. 4.5) sind z.B.

J

in Element A: T(z) = ZT]gbj(x) =T, 1¢j_1(x) + T;0(x), (4.46a)
j=1
J

in Element B:  T(x) =Y Tjo;(x) = Tjé;(x) + Tys1j41(2). (4.46D)
j=1

Dabei ist ¢; wie oben in (4.45) definiert und in Element A ist

SL’]'—.’L'

(r) = L 4.47a
i) = (147a)
wéhrend in Element B gilt
Tr — .’L‘j
; = — 4.47b
brnal) = (447D)
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Es ist klar, dafl die so definierte Funktion 7" auf den Réandern des Elements jeweils
die Knotenwerte 7; annimmt und dazwischen durch (4.46) linear interpoliert wird.

Bei hinreichend vielen Knoten im Abstand Az héngt der Fehler einer approxi-
mierten Funktion quadratisch (~ Az?) vom Knotenabstand Az ab. Dies ist ty-
pisch fiir die lineare Interpolation (fiir den Fehler sind die quadratischen Terme der
Taylor-Entwicklung der Funktion mafigebend).

Die Interpolation mit quadratischen Testfunktionen ist genauer (siehe Fletcher,
19914a). Der Fehler ist dann von der Ordnung O (Ax?). Wenn man quadratische
Testfunktionen (Polynome) verwenden will, ben6tigt man drei Punkte, um sie ein-
deutig festzulegen. Daher mufl ein Element bei Verwendung quadratischer Test-
funktionen 3 Knoten besitzen. Gleichzeitig benotigen wir auch drei Testfunktionen
pro Element. Jede Testfunktion mufl an einem Knotenpunkt den Wert 1 annehmen
und an den beiden anderen Knotenpunkten verschwinden.

Wir betrachten die Knoten x;_;, x; und z;4,. Dann ist die quadratische Testfunk-
tion, die bei z; und x4, verschwindet, gegeben durch ¢, = c(x — z;)(x — j41).
Die Normierung ¢,_1(x = x;_1) = 1 legt die Konstante c fest, so da8

() (p i) N
P = (2j—1 — 25) (jo1 — @j1) (4.482)

Entsprechend erhélt man die Testfunktionen ¢; und ¢;., die bei x; bzw. x;,; gleich
1 sind und an den jeweils beiden anderen Knoten verschwinden als

(z—zj1) (r—xj01)
(zj —j1) (x5 — 2j41)
(z—z;1) (v —1)

(@1 — xj1) (j1 — 7))

b; = (4.48Db)

Dj41 = (4.48c¢)

Diese Testfunktionen sind in Abb. 4.6 dargestellt. Die gesuchte Funktion T" wird
dann in dem Element, in welchem der Knoten x; im Zentrum liegt, durch 3 Terme
approximiert,

T'=Tj10j1(2) + Tj;(2) + Tj19j41(2). (4.49)

Das Verfahren kann man auch auf kubische und hohere Ansatzfunktionen aus-
dehnen. Diese sind aber in der Praxis nicht von Bedeutung, da die resultierenden
Gleichungen zu komplex werden und nur mit héherem numerischen Aufwand gelost
werden kénnen.'6

6Um die Testfunktionen fiir den allgemeinen Fall von n Knoten pro Element zu erhalten, kann
man Lagrangesche Interpolationspolynome verwenden. Man sucht ein Polynom vom Grade n—1,
das an einem der Knoten z; (i € [1,...,n]) den Wert 1 annimmt und an den anderen Knoten
k # i verschwindet. Dazu betrachten wir zunéchst das sogenannte fundamentale Polynom vom
Grade n, das an allen Knoten verschwindet,

Fo(z)=(x—z1)(x —x2) ... (x — xp).

Das Lagrangesche Interpolationspolynom @; fir den Knoten ¢ ergibt sich dann mittels Division
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Element
<~
l——r——7— ,
0.8 |/
0.6 -
¢ 041/
0.2
0 1
_0.27 L ‘ L ‘ L
-3 -2 -1 0 1 2 3
£
Abbildung 4.6.: Verlauf der quadratischen Testfunktionen innerhalb eindimensionaler
Elemente. Die Knoten des grau angedeuteten Elements befinden sich bei £ = —1, 0

und 1. Die Testfunktionen, die zu den drei Knoten dieses Elements gehoren, sind farbig
kodiert. Die rote Testfunktion zum Konten £ = 0 ist nur in dem grauen Element von
Null verschieden, wahrend die beiden anderen Testfunktionen, die zu den Knoten bei
¢ = —1 (griin) und £ =1 (blau) gehoren, bis in die Nachbarelemente reichen bevor auch
sie verschwinden. Die Testfunktionen, die ausschlieBlich zu den benachbarten Knoten (bei
¢ = £2 und £ = £3) gehoren, sind gestrichelt gezeichnet.

Eine allgemeine Eigenschaft der Testfunktionen ist es, dafy ihre Summe in jedem
Element gleich 1 ist. Dies sieht man leicht, wenn man die Funktion f(x) = 1 darstellt
und beachtet, dal die Polynom-Interpolation eindeutig und fiir jedes Polynom bis
zur Ordnung der Interpolationspolynome exakt ist (und damit sicherlich fiir das
Polynom 0-ter Ordnung f(z) = 1). Damit gilt

I I
L= f@) =3 fiti(2) =Y oula). (4.50)
i=1

i=1

Bei den obigen eindimensionalen Elementen mit Knoten auf den Elementgrenzen
ist die interpolierte Losung per constuctionem stetig iiber die Elementgrenzen hin-
weg. Wenn man aulerdem stetige Differenzierbarkeit der interpolierten Funktionen
erreichen will, benétigt man Ansatzfunktionen, die iiber die Elementgrenzen hin-
weg stetig differenzierbar sind. Dies 148t sich nur mit Polynomen hoheren Grades
erreichen.

durch den Wurzelfaktor (z — 2;) und Normierung auf 1 (I’Hospital)

Es verschwindet offenbar an allen Knoten, bis auf den Knoten & = ¢, an dem gilt Q;(z = z;) = 1.
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(a) bilinear (b) biquadratisch
4 3 E+1 k+1
U )
D c
§ k

1 2 k

A B £ -
k—1 = k—1
j—1 3 Jj+1 j—1 J Jj+1

Abbildung 4.7.: (a) Knoten und lokale Koordinaten fiir vier bilineare Elemente A, B, C
und D. Die Numerierung der Knoten bezieht sich auf (4.52). (b) Ein zweidimensionales
biquadratisches Element.

4.4.2. Zweidimensionale Interpolation

Bilineare Interpolation Bisher haben wir nur die eindimensionale Interpolation
betrachtet. Bei der eindimensionalen linearen Interpolation waren in einem Element
zwei Knoten zu beriicksichtigen. Fiir jedes zweidimensionale Element beno6tigen wir
fiir eine lineare Interpolation 4 Knoten. Wir betrachten nun die Elemente A, B, C
und D in Abb. 4.7a. Die gesuchte Funktion wird innerhalb jedes dieser Elemente
separat approximiert. In Analogie zum eindimensionalen Fall approximieren wir
nun die gesuchte Funktion in jedem Element als

T=> Tig(é.n). (4.51)

=1

Dabei haben wir in jedem Element die lokalen Koordinaten (¢, 7n) € [—1,1] x [—1, 1]
in gleicher Weise definiert. Der Index [ numeriert die Knoten des Elements. In
unserem Fall liegen die 4 Knoten bei (&, 1) = (£1, £1). Die Testfunktionen sollen
linear sein in ¢ und in 7 und an allen Knoten bis auf einen verschwinden. Die beiden
eindimensionalen Testfunktionen fiir die Knoten bei £ = £1 lauten %(1 +&). Als
bilineare Testfunktionen ergeben sich dann die 4 Produkte dieser Funktionen mit
den beiden Funktionen (1 =+ n)

(1+& 1 —n),

=7 (1-9 1+,

Allgemein kann man die bilineare Testfunktion zum Knoten [ eines Elements bei
(&, m) = (£1,+1) darstellen als

¢1 =
¢3 =

1=-8@A=n), 2=
1+ @+n), ¢

— o] =

(4.52)

N

oi(§m) =~ (1 +&E) (L+mm). (4.53)

=] =
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7 ““‘\\“*\g .
AKEENN

7
7555
e

-1 -1

Abbildung 4.8.: Bilineare Testfunktion in der Umgebung eines Knotens (hier bei x = y =
0) eines dquidistanten Gitters. Die Basis, auf der die Testfunktion von Null verschieden
ist, wird durch 4 Elemente gebildet, die insgesamt 9 Knoten bei (z,y) = ([0; £1] x [0; £1])
enthalten. In jedem Schnitt parallel zu den Koordinatenlinien sind die Interpolationsfunk-
tionen stiickweise linear, entlang den Diagonalen sind sie stiickweise quadratisch.

Jeder Knoten gehort zu vier Elementen. Die bilineare Testfunktion fiir einen
Knoten besteht daher aus 4 Segmenten in den vier umgebenden Elementen. Zum
Beispiel ist die Testfunktion zum Knoten 1 in Abb. 4.7a in den vier Elementen
A, B, C' und D von Null verschieden. In Abb. 4.8 ist eine bilineare Testfunktion
dargestellt. Man sieht, daf die Testfunktionen an den Réndern der Elemente stetig
sind, nicht aber ihre ersten Ableitungen.

Biquadratische Interpolation Mit quadratischen Elementen kann man eine ho-
here Genauigkeit erzielen. Da ein eindimensionales quadratisches Element 3 Kno-
ten umfafit, benotigt ein zweidimensionales quadratisches Element 9 Knoten (Abb.
4.7b), wobei die gesuchte Funktion in einem Element als

T=> Tigu(&.n) (4.54)

=1

dargestellt wird. Auf dem eindimensionalen Element ¢ € [—1, 1] lauten die eindi-
mensionalen quadratischen Testfunktionen —(£+1)(£—1), 16(§—1) und 3£(£+1).
Sie konnen auch dargestellt werden als

(1—€?) und %flf(l +&¢) mit & = £1. (4.55)
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Entsprechendes gilt fiir die n-Richtung. Wenn man nun alle 9 Produkte der Test-
funktionen (4.55) in £-Richtung mit den 3 entsprechenden quadratischen Interpola-
tionsfunktionen in n-Richtung bildet, lauten die zweidimensionalen biquadratischen
Lagrangeschen Testfunktionen in lokalen Koordinaten (§,7) € [—1,1] x [—1,1] in-
nerhalb eines Elements

GEm) = 36€ (14 &) (1+mm), (4 Eckenknoten), (4.560)
= % ( ) nn (1 +nm), (2 Kantenknoten fiir § =0), (4.56b)
= % (1—n*) & (1+&9), (2 Kantenknoten fiir n; = 0),  (4.56¢)

o ( =(1-&)(1-7"), (1 zentraler Knoten). (4.56d)

Die Lagrangesche Interpolation kann in natiirlicher Weise auf drei Dimensionen
erweitert werden. Werden in zwei Dimensionen 4 Knoten fiir ein lineares Element
und 9 Knoten fiir ein biquadratisches Element benétigt, so sind es in drei Dimen-
sionen schon 8 Knoten fiir ein lineares Quader-Element und 27 Knoten fiir ein
triquadratisches Quader-Element.

4.4.3. Eindimensionale Diffusionsgleichung

Die Methode der Galerkin-finiten-Elemente soll nun auf die eindimensionale Wiér-
meleitungsgleichung

or — o*T

ot "o
angewandt werden. Der Einfachheit halber verwenden wir lineare Elemente. Wir
suchen eine Losung auf dem Gebiet x € [0,1] fiir ¢ > 0 zu der Anfangsbedingung
T(x,t = 0) = Ty(x) und den Randbedingungen T'(z = 0,t) = a sowie T'(z = 1,t) =
b.

Die Losung wird approximiert in der Form

=0 (4.57)

J

T(e.t) = S T(1),(2). (4.58)

j=1

wobei die Zeitabhéngigkeit durch die Werte Tj(¢) and den nicht &dquidistanten Kno-
tenpunkten x; beriicksichtigt wird. Die Testfunktion ¢; zum Knotenpunkt z; ist
linear im Element A (z € [z;_1, z;]) mit Liange Az; = z; — x;_; und im Element B
(z € [xj,xj41]) mit Linge Az; 1 = x;41—x; (Abb. 4.9). Mit der lokalen Koordinate
¢ € [—1,1] erhalten wir aus Abb. 4.9 die lineare Beziehung zwischen ¢ und = im
Intervall [z}, z;41] (Element B)

ijJrl
2

2r —xj; — :c]H

T—T;= (1+¢) = =

4.59
A (4.59)
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;
-1 0 1
—
Abbildung 4.9.: Bezichung zwischen der globalen § xj+1/2§
Koordinate = und der lokalen Koordinate & zwi- | | | -
schen zwei Knoten z; und xj41 im Abstand Az ‘ Az
innerhalb des Elements B (grau angedeutet). Zj Lj+1

Die Transformation fiir Element A ergibt sich aus (4.59) durch j — j — 1. Damit
kénnen wir die zum Knoten z; gehorige Testfunktion (rote Kurve in Abb. 4.5 bzw.
4.9) schreiben als

Element A, [z;_1,z;] 1 ¢;(§) = %(1 +¢), mit = 2T <Z]:1:1 i xj), (4.60a)
j
Element B, [z;,xj41] 1 ¢;(§) = %(1 —¢), mit = 20 _XZ :flxjﬂ). (4.60b)

Wenn wir nun unseren Ansatz (4.58) in die exakte Gleichung einsetzen, erhalten
wir

or 82

ot " ox

mit dem Residuum R(z,t). Dieses Residuum miissen wir minimieren, indem wir die
Unbekannten 7T} geeignet bestimmen. Dazu wird die Methode der gewichteten Resi-
duen nach (4.6) verwendet. Bei der Galerkin-Methode sind die Gewichtsfunktionen
W,, identisch mit den Testfunktionen ¢,, fiir alle Knoten. Durch Multiplikation
mit den Testfunktionen ¢,, und Integration iiber das gesamte Volumen erhalten
wir somit

1 1 aT 82
o(medx_/o(bm(E 82)01:5
! oT a¢m oT or1 |
/0 <¢m K B2 ) do — K [gbm &cL =0, (4.62)

wobei die zweite Ableitung durch partielle Integration reduziert wurde.'”
Da die Werte von T' am Rand vorgegeben sind, benétigen wir keine Gleichungen

—— =R, (4.61)

17Ganz allgemein gilt fiir die partielle Integration im R"

/v~Vudm”:/ v~nudm”*17/uV~vdm",
v v 1%

wobei v(x) € R™ und u(x) eine skalare Funktion des n-dimensionalen Vektors x ist, dx™ das n-
dimensionale Volumenelement und n der nach auflen zeigende Einheitsvektor auf der Oberflédche
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fiir die Knoten m = 0 bei x = 0 und fiir m = J+1 bei = 1. Wir betrachten nur die
inneren Knoten m € [1,J]. Am Rand x = 0, 1 verschwinden die Ansatzfunktionen
aller inneren Knoten mit m € [1, J]. Insbesondere gilt ¢1(x = 0) = ¢ (z =1) = 0.
Damit entféllt der ausintegrierte Anteil in den Gleichungen fiir die inneren Knoten
und es verbleibt

v ooar L 9¢,, OT
9L Al PO irl1<m<.J. .
/O(bm@t de + K | or on r =0, firl<m<J (4.63)

Wenn wir nun unseren Ansatz (4.58) einsetzen, erhalten wir

J 1 1

) . _rm=r = < < J. .

g ( 5 /0 Om@j dr +KT; | or o dz 0, firl<m<J  (4.64)
%ﬁ WV

Amj ij

_]:1 NG J/

Dieses System von Gleichungen hat die Form

A-%TJH@B-T:O, (4.65)

wobei T' = T} der Vektor der Unbekannten ist. Die Matrizen A und B lauten

1
A=A, = / Pm; da, (4.66a)
0
L O O
B=B, = | =—2-dz. 4.66b
" 0 aSL’ aSL’ l‘ ( 66)

Fast alle Integrale (Matrixelemente) sind Null. Nur diejenigen Integrale sind von
Null verschieden, bei denen sich die Indizes m und 7 um maximal 1 unterscheiden.
Denn andernfalls besitzen die Testfunktionen ¢,, und ¢; bzw. ihre Ableitungen
keine Uberlappung. Daher sind die Matrizen A und B tridiagonal.

0V von V. In einer Dimension erhalten wir

b b
/ vu' dz = [vu]® —/ v'udx.

Ein anderer wichtiger Fall ist der dreidimensionale. Dann erhalten wir aus der allgemeinen

Formel
/v~VudV:/v~nudA7/uV~vdV:/uv~dA7/uV~vdV,
1% A 1% A 1%

wobei A die zweidimensionale Oberfliche des Volumens V' ist. Wenn man u = 1 setzt, erhélt man

OZ/U-dA—/V-vdV.
A \%

Dies ist nichts anderes als der Gaufische Satz. In zwei Dimensionen folgt der Stokessche Satz
entsprechend.
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Als Beispiel betrachten wir die Diagonalelemente von A, wobei wir die Integration
iber = auf die Integration tiber { zurtickfithren. Mit dz = (Az;/2)d¢ fir Element
A (Element B entsprechend, siehe (4.60)) ergibt sich

A= [ ) do = B / () de + 201 / (e

Beltrag von Element A Beltrag von Element B
Az; [* Ax
B [averacs 220 [ g ae (1.67)
-1 -1
Ax; 1 Axjq 371
—ﬂ[(1+§)} _T[(l—f)}_l

In gleicher Weise erhélt man die Matrixelemente der beiden ersten Nebendiagona-
len, so daf} insgesamt

Ajjr = % (4.68a)
A= (Ax] + Azj), (4.68b)
Ajjn = A‘Z?“, (4.68¢)
sowle
Bjj1 = _AL%, (4.69a)
B, — A%j n Mlj“, (4.69b)
B = _Al’ljﬂ' (4.69¢)

Alle anderen Matrix-Elemente verschwinden.

Im Spezialfall eines dquidistanten Gitters (Az; = Az = const.) nehmen die
Diagonalen in A und B konstant und aus (4.65) es ergibt sich das System (nach
Division durch Az und Index-Umbenennung m — j)

1 [dT 2 [aT] 1 [dT k (Ty_y — 2T, + Tys1)
L [l ) i —0. (4
G{dtL_lJr?)[dtLJrG[dt]]H Az 0 (&710)

Die Zeitableitung, die wir bisher noch nicht diskretisiert haben, wird offenbar an
verschiedenen riaumlichen Stellen ausgewertet. Die Wichtungsfaktoren sind 1 5 g
und é fiir die Knoten bei 7 — 1, j und j + 1. Diese rdumliche Verschmierung der
Zeitableitung ist typisch fiir lineare finite Elemente auf dquidistanten Gittern. Der
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letzte Summand in (4.70) entspricht der zweiten raumlichen Ableitung und hat hier
genau dieselbe Gestalt wie bei finiten Differenzen.

Zur Diskretisierung der Zeit kann man die Zeitableitung d7'/d¢ durch die diskrete
Version ersetzen: dT'/dt — AT /At, mit AT = T — 7" und T™ = T(t,).
Wenn man dariiber hinaus die zweite rdumliche Ableitung als gewichtetes Mittel
zu den Zeitpunkten n und n + 1 ansetzt, erhdlt man den teilimpliziten Algorithmus

1 A/Ivjnj—ll 2 ATjn—H 1 ATﬂ:—ll -
6| At 3| At 6| At
—K /87}*1 B 2,1—; + 1}+1 + (1 _ /8) er*l _ 27} + CZ—'J‘JFI — O
Ax? Ax? ’

Der Parameter 5 € [0, 1] gibt den Grad der Implizitéit an. Der Unterschied dieses Al-
gorithmus zum teilimpliziten Finite-Differenzen-Verfahren (3.19) besteht lediglich
darin, daf3 hier bei der Zeitableitung auch die dem zentralen Knoten j benachbarten
Knoten j 4+ 1 beteiligt sind.

Symbolisch kann man das Gleichungssystem kompakt schreiben als

ATnJrl

mit dem sogenannten Massenoperator M, und dem Ableitungsoperator L,

1 21 1 2 1
M. === = L. = — 4.
v (6’3’6)7 o (Aﬂ’ AJ:Q’AJ:Q)’ (4.73)

welche die rdumliche Wichtung der ihnen folgenden Terme an den Knoten um den
Punkt x; herum beschreiben. Die Finite-Differenzen-Version (3.19) erhdlt man dem-
nach mit dem Massenoperator M, = (0,1,0).

Wenn man AT™ = 77 — T™ in (4.72) einsetzt und die Terme zu den Zeit-
punkten n und n + 1 trennt, erhélt man die implizite Diskretisierung in der Form

(M, — AtiBL) T = (M, + Ati (1 — B) Ly TP (4.74)

Um einen Zeitschritt zu berechnen, mufl man jeweils ein tridiagonales Gleichungs-
system l6sen. Dazu kann man den Thomas-Algorithmus verwenden.

Fiir § = 0 und finite Differenzen (M, = (0,1,0)) ist dieses System explizit.
Das Finite-Elemente-Verfahren ist jedoch wegen der Form des Massenoperators M,
selbst fiir § = 0 nicht explizit. Aufgrund der Symmetrien kann man aus (4.74) fiir
B # 0 ein explizites Verfahren erhalten, wenn man den Zeitschritt At = Az?/6x(3
wéhlt. Dann verschwinden namlich auf der linken Seite von (4.74) die Auflerdiago-
nalterme mit den Indizes j + 1.

Schliefllich kann man leicht zeigen, dafl (4.74) eine konsistente Diskretisierung
von (4.57) ist. Fiir 8 = 0.5 ist der Abbruchfehler O(A#?, Az?). Weiter ist der
Algorithmus (4.74) fiir § > 0.5 uneingeschrankt stabil.
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Abbildung 4.10.: Zeitliche Entwicklung der Temperatur in einer Dimension, berechnet
mittels FTCS-Verfahren (blaue Linien und Kreise) und mittels des teilimpliziten Galerkin-
finite-Elemente-Verfahrens mit 5 = 0.5 (rot gestrichelt und griine Quadrate) nach (4.74)
zu gewissen Zeitpunkten. Die Randtemperaturen sind T'(x = 0) = 1 und T'(x = 1) = 0.5.
Fiir das FTCS-Verfahren wurde bei Anfangsbedingung 7'(t = 0) = 0 wie in Abb. 2.4
am Rand etwas nachgeholfen (unterste blaue Kurve), wihrend fiir das finite-Elemente-
Verfahren die Randtemperaturen von T'(t = 0) = 0 plétzlich auf den Endwert erhsht
wurden. Gezeigt sind Resultate fiir die Zeitschrittweiten s = 0.5 (a) und s = 2 (b). Fiir
s = 2 ist das FTCS-Verfahren instabil (senkrechte Streifen in (b)).

Beispielrechnungen sind in Abb. 4.10 gezeigt. Man sieht, daf fiir die gewéhlten
Parameter die Ergebnisse fiir den einfachen FTCS-Algorithmus und das teilimpli-
zite finite-Elemente-Verfahren (4.74) fast identisch sind, wenn der Schrittweiten-
parameter s = 0.5 auf der Stabilitdtsgrenze des FTCS-Verfahrens liegt. Wird die
Zeitschrittweite aber auf s = 2 erhoht, ist der FTCS-Algorithmus instabil. Das teil-
implizite Verfahren bleibt stabil, obwohl anfinglich gewisse unphysikalische Uber-
schwinger auftreten, die mit der rapiden Anderung der Randwerte von Null auf
einen endlichen Wert zusammenhéngen. Ansonsten wird die Dynamik und auch
der asymptotische Endzustand (in der Abbildung noch nicht ganz erreicht) auch
bei der hoheren Zeitschrittweite s = 2 korrekt wiedergegeben.

Bei der Implementierung von (4.74) ist zu beachten, daf§ die Gleichung nur fiir
die inneren Punkte des Gebiets gilt. In die erste (5 = 1) und die letzte Gleichung
(j = J) von (4.74) gehen die Randwerte T und 7,4, ein. Da diese Werte per
Randbedingung vorgegeben und bekannt sind, konnen die entsprechenden Terme
der rechten Seite der Gleichung zugeschlagen werden.

4.4.4. Laminare Durchstromung eines Rechteckkanals

Um die Anwendung finiter Elemente auf ein zweidimensionales Problem zu de-
monstrieren, betrachten wir die laminare stationdre Stromung eines inkompressi-
blen Fluids durch einen geraden und (unendlich) langen Kanal mit rechteckiger
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Querschnittsflache 2a x 2b. Die Randbedingung (Haftbedingung) u(x,y, z) = 0 auf
x = £a und y = £b zusammen mit der Navier-Stokes-Gleichung (1.10) erlaubt eine
Losung der Form

u=w(z,y)e., (4.75a)
p=p(z2). (4.75b)

Mit diesem Ansatz verschwindet der nichtlineare konvektive Term (u-Vu = 0) und
wir miissen lediglich das lineare stationdre Problem (z-Komponente der Navier-
Stokes-Gleichung)

10p Pw 0w
—~— ~ y
f(z) g(z,y)

16sen.'® Physikalisch bedeutet diese Gleichung, da der durch den Druck verur-
sachte Impulsstrom (p ist eine Impulsstromdichte) in Stromrichtung (z-Richtung)
abnimmt, denn dp/dz < 0. Das Defizit des Impulsstroms kommt durch eine seit-
liche Diffusion des Impulses zu den Réandern zustande, welcher durch die viskosen
Terme beschrieben wird.

Da die linke Seite der Gleichung nur von z und die rechte nur von z und y
abhéngt, miissen beide Seiten der Gleichung konstant sein. Wenn man nun die
halben Kanalweiten a und b als Langenskalen verwendet und die Geschwindigkeit
w mit Hilfe des konstanten Druckgradienten dp/0z skaliert

/ x / y / pI/
_* _ 7 -7 4.77
S S v b20p/ 92" (477)
kénnen wir das Problem in dimensionsloser Form als Poisson-Gleichung schreiben
(der Strich ~ an den dimensionslosen Variablen wurde wieder weggelassen)!

,0?w  *w

2t b (4.78)

Durch die unterschiedliche Skalierung von z und y ist das Problem nun auf dem
Quadrat [—1,1] x [—=1, 1] zu lésen. Die Geometrie ist durch das sogenannte Aspekt-
verhdltnis T' = b/a des Kanals charakterisiert, welches als Parameter in der Differ-
entialgleichung auftaucht. An den Wénden des Kanals muf3 die Geschwindigkeit w
die Haftbedingung (no-slip condition)

w(rx==+1,y) =w(x,y==+1)=0 (4.79)

erfiillen.

18Wir haben hier den Querstrich (@) zur Andeutung der exakten Lésung aus Bequemlichkeit
weggelassen.

9Djiese Poisson-Gleichung ist dquivalent zur Gleichung fiir die stationire zweidimensionale Wér-
meleitung mit einer homogenen Verteilung von Warmequellen und konstanter Randtemperatur.
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Zur Approximation der exakten Losung verwenden wir den Ansatz

w = Zwiqbi(:c,y), (4.80)

wobei wir bilineare Elemente nach (4.53) verwenden und die Summe {iber alle Kno-
ten ¢ lduft. Die Projektion der Differentialgleichung (4.78) auf die Testfunktionen
Om(z,y) liefert (S ist die Querschnittsfliche des Kanals)

0*w O*w
2 _
/5 (F Om 92 + Om 8y2) ds = /Sgbm ds. (4.81)

Nach partieller Integration und Einsetzen des Ansatzes (4.80) erhalten wir das
lineare System

wobei w = w; = w;;, der Vektor der unbekannten Geschwindigkeiten an den Kno-
tenpunkten i = (7, k) ist. In der Gleichung sind

= i — 2
B =B, / / <F 5o 3+ 5y By ) dz dy, (4.83)

_ /_11 /_11 G da dy. (4.84)

Da die Knotenwerte auf dem Rand vorgegeben sind und verschwinden, (w; gana =
0), miissen nur die inneren Knoten betrachtet werden. Bei bilinearen Elementen
verschwinden aber die Ansatzfunktionen der inneren Knoten auf dem Rand. Damit
verschwinden auch die bei der partiellen Integration auftretenden ausintegrierten
Anteile. Die Indizes ¢ und m in (4.82) laufen also nur tiber alle internen Knoten mit
2<j<N,—lund2<kE<N, -1

Da bei den bilinearen Lagrangeschen Testfunktionen ¢; = (1 + &£)(1 + nin)/4
(4.53) die z- und y-Abhéngigkeiten faktorisieren, lassen sich die zweidimensionalen
Integrale als Produkte eindimensionaler Integrale berechnen.

Im folgenden betrachten wir einen représentativen Knoten m und fragen, welche
Summanden zu der m-ten Gleichung des linearen Systems (4.82) beitragen. Dabei
verwenden wir ein dquidistantes Gitter mit den Gitterweiten Ax und Ay. Hierfiir
gilt nach (4.60) dz/d¢§ = Az/2, dy/dn = Ay/2. Mit der Faktorisierung

Om (2, y) = O (2) 07, (y) (4.85)
erhalten wir fiir den Knoten m (Abb. 4.11)

1 1
G = T d Y d
(/1% fv) (/lcbm y)
_ Ax Ay B
=5 (L - @5, g) < <Auglle;;1- o dn) = AzAy. (4.86)

J/ J/
-~ -~

=2 =2

und
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Abbildung 4.11.: Schnitt in £&-Richtung durch die
lineare Testfunktion, die sich in £&-Richtung tiber
zwei Elemente (gestrichelt) erstreckt. Die Werte

¢ der jeweiligen lokalen Koordinaten £ sind fiir bei-
de Elemente angezeigt.

Die Integration iiber £ und 7 lauft hier jeweils {iber die beiden Elemente A und
B, die zum Knoten m gehoren. Graphisch entspricht jedes der Integrale der roten
Flache unter der Testfunktion in Abb. 4.11 mit Flidcheninhalt 2. Der Vektor G
besitzt also konstante Eintrige G, = AxAy, unabhéngig vom Index m.

Um die Summanden in der m-ten Gleichung zu berechnen, die von der Matrix B
stammen, betrachten wir zunéchst den zweiten Summanden in (4.83). Fiir ihn gilt

Y O O (4.85) ( ! ) ( / L ooy, 0! )
— dedy = T oT dx m_"tdy | . 4.87
/1 /1 oy Oy Y -1 ¢m¢l -1 dy Oy Y ( )

Die Integrale ergeben nur dann einen von Null verschiedenen Wert, wenn sich die
Gebiete iiberlappen, auf denen die Testfunktionen ¢,, von Knoten m und ¢; von
Knoten ¢ von Null verschieden sind (Grundfliche in Abb. 4.8). Da sich die zwei-
dimensionalen Testfunktionen {iber jeweils vier Elemente erstrecken, miissen ins-
gesamt 9 Fille beriicksichtigt werden: Der Fall m = ¢ und 8 Fiélle, in denen die
Knoten m und ¢ benachbart sind (Abb. 4.12). Die 5 Fille, bei denen die Knoten m
und ¢ beide auf der x oder beide auf der y-Achse liegen, entsprechen wegen der o.a.
Faktorisierung dem eindimensionalen Fall (siche Abb. 4.12a).

Tatséchlich haben wir die eindimensionalen Integrale schon berechnet (siehe
(4.66)). Fiir ein dquidistantes Gitter erhalten wir deshalb aus (4.68) und (4.69)
mit dy = (Ay/2)dn

o [fosn e 2 [ 00,00
Ay oy oy VT a2 ) oy oy

(4.69) 1 T
dn =" —(-1,2,—-1)" =: —L
7 Ay2< ,2,—1)

yy»

(4.88a)
1 ! 1 @es) (1 2 1

Das vorletzte Gleichheitszeichen gilt fiir je ein Element des Vektors, je nachdem wie
der Knoten ¢ relativ zu zum Knoten m liegt. Die Elemente des Spaltenvektors L,,
beziehen sich also auf die Punkte N, P und S (in geographischer Notation), und
diejenigen des Zeilenvektors M, auf die Punkte W, P und E. Neben diesen 5 Féllen
treten aber noch 4 andere Fille auf, bei denen sich die Testfunktionen der Knoten
m und 7 iiberlappen. Einer dieser Félle ist in Abb. 4.12b skizziert.

Da die Integration iiber die Flache bei den verwendeten bilinearen Elementen
immer in zwei eindimensionale Integrationen iiber x und y bzw. iiber £ und 7 sepa-
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Abbildung 4.12.: Zwei von neun Moglichkeiten der Uberlappung der Grundflichen
(schraffiert) von bilinearen Testfunktionen. Der Knoten m ist rot und der Knoten 14 ist
griin angedeutet.

riert, kann man alle Fille durch das dyadische Produkt®® von M, und L,, erhalten.
Dieses Tensorprodukt schreibt man gelegentlich auch als L,, ® M,. Demnach ist

—1

121
Ly, @ My = ——— ~ 2= 4.89
w® ae\ )¢ (6 3 6) (4.89)
L[ (FDxE (=) x2 (- xd . /6 2/3  1/6
_ 1 2 1 -
——p 2 X 6 2 X 3 2 X 6 —p —1/3 —4/3 —1/3
PN (-)xt (-)x2 (-1)x} y 1/6  2/3 1/6

Fiir den betrachteten zweiten Summanden in (4.83) erhalten wir damit fiir jeden
Punkt m des Integrationsgebiets denselben Satz von 9 von Null verschiedenen Ko-
effizienten in Form des dyadischen Produkts L,, ® M, (bis auf das Vorzeichen).
Die Position des jeweiligen Koeffizienten innerhalb der 3 x 3 Matrix (4.89) gibt die
relative Lage der beteiligten Knoten an.

In analoger Weise kann man mit dem ersten Summanden in (4.83) verfahren.
Da in diesem Summanden nur die Ableitung beziiglich der anderen Koordinaten-
richtung (nach x) auftritt, erhalten wir alle Integrale des ersten Summanden durch
M, ® L, (Vertauschung von = und y). Wenn wir nun Gleichung (4.82) durch AzAy
dividieren, erhalten wir (der Knotenindex i entspricht den Gitterindizes j und k:
w; — wj,k)

(T?My ® Loy + Ly @ M) wjy = 1, (4.90)

. i

B/AxzAy

20Als Ergebnis des dyadischen Produkts (oder auch Tensorprodukt bzw. dueres Produkt) zweier
Vektoren (einfach indizierte Objekte) erhilt man eine Matrix (zweifach indiziertes Objekt):
ab = a;b; = C;;. Man schreibt auch ab = a ® b. Die besondere Kennzeichnung durch ®
ist nicht erforderlich, wenn man das Skalarprodukt immer, wie hier, mit - schreibt. Beachte:
a®b=aibj ;ébiaj =b®a= (a®b)T.
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mit

1 2 1 1 2 1 \"
L:rm = s T 5 5 L,, = s T ) 5 491
(Aaz2 Ax? A:U2) v (Ay2 Ay? Ay2) (4912)

121 12 1\t
M,=(=22), M,=(=22) . 4.91b
(636) v (636) ( )

und

Damit lautet

M,Q Ly, =— | 2 1,-21) = — — . 4.92
/ i 1/6 —1/3 1/6
N—— in z-Richtung

Index k
in y-Richtung

Beachte, daB in (4.82) bzw. (4.90) iiber alle Knoten mit ¢ = (j, k), d.h. tiber j und
k summiert wird.?! Daher resultiert aus dem Produkt von M, ® Ly, mit w;, eine
Summe iiber alle w; 5, der 9 beteiligten Elemente, gewichtet mit den entsprechenden
Koeffizienten von M, ® L,,. Gleichung (4.90) ist also eine skalare Gleichung fiir den
Knoten m. Entsprechend dieser Betrachtungen erhalten wir im ersten Summanden
von (4.90)
Wj—1k — 2Wjk + Wjt1k

L:m:wj,k = A2 (493)
Dann wird
W1k — 2Wjk + Wig1k
My ® L:m:wj,k = My ® J ASZQ J
_ L fwiap1 = 2wk + Wik n 2 (wi—ie — 2Wjk + Wig1k
6 Ax? 3 Ax?
I fwj—1 k41 — 2Wj5 k1 + Wig1 k41
- : : : . 4.94
i 6 ( Ax? (4.94)
und fiir den zweiten Summanden von (4.90) (vgl. (4.92))
Wy k-1 — 2Wj g + W gy1
Ly, @ Myw; ), = —2 J: T @ M,
vy J Ay2
_ L (wjap = 2w 1k Wik n 2 [ wjr—1 — 2wk + Wjkp
6 Ay? 3 Ay?
I (Wit p—1 — 2Wj41 5 + Wit k1
- : : : . 4.95
i ( s (195)

Gleichung (4.90) ist eine 9-Punkt-Formel. Die vergleichbare 5-Punkt-Formel fiir

21Die Notation ist daher hier nicht ganz sauber, denn in (4.90) hat man ein doppeltes Skalarpro-
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zentrale finite Differenzen lautet

Wj—1 — 2Wj ks + Wit1k S 2wk + Wj k1

P2
Ax? Ay?

=1. (4.96)

Man kann sie formal aus (4.90) reproduzieren, wenn man M, = M, = (0, 1,0) setzt.

Die Operatoren M, und L,, traten auch schon bei der Losung der eindimen-
sionalen Wirmeleitungsgleichung (4.72) auf. Es ist daher interessant zu bemerken,
daBl diese Operatoren bei dem zweidimensionalen Problem im Rahmen der finiten
Volumen in Form des Tensorprodukts auftreten.

In Gleichung (4.90) sind jeweils 9 Unbekannte miteinander verkoppelt. Man kann
das fiir alle Gitterpunkte (7, k) resultierende Gleichungssystem bequem durch suk-
zessive Uberrelazation (SOR) lésen (siehe Vorl. Numerische Methoden der Inge-
nieurwissenschaften, LVA-Nr. 322.036). Diese Methode wurde auch schon im Zu-
sammenhang mit der Losung der Laplace-Gleichung mittels finiter Volumen (4.39)
erwihnt. Zur Ubung kénnte man dies auch einmal programmieren. Eine Imple-
mentierung eines entsprechenden FORTRAN-Programms ist in Fletcher (1991a)
beschrieben. Durch Gitterverfeinerung kann man zeigen, daf§ das Finite-Elemente-
Verfahren (4.90) von zweiter Ordnung ist (der Diskretisierungsfehler skaliert mit
Az? und Ay?) und eine Genauigkeit besitzt, die mit finiten Differenzen vergleich-
bar ist.

4.4.5. Verzerrte Gebiete

Ein Hauptanwendungsgebiet finiter Elemente ist die Integration von Differential-
gleichungen auf irreguldren Gebieten. Fiir Dreieckselemente in 2D und Tetraeder
in 3D ist dies sofort einsichtig. Aber auch viereckige bzw. kubische (Hexaeder-)
Elemente lassen sich zur Berechnung auf komplexen Gebieten verwenden. Vierecks-
bzw. Hexaeder-Elemente werden gerne verwendet, weil man fiir sie leichter ein Git-
ter generieren kann als fiir Dreiecks- bzw. Tetraeder-Elemente.??

Wenn man nun ein komplexes Gebiet hat, konnte man die Testfunktionen fiir die
finiten Elemente im physikalischen Raum definieren und auch dort die Integrationen
durchfiithren. Dieses Verfahren 148t sich aber nicht leicht verallgemeinern, wenn
beispielsweise das Gebiet (und damit das Gitter) nur ein wenig gedndert wird.
Die Idee ist daher, eine einfache Transformation zu finden, mit deren Hilfe jedes
Element eines gegebenen viereckigen (kubischen) Gitters und seine Knotenpunkte
auf ein und dasselbe Quadrat (¢,n) € [—1,1] x [—1, 1] (bzw. auf den Kubus [—1, 1]?)
transformiert wird (Abb. 4.13).

Fir lineare zweidimensionale Viereckselemente mit n = 4 Knoten wird dies mit

dukt (doppelte Verjiingung) wischen den Dyaden und w; .
22Dje Gittergenerierung ist ein Thema fiir sich und wird ansatzweise im zweiten Teil der Vorlesung,
Numerische Methoden der Strémungsmechanik, LVA-Nr. 302.042, behandelt.
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3 Abbildung 4.13.: Transformation
! 9 eines Elements eines krummlini-
gen Gitters (Koordinaten = und
y) auf ein universelles Quadrat
mit Koordinaten (&, 7).

der isoparametrischen Transformation® (z,y) < (£,1)

w(&m) =) mal&n),  yEn) =Y udlén) (4.97)

erreicht. Dies ist eine bilineare Interpolation zwischen den Knotenpunkten im phy-
sikalischen Raum. In Vektorform lautet sie

z(&n) = ol n)m. (4.98)

Dabei sind die vier Vektoren x; = (x,1;)" die physikalischen Koordinaten der vier
Knoten eines linearen Elements und ¢;(£,n) sind die linearen Testfunktionen (4.53)
auf [—1, 1] x [-1,1].

Um die entscheidenden Schritte bei der Anwendung zu zeigen, betrachten wir die
Poisson-Gleichung VZw = 1 auf einem irreguliiren Gebiet. Bei der Projektion des
Residuums erhélt man ein lineares System wie (4.82) der Form

B-w=G. (4.99)

Die Matrix B entsteht hierbei durch die Projektion von V2w auf die Testfunktionen
om. Nach partieller Integration ergibt sich fiir B die Form

By = — /S (a% 99; , 9m 9%; ) dz dy (4.100)

Oxr Ox dy Oy

hat. Die Integration erstreckt sich hierbei wie immer iiber das gesamte physikalische
Integrationsgebiet S.

Die Integration iiber das irreguldre Gitter kann man nun in eine Integration
iiber ein regulires Gitter iiberfithren. Dazu betrachten wir exemplarisch den ersten

Summanden in (4.100)
0Py, 0¢;
[ [ 99m 09, 4.101
/S . dz dy (4.101)

23 Isoparametrisch bedeutet, daB fiir die Koordinatentransformation dieselben Funktionen gewshlt
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und fithren alle Ableitungen und Integrationen beziiglich x und y auf die Variablen
¢ und 7 entsprechend (4.97) zuriick. Fiir die partiellen Ableitungen gilt allgemein

9 9z Oy 9
885 o [2(€,m),y(&,n)] = gi gi : %"7 bi(,y), (4.102)
on on oy Ay

J

mit der Jacobi-Matrix J. Die Elemente von J kénnen mittels (4.97) berechnet
werden. Unter Verwendung von (4.53), d.h. ¢;(&,n) = (1 + &&) (1 + mm) /4, ist bei-
spielsweise

By =00 1
_\N"9% _ 1
o€ —; o 4;£z(1+77m) Y- (4.103)
Mit der Umkehrung von (4.102)%
0 9 oy o\ (2
ox e 1 on o o
i=J i = : : (4.104
o |° 9 |97 a0 o o ki ¢i (4.104)
y on . on 0t /) \ oy
he

und dz dy = det(J) d§ dn kénnen wir das gesuchte Integral daher schreiben als eine
Summe von Integralen iiber einzelne regulére Elemente

=% /1 /1 L (@&bm _@%) (@%_@%) de dn,
e ) den(y \oyoe ooy ) \onae ~ oc an
(4.105)
wobei die Summe iiber alle Elemente zur erstrecken ist, die zum Integral I iiber .S
beitragen. Dies héngt von der Lage der Knoten und der Reichweite der zugehérigen
Interpolationsfunktionen ab (siehe Abb. 4.12). Der Vorteil der isoparametrischen
Transformation besteht darin, daf§ alle Terme in (4.105) Funktionen von £ und 7

sind, und daf} die Elemente regulér (quadratisch) sind. Die Integration kann dann
relativ einfach numerisch durchgefiihrt werden, z.B. durch Gau3-Quadratur.

4.5. Spektrale Methoden

Wie alle Methoden der gewichteten Residuen gehen auch spektrale Methoden vom
Ansatz (4.1) aus. Allerdings sind die Ansatzfunktionen und die Gewichtsfunktionen

werden wie fiir die Ansatzfunktionen.
24Inversion einer 2 x 2-Matrix:

(a b 1 d —b
as(0h) e aeio( 1),
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nicht um einen Knoten lokalisiert wie bei den finiten Elementen. Vielmehr sind die
Ansatzfunktionen auf dem gesamten Volumen definiert.

Bei Problemen mit einfachen Geometrien und glatten Randbedingungen, fiir
welche auch die Losungen hinreichend glatt sind, besitzen spektrale Methode ent-
scheidende Vorteile gegeniiber anderen Methoden. In diesen Fiéllen kann man ge-
naue Ndherungen schon mit einer sehr geringen Anzahl von Ansatzfunktionen (Mo-
den) erhalten. Speziell fiir Probleme auf periodischen Gebieten mit unendlich oft
stetig differenzierbaren Losungen kann man zeigen, dafl der Fehler spektraler Me-
thoden von der Ordnung O[(1/N)™] ist. Hierbei ist N die Anzahl der Ansatzfunk-
tionen und m steht im Zusammenhang mit der Anzahl der kontinuierlichen Ablei-
tungen der zu approximierenden Funktion. Bei der spektralen Approximation einer
unendlich oft stetig differenzierbaren Funktion ist die Fehlerordnung damit geringer
als jede Potenz von (1/N).?° Diese Eigenschaft wird auch ezponentielle Konvergenz
genannt (Canuto et al., 1988). Bei glatten Problemen in einfachen Geometrien ist
die Genauigkeit spektraler Verfahren daher nicht zu iibertreffen. Sie sind jedoch
nicht so leicht anzuwenden, wenn das Gebiet eine komplexe Geometrie aufweist
oder die Randbedingungen nicht glatt sind.

Bei den klassischen spektralen Methoden wie dem Galerkin-Verfahren rechnet
man im wesentlich mit den Fourieramplituden. Sie sind die zu bestimmenden Un-
bekannten. Daher riihrt die Bezeichnung spektral. Es zeigt sich aber, dafl die Berech-
nung nichtlinearer Terme bei einer rein spektralen Diskretisierung sehr recheninten-
siv ist, da sie bei der Transformation in den spektralen Raum in Faltungsintegrale
iibergehen.?” Mit der Einfiihrung (seit 1965) von schnellen Transformationen (z.B.
der Fast Fourier Transform FFT) vom spektralen Raum in den Ortsraum und zu-
riick wurde es moglich, die Faktoren der nichtlinearen Terme in den Ortsraum zu
transformieren, erst dort miteinander zu multiplizieren und das Produkt dann wie-
der in den spektralen Raum zuriickzutransformieren. Diese Vorgehensweise nennt
man pseudospektral. Die pseudospektrale Methode ist bei grofien Problemen we-

2Glatt bedeutet, daf die Randbedingungen hinreichend oft (am besten beliebig oft) stetig diffe-
renzierbar sind. Ein Sprung in der Randtemperatur wére z.B. nicht glatt.

26Die Anzahl N der Ansatzfunktionen entspricht hierbei der Anzahl N der Gitterpunkte (gleiche
Anzahl von Unbekannten). 1/N entspricht dann dem Gitterabstand Ax.

2"Wenn wir den nichtlinearen Term f(z)g(x) durch die Fouriertransformierten f(k) und j(k)
darstellen, dann gilt mit der Variablen-Transformation von &’ nach I, k' = | — k mit dl = d¥/,
im Schritt (x)

f(x)g(x) = (\/ﬁ/ f(k "”dk) (\/_/ lk’zdk)
/ / F(R)G(K Yo+ qg qpr 2 1/ / Flk Ye e dk i

.y [m/ L (e

Die eckige Klammer nennt man Faltungsintegral. wir kénnen es als Fouriertransformierte des
Produkts f(x)g(x) identifizieren.
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sentlich schneller als die reine spektrale Methode. Das hat der (pseudo)spektralen
Behandlung der Navier-Stokes-Gleichung zu einem gewissen Durchbruch verhol-
fen. Bei Verwendung von Kollokation kann man praktisch vollsténdig im Ortsraum
rechnen, man nutzt aber die Eigenschaften der Ansatzfunktionen, um geeignete
Gitter zu wihlen und die Ableitungen der Funktionen optimal zu berechnen. Je
nach Verfahren geht man also vom spektralen oder vom Orts-Raum aus.

Die Ansatzfunktionen sind bei spektralen Methoden oft orthogonal zueinander.?®
Ein System von Funktionen {¢;(z,y, )} ist orthogonal, wenn fiir beliebige Elemente
¢; und ¢; des Funktionensystems gilt*’

N; #0, i=j,

(il = /V w(@)d; (x)¢;(m) AV = N;by; = { 3 ont (4.106)

wobei 0;; das Kronecker-Symbol ist, und w(zx) eine Gewichtsfunktion, die von der
Art der Ansatzfunktionen abhéngt. Das integrale Produkt (¢;|¢;) definiert ein Ska-
larprodukt zwischen den Funktionen ¢; des Funktionenraums. Bei orthonormalen
Funktionen ist der Normierungsfaktor N; = 1. Beispiele fiir orthogonale Funk-
tionen sind Harmonische (Fourier-Reihen), Chebyshev-Polynome oder Legendre-
Polynome.

4.5.1. Galerkin-Methode

Zur Demonstration der spektralen Methode betrachten wir wieder das Diffusions-
problem (1.50) auf = € [0, 1] B B
oT 0*T

Spezielle Anfangsbedingungen

Wir wihlen nun die speziellen Rand- und Anfangsbedingungen

T(0,t) =0, T(1,t)=1 und T(x,0) = x +sinmz. (4.108)
Fiir diese Bedingungen 148t sich die exakte Losung leicht angeben (vgl. (1.56))
T(x,t) =z + e " tsin(mz). (4.109)

Um die Diffusionsgleichung (4.107) spektral zu 16sen, verwenden wir harmonische
Funktionen und setzen die Losung als Fourier-Reihe mit zeitabhéngigen Koeffizien-

ten an
J

T(z,t) =z +sinmz + Z a;(t)sin(jmz). (4.110)

j=1

28Bei der klassischen Galerkin-Methode ist dies im allgemeinen nicht der Fall.
29Die Schreibweise (|) wird auch bra-ket-Notation genannt, motiviert durch das englische bracket.

4. €. Rublmann 9 1

Numerische Methoden der Strémungs- und Wirmetechnik



4. Rédumliche Diskretisierung: Gewichtete Residuen

Es ist sinnvoll, die beiden ersten Summanden so zu wéhlen, dafl die Randbedingun-
gen erfiillt sind. Unserer Wahl z + sin(mz) geniigt auBlerdem noch der Anfangsbe-
dingung. Fiir den Rest suchen wir eine Funktion, die am Rand und zum Zeitpunkt
t = 0 verschwindet. Die homogenen Randbedingungen werden von dem Funktio-
nensystem {sin(jrz)} erfiillt. Fiir sie gilt das Skalarprodukt (siehe (4.106) oder
FuBnote 4 auf Seite 58)

(sin(imzx)|sin(jmrz)) = /0 sin(irz) sin(jrx) dx

:%/0 {cos|(i — j)mx] — cos|(i + j)mx]} dx (4.111)
-, o L fsinf(i —j)ma]  sin[(i + j)mx

_ s 2{ (i —j)m . ')LH ] _a‘
N lx_l sin[(i + j) ] ! 1
i=ss g [ [P,

Fiir homogene Randbedingungen bilden die Funktionen sin(j7x) ein vollstandiges
Funktionensystem auf dem Intervall [0, 1].

Wenn man den Ansatz (4.110) in die Diffusionsgleichung einsetzt, erhélt man das
Residuum

R(z,t)

J

Z (ddat + KT a]) sin(jrx) + kr?sin(rr). (4.112)

7j=1

Zur Bestimmung der unbekannten Koeffizienten a;(¢) wird nun das Residuum auf
die Gewichtsfunktionen ¢,, projiziert, die hier identisch mit den Ansatzfunktionen
¢m = sin(mmz) gewihlt werden, und zu Null gesetzt. Wir verlangen also

0= (sin(mmx)|R(z,t)) = /0 R(z) sin(mnrzx) dzx (4.113)

Z (dCL] + Kj*m a]) Ssin(mwx)| SiH(jW$)Z+RW2 \(sin(mmz)\ sin(mz))J.

— ' '

1 1
30mj 20m1

Fiir lineare PDEs erster Ordnung in der Zeit ergibt sich so im allgemeinen ein
lineares System gewdhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung der Form

A- i—‘erB at+r=0 (4.114)

fiir die unbekannten Koeffizienten a(t) = a,,(t). Bei linearen Differentialgleichungen
(wie hier) erkennt man den Vorteil orthogonaler Funktionen: Es tragen zur Summe

Der Stern * bezeichnet das konjugiert Komplexe fiir den Fall, dafl komplexe Funktionen ver-
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in (4.113) nur Integrale mit j = m bei, so daf in den Matrizen A und B nur
die Diagonalen besetzt sind. Vom zweiten Integral (Skalarprodukt) bleibt nur der
Beitrag mit m = 1 iibrig. Damit erhalten wir (der Normierungsfaktor N; = 1/2
fallt heraus)

day,
—CC'{Lt —+ K/mQﬂ'QCLm -+ T'm = 07 (4115)

mit 7 = 1, = k7201 = (k72,0,0,...)T. Die Losung a(t) kann man sofort ablesen

A _ 2 Qt
ame "m0 falls m # 1,

t ) t = 2
G,( ) a/m( ) { aje T t_ 17 falls m = 1.

(4.116)
Die konstanten Amplituden a,, werden durch die Anfangsbedingung (¢ = 0) fest-
gelegt. Mit der Anfangsbedingung a,,(t = 0) = 0 gilt daher a,, = 0 fiir m # 1 und
a1 = 1. Dies fiihrt auf die Losung

T(x,t) = x +sin(rz) + (e””% — 1) sin(mz) = e " tsin(mwx) + . (4.117)

Tatsédchlich ist diese Losung, die wir fiir jede Abbruchordnung J > 1 erhalten,
identisch mit der exakten Losung (4.109). Dies liegt hier an der besondere Wahl
der Anfangsbedingung. Mit den Anfangsbedingungen hatten wir nédmlich gerade
die exakte asymptotische Losung T'(x,t — 0co) = x fiir t — oo gewiihlt, plus einem
Beitrag sin(mz), der gerade der ersten Mode j = 1 entspricht. Da die Warmelei-
tungsgleichung linear ist, wird diese Mode einfach exponentiell gedampft, was man
an (4.117) sieht. Fiir eine allgemeinere Anfangsbedingung erhilt man natiirlich kei-
ne exakte Losung, wenn man den Ansatz (4.110) bei einer endlichen Ordnung J
abbricht.

Allgemeinere Anfangsbedingungen

Wir withlen nun die algebraische Anfangsbedingung T'(z,0) = 5z — 42 bei gleichen
Randbedingungen. Wir erwarten, dafl die Abweichung 4 — 422 dieser Anfangsbe-
dingung von der asymptotischen Losung T'(z,t — 00) = x exponentiell mit der Zeit
zerfallen wird. Dazu kénnen wir uns 4z — 422 in die spektralen Bestandteile zerlegt
vorstellen, wobei jede spektrale Komponente unabhéngig von den anderen Kom-
ponenten (lineares System) mit seiner charakteristischen Zeitkonstante abklingt.
Die Abklingrate xm?z? steigt quadratisch mit der Wellenzahl mm der spektralen
Komponente an, eine typische und wichtige Eigenschaft des diffusiven Terms.
Wir setzen nun den Ansatz

T(x,t) =5z —42* + Z a;(t)sin(jmz) (4.118)

j=1

in die Warmeleitungsgleichung ein. Vom algebraischen Anteil des Ansatzes bleibt
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dann nur noch —kd?(5x — 4x?) = 8k iibrig, und das Residuum lautet

J
Z ( + kj*m a]) sin(jmz) + 8k. (4.119)
7=1
Die Projektion (sin(mmz)|R(x,t)) = 0 liefert uns
(4.120)

J
Z (dag + Kjim a]) (sin(mmz)| sin(jmc)>1+ (sin(mwx)|8/<)1.
(*)

Oy /2

Jj=1

Mit der Auswertung des letzten Integrals (%)’ in (4.120) ergeben sich dann die

Bestimmungsgleichungen fiir a,, (t)

16
i (4.121)

(dg—;n + km?r? am) + — 1—(=1)™ =0.

Die Amplituden a,,(t) der Moden zerfallen exponentiell zu 0 (m gerade) oder zu

—32/m?13 (m ungerade)

—km2m2t falls m gerade,
(4.122)

am(t) = 32
(¥ e FmiTt 55, falls m ungerade.
m3m

Damit die Anfangsbedingung a,,(t = 0) = 0 realisiert wird, muf} a,, = 0 sein (m

wendet werden.
30

1
. . 8K
(sin(mmx)|8k) = 8&/ sin(mnrz)de = — [— cos(mmc)]é
0 mm
8 16k m ungerade
- ()= mr pernee
mm 0, m gerade.
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1.5t R
1 L
T t =110
0.5 / o
% 0.5 1

T

Abbildung 4.14.: Die Losung der eindimensionalen Wiarmeleitungsgleichung in verschie-
denen Approximationen. Die Symbole (o) deuten die exakten Anfangsbedingungen an.
In unmittelbarer Nachbarschaft dieser Punkte finden sich die Galerkin-Approximationen
(4.123) mit J = 1, 2 und 3 fiir ¢ = 0. Die mittlere Kurve zeigt die nicht mehr voneinan-
der zu unterscheidenden Approximationen mit J = 1, 2 und 3 fiir ¢ = #; /5 (siehe Text).
AuBerdem ist das asymptotische lineare Profil fiir t — oo eingezeichnet (griin).

gerade) und a,, = 32/m373 (m ungerade). Also lautet die Losung?!

2 2.2
T(x,t) = 5x — 42 + Z (e”“ Tt 1) sin(jmx)

J=1
i ungerade

w(2j-1)%7%t _ q ' .
5r — 4x? + 322 @) = 1pnd sin [(25 — 1)7x] (4.123)

j=1

J—2j—1

_ _1)2.2
en(2j 172t

J
(*) Z . )
= + 32 par W Sin [(2] — ]_)7TZL‘] .

Dieselbe Losungsstruktur hatten wir auch schon in Kap. 1.2.4 durch Separation der
Variablen erhalten.

Die Fourier-Reihe (4.123) konvergiert mit wachsendem J extrem schnell (Abb.
4.14). Zum Zeitpunkt t1/2 = In(2)/(s7?), zu dem die Amplitude der Mode j = 1
auf die Halfte der Anfangsgrofie (Faktor 1/2) abgefallen ist, sind die drei ersten

31Beim letzten Gleichheitszeichen (%) wurde die Fourierreihendarstellung

J

32
do(l —z) = —— sin (jmz)
j ungerade

ausgenutzt. Beachte, dafl 4z — 42% auf dem Rand des Gebiets [0,1] verschwindet und daher
durch eine reine Sinus-Reihe dargestellt werden kann.
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Néherungen in Abb. 4.14 schon nicht mehr von einander zu unterscheiden, da die
héheren Moden noch schneller abklingen (mit Zerfallsraten oc j2).

Fiir die hier verwendete Diskretisierung der eindimensionalen Wéarmeleitungsglei-
chung mittels harmonischer Funktionen konnten wir die Zeitintegration analytisch
durchfithren. Um verschiedene Fehlerquellen zu vergleichen, kann man in (4.121)
da,, /dt auch durch Vorwértsdifferenzen approximieren. Dann lassen sich die beiden
Fehlerquellen aus dem rdumlichen spektralen und dem zeitlichen finiten Differenzen-
Verfahren leicht identifizieren (siche Tabelle 5.13 in Fletcher (1991a)).

In den vorangegangenen Beispielen konnten wir in den Ansétzen (4.110) und
(4.118) je eine Funktion abspalten, welche die Randbedingungen exakt erfiillt. Das
ist aber nicht immer in dieser Form moglich. Wenn z.B. die J Ansatzfunktionen
die Randbedingungen nicht erfiillen, kann man die sogenannte 7-Methode verwen-
den. Dabei wird das Residuum nur auf J — M Moden projiziert, wobei M die
Anzahl der nicht erfiillten Randbedingungen ist. Um das System eindeutig zu 16-
sen, nimmt man zu diesen J — M Gleichungen dann noch M Gleichungen hinzu,
die sich durch das Einsetzen des Ansatzes in die Randbedingungen ergeben. Dies
wird anhand der Diffusionsgleichung mit Neumann-Randbedingungen in Fletcher
(1991a) demonstriert.

4.6. Pseudospektrale Methode

Bei einer rein spektralen Methode, wie zum Beispiel der Galerkin-Methode, wird
die gesamte Rechnung (Zeitintegration) im spektralen Raum durchgefiihrt (z.B.
im Fourier-Raum oder im Chebyshev-Raum). Diese Vorgehensweise ist bei nicht-
linearen Termen rechenintensiv, da man zumindest Doppelsummen (quadratische
Nichtlinearitéit) auswerten muf.>* Es stellt sich heraus, da man den Rechenauf-
wand reduzieren kann, wenn man nur teilweise im spektralen Raum rechnet und ge-
wisse Ausdriicke im Ortsraum berechnet. Eine solche Methode wird pseudospektral
genannt. Um effizient pseudospektral rechnen zu kénnen, werden schnelle Transfor-
mationen zwischen dem Ortsraum und dem spektralen Raum benétigt. Die Ent-
deckung der schnellen Fourier-Transformation (Fast Fourier Transform, FFT) war
ein entscheidender Fortschritt, mit dem die pseudospektrale Methode gegeniiber
anderen (nicht-spektralen) Methoden konkurrenzfihig wurde. Im folgenden sollen
einige Elemente pseudospektraler Methoden vorgestellt werden.

4.6.1. Fourier-Transformation

Da die schnellen Transformationen zwischen Orts- und Spektralraum eine Schliissel-
stellung einnehmen, soll beispielhaft die schnelle Fourier-Transformation behandelt
werden. Entsprechende schnelle Transformationen gibt es auch fiir andere Funktio-
nensysteme, insbesondere auch fiir Chebyshev-Polynome, die im néchsten Unterka-
pitel vorgestellt werden.

32Giehe dazu Fufinote 27 auf S. 90 und auch weiter unten.
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Diskrete Fouriertransformation

Die schnelle Fourier-Transformation (FFT) basiert auf der diskreten Fourier-
Transformation (DFT). Wir betrachten eine 2m-periodische Funktion u(x), die an
N &quidistanten Punkten x; ausgewertet (gesampled) wird. Die Intervallénge ist
dann Az = 27 /N und die Stiitzpunkte befinden sich bei

2mj
x, _

j==p  mit j=1..N (4.124)

Die Werte der betrachteten Funktion an den Stiitzstellen im Ortsraum sind
uj = u(z;). (4.125)

Dann stellen wir die Funktion u(x) durch die diskrete Fourier-Reihe*® dar (siche
auch (2.36) und (2.37) in Kap. 2.4.3)

uj=ulz) = Y ke, j=1,.,N. (4.126)

Diese N Gleichungen bieten Informationen zur Bestimmung von N = 2K + 1 unbe-
kannten Amplituden . Sie sind gegeben durch die diskrete Fourier- Transformation

N
~ 1 —ikxTm _
i = ;ume . k=-K,.. K. (4.127)

Um diese Relation beweisen zu kénnen, benotigen wir die diskrete Orthogonalitits-
relation fiir die harmonischen Funktionen e**i des Fourier-Systems

N N
Z o= im(2mi /) Gik(2mi /N) _ Z oilk—m)2mi /N _ { N, fallsk—m=nN, ne€Z
j=1

0, sonst.
J=1

(4.128)
Diese Orthogonalitétsrelation kann man sich leicht klarmachen. Denn wenn k—m =
nlN ist, dann ist der Exponent ein ganzzahliges Vielfaches von 27i und damit lauten
alle Summanden ¢"™2™ = 1. Der Summand mit Wert 1 taucht dann genau N-mal
auf. Falls jedoch k —m = ¢ € Z # nN ist, dann liegen die Summanden ¢%270G/N)
fir j =1, ..., N gleichméBig verteilt auf dem Einheitskreis in der komplexen Ebene.
Die komplexen Zeiger iiberstreichen dabei den Winkelbereich von 27wq/N (j = 1)

33Beachte, dal man die Summationsbereiche k = —K, ..., K und j = 1, ..., N beliebig verschieben
kann, wenn die Funktionswerte u; periodisch in j fortgesetzt werden (mit Periode N), was
wir hier annehmen. Denn der Faktor e'**i = ¢%327/N jgt periodisch in k& mit Periode N, weil
k — k+ N nur den Zusatzfaktor e'>™ = 1 liefert. AuBerdem ist auch die Fourier-Transformierte
@i, N-periodisch in k (siehe (4.127)). Dies erkldrt den nur formalen Unterschied zwischen (4.126)
und (2.36).
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bis 2rq (j = N) mit dem Inkrement 2wq/N. Der Einheitskreis wird also g-mal
tiberstrichen. Wegen der Gleichverteilung der Zeiger kompensieren sie sich zu Null.
Die Orthogonalititsrelation (4.128) kénnen wir nun verwenden, um die diskrete

Fourier-Transformation zu beweisen. Wenn wir (4.127) in (4.126) einsetzen, erhalten
wirdt

K N 1 N K
) —1kx llm _ = ik(z;—zm)
w= ) Z ") = D Y
k=—K m=1 k=—K
N K

N
]1/. Z U, Z e2mik(j—m)/N _ Z Umdj,m = U,;. (4'129)
m=1

m=1 k=—K

(. 4

7N5j7m, (4.128)

Damit haben wir bewiesen, daf8 (4.127) die Umkehrung von (4.126) ist.
Wenn u; € R reell ist, dann ist u; = u} und es gilt

1 & i [1 & )
— N E ume-f—ikl‘m Um =t (N 2 ume—ikxm> — ,&z (4130)
m=1 m=1

Damit sind nur noch K + 1 Amplituden unabhéngig voneinander, was den Rechen-
aufwand verringert.

Diskrete Fouriertransformation als lineare Operation

Wenn wir die Gitterpunkte (4.124) einsetzen, erhalten wir aus (4.126) fiir den Vektor
der Funktionswerte

K
u=u;= Y e =G a (4.131)
k=—K E

Wir sehen also, daf§ die Abbildung & — w der Amplituden auf die Funktionswerte
(Transformation aus dem Fourier-Raum in den Ortsraum) eine lineare Transforma-
tion ist, die durch eine Multiplikation mit der symmetrischen Matrix

G = G, = eM2/N (4.132)

erreicht wird. Diese Transformation kostet O(N?) Operationen (Multiplikationen).
Entsprechend kann man auch die diskrete Fouriertransformation (4.127) als Multi-
plikation einer Matrix mit dem Vektor der Funktionswerte schreiben

@=F-u (4.133)

34Beachte, dafl der Summationsbereich in der Orthogonalititsrelation keine Rolle spielt, solange
er iiber N zusammenhingende ganze Zahlen geht.
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mit der Transformationsmatrix (vgl. (4.127))
1 .
F=F,, = Ne—lkm%ﬂv. (4.134)

Mit Hilfe der diskreten Orthogonalititsrelation (4.128) kann man zeigen, daf F die
Inverse von G ist: F = G~!. Denn es gilt®

K N
1 mikj —2mikm 1 Tik(j—m
G-F:N Z 2RI /N o= 2mik /N:NZeQ Ma=m/N = &, = . (4.135)

k=—K k=1

Schnelle Fourier-Transformation

Wie wir gesehen haben, kostet die Berechnung der Fourier-Transformierten o aus
den Funktionswerten u (bzw. umgekehrt) eine Anzahl von O(N?) Operationen
(Matrix-Multiplikation), wenn man die normale Matrix-Vektor-Multiplikation ver-
wendet. Die Anzahl der Operationen kann man reduzieren, wenn man anders vor-
geht.

Bei der schnellen Fouriertransformation (FFT) wird die urspriingliche Fourier-
transformation fiir N Punkte sukzessive auf Fourier-Transformationen mit jeweils
der halben Anzahl von Punkten zuriickgefithrt (N — N/2 — N/4 — ...). Diese
Aufspaltung wird solange fortgesetzt bis nur noch die triviale Fouriertransformati-
on fiir einen einzigen Punkt iibrig bleibt.

Mit Hilfe der FFT kann man die Anzahl der erforderlichen Operationen auf
O(N log, N) reduzieren. Bei grofien Werten von N, sagen wir N = 128, ist die
FFT damit um einen Faktor von N/log, N = 128/7 ~ 18 schneller als die Matrix-
Multiplikation.?® In drei Dimensionen ergibt sich damit schon der betrichtliche
Faktor 18% =~ 6 x 103. Je grofier N desto groBer ist die relative Ersparnis.

Um die Vorteile der FFT nutzen zu konnen, darf N keine Primzahl sein. Die
grofte Beschleunigung erhilt man, wenn N eine Potenz von 2 ist: N = 2P, p € IN.%7
Dann kann man die diskrete Fourier-Transformation fiir N Stiitzstellen auf zwei
diskrete Fourier-Transformationen mit jeweils N/2 Stiitzstellen zuriickfithren, wenn
wir die Summe in zwei Teilsummen spalten, die sich nur iiber die geraden bzw. die
ungeraden Indizes erstrecken. Wenn wir die Summation von 0 bis N — 1 laufen
lassen und den Faktor N~' vorerst weglassen, erhalten wir mit z; = 27j/N aus
(4.127) die diskrete Fourier-Transformierte

N-1 N/2-1 Nj2—1
ak _ E uje—1k27rj/N — § u2je—1k27r(2j)/N + § u2j+1e—1k27r(2j+1)/N

35Der Summationsindex kann verschoben werden, da die Matrizen in jedem Index periodisch sind
mit Periode N.

36Dies gilt nur im Prinzip. In der Praxis kommen noch andere Faktoren hinzu, vgl. Tab. 4.3.

37In (4.126) war N ungerade. Man kann aber auch N gerade wihlen und die Summe in (4.126)
von 1 bis N oder von 0 bis N — 1 nehmen, vgl. Fuinote 33 auf S. 97.
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N/2-1 N/2—1
—ik2mj /(N/2 —ik2m /N —ik2mj/(N/2
— E Ugje ik2mj/(N/2) +et w/ E Ugj 1€ ik2mj/( /)7 (4.136)
j=0 ;
~ v N—_——\ —~ v
=agven:=q\") | k=0,...,N/2—1 =WE S _geddi—g(V | k—0,...,N/2—1

mit W = e~ 2m/N 38

Man sieht, dal man die Fourier-Transformierte u; als Summe darstellen kann, die
aus den Fourier-Transformierten der Funktionswerte mit geraden Indizes und derje-
nigen mit ungeraden Indizes besteht. Beide Fourier-Transformationen haben dann
jeweils die halbe Linge N/2. Dadurch haben wir schon eine Ersparnis: Die beiden
Fourier-Transformationen der Linge N/2 kosten nur 2 x (N/2)?> = N?/2 Operatio-
nen. Hinzu kommen N Multiplikationen mit einem komplexen Exponentialfaktor
und N Additionen (wenn man sie mitrechnen will); in Summe also

2

N
& F2N <N falls N > 4, (4.137)

Bei dieser Betrachtung haben wir ausgenutzt, daf§ wir die Produkte (in den Summen
tiber j) nur fiir die halbe Anzahl N/2 der k-Werte bilden miissen, und nicht fiir alle
k-Werte aus dem eigentlichen Bereich [0, N — 1]. Dies ist so, weil die Summanden

in den FTs der halben Linge 49 und 4" periodisch in k sind mit der Periode
N/2. Denn fiir festes j gilt
o—ik2mj/(N/2) k—k+N/2 o—ik2mj/(N/2) —i2mj (4.138)

1

Wenn man dies beachtet, erhilt man fiir k =0,1,2,..., N/2 -1

i =0l + wral, (4.139a)
gy nyg = 08 — WhaM (4.139b)
Das Minuszeichen vor W* in der zweiten Gleichung kommt von WH*+N/2
o 2mi(k+N/2)/N _ o~2mik/N o—in _ _ypk

Wir kénnen nun die Zerlegung weiterfiihren und die beiden Summen in (4.136)
wieder in zwei Summen iiber die geraden und die ungeraden Indizes aufspalten. Als
Beispiel sei die zweite Unterteilung durchgefiihrt,

N/4—1 N/4-1

A 4 156) —ik2m —1 T
Z Us () ik2m(25)/(N/2) + Z Un(aj+1)€ ik2m(2j+1)/(N/2)
7=0

J/

-~

. (0)
Uy

38Beachte: Wk = (e*%i/N)k _ o—2mik/N
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Tabelle 4.2.: Zuordnung der Werte an den Gitterpunkten j zu den einzelnen FFTs bei
sukzessiver Halbierung der Punktzahl der FFTs. Eine 0 steht fiir gerade Punkte und
eine 1 fiir ungerade Punkte. Bei jeder Aufteilung in zwei Fouriertransformationen fiir die
geraden und die ungeraden Punkte, aber der halben Lénge, wird dem Index (Bezeichnung
der FFT) eine 0 (gerade) oder eine 1 (ungerade) angehéngt, je nachdem, ob es sich bei
der neuen Anordnung um eine gerade oder eine ungerade Position in der momentanen
Fourierreihe handelt.
Gitterpunkt j 0 1 2 3 4 5 6 7
0 1 0 1 0 1 0 1
FFT-Zuordnung 00 10 01 11 00 10 01 11
000 100 010 110 001 101 O11 111
Bit-Inversion 000 001 010 011 100 101 110 111

N/4—1 N/4-1
+W’“< Z Un(ajye1e W/ (N/2) 4 Z u2(2j+1)+1eik27r(2j+1)/(N/2)>
J=0 j=0

~ >

ayt

N/4—1 N/4—1
= 3 gy I N gy gy REHDT/ (VI
3=0 j=0

N/4—1 N/4-1
+W’“< Z Un(ajy4re R/ NI 4 Z u2(2j+1)+1eik(2j+1)7r/(N/4)>
J=0 j=0

N/4—1 N/41
- Z “2(2j)e_1k27r]/(N/4) + Z U2(2j+1)e_1’“2ﬂ/(N/4)
i=0 =

s v

v TV
=", k=0,....N/4~1 =" k=0,.,N/4—1

. (0)
Uy

N/4-1 - N/4-1 N
=+ Wk; < Z u2(2j)+1e—1k2]ﬂ/(N/4) _'_WZk Z u2(2j+1)+1e—1k2]7r/(N/4) )
Jj=0 j=0

N , ,

v TV
=a\'", k=0,...,N/4-1 =a\'", k=0,...,N/4—1

(1)
Uy,

= . (4.140)

Hierbei konnen die Exponentialfaktoren in den Summen ebenfalls als Potenzen von
W ausgedriickt werden. Wenn N = 2P eine ganzzahlige Potenz von 2 ist, kann
man diese Aufteilung bis zu dem Punkt durchfiihren, bei dem die Summe nur noch
iiber einen einzigen Funktionswert zu bilden ist. Diese Prozedur ist anschaulich
in Tab. 4.2 dargestellt. Bei jeder Zerlegung in gerade bzw. ungerade Terme erhélt
der zur Kennzeichnung hochgestellte Index von 4 die Ziffer 0 (gerade) oder 1
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OTO Wik OTl OTO Wik OT 1T0 Wik 1T1 1T0 Wik 11{1
() Uy (75 Ug ul us us uy

Abbildung 4.15.: Baumdiagramm der Aufspaltung einer FFT fiir N = 8. Auf jeder Stufe
mufl man eine gewichtete Summe iiber die beiden Terme nehmen, die von der Stelle
verzweigen. Die Anzahl der k-Werte, fiir die man das machen muf}; halbiert sich aber mit
jeder Stufe. Die Ausgangsreihenfolge ergibt sich durch die Bin#rinversion des Gitterindex.

(ungerade) angehéngt. Bei N = 8 mul man die Fouriertransformation dreimal
(=log,(8)) in gerade und ungerade Beitréige zerlegen. In der Tabelle ist die jeweilige
Zuordnung jedes einzelnen Summanden entweder zu den geraden oder ungeraden
Punkten der jeweiligen Transformation dargestellt. Wenn man auf dem niedrigsten
Niveau angekommen ist, besteht die Fourier-Transformation nur noch aus einem
einzigen Punkt. Wenn man die Kodierung (den hochgestellten Index von uy) der
resultierenden 1-Punkt-FFTs bitweise invertiert ( Bit-Inversion), erhdlt man gerade
die Binér-Darstellung des Gitter-Index j des jeweiligen Funktionswertes (Tab. 4.2).
Der FFT-Algorithmus besteht dann in einer sukzessiven gewichteten Addition der
im Baumdiagramm Abb. 4.15 benachbarten Werte.3’

In rekursiver Form kann man den Algorithmus (nach A. Bekele) wie folgt dar-
stellen:

procedure FFT(A)

Input: An array of complex values which has a size of 2™ for m > 0
Output: An array of complex values which is the DFT of the input

N := Alength
if N=1
return A
else

WN o e27ri/N

39Dje immer wiederkehrenden Operationen koénnen auch durch das sogenannte Butterfly-
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W .=
Aeven : (A07A27""7AN—2)
Agdd = (Al,As, ----aAN—l)
Yveven o= FFT(Aeven)
Yodd = FFT(Aodd)
for j:=0to N/2—1
Y[j] = Y:aven[j] + W Y;)dd[j]
Y[j + N/Q] - Y:aven[j] — W Y;)dd[j]

=

W =W x Wy
end
return Y

end

Um den numerischen Aufwand abzuschitzen, beachten wir, dafl wir in jedem
Schritt N Werte berechnen miissen, zum Beispiel

Woodl™ + Wy o™ + Wiga® + Wyl (4.141)

Dazu benétigt man bei jeder Unterteilung O(N) Operationen, denn die Anzahl der
Summanden erhoht sich zwar mit der Tiefe der Unterteilung, aber in demselben
Mafle nimmt die Zahl der Werte k, fiir welche man die Summen berechnen muf; ab
(wegen der Periodizitidt des Ausdrucks). In dem Beispiel haben wir O(4) Summan-
den, die wiederum aus Summen bestehen, die aber nur fir N/4 k-Werte berechnet
werden miissen. Da wir log, N Unterteilungen haben, betrédgt der Gesamtaufwand
zur Berechnung von 4y, nur O(Nlog, N) Operationen. Dies mufl mit den O(N?)
Operationen fiir die DFT verglichen werden.

4.6.2. Chebyshev Polynome
Definition und allgemeine Eigenschaften

Zur Beschreibung von Problemen mit periodischen Randbedingungen sind Fourier-
moden am besten geeignet. In der Stromungsmechanik treten aber meist nicht-
periodische Randbedingungen auf, wenn man zum Beispiel an die Stromung in
einem Kanal denkt. In transversaler Richtung (senkrecht zur Hauptstromunsgrich-
tung) miissen wir die Variablen auf einem endlichen Intervall beschreiben, wobei in
Randnéhe hiufig grofie Gradienten auftreten (Grenzschichten). Fiir eine spektrale
Behandlung bieten sich dann Chebyshev-Polynome als Ansatzfunktionen an.

Die Chebyshev-Polynome Ty (x), k € Ny sind auf x € [—1, 1] definiert und lassen

sich mit den ersten Chebyshev-Polynomen Ty(z) = 1 und Ti(z) = z aus der

Rekursionsformel (recurrence relation) gewinnen (Abramowitz and Stegun, 1972)
Trr1(x) = 22Te(z) — Tr_1(x). (4.142)
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(a) (b)
/ : \\\ Tl
0.5 ‘/
T Ty
g 07 \ /
/ \\ T3 // /““
—0.5/ / / l —0.5
Ty AR
“ \\\ ,/&\ //
. P
-1 - : -1
-1 -0.5 0 0.5 1 - —0.5 0 0.5 1

Abbildung 4.16.: Chebyshev-Polynome T (x) fiir k =1,2,3,4 (a) und k = 30 (b).

Die Chebyshev-Polynome sind orthogonal mit dem Skalarprodukt

T (2) T (2) T , 2, m=0,
<Tn|Tm> = /;1 ﬁ dz = §Cm5n,m7 wobel Cmym — { 1’ m 7£ 0.
(4.143)

Mit z = cos 6 lassen sich die Chebyshev-Polynome auch in der Form
Tk (z) = cos (k@) = cos [k arccos(x)] (4.144)

darstellen, was man mit Hilfe der Rekursion (4.142) beweisen kann. Diese Dar-
stellung ist hilfreich bei der Berechnung bestimmter Funktionswerte (Extrema und
Nullstellen). Die gute Randauflésung der Chebyshev-Polynome riihrt daher, daf§ die
Chebyshev-Polynome mit wachsender Ordnung n immer schneller in der Nidhe von
x = £1 oszillieren (Abb. 4.16b). Mit arccos(1) = 0 und arccos(—1) = 7 gilt an den
Réndern Ty (1) = cos(0) = 1 und Tj(—1) = cos(kw) = (—=1)¥ (Abb. 4.16a).

Chebyshev-Kollokation

Die spektrale Darstellung einer Funktion w(z,t) mit Hilfe von Chebyshev-
Polynomen lautet

u(a,t) =Y () Tr(z). (4.145)

Hierbei wollen wir die Zeit ¢ noch nicht diskretisieren. Im Rahmen der Kollokations-
methode betrachten wir die Funktion v im Ortsraum an den N + 1 diskreten Kol-
lokationspunkten x;, j = 0,1, ..., N, wobei wir definieren: u; = u(x;). Die Kollokati-
onspunkte kann man im Prinzip frei wiahlen. Man kann aber zeigen, dafl es gewisse

Diagramm symbolisiert werden.
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optimale Kollokationspunkte gibt, die den Diskretisierungsfehler minimieren.“® Die
optimalen Stiitzstellen (d.h. Kollokationspunkte) hidngen von den Ansatzfunktio-
nen ab. Fiir Chebyshev-Polynome werden meistens die sogenannten Gauf-Lobatto-
Punkte verwendet. Sie sind durch die Extrema des hochsten Chebyshev-Polynoms
bestimmt, d.h. durch Ty (z;) = — N sin(N0;)0; = 0 inklusive der Randpunkte, und
lauten®!

T; = Cos <W—]\?> ) j €10,...,N]. (4.146)

Das Gitter ist also nicht homogen, sondern geméf der cos-Funktion zum Rand hin
verdichtet. Damit lautet die diskrete Darstellung der unbekannten Funktion an den
Kollokationspunkten

ui(t) = w=">_dt)

Ti(x;) bzw. w=T-u. (4.147)
Hierbei sind g (t) die Amplituden der spektralen Darstellung von w. An der Dar-
stellung (4.147) sieht man, dafl die Transformation vom spektralen Raum (t) in
den Ortsraum u;(t) als Matrixmultiplikation der Amplituden u; mit der Matrix
T aufgefait werden kann, ganz analog zur diskreten Fouriertransformation (vgl.
(4.131)). Die Komponenten der Matrix T sind bekannt. Sie ergeben sich einfach
aus den Chebyshev-Polynomen und den gegebenen Kollokationspunkten.

Die erste und zweite Ableitung an den Kollokationspunkten z; lautet dann

du a T ()
= =™ = Z 1 k —DW . g
=u') =) U(t) =D" ., (4.148a)
Oz, k=0 o |,
————
1. Abl.—Mat.
0*u al OP?Ty(x)
—| =u®=> a0 2] =D® .4 4.148b
5 U (1) 5 u. (4. )
ox 2 prt ox 2
2. Abl.—Mat.

Die Ableitungen erhilt man auch wieder durch eine einfache Matrix-Multiplikation
der Amplituden mit der jeweiligen Ableitungsmatrix D) bzw. D). Die Matrizen
T, DO, D@ etc. brauchen nur einmal zu Beginn einer jeden Simulation berech-
net werden. Ganz analog kann man auch beim Fourier-System die Ableitungen als
Matrix-Multiplikationen darstellen.

Transformation in den spektralen Raum

Fiir die Transformation der Werte u; in den spektralen Raum miissen die Amplitu-
den 4y berechnet werden. Nach (4.147) erfordert dies im Prinzip die Inversion der

40Giehe dazu das Kapitel iiber Gauf-Quadratur im Skriptum der Vorlesung Numerische Methoden
der Ingenieurwissenschaften (LVA-Nr. 322.036).
“'Man kann auch die sogenannten Chebyshev-Gau-Punkte z; = cos[(j + 1/2)7/N] mit j €
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dichtbesetzten Matrix T = T(z;). Zwar kann man das lineare Gleichungssystem
(4.147) mit Hilfe der Gauf-Elimination (sieche Kap. 5.1.1) lésen, aber bei N + 1
Unbekannten kostet dieses Verfahren O [(N + 1)®] Rechenoperationen.

Wenn man die Chebyshev-Polynome jedoch an den Gauf-Lobatto-Punkten
(4.146) auswertet, kann man die Transformationsmatrix

T = Ty (z;) = cos[k arccos(z;)] L9 cos {k;arccos |:COS (W—]\?)} } = cos (k%j)
(4.149)

leicht invertieren. Zur Berechnung der Inversen benotigt man (wie beim Fourier-
System) die diskrete Version der Orthogonalitdtsbedingung (4.143). Dazu wird
das Integral in der kontinuierlichen Orthogonalitdtsrelation (4.143) mittels Gau$-
Quadratur fiir eine endliche Anzahl N + 1 von Stiitzstellen approximiert. Man kann
zeigen, dafl diese Approximation bei Verwendung der GauB-Lobatto-Punkte (4.146)
exakt wird (Peyret, 2002). Man erhilt dann die diskrete Orthogonalititsrelation

N
1 L 2, k=0, N,
ZO é—ka(xj)Tl(xj) Nékl, mit & = { L l<k<n-1. (4.150)
]:
Damit kann man die Inverse von T berechnen und erh&lt*?
2 kmi/N
-1 Zeos (kmi/N) (4.151)
ckCi N

Die inverse Transformation braucht nur einmal zu Beginn einer Rechnung ermit-
telt werden. Mit Kenntnis der Inversen kostet die Berechnung von 4y = @ (d.h. die
Transformation in den spektralen Raum) mittels Matrixmultiplikation dann nur
noch O[(N + 1)?] Operationen. Fiir N 2 100 ist aber eine schnelle Chebyshev-
Transformation giinstiger (discrete Chebyshev Transformation: DCT). Dazu nutzt
man die Darstellung der Chebyshev Polynome durch Cosinus-Funktionen (4.144),
was zusammen mit den Gauss-Lobatto-Punkten (4.146) auf eine diskrete Cosinus-

[0, N — 1] verwenden. An ihnen besitzt das héchste Polynom seine Nullstellen: T (z;) = 0.
42Wenn man (4.147) mit T;(z;)/¢; multipliziert und {iber 5 = 0 bis N summiert, wird die Kom-
ponente (Amplitude) 4; herausprojiziert. Man erhilt dann

> e

N N Tk N &
:Z Z Z N(Skl—ul(t)QN
k=0

3=0 j=0 € k=0
(4.150)
Also ist mit Ty(x;) = cos(Imj/N)
2 o 2 cos l7rj/N
()= 2 3T,y - 52Ny

j=0 J =0 J

T-1
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Reihe fiihrt, die man mittels FFT transformieren kann. Man bendétigt zur Berech-
nung von & dann nur noch O [(N + 1) x logy (N + 1)] Operationen (Canuto et al.,
1988; Peyret, 2002).

4.6.3. Ableitungsoperatoren fiir Chebyshev-Kollokation
Vollstandige Berechnung der Ableitungen im Ortsraum

In (4.148) hatten wir die rdumliche Ableitung ausgedriickt durch eine lineare Trans-
formation (Matrixmultiplikation) der spektralen Komponenten 4 (Chebyshev-
Amplituden). Da auch die Transformation von u in den spektralen Raum (@) einer
Matrixmultiplikation entspricht, kann man die Ableitung vollstéandig im Ortraum
als Matrixmultiplikation schreiben. Mit (4.148) und (4.147) erhalten wir

u® (1145) 5() Qi U 5y | -1 “u. (4.152)
D

Damit ist
u) =D u. (4.153)

Nach einigen algebraischen Umformungen (sieche Peyret (2002)) erhélt man dann
den Ableitungsoperator fiir den Ortsraum (und fiir die Gau-Lobatto-Punkte)

(

& (=)™ . -

Dij =——7"7, falls i # 7, 0 < (i,7) < N,
Cj ZT; —.Tj

D=4 Dy = —LQ, falls 1 <i < N —1, (4.154)
' 2(1—x3)

2N? +1

DO,O = T = _DN,N-

\

Die zweite Ableitung ergibt sich dementsprechend als
u? =D. (D -u)=D" u. (4.155)

Die Matrizen sind in Canuto et al. (1988) und Peyret (2002) angegeben. Ganz ana-
log kann man die lineare Operation der Ableitung auch vollstiandig in spektralen
Raum formulieren (sieche Anhang C). Bei einem festen Gitter braucht die Matrix D
nur einmal zu Beginn der Rechnung ermittelt werden.

Als Beispiel ist in Abb. 4.17 die Approximation der ersten Ableitung mittels
Matrix-Multiplikation mit D entsprechend (4.154) dargestellt. Fiir N = 8 ist die
Ableitung sehr fehlerhaft. Fiir N = 16 ergibt sich fiir das verwendete Beispiel schon
eine sehr genaue Darstellung der ersten Ableitung.

Rekursive Berechnung der Ableitungen

Der numerische Aufwand zur Berechnung von Ableitungen héngt davon ab, ob die
Ableitungen im Orts- oder im spektralen Raum durchgefiihrt werden. Die direkte
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20
e
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x x
Abbildung 4.17.: Kollokationsableitung von f(x) = e *sin(10x) mittels Matrix-

Multiplikation nach (4.153) und der Ableitungsmatrix (4.154). Die durchgezogenen Kur-
ven zeigen die exakte Funktion f(z) (schwarz) und ihre erste Ableitung f’(x) (blau). Die
griinen Quadrate zeigen f = f; = f(z;) an den GauB-Lobatto-Punkten (4.146) und die
roten Quadrate zeigen die Chebshev-Ableitung f) = D . f fir N = 8 (a) und N = 16

(b).

Berechnung der ersten bzw. zweiten Ableitung im Ortsraum an allen N + 1 Kol-
lokationspunkten nach (4.148) fiir gegebene Amplituden kostet O[(N + 1)?] Ope-
rationen. Die Ableitungsmatrizen sind voll besetzt. Dies gilt fiir die Fourier- wie
auch die Chebyshev-Methode. Wenn die Ableitungen fiir die Fourier-Methode aber
vollstdndig im Fourier-Raum durchgefiihrt werden, sind nur O(N) Operationen no-
tig, denn die Ableitung im Fourier-Raum ist nur eine Multiplikation mit ik. Die
zugehorige Ableitungsmatrix ist diagonal!

Fiir Chebyshev-Polynome ist die Ableitungsmatrix im Ortsraum voll besetzt und
die Ableitung kostet O[(N +1)?] Operationen. Die Ableitungsmatrix im Chebyshev-
Raum ist jedoch eine voll besetzte obere Dreiecksmatrix. Fiir N < 100 verwen-
det man deshalb meistens (4.148), wéhrend man fiir groBere Werte von N die
Funktion u vor der Ableitung in den Chebyshev-Raum transformiert, dann ablei-
tet und dann wieder in den Ortsraum zuriicktransformiert. Da die Ableitungsma-
trix im Chebyshev-Raum eine obere Dreiecksform hat, kann man die Chebyshev-
Amplituden der Ableitung iiber eine Rekursion berechnen, die nur O(N) Operatio-
nen erfordert. Der Aufwand skaliert also wie beim Fourier-System. Wenn man daher
die Ableitung im Ortsraum benétigt, verwendet man eine schnelle Transformation
in den Chebyshev-Raum, bildet dort die Ableitung und transformiert zuriick in
den Ortsraum. Dies kostet dann nur O(N + 1) + 2 x O[(N + 1)logy(N + 1)] =
O[(N + 1)logy(N + 1)] Operationen im Vergleich zu den Operationen O[(N + 1)
bei der Matrix-Multiplikation.

Zur Anwendung der Methode stellt man die Ableitungen als Summe iiber
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Chebyshev-Polynome dar

o = A
a—zzz iV Ty(x),  bzw. 6:52 Z 2 (4.156)
k=0

Die Koeflizienten der ersten und der zweiten Ableitung ﬂ,(gl) und ﬂ,(f) kann man dann

aus der allgemeinen Rekursionsformel®?
i =y + 2k + Dal ), k>0 (4.157)

fiir die Koeffizienten der p-ten Ableitung erhalten. Zusammen mit zwei Startwerten
kann man alle Koeffizienten rekursiv berechnen. Fiir die Koeffizienten der ersten
und der zweiten Ableitung erhilt man so*!

i) = ), + 2k + Vigyr,  fir 0<k<N-2, (4.158)
il =a®, 420k +1al),,  fir 0<k<N-3. (4.158b)

Mit den Startwerten ﬂg\l,) und ﬂg\l,)_l und mit @ (fiir die 1. Ableitung) bzw. ﬂg\z,)_l und

ﬁg\?)ﬁ und @ (fiir die 2. Ableitung) (vgl. die Rekursionsformel (C.2) in Anhang

C)

all) =0, o) | =2Nay, (4.158¢)
§3’ =aY =0, P, =2V = 1D)aly) |, = AN(N = 1)ay, (4.158d)

lassen sich alle Chebyshev-Koeffizienten der ersten und zweiten Ableitung in (4.156)
rekursiv aus (4.158) berechnen. Damit kostet die Berechnung z.B. der Koeffizienten
ﬂ,(f) aus Uy nur O(N + 1) Operationen.

Um die Ableitungen im Ortsraum zu erhalten, mufl man das Ergebnis noch einer
schnellen Transformation unterziehen. Die Hin- und Riicktransformationen kosten
O[2(N + 1) logy(N + 1)] Operationen. Die rekursive Berechnung der Ableitung im
Chebyshev-Raum mit O(N) Operationen fillt also praktisch nicht ins Gewicht. Ein
Vergleich der beiden Methoden (Matrix-Multiplikation nach (4.148) versus Trans-

formation und Rekursion) ist in Tabelle 4.3 gezeigt.1?

43Die Ableitungsmatrix (C.7) bzw. (C.6) im rein spektralen Raum D ist eine obere Dreiecksmatrix.
Hieraus kann man Rekursionsformeln fiir die Koeflizienten u(p ) gewinnen (Peyret, 2002).

4“Fletcher (1991a) scheint hier mal wieder einen Druckfehler zu haben.

45Cyber waren in den 70er und 80er Jahren Supercomputer der Firma Control Data Corporation
(CDC). Die Cyber 205 kam 1979 auf den Markt (Freon-Kiihlung) und erreichte theoretisch 400
64-bit MFlops.

Ganz allgemein fithren Vektorprozessoren eine Operation gleichzeitig auf vielen Daten (einem
Vektor oder Array) aus, die in einer Pipe geladen sind. Bei Matrizenoperationen sind Vektor-
prozessoren reinen Allzweck-Prozessoren (z. B. x86), die jedes Datum nacheinander bearbeiten,
weit iiberlegen. Die legendéren Cray-Supercomputer nutzten Vektorprozessoren (auch der Earth
Simulator mit Vektorprozessoren von NEC). Erhebliche Performancegewinne ergeben sich auch
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4. Rédumliche Diskretisierung: Gewichtete Residuen

Tabelle 4.3.: Vergleich der erforderlichen Rechenzeiten in ms (auf zwei verschiedenen
Rechnern) zur Berechnung der Ableitung an den Kollokationspunkten mittels der Matrix-
Multiplikation und mittels der Transformationsmethode (nach Canuto et al., 1988).

Cyber 855 (skalar) Cyber 205 (Vektor)
N Matrix Transformation Matrix Transformation
8 0.11 0.18 0.0010 0.0018
16 0.38 0.39 0.0032 0.0044
32 1.54 0.91 0.0119 0.0091
64 5.74 1.92 0.0456 0.0215
128 24.02 4.20 0.1782 0.0442
256 93.49 9.40 0.7061 0.1015

Da die Ableitungskoeffizienten mit groBtem Index (z.B. ﬂg\l,)_l, ﬂg\l,)_Q, etc.) norma-

lerweise sehr klein sind, die anderen Koeffizienten aber rekursiv aus ihnen berechnet
werden, konnen sich kleine Fehler in den Koeffizienten mit hohem Index u.U. stark
auf die Koeffizienten mit niedrigerem Index auswirken. Um dies zu verhindern, gibt
es verschiedene Korrekturmoglichkeiten, auf die hier aber nicht eingegangen werden
kann (siehe z.B. Peyret, 2002).

4.6.4. Nichtlineare Terme

Wenn man im Ortsraum arbeitet, ist die Berechnung der nichtlinearen Terme kein
Problem. Das einfache Produkte zweier diskreter Grofien kostet nur O(N + 1) Ope-
rationen.

Rein spektrale Behandlung

Wenn man alle Variablen spektral betrachtet, miissen zur Berechnung von
Ortsraum-Produkten Faltungs-Summen (convolution sums) berechnet werden. Als
Beispiel betrachten wir die diskrete Fourier-Darstellung

N/2
u(y) = Y e mit k=1, N, (4.159)

n=—N/2

durch vektorisierende Algorithmen. Vergleiche beispielsweise den Unterschied bei vektorisier-
ten numerischen Operationen in MATLAB gegeniiber herkémmlicher Numerik. Vektorrechner
haben in den letzten Jahren grofle Konkurrenz durch massiv parallel aufgebaute Rechencluster
bekommen, die aus vielen Tausend Standardprozessoren aufgebaut sind. Deshalb sind Vektor-
rechner heute ausgestorben.

Wegen der Vorteile, die sich durch die gleichzeitige Ausfithrung einer Rechenoperation auf
mehreren Daten ergeben (Single Instruction, Multiple Data, SIMD) haben auch Standardpro-
zessoren seit den 1990er Jahren Erweiterungen der jeweiligen Architektur erfahren, um die-
se Art von Berechnungen zu beschleunigen (z.B. der x86-Prozessor). Dies trifft besonders auf
graphische Anwendungen zu (viele Matrizenoperationen auf 3D-Koordinaten, Antialiasing der
Bildschirmausgabe, grofie Datenmengen) weshalb heutige Grafikprozessoren grofie Ahnlichkei-
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4.6. Pseudospektrale Methode

mit den Stiitzstellen x = 27k/N fiir 2r-periodische Funktionen. Dann lautet das
Produkt zweier Funktionen « und v im Ortsraum

N/2 N/2 N/2
wep = [ 3w ] [ Y s | = 3 dapaeein
n=—N/2 m=—N/2 ni—]]\7v//22
N
=D ( > ﬁn@m)eil” (4.160)
IZ2N Nl fn[<N/2
mit n+m=I

und man erhélt fiir die Amplituden des Produkts

W= Y b (4.161)
Iml,|n|<N/2
n+m=l
Allein zur Berechnung des Produkts (i0; im spektralen Raum) sind also O (N?)
Operationen erforderlich. Auch bei Chebyshev-Kollokation ist ein entsprechender
Aufwand notig.
Als weiteres Problem erkennt man in (4.160) das Aliasing (siehe unten): Durch
das Produkt werden spektrale Komponenten auflerhalb des betrachteten Definiti-
onsbereichs —N/2 <[ < N/2 generiert.

Pseudospektrale Behandlung

Bei der pseudospektralen Methode geht man anders vor. Hier werden die beiden
Faktoren des nichtlinearen Terms zuerst in den Ortsraum transformiert, dann dort
das Produkt berechnet und schliefllich wieder in den Fourier- bzw. Chebyshev-
Raum zuriicktransformiert. Die pseudospektrale Prozedur fiir den nichtlinearen
Term udu/dx, z.B. in der Burgers-Gleichung, lautet dann

1. Gegeben sei 1. Bestimme die erste Ableitung ﬂ,(:) im spektralen Raum (z.B.

iber Rekursion (4.158a)).

2. Berechne aus 4 und fbg) die GréBen u; und (9u/dx); im Ortsraum.
3. Berechne das Produkt u; (Ou/dz); punktweise im Ortsraum.

4. Transformiere das Produkt zuriick in den Chebyshev-Raum und berechne den
néchsten Zeitschritt.

Bei der pseudospektralen Auswertung benotigt man nur 3 FFTs: Transformation
von 1y, und ﬁ,(cl) in den Ortsraum und Riicktransformation des Produkts udu/dz in
den spektralen Raum. Das kostet nur O[3(N + 1)log,(/N + 1)] Operationen sowie
eine Produktbildung im Orts-Raum mit O(N +1)-Operationen, die gegeniiber denn
FFTs zu vernachléssigen ist.
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4. Rédumliche Diskretisierung: Gewichtete Residuen

Konsequenz Der Unterschied im Rechenaufwand zwischen der Produktbildung
im spektralen Raum und derjenigen im Ortsraum (inklusive der FFTs) macht sich
bei groflen Werten von N entscheidend bemerkbar. Man mufl diesen Aufwand je-
doch im Vergleich zu den nur O(N + 1) Operationen sehen, die man zur Berechnung
mittels finiter Differenzen benotigt.

Die Technik der Transformation zwischen Orts- und spektralem Raum ist nicht
auf die Kollokations-Methode beschrénkt. Auch beim Galerkin-Verfahren wird die
pseudospektrale Methode verwendet. Dort beschranken sich die Ortsraumberech-
nungen aber nur auf die Berechnung der nichtlinearen Terme.

Bei der Losung der Navier-Stokes-Gleichungen durch zeitliche Simulation wird
jedoch oft der nichtlineare Term nicht implizit behandelt, sondern explizit. Fiir
einen Integrationsschritt verwendet man zumindest einen Faktor des nichtlinearen
Produkts aus dem alten Integrationsschritt. Damit wird die Gleichung linearisiert.
Falls der nichtlineare Term vollstandig explizit behandelt wird, taucht er als eine
bekannte Grofle auf der rechten Seite der Gleichungen auf (siehe auch Kap. 4.6.6).

4.6.5. Aliasing

Mit der pseudospektralen Behandlung nichtlinearer Terme wie auch bei der Be-
rechnung von Ausdriicken, deren Koeffizienten von den unbekannten Feldgrofien
abhéngen, sind spezielle Probleme verbunden. Denn bei der Produktbildung wer-
den spektrale Komponenten generiert, deren Wellenzahlen Summen und Differen-
zen der Wellenzahlen der Ausgangsfaktoren sind.?® Bei einem Galerkin-Verfahren,
bei dem man ja kontinuierliche Ansatz- und Wichtungsfunktionen hat, ist dies kein
Problem. Denn bei Verwendung einer orthogonalen Basis wird durch die Projektion
des nichtlinearen Terms auf eine Wichtungsfunktion genau eine spektrale Kompo-
nente herausprojiziert. Die Komponenten, deren Wellenzahlen oberhalb des Cut-off
liegen, d.h. deren Index k£ > N ist, haben keinen Einflul auf die Projektion der
tatsdchlich berticksichtigten Moden mit Wellenzahlen £ < N. Bei einem pseudo-
spektralen Verfahren mit einem diskreten Gitter im Ortsraum konnen aber nicht
alle Amplituden der relevanten Moden mit & < N korrekt dargestellt werden. Ins-
besondere werden Amplituden von Moden mit hohen Wellenzahlen, aber immer
noch k < N, verfilscht. Dieses Phéanomen wird Aliasing genannt. Es wird in Abb.
4.18 motiviert. Im Anhang D werden die bei Fourier-Kollokation durch Aliasing
erzeugten zusétzlichen Terme explizit berechnet.

Eine Moglichkeit, das Aliasing zu eliminieren, ist die sogenannte 3/2-Regel
(Peyret, 2002). Dabei wird zur Berechnung der nichtlinearen Terme und von Ter-
men mit nichtkonstanten Koeffizienten die Anzahl der betrachteten Moden nur fiir

ten zu reinen Vektorprozessoren aufweisen (siehe Rechnen auf GPUs).
46Dies wird bei Harmonischen besonders klar:

2 cos(k1x) cos(kax) = cos[(k1 + ka2)x] + cos[(k1 — k2)z].
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Abbildung 4.18.: Eine Mode mit hoher Wellenzahl (griin) erscheint mit einer von Null
verschiedenen Amplitude bei einer niedrigeren Wellenzahl (blau), wenn das Gitter (rot
gestrichelt) die Mode mit hoher Wellenzahl nicht auflésen kann. Durch diesen Effekt wird
die eigentliche Amplitude der blauen Mode verfilscht.

diese Terme von N auf N’ = 3N/2 erweitert. Da diese Erweiterung der Modenzahl
nur fiir den nichtlinearen Term notwendig ist, bleibt der zusétzliche Rechenaufwand
moderat.

Das Aliasing ist besonders storend bei der Simulation von Systemen mit gerin-
ger Dissipation, da es numerische Instabilitdten des Zeitintegrationsschemas ver-
ursachen kann. Bei ingenieurméfiigen Anwendungen fiir viskose Fluide ist dieser
Aliasing-Effekt oft nicht so wichtig.

4.6.6. Typische Strategien am Beispiel der Burgers-Gleichung

Eine einfache Modellgleichung mit einer Nichtlinearitdt wie in der Navier-Stokes-
Gleichung ist die eindimensionale Konvektions-Diffusionsgleichung

ou ou 0%u

Diese Gleichung heifit Burgers-Gleichung.*” Als Anfangsbedingung kann man
u(z,t = 0) = up(z) annehmen. Je nach Situation kénnen die Randbedingungen
periodisch in z, homogen oder inhomogen sein.

Explizite Behandlung des nichtlinearen Terms

Nichtlineare Gleichungen konnen i.a. nicht analytisch integriert werden. Fiir die
numerische Behandlung kann man als Zeitintegrationsschema zum Beispiel ein ein-
faches halbimplizites Verfahren mit Vorwiértsdifferenzen verwenden, bei dem der
diffusive Term implizit und der konvektive Term explizit ausgewertet wird. Dann

4"Die Burgers-Gleichung sieht so #hnlich aus wie die eindimensionale Navier-Stokes-Gleichung.
Ein wichtiger Unterschied ist jedoch die Abwesenheit des Druckgradienten-Terms.
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erhalt man

un-i—l —un aun 82un+1
n _ =0 4.163
At tu ox v 0x? ’ ( )
oder nach Sortieren der Zeitniveaus
un—f—l 82un+1 u™ aun
— = — —u" . 4.164
At o T ALY o (4.164)

Diese Gleichung ist vom Typus einer eindimensionalen Helmholtz-Gleichung,*° die
noch um eine Inhomogenitit und einen Term der ersten Ableitung erweitert wurde.
Wenn man den Zeitindex n unterdriickt besitzt (4.164) die Struktur

—vu" + au' +bu = f. (4.165)

Bezogen auf (4.164) ist dann b = A¢t™', a = 0 und alle expliziten Terme werden der
Inhomogenitat zugeschlagen: f = u"/At — u"0u™ /0.

Wenn wir den Definitionsbereich —1 < x < 1 betrachten, benétigen wir fiir diese
Gleichung zweiter Ordnung in x zwei Randbedingungen (neben der erforderlichen
Anfangsbedingung). Hier betrachten wir Robin-Randbedingungen

a_u(=1)+p_u(-1) =g, (4.166a)

aru(l) + fiu' (1) = g4 (4.166Db)

Wenn wir nun GauB-Lobatto-Punkte (4.146) betrachten, erhalten wir die
Chebyshev-Kollokations-Naherung geméafi (4.10) dadurch, dafl wir das Residu-

um an den Kollokationspunkten zu Null setzen. Fiir die inneren Gauf-Lobatto-
Stiitzpunkte liefert dies

—vuf +aul +bu; = f;, i=1,...,N—1. (4.167)
Fiir die beiden Randpunkte ergeben sich die zwei weiteren Gleichungen

a_uy + B_uly =g, (4.168a)
aqug+ Biug = g4 (4.168b)

Wenn wir die Ableitungen an den Kollokationspunkten z; mit Hilfe von (4.153) und
(4.155) durch die Funktionswerte an den Punkten ausdriicken, erhalten wir

N
3 (—ﬂ)ﬁ’ + aD§j>> wjtbu=fi, i=1,...,N—1 (4.169a)

j=0

48Die allgemeine Form der Helmholtz-Gleichung ist
V2u + yu = 0.

Sie beschreibt die Wellenausbreitung oder schwingende Membranen.
49 Auch spektrale Verfahren fiir die Navier-Stokes-Gleichung werden in vielen Fillen auf die Losung
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N

a_uy + 5 Z Dj(\guj =g, (4.169b)
=0
N

atug + Bt Z D&)Uj =g+ (4.169¢)
=0

wobei DU = D die Matrix der ersten Ableitung ist und D® = D? diejenige der
zweiten Ableitung. Dieses System konnen wir in Matrixform schreiben als

Ayttt = (4.170)

wobei w = (ug,...,un)Y, f = (94, f1,---, fv-1,9-)T und n der Zeitindex ist. Die
(N +1) x (N + 1)-Matrix A kann man aus der Matrix

Q = —vD? 4 aDW + bl (4.171)
gewinnen, indem man die erste und die letzte Zeile von Q durch die Eintrége ersetzt,

die von den Randbedingungen stammen (7-Methode). Damit erhalten wir A fiir
j=0,...,N

N

Aoy =y + 6, YD, (4.172b)
j=0
N

Ayj=oa_+B.> DY (4.172¢)
Jj=0

Das System (4.170) kann man mit unterschiedlichen Methoden losen. Es ist je-
doch zu beachten, dafl dieses diskrete Helmholtz-Problem fiir jeden einzelnen Zeit-
schritt erneut gelost werden mufl, da sich die rechte Seite bei jedem Zeitschritt
andert. Deshalb ist ein effizienter Loser sehr wichtig. Alle Operationen, die man
nur einmal durchfithren muf, sollten vorab ausgefiihrt werden. Auch sollte eine effi-
ziente Methoden die Eigenschaften der Matrix ausnutzen. Leider ist die vorliegende
Matrix voll besetzt, sie ist weder symmetrisch noch schief-symmetrisch und sie ist
auflerdem schlecht konditioniert.

Da die Matrix A jedoch konstant ist und sich im Laufe der Simulation nicht
andert, ist es sinnvoll, sie vorab zu invertieren und die Inverse im Speicher zu halten.
Dann kann man jeden Zeitschritt berechnen, indem man lediglich eine Matrix-
Vektor-Multiplikation durchfiihrt

u"tt=A" (4.173)

von Helmholtz-Gleichungen zuriickgefiihrt.
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Diese Operation 148t sich sehr schnell mit Vektorrechnern ausfithren. Damit diese
Methode funktioniert, benttigt man eine sehr genaue Inversion von A (z.B. mit den
Subroutinen LINRG von IMSL oder FO4AEF von NAG).5

Dies allein reicht oft auch nicht aus, weil A schlecht konditioniert ist. Mittels
einer Vorkonditionierung mit einer einfachen Matrix Ay, die man leicht invertieren
kann und die eine gute Ndherung von A sein sollte, erhéilt man

Ayt A = A0t (4.174)
——
B
Fiir Ap kann man zum Beispiel die Matrix der Finite-Differenzen-Approximation
des Ableitungsoperators A (auf dem Kollokationsgitter der GauB-Lobatto-Punkte)
nehmen.” Die Matrix B = Aj' - A ist dann gut konditioniert und kann leicht
invertiert werden. Man erhélt dann

u"t =B A (4.175)

Die Effizienz des Schemas héngt auch davon ab, wie schnell die rechte Seite
f" berechnet werden kann. Die rechte Seite involviert die Berechnung von 0,u}
des nichtlinearen Terms. Hier kommen die beiden Moglichkeiten in Betracht, die
wir in Kap. 4.6.3 diskutiert hatten, entweder Matrix-Multiplikation von «] mit D
(N < 100) oder Transformation in den Chebyshev-Raum, rekursive Berechnung der
Ableitung und Riicktransformation in den Ortsraum (N 2 100). Es sei jedoch be-
merkt, dal die Matrix-Multiplikation genauer sein kann und — auf Vektorrechnern
— auch schneller ist.

Halbimplizite Behandlung des nichtlinearen Terms

Da implizite Verfahren in der Regel stabiler sind als explizite Verfahren und damit
eine groflere Zeitschrittweite erlauben, ist man bestrebt, zumindest einen Teil des
nichtlinearen Terms implizit zu behandeln. Dies kann man erreichen, wenn sich u
aufspalten 148t in einen zeitunabhingigen und einen zeitabhéngigen Anteil

u(z,t) = u(x) + u(x,t). (4.176)

5ONAG Numerical Libraries ist eine umfassende Software-Unterprogrammbibliothek fiir numeri-
sche und statistische Problemstellungen. Sie wird von der Numerical Algorithms Group Ltd
(NAG) aus Oxford vertrieben. Die Firma wurde 1971 als Nottingham Algorithms Group ge-
griindet. Heute ist NAG fiir Fortran und C verfiigbar.

Auch IMSL (International Mathematical and Statistical Library) erfiillt denselben Zweck
und wird als Lizenz von der Firma Visual Numerics, Inc. aus Houston, Texas vergeben. Die
urspriinglich in Fortran implementierte Bibliothek enthélt etwa 1000 Unterprogramme. Sie ist
eine der dltesten und sicher eine der umfassendsten Programmbibliotheken. Da die Urspriinge
der Programme schon aus den 70er Jahren stammen, gelten sie als duflerst robust und gut
getestet. Die IMSL Numerikbibliotheken sind auch fiir C, Java, C#.NET erhiltlich. Fiir die
Programmierung in Python wurde durch PyIMSL Studio eine Schnittstelle zur Anwendung der
IMSL C-Bibliothek geschaffen.

51Die Matrix der Finite-Differenzen-Approximation des Ableitungsoperators A ist tridiagonal,
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Dann kann man ud,u zerlegen in [(z)d,u]" ™ + [a(x, t)d,u]"™, wobei der erste
Term implizit und der zweite Term explizit behandelt wird. Die Kollokationsnéhe-
rung der Burgers-Gleichung lautet dann an den inneren Punkten
u?ﬂ 82U;L+1 - au;z-i—l
-V + u;

At 0r?

n n
ui -, 0u;

or :E_ui ox’

i=1,...,N—1. (4.177)

Dieses Verfahren ist (bzgl. kleiner Stérungen) uneingeschrankt stabil, wenn |u| >
||. Da von dem impliziten konvektiven Term nur der zeitunabhéingige Term u; in
die Matrix A eingeht, kann man wie bei der expliziten Methode verfahren und A
vorab invertieren.

Implizite Behandlung des nichtlinearen Terms

Manchmal 148t sich der nichtlineare Term nicht explizit behandeln oder wie oben
zerlegen. Dann muf man ihn implizit behandeln und entweder durch u"(z)9,u"!
oder v (x)0,u™"! darstellen. Wir betrachten hier den ersten Fall

unJrl 62 unJrl aunJrl u”
(R i n-t ot =1,...,N —1. 4.178
At 1% 833‘2 + U, 837 At’ ? ) ) ( )

Dann ist das resultierende System von Gleichungen zwar linear, aber die Matrix
A(u™) ist nun iiber u” zeitabhéingig

A(u™) - u"tt = £ (4.179)

Um die Inversion der Matrix A in jedem Zeitschritt zu vermeiden, kann man ein
iterative Verfahren verwenden. Eine Moglichkeit besteht in dem Schema

Ap-a™ = f" — A(u") - u (4.180a)

L — gl gt (4.180Db)

wobei m der Iterationsindex ist. Hierbei ist Ay der Vorkonditionierer und « ein
Relaxationsparameter. Die richtige Wahl der Vorkonditionierung ist sehr wichtig fiir
einen effizienten Algorithmus. Offenbar ist die rechte Seite in (4.180a) das Residuum
im m-ten Schritt. Aus diesem Residuum wird mittels der Approximation Ag von A
eine Korrektur @™ berechnet und in (4.180b) zum alten Wert addiert.

aber die Inverse Ay st vollbesetzt. Fiir derartige einfache Matrizen kann man die Inverse aber
explizit berechnen.
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5. Losung stationdrer Probleme

In der Stromungsmechanik sind oft stationdre Probleme zu losen, die meist ellip-
tisch sind. Nach der Diskretisierung hat man dann grofle lineare oder nichtlineare
algebraische Gleichungssysteme zu 16sen. Die Nichtlinearitdten stammen meist von
den konvektiven Termen u - Vu oder u - VT'. Sie kénnen auch durch Koeffizienten
bedingt sein, die von den Feldgrofien abhéangen, wie zum Beispiel bei einer tempera-
turabhéngigen Viskositiat v(T"). Nach der Diskretisierung durch finite Differenzen,
finite Volumen, finite Elemente oder mittels einer spektralen Methode erhélt man
das allgemeine nichtlineare Problem

A(z)-x =0b. (5.1)

Hierbei ist & der Vektor der unbekannten Feldgréfen an den Gitterpunkten oder
der Amplituden bei spektralen Galerkin-Verfahren. A ist eine Matrix, die durch die
Diskretisierung zustande kommt und deren Elemente von den Feldgrofien abhéngen
kénnen. Die Inhomogenitdt b ist durch die Randbedingungen und durch &uflere
Kréfte bestimmt.

Wenn die Gleichungen nichtlinear sind, miissen sie durch eine iterative Methode
gelost werden. Dazu werden Gleichungen in jedem Schritt der Iteration um die
Zwischenlosung 2™ linearisiert. Das heit, im Schritt n+1 muf das lineare Problem

A(z™) ) =p (5.2)

gelost werden. Die Iteration wird so lange fortgesetzt, bis die Folge ™ hinrei-
chend konvergiert ist. Fiir numerische Probleme in der Strémungsmechanik sind
drei Klassen von Matrizen wichtig:

1. Dinn besetzte Matrizen: Die meisten Matrixelemente besitzen den Wert 0.

2. Diinn besetzte und bandstrukturierte Matrizen: Die iiberwiegende Zahl der
Elemente hat den Wert 0. Die von Null verschiedenen Elemente befinden sich
in der Néhe der Hauptdiagonalen.

3. Voll besetzte Matrizen: Die iiberwiegende Anzahl der Elemente ist von Null
verschieden.

Je nach Typ der Matrix kann man mehr oder weniger effiziente Verfahren verwen-
den, um das System (5.1) zu losen. Verfahren fiir vollbesetzte Matrizen konnen
natiirlich auch fiir diinn besetzte Matrizen verwendet werden. Fiir diinn besetzte
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Abbildung 5.1.: (a) 5-Punkt-Stern und geographische Bezeichnungen. (b) Anordnung der
Unbekannten innerhalb des Vektors x. Die Gitterpunkte werden von unten links begin-
nend schnell von Siid (S) nach Nord (N) durchlaufen und dann (langsamer Index) von
West (W) nach Ost (E).

Fille gibt es aber effizientere Methoden, welche die spezielle Struktur der jeweiligen
Matrix ausnutzen.

Fiir lineare Systeme (5.2) gibt es iterative und direkte Verfahren der Losung.
Oft sind iterative Verfahren effektiver als direkte, die bei einer exakten Arithmetik
die exakte Losung liefern wiirden, da es keinen Sinn macht, ein Gleichungssystem
genauer zu losen als notig. Denn schon das lineare System ist ja aufgrund der
Diskretisierung fehlerbehaftet (Diskretisierunsgfehler).

Fiir diinn besetzte Matrizen, in denen nur wenige Diagonalen von Null verschie-
den sind, macht es Sinn, nicht alle Matrixelemente zu speichern, sondern nur die-
jenigen, die von Null verschieden sind. Dann braucht man nur alle Diagonalen zu
speichern und nicht alle Matrixelemente.!

Eine typische Struktur der Matrix, wie sie bei einer Diskretisierung mittels zen-
tralen finiten Differenzen auf einem zweidimensionalen Gebiet nach Abb. 5.1a und
bei einer Anordnung der Variablen nach Abb. 5.1b entsteht, ist in Abb. 5.2 gezeigt.
Neben den drei Hauptdiagonalen sind nur noch 2 weitere Nebendiagonalen besetzt,
die sich in einem gewissen Abstand von der Hauptdiagonalen befindet. Die Matrix
ist diinn besetzt und hat eine Bandstruktur. Die genaue Struktur der Matrix héngt
davon ab, wie man die Gleichungen fiir jeden Knoten (Gitterpunkt, Unbekannte)
ordnet. Im Gegensatz dazu sind die Matrizen bei spektralen Verfahren typischer-
weise voll besetzt.

Tn zwei Dimensionen mit N; x N; Gitterpunkten sind dies bei 5 Diagonalen nur 5N;N; Werte
im Gegensatz zu (N;NN;)?> Werten bei einer Speicherung der gesamten Matrix. Bei dreidimen-
sionalen Problemen ist die Speicherplatzersparnis noch eklatanter.
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Abbildung 5.2.: Anordnung der Koeffizienten in der Matrix A fiir zentrale finite Differen-
zen wie in Abb. 5.1a bei Verwendung der geographischen Notation und Anordnung der
Variablen wie in Abb. 5.1b.

Fiir die Numerierung der Gitterpunkte (Gleichungen) hat sich die geographische
Notation bewahrt. Dabei werden die Nachbarpunkte des zentralen Punkts P nach
den Himmelsrichtungen bezeichnet (Abb. 5.1a). Dann bestimmen die Indizes N,
W, S und E die relative Lage der betreffenden Punkte bezogen auf den Punkt P.

Wenn man nun die Gleichungen der Reihe nach aufstellt und die Konvention
verwendet, dafl dabei die Gitterpunkte wie in Abb. 5.1b von Siid (S) nach Nord
(N) durchlaufen werden (schneller Index j) und dann von West (W) nach Ost (E)
(langsamer Index ), ergibt sich bei einem 5-Punkt-Stern die Struktur der Matrix
wie in Abb. 5.2. Im dreidimensionalen Fall wird anschliefend auch noch von unten
(B, bottom) nach oben (7', top) durchnumeriert. Die Gleichung fiir den Punkt P
mit den konventionellen Indizes (i, 7, k) erscheint dann als [-te Gleichung, wobei

I = (k—1)N;N; + (i — 1)N; + j, (5.3)

und alle Indizes bei 1 beginnen. Der schnellste Index ist j, der langsamste ist k. Der
zusammengesetzte globale Index [ numeriert also die Gleichungen und entspricht
dem Zeilenindex der Matrix. Er ist aber auch der Index der Unbekannten xp im
Vektor  aller Unbekannten. Die Position der Unbekannten an den benachbarten
Gitterpunkten von P innerhalb des Spaltenvektors ist in Tabelle 5.1 aufgelistet.
Die Gleichung fiir den Punkt P entsprechend dem globalen Index [ kann man
nun in zwei Dimensionen in der konventionellen Form aufschreiben (I-te Gleichung,
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5. Losung stationdrer Probleme

Tabelle 5.1.: Zusammenhang zwischen den Indizes (i, j,k) der konventionellen Gitter-
punkte, der geographischer Notation, und dem Index im Spaltenvektor aller Unbekann-
ten.

Gitterpunkt geogr. Notation Index im Spaltenvektor

i\j k P = (k— VNN, 1 (i — DN, + ]
ii+1k N [+1
ii—1k S -1
i+1,5,k E [+ N;
i1k W - N,
iik+1 T [+ NN,
iik—1 B I — N,N,
siche auch Abb. 5.2)
AN ren, + Ao + Ageg + Ayarig + Ay T, = b (5.4)

oder in der geographischen Notation

wobei neben [ die Indizes W, S, P, N und E die Numerierung iibernehmen indem
sie die relative Lage zum Punkt P angeben.

Jede Diagonale der Matrix wird in einem Vektor der Lénge N;N;Nj, gespeichert.
Der Index [ € [1, N;N;Ni| numeriert die Zeilen der Matrix. Im zweidimensionalen
Fallist [ € [1, N;N,]. Am stidwestlichen Anfangspunkt der Numerierung (I = 1) gibt
es nur einen nordlichen und einen 6stlichen Nachbarn unter den Unbekannten. Die
Werte von zy und zg liegen auBerhalb des Rechengebiets (auBlerhalb der in Abb.
5.1b gezeigten inneren Punkte) und miissen z.B. durch Dirichlet-Randbedingungen
bereitgestellt werden. Daher sind in der ersten Zeile der Matrix keine Eintrage fiir
Aw(l = 1) und Ag(l = 1) vorhanden. Vielmehr werden die zugehorigen Terme
Awzw und Agzs (mit den bekannten Werten zy und xg) der rechten Seite b
zugeschlagen. In analoger Weise wird mit allen vorgegebenen Randwerten verfah-
ren. Deshalb treten die ersten N; Eintrége der Nebendiagonale Ay, in der Matrix
nicht auf. Weiter tragen entlang der ostlichen Seite die Punkte F nicht bei, entlang
der Nordkante die Punkte N, und entlang der Siidkante die Punkte S. All diese
Randwerte finden sich in b.
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5.1. Direkte Verfahren fiir lineare Systeme

5.1.1. GauB-Verfahren

Das Gaufs- Verfahren ist ein universelles und direktes Verfahren zur Losung wvoll
besetzter linearer Gleichungssysteme

A-xz=0b. (5.6)

Das GauB-Verfahren beruht auf der Idee, das Problems sukzessive auf kleinere Sy-
steme zuriickzufithren. Dazu betrachten wir die N x N Matrix

A A Alg ... Ay JX(*Azl/An) X (—=Asz1/A11)
Aoy Agp Asz . . . Aoy + w
+
A= (5.7)
Ani Ane Ans . . . Ann

Die der Gleichung (5.6) zugrundeliegenden Gleichungen kénnen beliebig vertauscht,
mit Faktoren multipliziert oder voneinander subtrahiert werden. Daher konnen wir
die Matrix durch Zeilenoperationen in eine andere Matrix iiberfithren ohne daf sich
die Losung @ dndert. Dieselben Operationen miissen natiirlich auch auf den Vektor
b angewandt werden.

Wie in (5.7) angedeutet, tiberfiihren wir A in eine neue Matrix, in der alle Ele-
mente in der Spalte unterhalb von Aj; gleich Null sind. Damit ist das System mit
N Unbekannten in ein System der Dimension N — 1 iiberfiihrt worden, denn die
Gleichungen n = 2, ..., N enthalten nun nicht mehr die Unbekannte x;. Dieses Ver-
fahren wird nun weitergefiihrt, wobei im zweiten Schritt mit Hilfe der zweiten Zeile
die Matrix-Elemente As,, ..., Ayo auf Null gebracht werden. Wenn man dies fort-
setzt, hat man am Ende ein Problem, in dem nur die obere Dreiecksmatriz besetzt
ist:

A A ..o Ain
Ay ... A
A= 2 S T} (5.8)
ANN

Hierbei wurden fiir die obere Dreiecksmatrix U dieselben Symbole A;; verwendet,
obwohl nur die erste Zeile von A und die Komponente b; von b gleich geblieben
sind. Alle anderen Elemente wurden modifiziert. Da man die urspriinglichen Ele-
mente aber nicht mehr benétigt, konnen die entsprechenden Speicherplitze mit den
neuen Eintrdgen iiberschrieben werden. Dieser Teil des Algorithmus wird forward
elimination genannt.

Nun konnen wir das Problem leicht 16sen, denn aus der letzten Gleichung von
(5.8) ergibt sich

bn
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5. Losung stationdrer Probleme

Dieses Resultat kann in Gleichung N — 1 eingesetzt werden, um die Gleichung N —1
nach zy_; aufzulosen. Wenn man dies sukzessive von n = N riickwéarts bis n = 1
weiterfiihrt, erhalten wir aus der n-ten Gleichung

N
Ao + > Anpite = by (5.10)

k=n-+1

J/

bekannt

die Losung

N
o bn - Zk:n—i—l Ankxk
Ann

Tn (5.11)
Alle Koeffizienten sind aus der forward elimination bekannt und die Komponenten
der Losung z; mit k£ > N wurden in den vorherigen Schritten berechnet. Dieser
Teil des Algorithmus wird back substitution genannt.

Die forward elimination kostet ~ N3/3 Operationen? und ist damit wesent-
lich aufwendiger als die back substitution mit ~ N?/2 Operationen. Die Gauf}-
Elimination ist also sehr rechenintensiv, aber fiir vollbesetzte Matrizen gibt es prak-
tisch kein anderes Verfahren, das wesentlich besser wére.

Bei der Diskussion des Gauf3-Algorithmus haben wir angenommen, daf§ die Dia-
gonalelemente von Null verschieden sind. Falls dies einmal nicht der Fall sein sollte,
kann man die betreffende Zeile n mit einer anderen Zeile m > n vertauschen. Wenn
die Matrix regulér ist, gibt es dort immer ein von Null verschiedenes Matrixelement.
Die Zeilenvertauschung entspricht nur einer Vertauschung der Gleichungen.

Wenn die GauB-Elimination auf grofie voll besetzte Matrizen angewandt wird,
kann es zu einer Akkumulation von Fehlern kommen (Golub and van Loan, 1989).
Um dies zu vermeiden, sollten die Diagonalelemente ( Pivot- Elemente) betragsmafig
so grofl wie moglich sein.> Denn dann sind die Multiplikatoren in Gauf-Verfahren
(5.7) moglichst klein und Rundungsfehler werden minimiert. Um die Pivot-Elemente
betragsméafig zu maximieren, werden vor der Eliminierung einer Spalte n die Zei-
len mit m > n unterhalb des aktuellen Diagonalelements so vertauscht, daf3 auf der
Diagonale das betragsméaflig grofftmogliche Element steht. Diese Strategie nennt
man Teilpivotisierung. Bei der Totalpivotisierung werden Zeilen und Spalten der
jeweilige Untermatrix vertauscht, so dal das betragsméflig grofite Element der Un-
termatrix auf die Diagonalposition kommt. Die vollstindige Pivotisierung ist aber
mit einem groflen Mehraufwand verbunden. Deshalb wir darauf oft verzichtet.

Gauf3-Elimination 1ét sich nicht gut vektorisieren oder parallelisieren und wird
daher relativ selten bei CFD-Problemen verwendet.

2Die Anzahl der Operationen fiir groBe N ist oc STp_, k2 ~ fON k*dk = N3/3.
3 Ansonsten kénnen Differenzen sehr groBer Zahlen auftreten, die sich fast kompensieren, was zu
den besagten numerischen Fehlern fiihrt.
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5.1.2. LU-Zerlegung

Eine wichtige Variante der Gau-Elimination ist die LU-Zerlegung. Sie ist vorteil-
haft, wenn man mehrere Losungen von (5.6) fiir verschiedene rechte Seiten b be-
rechnen muf.
Den erste Schritt der GauB-Elimination kann man auch als Matrix-Multiplikation
L; - A schreiben, wobei
1

“ly 1
L, = 2 . (5.12)

_lNl 1

eine untere Dreiecksmatriz ist mit 1 = Ay /A1r. Im n-ten Zwischenschritt kann
man die Elimination der n-ten Teilspalte als Matrix-Multiplikation mit der unteren

Dreiecksmatrix
1

L, — L (5.13)

_ln+1,n 1

—Inn 1

mit Ly, = Amn/Apn und n < m < N auffassen. Die Gauf-Elimination, welche auf
eine obere Dreiecksmatrix fiihrt, 148t sich also als eine Sequenz von Multiplikationen
mit unteren Dreiecksmatrizen darstellen

Ly_1-o-Lo-Li-A=U. (5.14)

(.

X
L

Alle Matrizen L,, sind reguldr, da ihre Determinanten gleich 1 sind. Demnach ist
ihr Produkt L auch regulir. Wenn wir beachten, dafl ein Produkt von unteren
Dreiecksmatrizen wieder eine untere Dreiecksmatrix ist, und dafl die Inverse einer
unteren Dreiecksmatrix auch wieder eine untere Dreiecksmatrix ist, dann 148t sich
A schreiben als

A=L'-U=L-U. (5.15)

Da alle Dreicksmatrizen L,, Einsen auf der Diagonale haben, hat auch L Einsen auf
der Diagonale. Man kann zeigen (Trefethen and Bau, 111, 1997), da8

1
-1 -1 -1 21 1
L=Li Ly by =1y, Iy 1 . (5.16)
Ivi e o0 Iynog 1
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5. Losung stationdrer Probleme

Damit kostet die LU-Zerlegung genausoviel wie die GauB-Elimination, denn die
GauB3-Elimination liefert U und ganz nebenbei L ohne zusétzlichen Aufwand. In der
Praxis werden die Matrizen L,, nie aufgestellt, auch nicht L und U. Denn man kann
fiir L und U die Speicherpléitze der Matrix A verwenden, weil die Zwischenergebnisse
nicht explizit gespeichert werden miissen.

Mit der LU-Zerlegung kann man das lineare Problem (5.6) in zwei Stufen lésen

Acx=L-U.-xz=0» (5.17a)
=y

& L-y=b, (5.17b)

U.xz=y. (5.17¢)

Die beiden letzten Gleichungen kénnen nun sukzessive mittels back substitution effi-
zient gelost werden, erst (5.17b) dann (5.17¢). Wenn man Losungen fiir verschiedene
Werte von b sucht, ist die LU-Zerlegung vorteilhaft. Denn die LU-Zerlegung mufl
nur einmal durchgefiithrt werden, da die Kenntnis von b dazu nicht erforderlich ist.
Dann erhilt man die verschiedenen Losungen jeweils mit nur O(N?) Operationen.

Nicht jede Matrix A kann LU-zerlegt werden. Wenn aber A reguldr ist, d.h.
det |A| # 0, dann existiert eine eindeutige LU-Zerlegung (Golub and van Loan,
1989).4

5.1.3. Tridiagonale Systeme

Eine besonders effiziente Losung existiert fiir tridiagonale Systeme. Diese ergeben
sich zum Beispiel bei der Diskretisierung einer gewohnlichen Differentialgleichung
(eindimensionales Problem) mittels zentraler finiter Differenzen (vgl. (2.4)),

by ¢

as by Co

any bn1 Cna JX(‘“"/”"*” z=d. (5.18)

a n bn Cn +

an—1 by_1 ey
an by

Dirichlet-Randbedingungen gehen dabei in die Elemente d; und dy ein. In der
Matrix sind nur die Hauptdiagonale und die beiden ersten Nebendiagonalen besetzt.
Die untere Nebendiagonale a,, kann man mit dem Gaufl-Schema eliminieren. Wenn
der Algorithmus schon bis zur Zeile n — 1 durchgefiihrt wurde, d.h. wenn a, = ... =

4Wenn lediglich die Determinanten aller Untermatrizen det |A(1 : n,1: n)| # 0 nicht verschwin-
den fiir alle n € [1, N — 1], dann ist A LU-zerlegbar (hinreichende Bedingung). Die Zerlegung
muf} aber nicht eindeutig sein.
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5.1. Direkte Verfahren fiir lineare Systeme

a,—1 = 0 schon eliminiert wurden, dann wird in der néchsten Zeile a,, durch

Zeile(n) —  Zeile(n) — ban x Zeile(n — 1) (5.19)
n—1

eliminiert. Die neuen Matrix-Elemente der Zeile n und d,, ergeben sich dann zu

Gy — G — ba—”bn_1 — 0, (5.20)
n—1

by, — by — (5.21)
bn—l

Chn —  Cp— ba” x 0= cp, (5.22)
n—1

dy —s d,— ba—”dn,l. (5.23)
n—1

Dieser sogenannte forward sweep fiihrt auf die einfache obere Dreiecksmatrix®

by
by co

bn— 1 Cp—1
bn Cn

bnvo1 v
by

wodurch das Gleichungssystem mit back substitution gelost werden kann. Wenn
TN, TN_1,---, Tnr1 Schon berechnet wurden, dann ergibt sich x,, aus

dn — CnTpi1

b (5.25)

Tp =

Dieses Verfahren wird auch Thomas-Algorithmus oder TDMA (tri-diagonal matriz
algorithm) genannt. Der Algorithmus ist besonders 6konomisch, denn die erforder-
lichen Operationen skalieren linear mit der Anzahl N der Unbekannten. Effizienter
geht es praktisch nicht. Wenn immer moglich wird daher dieser Algorithmus bzw.
Varianten davon benutzt.

In dem Spezialfall, dafl alle Elemente einer Diagonale denselben Wert besitzen,
kann man das System noch effizienter 16sen. Dies kann man mit zyklischer Reduktion
erreichen, die nur O(log, N) Operationen benotigt.

Der Thomas-Algorithmus kann leicht auf Systeme mit mehreren Diagonalen er-
weitert werden. Auflerdem kann man damit Systeme l6sen, deren Matrizen eine
Block-Tridiagonalstruktur besitzen (Fletcher, 1991a). Dann sind alle obigen Opera-
tionen vektoriell zu verstehen.

5Beachte, daf die modifizierten Werte auch hier wieder dieselbe Bezeichnung haben.
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5.2. Iterative Losung linearer Gleichungssysteme

Jedes lineare System kann im Prinzip mit dem Gauf-Algorithmus bzw. mit LU-
Zerlegung gelost werden. Die Dreiecksmatrizen der LU-Zerlegung sind normaler-
weise voll besetzt. Dies ist auch dann der Fall, wenn die Matrix A diinn besetzt
ist. AuBerdem ist der Diskretisierungsfehler viel grofler als der Fehler der Compu-
terarithmetik. Es bringt also nichts, wenn man das lineare System genauer 16st, als
durch den Diskretisierungsfehler vorgegeben.

Generell sind iterative Methoden zur Losung nichtlinearer Systeme erforderlich.
Es ist aber aus den obigen Griinden sinnvoll, sie auch fiir lineare Probleme zu
verwenden, deren Matrizen diinn besetzt sind. Iterative Methoden sind immer dann
effektiv, wenn jede Iteration billig ist und man nicht zu viele Iterationen benétigt,
um zu einer hinreichenden Genauigkeit der Losung zu kommen. Das Buch von Saad
(2003) enthilt einen sehr guten Uberblick iiber iterative Verfahren.

5.2.1. Aligemeines Konzept

Wir betrachten hier wieder das lineare System®

A-x=0>b (5.26)
und spalten die Matrix A auf als
A=M-—N. (5.27)
Damit lautet das Problem
M-xz=N-xz+b. (5.28)

Um zu einem allgemeinen linearen Iterations-Schema zu kommen setzen wir nun

M.z =N.z™ +b (5.29)

Die Frage ist nur, wie man A in M und N aufspalten muf}, um eine schnelle
Konvergenz von ™ auf die Lésung von (5.26) zu erreichen.

Fiir eine effiziente Losung sollte das Iterationsschema (5.29) mit moglichst weni-
gen Operationen moglichst schnell konvergieren. Dies erfordert

1. eine schnelle Berechnung der rechten Seite von (5.29),
2. eine einfache Losung des verbleibenden linearen Systems, und

3. eine Konvergenz nach wenigen Iterationen.

6Ggf. ist eine Vorkonditionierung nétig. Dies wird durch die Transformation (Multiplikation) mit
einer Matrix P erreicht A-x =b — P-A.-x =P -b. Mit dieser Vorkonditionierung kann man
eine Akkumulation von Rundungsfehlern vermeiden und u.U. die Konvergenz des iterativen
Verfahrens beschleunigen. Allerdings ist es nicht immer einfach, eine geeignete Form von P zu
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Da wir davon ausgehen, da3 A diinn besetzt ist, sind auch M und N diinn besetzt
und N - (™ ist schnell zu berechnen (Punkt 1). Um das System schnell 16sen zu
konnen (Punkt 2), sollte M schnell zu invertieren sein. Daher sollte M moglichst dia-
gonal oder tridiagonal sein, oder Dreiecksform haben. Um mit wenigen Iterationen
auszukommen (Punkt 3), sollte schliefllich M eine moglichst gute Approximation
von A darstellen, wodurch N - in einem gewissen Sinne klein wird. Im Grenzfall
N - = 0 wire man ja nach nur einer Iteration fertig.

Bevor wir uns einer theoretischen Konvergenzbetrachtung zuwenden, wollen wir
noch einige weitere Groflen definieren und deren Beziehung untereinander klaren.
Nach n Iterationen haben wir im allgemeinen nur eine Naherung der exakten Losung
x erhalten. Dann ist (5.26) nicht exakt erfiillt, und es bleibt ein Residuum p™ iibrig

A-x™=b—pm, (5.30)
Wenn wir dies von der exakten Gleichung abziehen, erhalten wir

A-(x— w(”)) =AM =pm, (5.31)

—_——
€n)

Hierbei haben wir den Fehler €™ := x — (™ definiert. Zwischen dem Fehler und
dem Residuum besteht ein linearer Zusammenhang. Wenn das Residuum verschwin-
det, dann verschwindet auch der Fehler.

Eine weitere niitzliche GroBe ergibt sich, wenn wir M - (™ von (5.29) abziehen.
Dann erhalten wir eine Gleichung fiir die Korrektur 8™ := @+ — g

M- (2D — z) = (N -M)-z™ +b. (5.32)
5 N, y
l;;)

Fiir die Korrektur gilt also

M. 6™ = p™ (5.33)

5.2.2. Konvergenz iterativer Loser

Hier wollen wir mit einfachen Betrachtungen untersuchen, worauf es ankommt,
wenn man eine schnelle Konvergenz eines iterativen Verfahrens erhalten méchte.
Dazu suchen wir zuniichst eine Gleichung fiir den Iterationsfehler €™ = a — (™.
Wenn man (5.28) von der Iterationsgleichung (5.29) subtrahiert, erhélt man

M- et — N . ™ N €MD — ML N e, (5.34)

finden.
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Fiir Konvergenz mufl nun gelten: lim,,_,., €™ = 0. Fiir den Grenzwert der Iteration
(5.34) spielen nun die Eigenwerte A und die Eigenvektoren v der Matrix M~! - N
eine entscheidende Rolle. Sei daher

M~ N ™) =\ aph), (5.35)

mit k € [1, K], wobei K die Anzahl der Gleichungen (Gitterpunkte) ist. Wenn wir
annehmen, daf die Eigenvektoren ein vollstindiges Funktionensystem bilden, dann
kénnen wir jeden beliebigen Anfangsfehler als Superposition von Eigenvektoren
darstellen

K
e =" ap®. (5.36)
k=1

Wenn man dies in (5.34) einsetzt, siecht man, daf jeder Iterationsschritt lediglich
einen Faktor A\, vor zb(k) ausspuckt. Somit erhalten erhalten wir

=

e = "ar ()" p®. (5.37)

k=1

Hieran sieht man: Wenn €™ fiir n — oo gegen Null gehen soll, mu8 fiir alle Eigen-
werte gelten |\x| < 1, denn die Eigenvektoren sind linear unabhéngig voneinander.

Nach einigen Iterationen wird derjenige Term in (5.37) dominieren, der zum be-
tragsméBig grofiten Eigenwert gehort. Dies sei 0.B.d.A. A;. Dann ist

~ay (M) W, (5.38)

Wenn wir die Iteration bei einer Toleranzschwelle |€™| = O(4) fiir den Iterations-
fehler abbrechen, erhalten wir als Abbruchbedingung [es sei || = O(1)]

5 ~ a1 |)\1|n, (539)
woraus wir durch Logarithmieren die Anzahl n der erforderlichen Iterationen erhal-
ten I (6/a)

n aq
~—. 5.40
S (5.40)

Wenn also der spektrale Radius (groBter Betrag eines Eigenwerts R = maxy [Agl;
hier R = |A1]) gegen 1 geht, wird n sehr grof§ und die Konvergenz ist langsam.
Umgekehrt ist die Konvergenz schnell, wenn der Betrag des betragsméfig grofiten
Eigenwerts von M~!. N mdglichst klein wird. Dies entspricht dem Fall, in dem N-x
moglichst klein und M ~ A ist. Denn fiir M = A und damit N = 0 wére man ja
schon nach einer einzigen Iteration fertig.

Um entscheiden zu kénnen, wann man eine Iteration abbrechen sollte, mufl man
den Iterationsfehler €™ kennen. Da man die Eigenwerte \;, aber meist nicht kennt
oder sie nur mit grofflem Aufwand berechnen kann, muf der Iterationsfehler anders
abgeschétzt werden.
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5.2.3. Einige elementare Methoden
Jacobi-Iteration

Eine der einfachsten iterativen Methoden ist die Jacobi-Iteration. Hierbei ist M
diagonal und die Diagonalelemente werden identisch mit denjenigen von A gewéhlt.
Betrachte zum Beispiel die stationdre inhomogene Diffusionsgleichung ( Poisson-

Gleichung)
Vi =1b (5.41)

auf einem Quadrat. In beiden Koordinatenrichtungen werden jeweils K Gitterpunk-
te verwendet. Die Diskretisierung mittels finiter Differenzen (4.43) kann man dann
schreiben als

Apgp+ Y A =bp, (5.42)

I=W,S,N,E

wobei der Index P alle K x K Gitterpunkte durchlauft und die Summe nur iiber
die jeweiligen 4 physikalischen Nachbarpunkte des aktuellen Punkts P zu nehmen
ist. Wir ordnen nun die K? Variablen wie in Abb. 5.1b in der Form an

G = (111K, D21 Dokes oy Or1: OKEK) (5.43)

wobei der zweite (schnelle) Index vertikal von unten (S) nach oben (N) lauft, und
der erste (langsame) Index von links (W) nach rechts (F). Wenn man nun die K?
Gleichungen fiir alle Punkte aufstellt, erhdlt man ein lineares Gleichungssystem,
in dem die Matrix Matrix A pentadiagonal ist, so wie in Abb. 5.2 dargestellt. Bei
einem Aquidistanten Gitter mit Ax = Ay sind die Diagonalen von A konstant und
haben die Werte Ap = 4 sowie Ay = Ag = Ay = A = —1.7

Wenn nun M = diag(A) identisch mit der Diagonalen von A gewéahlt wird (siehe
Abb. 5.3a), kann man das Iterationsschema (5.29) sofort nach den Diagonalelemen-
ten auflosen und erhélt

n 1 n
) — you (bp - Y Ag )) . (5.44)

I=W,S,N,E

Dies nennt man Jacobi-Iteration. Man kann zeigen, dafl die Anzahl N der fiir die
Konvergenz erforderlichen Iterationen proportional ist zur Anzahl der Unbekannten:
N ~ K? . Dies sind sehr viele Iterationen. Zusammen mit dem Aufwand O(N) fiir
jeden Tterationsschritt benétigt man damit mehr Operationen (also ~ N?), als man
fiir einen direkten Loser nach Art von TDMA (~ N) benétigen wiirde. Daher wird
die Jacobi-Iteration selten verwendet.

GauB-Seidel-lteration

Bei der Gauf-Seidel-Iteration wird fiir M die untere Dreiecksmatrix von A verwendet
(Abb. 5.3b). Diese stellt eine bessere Approximation von A dar als die Diagonale.

"Dies gilt, nachdem man die Gleichung mit —Axz? multipliziert hat, vgl. (4.96).
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\\ | \\

N N

(b) Gaufl-Seidel

|
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Abbildung 5.3.: Symbolische Darstellung der Zerlegung der Matrix A in die Iterations-
matrix M und einen Teil —N, der der rechten Seite der Gleichung zugeschlagen wird (vgl.
5.29). (a) Jacobi-Iteration, (b) GauB-Seidel-Iteration.

Wir erwarten also eine Reduktion der Anzahl der erforderlichen Iterationen im
Vergleich zum Jacobi-Verfahren. Damit lautet die Gauf-Seidel-Iteration (vergleiche

Abb. 5.2)
ST At =bp— > A" (5.45)

I=W,S,P I=N,E

Wenn man die Gleichungen beginnend mit der linken unteren Ecke (SW-Ecke) 16st,

d.h. fiir aufsteigenden globalen Index [, sind fiir jeden Punkt P die Werte an den

Punkten S und W jeweils schon zuvor berechnet worden und daher bekannt. Dann
EAE (n+1) ..

kann man (5.45) nach ¢p '’ auflosen

n 1 n n n n
b = o (b= Awol ) - A0l - Anel) - Apel)). (5.40)

Wie man in Abb. 5.4 sieht, konvergiert die Gauf3-Seidel-Iteration doppelt so schnell
wie die Jacobi-Iteration, bendtigt aber immer noch ~ N Iterationen und einen
Gesamtaufwand von O(N?) Operationen. D.h., auch die GauB-Seidel-Iteration ist
noch zu langsam.®

8 Alternativ zu (5.45) bzw. (5.46) kann man in M auch die oberen Diagonalen von A verwenden
(anstelle der unteren) und

o Ay =bp— 3 A"

I=N,E,P I=W,8

fiir absteigende Werte von [ 16sen.
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Abbildung 5.4.: (a) Konvergenz des Jacobi-, Gau-Seidel- (GS) und des SOR-Verfahrens
in Abh#ngigkeit vom Relaxationsfaktor w (als Zahlen angegeben) fiir die Poisson-
Gleichung V2T = —1, die auf K; x K; = 41 x 41 (inneren) Punkten mit zentralen
finiten Differenzen auf einem Quadrat mit Anfangsbedingung 7'(¢t = 0) = 0 diskretisiert
wurde (siehe (4.78) und (4.96) mit I' = 1). Fiir w = 1.9 ist man schon oberhalb des Opti-
mums, da die Konvergenz nicht mehr monoton ist. Das (langsame) Gau$-Seidel-Verfahren
(GS) entspricht w = 1 . (b) Logarithmische Auftragung des mittleren RMS-Inkrements

K 2
ATI%L\;[S = \/(Kin)_l 21[21[(] <Tl("+1) — Tl(n)) (MaB fiir den Korrekturvektor (™).

SOR-Methode

Durch eine Modifikation der GaufB-Seidel-Methode kann man die Konvergenz we-
sentlich beschleunigen. Die Iteration mittels sukzessiver Uberrelazation (Successive
Over-Relazation, SOR) lautet (wieder beginnend im Stidwesten)

n+1 n n+1 n
00 = 60+ w (gD — ¢f)

w n n n n n
- (br — Awaly™ — Asof™" — Angy) — Apdl’) + (1 - w) 6F.

(5.47)

Hierbei ist w der Uberrelazationsfaktor. Fiir w = 1 erhdlt man die GauB-Seidel-
Iteration (5.46). Fiir w > 1 wird der GS-artige Iterationsterm iiberméflig gewichtet
(Beitrédge von S, W, N und E), was durch einen alten Beitrag (1 — w) gbgf) vom
zentralen Punkt P kompensiert wird. Wenn man w > 1 wihlt, wird die Konver-
genz beschleunigt. Fiir einfache Probleme wie die Laplace-Gleichung kann man den
optimalen Wert wep von w theoretisch berechnen.? Fiir kompliziertere Probleme

9Fletcher (1991a) gibt an
2

w =,
opt 1+ /—1—/L2
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Abbildung 5.5.: GauB-Seidel-Iteration von V2T = —1 auf einem Quadrat mit einem Git-
ter von 41 x 41 inneren Punkten. Gezeigt sind die zufillige Anfangsbedingung (n = 0)
mit 7; € [0, 1] auf dem Definitionsbereich [0, 1] x [0, 1] (a), sowie die Approximationen der
Losung T nach n =1 (b), n =2 (¢), n = 4 (d), n = 50 (e) und n = 1000 (f) Iteratio-
nen. Man erkennt die guten Glittungseigenschaften der GauB-Seidel-Iteration nach nur
wenigen Iterationsschritten. Beachte die unterschiedlichen Skalen.
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kann man ihn nur empirisch finden. Dabei hilft es zu wissen, dafl die Konvergenz
monoton ist fiir w < wepe und oszillatorisch fiir w > wop. Flir w = wepy, ist die erfor-
derliche Zahl der Iterationen proportional zur Anzahl ~ v/N der Unbekannten, was
eine substantielle Verbesserung gegeniiber der Gauf-Seidel-Iteration darstellt, bei
der die Anzahl der Iterationen ja linear mit der Anzahl der Unbekannten ansteigt.

Das typische Konvergenzverhalten der drei elementaren Methoden ist in Abb.
5.4 fiir die Losung von V2T = —1 auf dem Einheitsquadrat dargestellt. Abbildung
5.5 zeigt die Entwicklung der iterierten Losung fiir das Gauf3-Seidel-Verfahren. Ins-
besondere erkennt man, dal kurzwellige Schwankungen schnell geddmpft werden,
was den GauB-Seidel-Operator auch zu einem guten Glattungsoperator macht (siehe
Kap. 5.2.6).

5.2.4. Unvollstandige LU-Zerlegung und SIP-Algorithmus

Wir haben in Kap. 5.1.2 gesehen, da} die LU-Zerlegung ein sehr guter direkter
Loser fiir lineare Probleme mit dichtbesetzter Matrix A ist. Da man bei der Ite-
ration immer wieder dasselbe lineare Gleichungssystem losen muf}, wéire auch bei
der iterativen Losung eine LU-Zerlegung von A wiinschenswert. Wenn A nun eine
Bandstruktur besitzt, sollte man annehmen, daf§ sich die Bandstruktur auch auf
die LU-Zerlegung der Matrix A = L - U giinstig auswirkt. Leider ist dies nicht der
Fall und L und U besitzen keine Bandstruktur.

Auf der anderen Seite ist M eine gute Iterationsmatrix, wenn M =~ A ist. Man
konnte daher eine Iterationsmatrix M durch Approximation von A konstruieren,
indem man

M=L-U=A+N (5.48)

wéhlt, wobei L und U nur die ndherungsweise LU-Zerlegung von A darstellen. Die
Néherung besteht darin, dafl in L und U nur diejenigen Diagonalen besetzt sind,
die auch in A besetzt sind.

Wie aber sollten die Matrixelemente auf den Diagonalen gewéhlt werden? Eine
Moglichkeit besteht darin, die Eintrdge auf den Diagonalen von L und U identisch
mit denjenigen der exakten LU-Zerlegung von A zu wihlen und die restlichen Ele-
mente auf Null zu setzen. Damit wédren M, L und U nur auf wenigen Diagonalen
besetzt. Leider konvergiert diese Methode nur langsam.

Unvollstandige LU-Zerlegung

Eine Modifikation mit wesentlich besserer Konvergenz wurde von Stone (1968) ent-
wickelt. Wir nehmen zunéchst an, daf§ wir schon geeignete Dreiecksmatrizen L und
U haben, in denen nur jeweils die Diagonalen besetzt sind, die auch in A besetzt
sind. Die genauen Eintrdge auf den Diagonalen werden wir spéter bestimmen. Fiir
eine eindeutige Zerlegung wird jedoch die Hauptdiagonale von U auf 1 gesetzt. Die

wobei p der grofite Eigenwert von | — diag(A)~! - A ist. Die Losung dieses Problems kann aber
genau so aufwendig sein, wie das Ausgangsproblem selbst.
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LP

Abbildung 5.6.: Darstellung der Matrix-Multiplikation L - U = M. Die gestrichelten Dia-
gonalen sind in A nicht besetzt.
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Abbildung 5.7.: Veranschaulichung der Multiplikation der Matrizen, die nur aus der Dia-
gonalen L;" bzw. U} bestehen (blau). In L}V sind die Elemente 1, ..., N; trivialerwei-
se Null. In UlN ist nur das Element N trivialerweise Null. Die Multiplikation ergibt
MNW = LVUN N, (rot), wobei die Elemente 1,..., N; — 1 trivialerweise Null sind, aber

auch das Element [ = N; ist Null.

[terationsmatrix M ergibt sich dann aus dem Produkt von M = L - U. Fiir die
5-Punkt-Diskretisierung mittels zentraler Differenzen wie in Abb. 5.1a ist dieses
Produkt in Abb. 5.6 graphisch dargestellt.

Um zu verstehen, wie die Diagonalen in M von denjenigen in L und U abhéngen,
betrachten wir das Produkt von L und U. Offensichtlich werden die Diagonalen L'
und L° bei der Multiplikation mit der Einheits-Hauptdiagonalen U? reproduziert.
Zur Hauptdiagonale in M tragen bei LY sowie die beiden Paare der symmetrisch
gelegenen Diagonalen L® und UY sowie L' und U¥. Die Diagonale MW kommt
durch das Produkt von LW mit U” zustande. Fiir das erste von Null verschiede-
ne Element von MW ist dies in Abb. 5.7 dargestellt. Die restlichen Diagonalen
ergeben sich in analoger Weise.

Das Produkt konnen wir formal darstellen. Wenn wir beachten, dafl der Zeilenin-
dex der Matrix U identisch ist mit dem globalen Index [, der die Variablen numeriert
(vgl. (5.3)), erhalten wir

M= My = Li;Uju
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= (LlP(Sl,j + Lf517j+1 + L}/V&J_ij) (5j7k + UJN5j7k_1 + UJE5j7k—Nj)
= 0Lk (LlP + LPUN, + LZWUﬁN].) + e Ly + Sk LTUN
N [ ———

— —
MP M MM
W PrrE W N ST1E
+ 0w, Ly + 0N Ly U+ 0ugeeny—1 Ly Uy, + O w1 LY U2y, (5.49)
MW ME MNW MSE

wobei wir die einzelnen Diagonalen leicht identifizieren kéonnen. Es sind also

MY =Ly, (5.50a)
MM =L)UYy, (=0in A), (5.50b)
M = L7, (5.50c)
M =L + LUY + LU (5.50d)
MY = LFUN, (5.50¢)
MPE = LPUE |, (=0in A), (5.50f)
MF = LTUE. (5.50g)

Die Frage ist nun, wie man L und U am besten wihlt. Damit M eine gute Ap-
proximation der pentadiagonalen Matrix A ist, sollten die in Abb. 5.6 gestrichelt
gezeichneten Diagonalen nicht in M vorkommen: Deshalb kénnte man sie N zuschla-
gen und L und U so bestimmen, dafl die restlichen Diagonalen von M identisch sind
mit denjenigen von A. Dann beséfle N nur die beiden Diagonalen SE und NW. Die-
ses Vorgehensweise ist moglich und entspricht der standardméfigen ILU-Methode.
Doch es zeigt sich, dafl dieses Verfahren schlecht konvergiert.

Eine bessere Konvergenz erhédlt man, wenn man auch in N alle sieben Diagonalen
zuléBlt. Um eine schnelle Iteration zu erhalten, sollte N-a = 0 sein. Diese Forderung
verwenden wir nun, um L und U zu bestimmen. Formal gilt!’

N-z=(M-A) -x
= NPI‘P+NNI‘N+NSI‘S+NEZEE+waw+NNWZENW +NSEZESE
5.50
C2T (LY — AV 2y + (LlWUl]XNj) o

+ (Lf = AF) s + (LVUE g, + LSUY, + L — AF ) ap
+ (VL] = AY) ey + (LYUSY) zsp + (UL — AY) 2. (5.51)

An dieser Gleichung kénnen wir die Diagonalen von N identifizieren und durch L, U
und A ausdriicken. Damit N-x ~ 0 wird, wére es gut, wenn wir die bisher noch nicht
bestimmten 5 unbekannten Diagonalen der Matrizen L und U so wihlen koénnten,
daf} alle 7 Koeffizienten vor den Unbekannten x; verschwinden. Daran hindern uns

10Bei der Schreibweise N°zg gibt S immer den Index relativ zu P an. Mit P £ [ ist dann S £ [—1
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NW N
1474 P E
S SE

Abbildung 5.8.: Lage der Knoten NW und SE (griin) relativ zu den Punkten, die im
Differenzenschema miteinander in Beziehung stehen (rot).

noch die 2 Terme proportional zu xny und zgg. Deshalb driicken wir sie durch die
Werte an den normalen Punkten aus

nw ~ o(rw + 2y —xp), (5.52a)

.T}SE%Oé(.T}S—i-J?E—SL’p), (552b)

wobei o & 1 sein sollte. Fiir o = 1 entspricht dies einer linearen Interpolation (Abb.
5.8).11 Eingesetzt erhalten wir

Nz~ (L}xv — AV + O‘L}’VUZJXNJ.) aw + (L) — A7+ aL}UE)) xs (5.53)
+ [LVUE + U + 1 = AP — o (LUN y + LU, )
+ (UNEE = AF 4 oLl UY ) ax + (UFLE = AP + aLSUE, ) ap.

Esist N-x = 0, wenn alle 5 Koeffizienten vor den gekoppelten Variablen verschwin-
den. Also setzen wir die Koeffizienten formal gleich Null und 16sen die resultierenden
5 Bedingungen nach den 5 Diagonalen von U und L (rot in (5.53)) auf. Wir erhalten
SO

w A
L = W, (5.54a)
L = 1++5U/51’ (5.54b)
Lf = A + o (L Uy, + LPUE,) = LM U, ~ PO, (5.540)
Uy = A - aLI;ﬁWU’]XNJ’, (5.54d)
l
UE = AL - zngUﬁl. (5.54¢)
l

etc., geméafl Tabelle 5.1.
11 An dieser Stelle setzen wir voraus, dafl & kontinuierlich variiert und in dieser Form approxi-
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Dies ist der Kern des SIP-Verfahrens (strongly implicit procedure) von Stone (1968)
(siehe auch Leister and Peri¢, 1994).'2 Der Clou an der Sache ist, daf} die Diagonalen
sequentiell berechnet werden kénnen, wenn man fiir jedes [ (aufsteigend 1 T N) die
Sequenz (5.54) der Reihe nach 16st, d.h. von (5.54a) nach (5.54¢). Auf den rechten
Seiten stehen nédmlich nur bekannte Matrix-Elemente: A ist sowieso bekannt, und
die Matrixelemente von L und U auf der rechten Seite sind entweder Null oder sie
wurden schon vorher berechnet (der Index ist kleiner als /). Auch die Terme mit
demselben Index [ sind bekannt, wenn man die Gleichungen in der angegebenen
Reihenfolge 16st. Damit haben wir die unvollstéindige LU-Zerlegung erreicht. Wir
miissen jetzt nur noch die Iteration durchfiithren.

SIP-Iteration

Der Zusammenhang (5.33) zwischen Korrektur 8™ und Residuum p™ lautet mit
M=L-U
L-U-6™ = pm, (5.55)

was nach Multiplikation mit L=! auf
U-6™=L"1. p"m = RM™ (5.56)

fiihrt. Man kann R™ berechnen. Dazu betrachten wir L - R™ = p(™, was man in
der Form L- R = Lle + LlSRl_l + LlWRl_Nj = p; schreiben kann. Dann folgt

PL— LlSRl—1 - L}/VRI—NJ»
Lf '

R = (5.57)

Dieses Gleichungssystem kénnen wir wieder sequentiell von [ = 1 aufsteigend 16sen.
Wenn wir R berechnet haben, dann folgt aus U - & = &; + U 641 + UlEéHNj =Ry
die Korrektur

& =R — UNb1 — UPbian,. (5.58)

Diese Gleichung muf3 in Richtung absteigender Werte von [ gelost werden.
Abbildung 5.9 zeigt den Fortschritt der Iteration mittels SIP (zuféllige Anfangs-
bedingungen T € [0, 1]) und SOR (Anfangsbedingung 7' = 0). Der Beginn der In-
stabilitdt des SIP-Verfahrens fiir zu hohe Werte von « ist in Abb. 5.9b zu erkennen.
Die besonders zu Beginn der Iteration auftretende Asymmetrie der SOR-Iteration
(Abb. 5.9c¢) resultiert aus der Asymmetrie von (5.47). Sie kann vermieden werden,
wenn man alternierend (5.47) und deren Modifikation fiir absteigendes [ verwendet.

Bemerkungen

miert werden kann. Aus diesem Grund ist der Algorithmus auch nur fiir Probleme geeignet, die
hinreichend glatte Losungen besitzen, also typischerweise Losungen elliptischer PDEs.
2Die Bezeichnung SIP riihrt daher, dal M ~ A ist.
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(a) SIP, v = 0.94 (b) SIP, a = 0.96 (c) SOR, w = 1.7

Abbildung 5.9.: Iterative Losung von V27T = —1 mittels finiten Differenzen auf 41 x 41
internen Punkten. Die Iterierte T'(¢, j) ist in dem Schnitt y = y; mit j = 21 gezeigt. (a)
SIP mit o = 0.94 fiir N =0, 1,2,...,30, (b) instabiles SIP-Verfahren fiir &« = 0.96 und (c)
SOR-Verfahren mit w = 1.7 fiir N = 20, 40, ..., 200.

e Fiir gegebenen Wert von a mufl die LU-Faktorisierung nur einmal durchge-
fithrt werden. Bei der Iteration werden immer nur dieselbe Matrizen L und U
verwendet. Bei jedem Iterationsschritt mufl zunéchst das Residuum p nach
(5.30) berechnet werden, dann R und dann die Korrektur 8, woraus sich die
neue Approximation x ergibt. All diese Schritte erfordern lediglich die Losung
von tridiagonalen Systemen, was sehr schnell geht (Kap. 5.1.3).

e In der Praxis werden meist nur ein paar wenige Iterationen bendotigt. Die
Konvergenz ist sehr schnell, wenn « richtig gewahlt wird. Fiir o« = 1 entspricht
(5.52) einer linearen Interpolation in zwei Dimensionen. Der SIP-Algorithmus
ist fiir & = 1 instabil (sieche Abb. 5.9b). Deshalb mufl man o < 1 wéhlen.

e Die SIP-Methode kann auch auf Matrizen mit weiteren Diagonalen erweitert
werden. Schemata hoherer Ordnung fiihren zum Beispiel in zwei Dimensionen
auf einen 9-Punkt-Stern, ein dreidimensionales Schema mit zentralen Diffe-
renzen fiihrt auf 7 Diagonalen.

e Der SIP-Algorithmus kann auch im Zusammenhang mit CG-Methoden
(conjugate-gradient methods) als Vorkonditionierer und bei Mehrgitter-
Verfahren als Glattungsoperator verwendet werden.

5.2.5. ADI-Methode

Elliptische Probleme, wie zum Beispiel V2T = 0, kénnen dadurch geldst werden,
da man die erste Ableitung von 7" nach einer anderen Variablen 7 addiert. Die
Variable 7 kann man als kiinstliche Zeitskala interpretieren. Dadurch wird die Glei-
chung parabolisch. Man integriert dann 0T /97 = V2T in 7-Richtung bis man einen
stationédren Zustand (07 /01 = 0) erreicht hat. Da der kiinstliche Term im statio-
niren Zustand verschwindet, hat er keinen Einfluf§ auf diesen Zustand. Um einen
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stabilen Algorithmus mit hinreichend grofler Schrittweite zu erhalten, muf} ein sol-
ches Verfahren (teil-)implizit sein (Kap. 3.3). Das kann aber numerisch sehr teuer
sein (zu viele Operationen), da fiir jeden Zeitschritt ein elliptisches Problem gelost
werden mufl. Mit der ADI-Methode (alternating direction tmplicit method) kann
die Anzahl der erforderlichen Operationen aber sehr stark reduziert werden.

Mit der kiinstlichen Zeitskala T wandelt sich die Laplace-Gleichung in eine Diffu-

sionsgleichung der Form
or o*T 9T
— = — + . 5.59
o K<8x2+8y2) (5.59)
Wenn wir diese Gleichung teilimplizit mit 8 = 0.5 (vgl. (3.19)) aufschreiben,!?
erhalten wir

Tn+1 _Tn 52Tn 52Tn 52Tn+1 52Tn+1
7:5K + )+( + )] (5.60)

AT 2 ox? oy? ox? oy?

mit dem Verstdndnis, dal 7" = T7"; und der Notation

T Tiyry — 2T+ Tiyy
Sx? AV ’
sowie entsprechend in y-Richtung. Trennung der beiden Zeitniveaus liefert

KAT 0% KAT 0%\ 1 kAT 62 kAT 0%\ .,
(1— )T <1+ N 52)T (5.62)

Man kann nun die rdumlichen Ableitungsoperatoren faktorisieren, indem man die
Gleichung in der Form schreibt

(5.61)

2 022 2 0y?

KAT §° KAT § —_
(“T@) (1— > 5y)T (5.63)
KAT 62 KAT 62 (kAT 8% &%,
_<1+ 252)(1+ 252)T+ T (T —1m).

Hierbei kompensiert der letzte Summand gerade diejenigen Terme, die aus den
Produkten der zweiten Ableitungen entstehen, aber nicht in (5.62) enthalten sind.

Wegen T — T" ~ A7 9T /0T = O(AT) ist der letzte Summand von der Gro-
Benordnung O(A7?) und kann fiir die hier verwendeten finiten Differenzen zweiter
Ordnung vernachléssigt werden, wenn A7 hinreichend klein ist. Die verbleibende
Gleichung vierter Ordnung ist identisch erfiillt, wenn man einen Zwischenwert 7™
in der folgenden Weise einfiihrt:

RAT 62 KRAT 62 RAT 62 KRAT 62
1— 1-— Tl =14+ — 1+—— 7.
( 2 (5.’1}2> < 2 oy? ) ( M (5:172> ( * 2 5y2>

v~ N~

(1 4+ hAT OOT2> T — (1 o H;T(gii) T

13Dies entspricht der Trapezregel in der Zeit (f™ + f"*1)A7/2. Bei partiellen Differentialgleichun-
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5. Losung stationdrer Probleme

(a) n =100

Abbildung 5.10.: Berechnung von V2T = 0 auf dem Einheitsquadrat [0, 1] x [0, 1] zu den
Randbedingungen T'(x = 0,y) =1 und T'(x = 1,y) = T(x,y = 0) = T'(z,y = 1) = 0. Die
Anfangsbedingung war T'(z,y) = 0. Die Parameter sind x = 1, A7 = 10™*. Gezeigt ist
die Losung durch ADI auf einem 20 x 20 Gitter nach n Iterationen (Zeitschritten) wie in
den Uberschriften angezeigt.

Die beiden Definitionen fithren zu den beiden Gleichungen zweiter Ordnung

KAT 62\ ., KAT 6%\,

(1 e —M) T = (1 + =0 —5y2) ™ (5.650)
RAT 6% i KAT 62\ ..

(1 . Té—y2) T+ — (1 + T@) T (5.65D)

In beiden Gleichungen treten lediglich tridiagonale Matrizen auf. Die Gleichun-
gen konnen daher schnell mit dem Thomas-Algorithmus ohne irgendeine Iteration
gelost werden (T™ — T* — T"™1). Man kann zeigen, daf§ dieser Algorithmus un-
eingeschriinkt stabil und von zweiter Ordnung Genauigkeit O(Ax?, Ay?) ist. Trotz
der uneingeschrinkten Stabilitédt gibt es eine optimale Zeitschrittweite A7. Denn
die Schrittweite darf nicht zu grofl werden, damit die Fehler durch die vernach-
lissigten Terme der Ordnung O(A73) hinreichend klein bleiben. Ist andernfalls die
Schrittweite zu klein, wird die Konvergenz verlangsamt. In Abb. 5.10 ist ein Beispiel
gezeigt.t

Im ersten Halbschritt (5.65a) ist die rechte Seite (7™) aus dem vorherigen Zeit-
schritt bekannt. Es wird lediglich in z-Richtung integriert, und zwar implizit. Die
Zeitschrittweite ist A7/2. Im zweiten Halbschritt (5.65b) wird dann in y-Richtung
integriert, wobei die zweite Ableitung in z-Richtung aus dem ersten Halbschritt
(T*) verwendet wird. Daher stammt die Bezeichnung ADI. Beim ADI-Verfahren
wird das zweidimensionale Problem auf die Losung eindimensionaler Probleme zu-

gen wird dies auch Crank-Nicolson-Schema genannt.

“4Die Stromung u = w(z,y)e, in einem unendlich langen Kanal mit quadratischem Querschnitt,
die durch eine tangential Bewegung einer Wand mit konstanter Geschwindigkeit in z-Richtung
angetrieben wird, geniigt auch einer Diffusionsgleichung fiir w(z,y) (viskose Impulsdiffusion)
mit Randbedingungen wie im Beispiel Abb. 5.10.
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5.2. Iterative Losung linearer Gleichungssysteme

riickgefiihrt.!®

5.2.6. Mehrgitterverfahren

Die Konvergenz von Iterationsverfahren héngt ab vom spektralen Radius |A;| (be-
tragsmiBig grofiter Eigenwert) der Iterationsmatriz M~!-N (Kap. 5.2.2). Die Struk-
tur des Fehlers € wird nach hinreichend vielen Iterationen bestimmt durch den zuge-
horigen Eigenvektor b, von M~!-N. Bei einigen Verfahren (Gauf3-Seidel, SIP) ist der
Fehler € schon nach wenigen Iterationen eine glatte Funktion des Orts (siehe Abb.
5.5).1% In diesem Fall ist auch das Residuum glatt. Damit ist es moglich, den glat-
ten Fehler sehr effizient weiter zu reduzieren, indem man die Korrektur-Gleichung
(5.33) M- 8™ = p( kostengiinstig auf einem relativ groben Gitter 15st. Der Vorteil
eines groben Gitters besteht in einer drastischen Reduktion der Anzahl der Unbe-
kannten. Bei einer Verdopplung der Gitterweite hat man in 3 Dimensionen schon
eine Reduktion der Anzahl der Variablen um einen Faktor (1/2)3. Dariiber hinaus
konvergieren iterative Verfahren auf groberen Gittern schneller. Bei Verdopplung
des Gitterabstands macht dies bei der Gauf3-Seidel-Iteration einen weiteren Faktor
von 1/4 aus.

Die Strategie bei Mehrgitterverfahren zielt daher darauf, den Fehler auf einem
feinen Gitter zunéchst zu gldtten und ihn dann auf einem groben Gitter sehr effizient
zu reduzieren, um schlieflich wieder zu dem feinen Gitter zuriickzukehren. Dazu
miissen die Gitter und die Operatoren, die zwischen den Gittern vermitteln, geeignet
definiert werden. Speziell mufl das Residuum p von dem feinen auf das grobe Gitter
tibertragen werden (Restriktion) und umgekehrt mufl die Korrektur der Losung
0 vom groben auf das feine Gitter gebracht werden (Prolongation). Dabei gibt
es viele Moglichkeiten, die zugehorigen Operatoren zu definieren. Typischerweise
wird bei finiten Differenzen bei einer Vergroberung des Gitters nur jeder zweite
Gitterpunkt verwendet. Bei finiten Volumen wird das Kontrollvolumen in jeder
Dimension verdoppelt (Abb. 5.11).

15 Auf dieser Idee beruht die ganze Klasse der Splitting-Methoden. In der Stromungsmechanik wird
speziell die Druck-Korrektur-Gleichung (Poisson-Gleichung) oft mit der ADI-Methode gelést.
Bei der Implementierung der Randbedingungen mufl man aufpassen, damit die Genauigkeit
zweiter Ordnung erhalten bleibt; sieche Kap. 6.2.1.

16Bei ADI und SOR hat der Fehler eine relativ komplizierte Struktur.

t—3 1—2 -1 i 1+ 1 t+2  t+3

I-1 1 I+1

Abbildung 5.11.: Feine und grobe Gitterpunkte fiir finite Volumen in einer Dimension.
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5. Losung stationdrer Probleme

Im folgenden soll ein eindimensionales Beispiel gegeben werden.'” Betrachte

&2
= = @) (5.66)

Die Approximation durch finite Differenzen lautet

Pit1 — 20 + ¢ia
Ax?

— f. (5.67)

Nach N Iterationen auf dem feinen Gitter mit Abstand Az erhilt man dann die
Niherungslosung ¢ und das Residuum p™. Fiir sie gilt

o — 20" + o'y

iR fi— ol (5.68)

Wenn man dies von der Gleichung fiir die exakte Losung (5.67) subtrahiert, erhélt
man fiir den Fehler nach der n-ten Iteration egn) =¢; — gbgn) die Gleichung
dih — 24"+
Ax?

= o\ (5.69)

Diese Gleichung soll nun auf dem groben Gitter mit AX = 2Ax weiter iteriert
werden. Auf dem groben Gitter gilt formal (siche Abb. 5.11)

€141 — 267 + €11

AX?

= pr, (5.70)

wobei I die Punkte des groben Gitters numeriert. Um ¢; und p; durch die entspre-
chenden Groflen des feinen Gitters ¢; und p; auszudriicken, kann man zur Gleichung
(5.69) fiir das feine Gitter jeweils die Halfte der Gleichungen fiir die beiden benach-
barten feinen Gitterpunkte addieren (Abb. 5.11). Wenn wir den Iterationsindex n
unterdriicken, fithrt dies auf

Ax? 2

€1 —26+¢6 1 (€0—260+€6  6—26 1 +€ 9\ Pi+1 + pi-1
* < Az? * Az? =pi 2 ’

(5.71)

wobei sich die roten und die griinen Terme kompensieren. Nach Division durch 2

erhalten wir

1 1
— (& -2 i i— = — i 2 i i— . 5.72
(mx)g(uz & +€i2) = 7 (piv1 + 2pi + pic1) (5.72)
H/—/ - / -~ J/
AX—2 €ry1—2€r+er_q PI

Hieran kann man sofort die Beziehung zwischen den Fehlern und den Residuen auf
dem groben und auf dem feinen Gitter durch Vergleich mit (5.70) ablesen. Wir

1"Die eindimensionale Poisson-Gleichung kann man am effizientesten mit TDMA 16sen, daher
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5.2. Iterative Losung linearer Gleichungssysteme

erhalten also konsistent dasselbe Differenzenschema. Insbesondere stellt

_ Pt +2pi £ pica
B 4

p1 (5.73)
eine Gldttung bzw. Filterung des Residuums p; des dem feinen Gitters dar, und
definiert damit den Gldttungsoperator (restriction operator). Mit Kenntnis des Re-
siduums (5.73) auf dem groben Gitter kann man nun die Korrekturgleichung (5.33)
fiir das Inkrement d; auf dem groben Gitter iterieren. Um die auf dem groben Git-
ter nach einigen Iterationen erhaltene Losung ¢; wieder auf das feine Gitter zu
iibertragen (prologation) ist es am einfachsten, eine lineare Interpolation zu ver-
wenden, wobei die Werte an kongruenten Punkten direkt {ibernommen werden. Ein
2-Gitter-Verfahren wiirde dann folgendermaflen ablaufen:

1. Tteriere auf dem feinen Gitter mit einer Methode, die eine glatte
Fehlerfunktion liefert,

2. berechne das Residuum p; auf dem feinen Gitter,

3. fiihre eine Restriktion des Residuums auf das grobe Gitter durch
(pl — p1)7

4. iteriere die Korrekturgleichung (5.33) M;;0; = p; auf dem groben
Gitter,

5. interpoliere die Korrektur ¢; der Losung vom groben auf das feine
Gitter (07 — 6;),

6. berechne die korrigierte Losung ¢; + d; auf dem feinen Gitter,

7. wiederhole die Prozedur bis zur gewiinschten Genauigkeit.

Dieses 2-Gitter-Schema wird zweckméfigerweise sukzessive auf immer grébere
Gitter erweitert. Auf dem grobsten Gitter kann das Residuum in wenigen Schrit-
ten bei minimaler Anzahl von Operationen exakt zu Null gemacht werden. Durch
die Korrektur der langwelligen Fehler auf den groben Gittern (billig) wird auch
die Anzahl der erforderlichen Operationen auf dem feinsten Gitter (teuer) stark
vermindert.'® Die fiir eine gegebene Genauigkeit erforderliche Anzahl von Iteratio-
nen auf dem feinsten Gitter ist bei Mehrgitterverfahren proportional zur Anzahl

macht MG im Eindimensionalen in der Praxis wenig Sinn. Der eindimensionale Fall dient hier
nur zur Demonstration.

18 An Abb. 5.5 sieht man, dafl die Gau3-Seidel-Iteration schon nach wenigen (< 10) Iterationen die
kurzwelligen Fluktuationen eliminiert hat. Andererseits dauert es mindestens 1000 Iterationen
bis man auf dem gewihlten (feinen) Gitter eine gute Approximation der Losung erhalten hat.
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5. Losung stationdrer Probleme

N der Unbekannten. Dies ist ein signifikanter Vorteil gegeniiber den Standard-
Iterationsverfahren. Die Beschleunigung macht sich besonders bei dreidimensiona-
len Rechnungen mit hoher Auflosung bezahlt. Auch ist es oft sinnvoll, mit der Itera-
tion auf dem grobsten Gitter zu beginnen, damit man fiir die Fein-Gitter-Iteration
schon eine gute Ndherung hat. Dies nennt man FMG (full multi grid).
Mehrgitter ist eher eine Strategie als ein eigenes Verfahren. .
Voraussetzung ist eine Iterationsmatrix, die gute Glattungsei-
genschaften hat. Auler GS und SIP gibt es noch andere Mog-
lichkeiten. *
In zwei Dimensionen gibt es viele Moglichkeiten der Restrik-
tion auf das grobe Gitter. Die obige Methode der anteilméfligen
Addition der Gleichungen fiir die Nachbarpunkte fiihrt auf ein 9- )l
Punkt-Schema fiir p; ;. Wenn die Gewichtung der Punkte entsprechend der Fléche

erfolgt, denen sie zugeordnet werden kénnen (1/4, ,1/16), erhélt man
1
pP1,Jg = Zpi,j + (Pz‘,j+1 + Pij—1+ Pig1j + Pi—l,j)
1
+ 16 (Pit1,j41 T Pit1j—1 + Pic1j+1 + pic1j—1) - (5.74)

Jedoch liefert auch das vereinfachte Schema

1
pro =g (4pij + piv1j + pic1j + Pijr1 + pij-1) (5.75)
sehr gute Ergebnisse. Fiir die Prolongation in zwei Dimensionen kann man eine
bilineare Interpolation verwenden. Fiir Details der Mehrgitter-Verfahren sei auf
Hackbusch (1985) verwiesen.
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6. Zeitliche Diskretisierung:
Konvektions-
Diffusionsgleichungen

In der Stromungsmechanik realer Fluide hat man es fast immer mit Gleichungen
des Typs

aT
— 4+ u-VT =xVT+ F (6.1)
ot N—— N—— —~—
S~~~ Konvektion Diffusion  Quellen
Anderungsrate

zu tun.! Wenn wir zum Beispiel T' als Temperatur auffassen, beschreibt die Glei-
chung die Entwicklung der Temperatur an allen Punkten a des betrachteten Ge-
bietes und fiir alle Zeiten t > t; nach der Priparation eines Anfangszustandes
To(xz) = T(x,t). Dann ist (6.1) eine Wirmetransportgleichung. Die zeitliche An-
derung der Temperatur an jedem festen Ort @ zur Zeit t ist gegeben durch 07'/0t.
Der Term w - VT, in einer Dimension ud7'/0x, beschreibt die negative Anderungs-
rate der Temperatur durch Konvektion mit der Geschwindigkeit w (Abb. 6.1a).
Die Rate der Anderung durch Diffusion xV?T (Abb. 6.1b) hatten wir ja schon
kennengelernt. Die Grofle F'(x,t) beschreibt die Quellen bzw. Senken des Feldes
T(x,t). Dies konnen zum Beispiel Warmequellen aufgrund chemischer Reaktionen
(Verbrennung) sein oder Verluste aufgrund von Strahlung.

Die Konvektion von 7" wird vom Geschwindigkeitsfeld u be-
wirkt, das seinerseits durch die Navier-Stokes-Gleichung (hier fir
ein Newtonsches Fluid)

O 1

bestimmt ist. Die Navier-Stokes-Gleichung ist im wesentlichen
auch eine Konvektions-Diffusionsgleichung.? Nur wird hier die
vektorielle Gréfie w (Impuls pro Masse) transportiert.? Der kon-
vektive Transportterm w-Vu stellt einen nichtlinearen Term dar,
der das Verhalten der Stromung ganz entscheidend beeinflussen

Claude Louis Ma-
rie Henri Navier
1785-1836

!Eigentlich treten noch weitere Terme auf, die aber sehr oft vernachlissigt werden kénnen.

2In der Navier-Stokes-Gleichung tritt jedoch zusitzlich noch der Druck auf, der einer besonderen
Behandlung bedarf.

3Bei einem inkompressiblen Fluid ist p = const., so da8 der Geschwindigkeitsvektor proportional
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(a) (b)

0.6

0.2r-

Abbildung 6.1.: Illustration der zeitlichen Entwicklung einer Gréfle T' durch Konvek-
tion (a) oder durch Diffusion (b). Hier wurde als Ausgangsfunktion das Gaufpaket
T(z,t0) = exp(—2.52%) gewihlt. Als Besonderheit bleibt das Gau-Profil bei der Diffusion
(b) erhalten, nur die Skalen &ndern sich. Denn T'(z, t) = (47kt) ™2 exp{—22/4kt} ist cine
exakte Losung der Diffusionsgleichung fiir eine konzentrierte Warmequelle T'(z,0) = 6(x)
bei x = 0 zum Zeitpunkt ¢t = 0 (Landau and Lifschitz, 1991). Die Losungen sind dar-
gestellt fiir ¢ = ¢ty (gestrichelt) und ¢ = 2/u fiir reine Konvektion (a) sowie fiir ¢t = 2t
( ), t = 4ty (blau), t = 9tp (griin) und t = 25t (rot) fiir reine Diffusion (b).

kann. Physikalisch bedeutet der gesamte Term dw/dt = 0u /0t + u - Vu die Tréig-
heitskraft pro Masse. Aber auch w - VT in der Warmetransportgleichung (6.1) ist
ein nichtlinearer Term, wenn w in irgendeiner Weise von 7' abhéngt (gekoppelte
Gleichungen). Falls dies nicht der Fall ist, wenn also u fest vorgegeben ist, dann ist
u - VT ein linearer Term.

Bevor wir die Losung der gekoppelten Navier-Stokes und Wiér-
metransportgleichung unter Einbeziehung aller Terme betrach-
ten, ist es zweckméfBig, verschiedene zeitliche Diskretisierungen
an einfachen Modellproblemen zu testen und die Eigenschaften
(Genauigkeit) der Verfahren durch einen Vergleich mit exakten
Losungen zu untersuchen. Fiir die Diffusionsgleichung hatten
wird dies ja teilweise schon in Kap. 2 durchgefiihrt.

Fiir die Analyse von Zeitintegrationsschemata ist es am ein-
fachsten, eindimensionale Modellgleichungen zu verwenden, da
sie das prinzipielle Verhalten in den meisten Féllen sehr gut wi-
derspiegeln. Zunéchst werden wir Verfahren fiir die parabolische

Sir George Gabri-

. . . el Stokes
Gleichung (Diffusionsgleichung (1.50)) 1819-1903
or 0T
k=0 6.3
or "oz (©.3)

betrachten. Der zugrundeliegende physikalische Prozefl ist die Realisierung eines
thermodynamischen Gleichgewichts durch einen Entropiestrom von Gebieten mit
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hoher Temperatur zu Gebieten mit niedriger Temperatur. Im Mikroskopischen ge-
schieht dies durch Austausch der kinetischen Energie zwischen den Molekiilen. Im
Fall der Konzentration ¢ einer Spezies (1" — ¢) wird das thermodynamische Gleich-
gewicht durch die Vermischung unterschiedlicher Molekiile aufgrund des chemischen
Potentials und der thermischen Bewegung realisiert. Einfach gesagt, wirkt die Dif-
fusion glittend. Je schiirfer die Spitzen, d.h. je grofer |0?°T/9%x|, desto schneller
werden sie abgebaut.

Danach werden wir die Advektionsgleichung®

or aT
T + U = 0 (6.4)
betrachten, wobei u > 0 konstant vorgegeben sei. Sie ist vom
hyperbolischen Typ. Bei gegebener Anfangsbedingung To(x, to)
8 kann man ihre Losung sofort angeben. Sie lautet T'(z,t) =
Sir Isaac Newton To(z—ut, o). Die Anfangsverteilung wird lediglich in positiver z-
1642-1727 Richtung verschoben. Es handelt sich um eine reine Translation,
bei der keine Anderung der Form des Profils T'(z, *) stattfindet.
Schliellich werden wir uns auch mit dem kombinierten Effekt im Rahmen der
Konvektions-Diffusionsgleichung (Kap. 6.4) und mit Nichtlinearitdten beschéftigen
(Kap. 6.5) bevor wir Losungsmethoden fiir die Navier-Stokes-Gleichung (6.2) be-
trachten.

6.1. Diffusion

Zunéchst betrachten wir die eindimensionale Diffusionsgleichung (1.50). Zur Losung
kommen explizite oder implizite Verfahren in Betracht.

6.1.1. Explizite Verfahren
FTCS-Algorithmus

Das einfachste explizite Verfahren fiir die Diffusionsgleichung ist das FTCS-Schema
(siehe Kap. 2.1). Es verwendet rdumlich zentrale Differenzen und zeitlich einseitige
Vorwértsdifferenzen

Tj"“ 17 /{Tj"H — 2T + T,

(6.5)

At Az?

Aufgelost nach der unbekannten Grofie T]»"Jrl erhalten wir den FTCS-Algorithmus
(2.23)

T = sTr, + (1= 28)T7 + ST, (6.6)

ist zum Vektor der Impulsdichte: u ~ pu.
4Man kann diese Gleichung auch Konvektionsgleichung nennen. Nur in der Meteorologie wird

4. €. Rublmann 149

Numerische Methoden der Strémungs- und Wirmetechnik



6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Diffusionsgleichungen

) FTCS ) Richardson ) Du-Fort-Frankel ) 3-Niveau-explizit
Q—I—Q &—o —o "
n—1 g ® o n—1
J j+1
(e) Crank-Nicolson (f) allg. 3-Niv.-impl. (g) 3-Niveau-implizit
n e—o —o " n
J—1 J j+1
[} n—1 n—1
i—1 J j+1 j=1 J J+1

Abbildung 6.2.: Differenzensterne verschiedener expliziter (a—d) und impliziter (e-g) In-
tegrationsschemata zur Losung der Diffusionsgleichung.

wobei s = kAt/Ax? ist. Die involvierten Gitterpunkte sind in Abb. 6.2a dargestellt.
In Kap. 3.2 hatten wir gesehen, daf§ das Verfahren konsistent, von erster Ordnung
in der Zeit O(At) und von zweiter Ordnung O(Ax?) im Raum ist. Fiir s = 1/6
ist der Fehler sogar nur von der GroéBenordnung O(At?, Az*). Die von-Neumann-
Stabilitdtsanalyse lieferte fiir die Diffusionsgleichung und kleine Stérungen den Ver-
starkungsfaktor®

G =1 — 4ssin” <g) . (6.7)

Fiir Stabilitdt muf |G| < 1 sein, was auf die Bedingung s < 1/2 fiihrt.

Heuristisches Stabilitdtskriterium Einen Hinweis auf die Stabilitdt liefern auch
die Koeffizienten von 77, T/ und T}, auf der rechten Seite von (2.23): Aus
physikalischen Griinden sollte eine Stérung, welche nur die Temperatur von 77",
T} oder T7'; erhoht, auf jeden Fall auch zu einer Erh6hung von Tj”Jrl fithren. Falls
einer der Koeffizienten von T7',, T7* oder T3, in (2.23) negativ ist, kann diese
positive Storung jedoch unter Umsténden eine Erniedrigung von T;hLl bewirken,
was keinen Sinn machen wiirde. Daher ist ein negativer Koeffizient in (2.23) ein

zwischen Konvektion und Advektion unterschieden. Konvektion bezeichnet dort das wvertika-
le Aufsteigen von Warmluft. Advektion bezeichnet hingegen das horizontale Aufgleiten von
Warmluft iiber kéltere Luftschichten.
5Zur Erinnerung: Bei der von Neumann-Stabilititsanalyse setzt man fiir die Abweichungen
€ von der exakten diskreten Losung auf dem Bereich [0,1] den Ansatz £ ~ (G)" e/ mit
6 = mrAx (falls z € [0,1]) in die lineare Differentialgleichung ein, um den komplexen Verstir-
kungsfaktor G fiir einen Schritt der Zeitintegration zu erhalten (siehe Kap. 3.3.2). Dabei ist mn
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6.1. Diffusion

Warnzeichen fiir eine mogliche Instabilitit des Verfahrens. In der Tat verschwindet
der Koeffizient von T}" genau auf der von-Neumann-Stabilitidtsgrenze.

Richardson- und DuFort-Frankel-Schema

Beim FTCS-Schema ist die zeitliche Diskretisierung mit einseitigen Vorwérts-
Differenzen nur von erster Ordnung. Symmetrische Differenzen fiir die erste zeitliche
Ableitung wiirden von zweiter Ordnung sein. Daher wére das Richardson-Schema
fiir die Diffusionsgleichung naheliegend (Abb. 6.2b)

n+1 n—1 n n n
) S - st el S} (6.8)
2At Az?

Mittels Neumann-Stabilitéitsanalyse kann man aber zeigen, daf§ dieses Schema fiir
alle s > 0 instabil ist. Das bedeutet aber nicht, daf§ das Richardson-Schema auch
fiir andere Differentialgleichungen instabil sein muf.®

Durch eine leichte Modifikation kann man das Richardson-Verfahren stabilisieren.
Dazu wird T} durch den zeitlichen Mittelwert (Tj"+1 —|—Tj"_1) /2 ersetzt. Damit
erhalten wir das DuFort-Frankel-Schema (Abb. 6.2¢, Du Fort and Frankel, 1953)

n+1 n—1 n n+1 n—1 n
2At Ax? '

oder, aufgeldst nach Tj"H,

1-2
Srr-t. (6.10)

2s
n+1 __ Tn Tn 7
+ )+1-|—23 J

J —1+23( J+1 j—1

Das DuFort-Frankel-Schema umfafit 3 Zeitniveaus. Nur fiir s = 0.5 entfillt das
Niveau bei n — 1. Dann ist das DuFort-Frankel-Schema identisch mit dem FTCS-
Schema. Bei Verwendung eines 3-Niveau-Schemas ist es erforderlich, jeweils zwei
vorhergehenden Niveaus im Speicher zu halten. AuBlerdem mufl man zu Beginn der
Rechnung zuerst ein zweites Niveau mittels eines 2-Niveau-Schemas berechnen.
Die von Neumann-Stabilitdtsanalyse liefert Wachstumsfaktoren |G| < 1 fiir alle
f und s > 0. Das DuFort-Frankel-Schema ist damit uneingeschrankt stabil. Eine
Priifung der Konsistenz durch Taylorentwicklung aller auftretenden Terme T]” um
den zentralen Punkt (n, j) nach Kap. 3.2 liefert fiir das DuFort-Frankel-Schema

ar\" PT\" At\? (&2T\"
vl B — | | = O (At?, Az?) = 0. 6.11
(3), ~(52), o) (o), rowesarcoom
entspr. Diffe;s;tialgleichung Fehlzrr EJ"

die Wellenzahl und jAxz die Ortskoordinate.
6Fiir die Advektionsgleichung kann man zum Beispiel ein stabiles Verfahren erhalten; siche Kap.
6.3.3.
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Diffusionsgleichungen

Damit der Fehler ~ kAt?/Ax? = sAt nicht zu grofi wird, muf} trotz uneingeschrink-
ter Stabilitit man die Zeitschrittweite At bzw. s begrenzen. Wenn wir 0*T /0t* mit
Hilfe der Diffusionsgleichung wie in Kap. 3.2 allein durch die Ortsableitung aus-
driicken, finden wir den fithrenden Fehler

2T\" s\ o o 5 1 *'T\" 2 A4
sAt (W)j + O (A, Az?) = kAx (s — E) (w)j +0 (A8, Az?).
[ =

Kk=2(02T /ot?)
(6.12)
Fiir den speziellen Wert s = 1/4/12 = 0.2887 haben wir damit ein Verfahren
4. Ordnung im Raum und 2. Ordnung in der Zeit.

Allgemeines explizites 3-Niveau-Schema

Das allgemeine explizite 3-Niveau-Schema (Abb. 6.2d) fiir die Diffusionsgleichung
kann man schreiben als

n—+1 n n—1 __ n n—1
aTi"™ + 0T} + T3 = dLy, T + eLy, T, (6.13)

wobei L,, der raumliche Ableitungsoperator zweiter Ordnung mittels zentraler Dif-
ferenzen ist, d.h.
Lo =215+ T
Ax? '
Zur Bestimmung der Koeffizienten a, b, ¢, d und e mufl man alle diskreten Terme 77"
als Taylor-Entwicklung um den zentralen Punkt (n, j) schreiben und verlangen, dafl
die resultierende Gleichung konsistent mit der Diffusionsgleichung ist (Kap. 2.2) und
dal moglichst viele Fehlerterme verschwinden. Wenn man so verfdhrt, kann man
zeigen, daf} sich die Anzahl der unbekannten Koeffizienten auf 2 reduziert. Man
erhélt dann die Form

Lng =

(6.14)

T ™ T =t
1 J J J J
A+7)——x; =g

=k [(1 = B) Lo T] + BLee T ] (6.15)

oder, nach T;hLl aufgelost,

1+2y v B sAz? _
T = T — | —— 1! 1= B) Lo, T + BLe T
! (1+7> ’ <1+7) ! +<1+7 (L= ) LT Bl

(6.16)
Der Abbruchfehler betragt
N (1 1
n _ 2 2 4
Damit hat man fiir
g = L + L (6.18)
T T T T s '
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6.1. Diffusion

0.6
instabil
0.5]
S 047
Abbildung 6.3.: Stabilititsbereich (unterhalb der 0.3 stabil
blauen Kurve) fiir das explizite 3-Niveau-Schema
(6.15) berechnet durch Losen von (6.19) unter der 02 ‘ ‘
Bedingung (6.18). Die gepunktete Linie deutet die 0 2 4 6
Stabilitatsgrenze fiir v — oo an. 2l

ein Verfahren 4. Ordnung. Eine Stabilitdtsanalyse nach von Neumann liefert eine
quadratische Gleichung fiir den Verstarkungsfaktor G(f,7, s, 0)

(1+9)G? —[1+2y+25(1—pB)(cosd — 1)] G+ [y — 285 (cosf® — 1)] = 0. (6.19)

Fiir § nach (6.18) erhélt man fiir ¥ — 0 einen stabilen Algorithmus, wenn s < 1/3
(Abb. 6.3). Fiir v — oo erhalten wir einen stabilen Algorithmus fiir s < 0.5, was
der Stabilitatsgrenze des FTCS-Schema entspricht. Tatséchlich sieht man leicht,
daB fiir v — oo (6.15) die Summe zweier aufeinanderfolgender FTCS-Schritte ist
(wegen (6.18) geht in diesem Limes f — —o0). Das explizite 3-Niveau-Schema
mit (6.18) ist genauer als das FTCS-Schema, besitzt aber einen etwas geringeren
Stabilitédtsbereich.

Man kann nun die obigen expliziten Verfahren implementieren und fiir spezielle
Félle mit einer exakten Losung der Diffusionsgleichung vergleichen (Hausaufgabe).
Die Effizienz der Verfahren hingt von dem Schrittweitenparameter s ab. Fiir s = 0.3
findet Fletcher (1991a), da8 das DuFort-Frankel-Verfahren am genauesten ist, was
daran liegt, da s = 0.3 nahe an dem Wert s = 1/1/12 = 0.2887 liegt, an dem das
DuFort-Frankel-Verfahren von 4. Ordnung ist. Bei dem groflerem Wert s = 0.41
ist das 3-Niveau-Schema 4. Ordnung (d.h. (6.15) mit (6.18) und vy = 1) iiberlegen,
insbesondere bei hoherer raumlicher Auflésung.

6.1.2. Implizite Verfahren

Bei impliziten Verfahren werden die rdumlichen Ableitung zumindest teilweise auf
dem jeweils neu zu berechnenden Zeitniveau n + 1 gebildet. Damit sind die Unbe-
kannten miteinander gekoppelt und man muf in jedem Fall ein lineares Gleichungs-
system losen.

Voll-implizites Verfahren

Das einfachste implizite Verfahren ist die voll-implizite Diskretisierung

Tt Ty TR =20 T 6.20
N A2 ' (6.20)
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Diffusionsgleichungen

Wenn man nach dem Zeitniveau n + 1 auflost, ergibt sich

=TI + (14 28) T — ST = T, (6.21)

wobei wie iiblich s = kAt/Ax?. Per Taylor-Entwicklung kann man wieder zeigen,
daB das Verfahren von 2. Ordnung im Raum ist, fiir s = 1/6 sogar von 4. Ordnung,.
Aufgrund des Verstirkungsfaktors

1
~ 1+2s(1—cosf)

G (6.22)

ist immer |G| < 1, weshalb das Schema uneingeschrénkte Stabilitdt besitzt.
Wenn man das Gleichungssystem nach (6.21) aufstellt, ergibt sich fiir die internen
Punkte T2”Jrl bis T }‘fll

(14+2s)  —s ! T3 + sT)
—S$ (1+2s) —s Tt Ty
-5 - =5 i "
—s (1+2s) ) \ T3] Ty, + STy
(6.23)

Die rot gekennzeichneten Randwerte 77" und 7 ?“ sind iiber die Randbedingun-
gen fest vorgegeben. Da das Gleichungssystem tridiagonal ist, kann es leicht mit
dem Thomas-Algorithmus (Kap. 5.1.3) gelost werden.

Die Losung dieses Systems mit Hilfe des Thomas-Algorithmus kostet nur unge-
fahr den zweifachen Rechenaufwand wie die Losung der Diffusionsgleichung mittels
explizitem FTCS-Verfahren. Beim impliziten Verfahren kann aber die Zeitschritt-
weite grofler gewdhlt werden. Der Vergroflerung der Zeitschrittweite sind jedoch
Grenzen gesetzt. Denn bei grofien Zeitschritten bleibt das Verfahren zwar stabil, es
wird aber ungenau.”

Crank-Nicolson-Verfahren

Das Crank-Nicolson-Schema (Abb. 6.2e) ist teilimplizit, wobei
die rdumlichen Ableitungen bei n+ 1 und n gleichstark gewichtet
werden,

Tt T

J J n+1 n

Die Konsistenzpriifung mittels Taylor-Entwicklung um (7, n+ %) John Crank
liefert einen Abbruchfehler der Grofienordnung O (A#?) Ax?). 1916-2006
Damit ist das Crank-Nicolson-Verfahren immer von 2. Ordnung in der Zeit, was
einen signifikanten Vorteil gegeniiber dem voll-impliziten und dem FTCS-Verfahren

"Diese Ungenauigkeiten spielen keine Rolle, wenn man nur an der stationiren Losung fiir ¢ — oo
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6.1. Diffusion

darstellt. Auflerdem ist es uneingeschrénkt stabil. Aus diesen Griinden ist das
Crank-Nicolson-Verfahren sehr populédr. Durch Trennen der Zeitniveaus ergibt sich
der Algorithmus

S

2

S

= ST7 +(1- )T + 3

S . mn
—S T+ L+ )T - = 5lin

n+1
2 Tin

TP . (6.25)
Dies fithrt wiederum auf ein tridiagonales System, das man effi-
zient mit dem Thomas-Algorithmus l6sen kann.

Das Crank-Nicolson-Schema kann man nun verallgemeinern,
indem man die Wichtung der beiden Zeitniveaus der rdumlichen
Ableitung variiert (siehe Fletcher (1991a)). Wenn sich das Sy-
stem, d.h. die exakte Losung, auf stark unterschiedlichen Zeits-
kalen entwickelt® (steifes System), besitzt das Crank-Nicolson-
Verfahren den Nachteil, dafl es unphysikalische, oszillierende Lo-

sungen liefert. In solchen Fillen sind einige 3-Niveau-Schemata Phyllis Nicolson
besser. 1917- 1968

Verallgemeinertes 3-Niveau-Schema

In Anlehnung an das explizite 3-Niveau-Schema (6.15) kann man das implizite 3-
Niveau-Schema (Abb. 6.2f)

Tl Tn _ pn-l
1 J J J J
(14+7) A7 T

= £ [BL TP + (1= 8) Lo T]] (6.26)

konstruieren, das bei Fletcher (1991a) 3LFI (3-level-fully-implicit) genannt wird.
Ein besonders effizientes Verfahren erhélt man fir vy = 1/2 und 5 =1 (Abb. 6.2g).
Bei dieser Wahl der Parameter ist das Verfahren, wie das Crank-Nicolson-Verfahren,
von zweiter Ordnung in der Zeit O (At?, Ax?). Es besitzt aber bessere Eigenschaften
bei steifen Problemen. Unphysikalische Oszillationen werden gedampft. Auch die
Gleichungen fiir das 3LFI-Schema kann man mit dem Thomas-Algorithmus 16sen.
Fiir . )

_ - — 2
f=gt7+1, (6.27)

erhélt man sogar eine Genauigkeit 4. Ordnung im Raum.

Fazit: Wenn man die obigen impliziten Schemata implementiert, findet man, dafl
alle Verfahren auf groben Gittern in etwa gleich gut bzw. gleich schlecht sind. Auf
feinen Gittern wird aber die Uberlegenheit der Verfahren hoherer (4.) Ordnung
deutlich sichtbar.

interessiert ist. Die Dynamik wird aber nicht richtig wiedergegeben.

8Ein Problem wird steif genannt, wenn die Losung zeitweise extrem schnell variiert und dann
wieder sehr langsam. Dann wird die maximale Zeitschrittweite durch die schnellste Anderungs-
rate bestimmt, was sehr restriktiv sein kann.
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Diffusionsgleichungen

(c)
(a) (b)
n+1 Tn+1 n+1
/ %/ . -

Abbildung 6.4.: Differenzenstern fiir das 2D-FTCS-Verfahren (a), dessen Erweiterung
nach (6.32) (b) und fiir das ADI-Verfahren (6.37) (c).

Ahnliches gilt fiir den Vergleich von expliziten und impliziten Verfahren. Auf
groben Gittern sind sie etwa gleich gut bzw. schlecht. Auf feinen Gittern besitzen
jedoch die impliziten Verfahren in der Regel eine hohere Genauigkeit.

6.2. Mehrdimensionale Diffusion

Meist lassen sich reale Problemstellungen nicht auf eine Raumdimension reduzie-
ren. Dann mufl man zwei- oder dreidimensionale Rechnungen durchfiihren. Fiir die
zweidimensionale Diffusionsgleichung

2 2
aT_H<8T aT) (6.25)

o "\oz T

liefert die direkte Erweiterung des eindimensionalen FTCS-Verfahrens das explizite

Verfahren (Abb. 6.4a)

n+1 n
T =15

= (LT + Ly Th) (6.29)

was nach Auflosen als

Tr . =27 + 17 Th =277 + T,
7}171;1 — jv]r,zk + kAL ( Jj+1Lk i,k j—Lk + 7,k+1 i,k i,k 1)

Ax? Ay?

= (L=2s5 = 25) T + 21741 + STy p + 5y T + 8y Ty (6.30)

geschrieben werden kann, mit s, = kAt/Az? und s, = kAt/Ay*.? Der Abbruch-
fehler ist von der Ordnung O(At, Az?, Ay?).

Die Stabilitédt dieses Verfahrens ist gegeniiber der eindimensionalen Version re-

9Hier kénnte man auch unterschiedliche Diffusionskonstanten x, und k, in z- und y-Richtung
einbauen.
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6.2. Mehrdimensionale Diffusion

duziert, denn man mufl die Bedingung

—_

Se+ 5y < 3 (6.31)
erfilllen. Fiir s = s, = s, entspricht dies s < 1/4. Im dreidimensionalen Fall
reduziert sich der stabile Bereich der Schrittweite sogar auf s < 1/6.

Eine Modifikation des F'TCS-Verfahrens fiir s = s, = s, durch einen Zusatzterm

stellt das 9-Punkt-Verfahren dar (Abb. 6.4b)

n+1 n
i =15

. (Lo T}y + Ly, T7) + f,QAthLnyj?f}j : (6.32)

~
—0 fiir At—0

Nach T]",j L aufgelost

To =Ty 4 kAL (Loo Ty + Ly Ty ) 4 62 At Loy Ly, T7Y, (6.33)
= (14 kAtL,,) (1 + kAtL,,) T]nli (6.34)

Jetzt erkennt man den Grund fiir die Wahl des Zusatzterms: Die rechte Seite kann
faktorisiert werden. Dadurch kann die Gleichung sehr einfach in zwei Schritten

Ty, = (1+ kAtLy,) T, (6.35a)

J
Trt = (14 KkAtLy,) T, (6.35b)

implementiert werden. In jedem Teilschritt jeweils nur 3 Werte benotigt. Aulerdem
besitzen die so modifizierten Gleichungen den erweiterten Stabilitdtsbereich s <
1/2.

Bisher waren alle Schritte explizit. Die naheliegendste implizite Diskretisierung
besteht darin, alle rdumlichen Ableitungen bei n+ 1 zu berechnen (vgl. (6.30)), was
auf

(14 255 + 2s,) Tjnijl - Sm@ﬁlk - SmTJn—Jﬁl,k - SyTjr,Liﬁl - SyT;?/:—11 =15, (6.36)
fithrt. Hierbei sind alle N,N, Variablen gekoppelt zu l6sen. Man kann die Varia-
blen im Vektor der Unbekannten so anordnen, dafl die drei Hauptdiagonalen besetzt
sind. Aus der Ableitung in der zweiten Raumrichtung resultieren aber noch zwei
weiter auflen liegende Diagonalen im Abstand N, bzw. N, von der Hauptdiago-
nalen, wie in Abb. 5.1 (Kap. 5.1). Daher kommt eine Loésung mit dem einfachen
Thomas-Algorithmus nicht in Frage. Andere direkte Verfahren, wie etwa das Gauf3-

Verfahren, sind zu teuer. Zu erwégen ist dann die ndherungsweise Losung mit dem
SIP-Verfahren (Kap. 5.2.4).
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Diffusionsgleichungen

6.2.1. Splitting-Methoden

Um die starke Kopplung der Variablen beim einfachen impliziten Verfahren (6.36)
zu verringern und um tridiagionale Matrizen zu erhalten, kann man versuchen, das
implizite Problem dhnlich wie im expliziten Fall (6.33) in zwei Teilschritten zu 16sen.
Dabei wird im ersten zeitlichen Teilschritt nur die Ableitung in einer Raumrichtung
implizit behandelt, im darauf folgenden zweiten Teilschritt die andere Raumrich-
tung, und so weiter alternierend. Bei dieser Vorgehensweise kann man fiir jeden
einzelnen Teilschritt den Thomas-Algorithmus nutzen.

ADI

Die am héaufigsten verwendete Splitting-Methode ist die Alternating Directions
Implicit Method (ADI-Methode). Diese Methode hatten wir schon in Kap. 5.2.5
betrachtet. Sie lautet

T?kk _ Tnk * n

LT/Q% = £ (LaaTjs + Lyy i) » (6.37a)
g o
LT/Q% =K (LmTj,k + Lnyj,i;H) ‘ (6.37D)

Hier wird im ersten Schritt die z-Richtung und im zweiten Schritt die y-Richtung
implizit behandelt. Die Gleichungen fiir die beiden Halbschritte kann man ausfiihr-
lich schreiben als

ST s % ST S n n S n
_ETjJrl,k + (14 82)T7) — Eijl,k = EyTj,kJrl + (1 —5,)T% + EyTj,kAa
(6.384)
SyTn-I—l 1 Tn+1 SyTn-i-l _ SJBT* 1 T SJBT*
T ikt + (1 +s)T7 — 9 ikl T Top T (1 —=8)T7 % + 5 i1k
(6.38)

Es treten nur tridiagonale Matrizen auf.

Der Verstarkungsfaktor G' von Storungen fiir das ADI-Verfahren ergibt sich als
Produkt der Verstiarkungsfaktoren G; und G5 fiir die beiden Teilschritte. Mit dem
Ansatz fiir die Stérungen £ = GrGre?iei%k und 0, = IrAz und 0, = mrAy
erhélt man aus den Von-Neumann-Stabilitatsgleichungen

1 —2s,sin” (0,/2)] [1 — 2s,sin” (6,/2
G =GiG,y = %y S,mZ( v/2) b2 S?HQ( /2| (6.39)

14 2s,sin” (0,/2)] |1+ 2s,sin” (6,/2)

e G>
Wegen
_ 2 _ L2
Gl = 1—2s, s%n2 (0,/2)] |1 —2s, s?n2 (0./2) <1 (6.40)
1+ 2s,sin” (6,/2) | |1 + 2s, sin® (0,/2)
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Abbildung 6.5.: Verstiarkungsfaktoren maxg, g, |G1| (a), maxg,g,|G2| (b) und
maxy, g, |G1Ga| (c) nach (6.39) fiir das ADI-Schema (6.37).

ist das gesamte ADI-Verfahren fiir alle s,, s, stabil. Jedoch ist jeder Teilschritt nur
bedingt stabil (siehe Abb. 6.5). Das ADI-Verfahren besitzt eine Fehlerordnung von
O(A1?, Az?, Ay?). Die Genauigkeit zweiter Ordnung resultiert aus der zeitlich sym-
metrischen Formulierung (siehe auch Abb. 6.4c), ahnlich wie beim Crank-Nicolson-
Schema aus Kap. 6.1.2.

Damit diese Genauigkeit aber tatséchlich realisiert wird, mufl man auch die Rand-
bedingungen fiir die Zwischenwerte 77 so formulieren, daf} sie kompatibel mit dem
Algorithmus sind. Wenn zum Beispiel die Funktion bei j = N, durch T , = 0f
vorgegeben ist, dann kann man nicht einfach T3 , = (bp™" + b)) /2 verwenden. Der
Fehler wire dann O(At). Die korrekte Randbedingung erhilt man vielmehr durch
Einsetzen von T, = T% , = b in (6.37a) und (6.37b) und Subtraktion der beiden
Gleichungen (siehe auch Abb. 6.6). Dann féllt der Term L,, T}, auf der rechten
Seite weg und man erhélt'®

vttt epr 1
T s = kT” — ALy, (B = b7). (6.41)

Man kann das ADI-Schema auch in naheliegender Weise auf drei Dimensionen
erweitern, wobei man drei Teilschritte zu jeweils At/3 macht und in jedem Schritt
nur je eine Raumrichtung implizit behandelt. Die Genauigkeit zweiter Ordnung
und die schnelle Losbarkeit der Gleichungen bleiben erhalten, nur ist das ADI-
Verfahren in drei Dimensionen nicht mehr uneingeschréankt stabil. Es gilt dann die
Beschriankung s, s,, s, < 3/2.

Verallgemeinertes 2-Niveau-Schema

Beim ADI-Verfahren hatten wir einfach ad hoc ein zusatzliches Zeit-Niveau bei
n + 1/2 eingefiihrt, wobei der explizite und der implizite Anteil in jedem Schritt

10Wenn man in (6.37) zuerst die y- und dann die z-Richtung implizit behandelt, also in umge-
kehrter Reihenfolge vorgeht, dann erhélt man fiir die Randwerte bei k¥ = N, einen entsprechen-
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Diffusionsgleichungen

(a) (b)

1
nt n-+1

N
!

Abbildung 6.6.: Den unbekannten Randwert o in (a) erhélt man aus den anderen Rand-
punkten (griin) durch Differenzbildung der ADI-Gleichungen (6.37a) und (6.37b) fiir die
Punkte in (b), d.h. fiir j = N,. Dadurch werden die roten Punkte eliminiert (L, fallt
heraus).

gleich gewichtet wurden. Wir wollen nun ein allgemeines 2-Niveau-Schema ableiten,
wobei wir den Algorithmus fiir das Inkrement

AT =TI - T (6.42)

der gesuchten Funktion schreiben. Wir gehen zunéchst von dem allgemeinen teil-
impliziten Verfahren

AT
7&5 = Bk (LaT)3 + Ly TH) + (1= B) K (Lo T]y + Ly TT) (6.43)

aus. Mittels (6.42) eliminieren wir nun auf der rechten Seite 1}"; ! zugunsten von
AT}”; ! Dann ergibt sich

AT
At

= Bk (Laa AT + Lyy AT + 6 (Lo TP + Ly T, - (6.44)
Wenn wir nun alle Terme zur Zeit n + 1 auf die linke Seite bringen, erhalten wir
(1 — AtBR (Lag + Ly )| AT = At (Lyy + Lyy) T}, (6.45)

Um die linke Seite in Faktoren zerlegen zu kénnen, machen wir nun einen kleinen
Fehler — dhnlich wie in (6.32) — und schreiben

(1 — AtBKLyze) (1 — AtBrLy,) AT = Atk (Lag + Lyy) T}y (6.46)

TV
::AT?‘k
gk

den Ausdruck, nur mit 7y = (b;‘"’l +07)/2 — (At/4)K Ly (b?H —b7), wobei b} = T}y, der
Randwert auf k = N, ist.
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6.2. Mehrdimensionale Diffusion

Hierbei haben wir den Fehler At252l-€2LmLyyA7?; ! gemacht. Er ist von der Ord-
nung O(A#?). Das macht aber nichts, solange das Verfahren selbst nur von erster
Ordnung in der Zeit ist.!! In der Tat ist das aus (6.46) resultierende Verfahren
lediglich fir § = 1/2 von zweiter Ordnung.

Die Differenzengleichung (6.46) wird nun in zwei Schritten gelost

(1 = AtBrLye) ATy = Atk (Log + Lyy) Tjy,, (6.47a)

J

(1 — AtBrLy,) AT = AT, (6.47b)

Beide Teilschritte konnen mit dem Thomas-Algorithmus effizient ausgefiihrt wer-
den.

Die Methode der Faktorisierung des impliziten Operators auf der linken Seite der
Gleichung kann auch auf drei Dimensionen erweitert werden. In drei Dimensionen
hat das allgemeine Zwei-Niveau-Schema gegeniiber dem normalen ADI-Verfahren
(entsprechend 5 = 1/2) den Vorteil, dafl es uneingeschrankt stabil ist, wenn der
implizite Anteil iberwiegt, also fiir § > 1/2. Dariiber hinaus kann man die Strategie
des Splitting durch Addition eines kleine Fehlerterms auch auf Schemata mit drei
Zeitniveaus (beispielsweise (6.26)) anwenden (siche Fletcher (1991a)).

Bei den oben beschriebenen Splitting-Schemata wurde die Differentialgleichung
zuerst diskretisiert. Danach wurde versucht, die Operatoren, welche die verschie-
denen Raumrichtungen miteinander koppeln, zu faktorisieren. Die Faktorisierung
erlaubte dann ein schrittweise Berechnung, wobei in jedem Teilschritt jeweils nur ei-
ne einzige Raumrichtung behandelt wird. Damit lassen sich die Gleichungssysteme
okonomisch 16sen.

Eine gewisse Modifikation des Splitting ist die Fractional-Step-Methode. Hierbei
wird schon die Differentialgleichung, z.B. die zweidimensionale Diffusionsgleichung

oT 0? 0?
%" (a_ + a—) T (6.48)

in zwei Gleichungen aufgespalten. Erst danach erfolgt die Diskretisierung. Dazu
schreibt man

10T O*T
éa = H@, (649&)
10T O*T

In dieser Form sind die Gleichungen natiirlich nicht korrekt, da sie im allgemeinen,
d.h. fir 9*°T/0z* # 0*T/0y?*, widerspriichlich sind. Deshalb sind diese Gleichun-

gen lediglich algorithmisch zu verstehen, im Sinne einer sukzessiven Losung. Wenn

H'Wenn das Verfahren O(At) ist, dann ist der Fehler in der Gleichung (6.46) fiir das Inkrement
O(At?). Der durch die Faktorisierung zusitzlich gemachte Fehler ist demnach von derselben
Fehlerordnung wie das urspriingliche Verfahren ohne Splitting. Die Differenzengleichung bleibt
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Diffusionsgleichungen
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Abbildung 6.7.: Verfahren fiir die Diffusionsgleichung (Fletcher, 1991a).
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6.3. Advektion

man die beiden Gleichungen in diesem Sinne diskretisiert, kann man das explizite
Verfahren (6.35) erhalten oder, bei impliziter Diskretisierung, das ADI-Verfahren
(6.38).

Abschlieflend sei noch einmal betont, dafl es wichtig ist, auch die Randbedingun-
gen konsistent mit derselben Fehlerordnung zu implementieren, wie die des Integra-
tionsverfahrens. Ansonsten wird die Genauigkeit der Verfahrens generell reduziert.
Eine Ubersicht iiber die wichtigsten Eigenschaften der géngigsten Integrationsver-
fahren fiir die Diffusionsgleichung ist in Abb. 6.7 gezeigt.

6.3. Advektion

In diesem Abschnitt wollen wir die Eigenschaften verschiedener Integrationsver-
fahren fiir hyperbolische Gleichungen am Beispiel der fiir die Strémungsmechanik
wichtigen Advektionsgleichung (6.4) untersuchen. Wie zu Beginn dieses Kapitels
erwahnt, erhélt man die Losung der Advektionsgleichung fiir ein unendlich ausge-
dehntes Geblet einfach durch die Translation der Anfangsbedingung um die Linge
L = u(t —ty). Die Kenntnis dieser exakten Losung erméglicht eine leichte Uberprii-
fung der numerischen Ergebnisse verschiedener Verfahren. Wenn zusétzlich auch
Diffusionsterme in der Differentialgleichung auftreten (siehe Kap. 6.4), ist die Lo-
sung natiirlich nicht mehr so einfach darzustellen.

Zunichst werden wir die lineare Advektionsgleichung betrachten. Die nichtlineare
Advektionsgleichung wird spéater behandelt. Die Advektionsgleichung ist von erster
Ordnung im Raum. Wir werden sehen, dafl eine symmetrische 3-Punkt-Berechnung
der ersten rdaumlichen Ableitung zu unphysikalischen Oszillationen fiithrt. Anderer-
seits wird die Ordnung des Verfahrens meist verringert, wenn man eine stabilere
asymmetrische rdumliche Diskretisierung verwendet.

6.3.1. FTCS-Schema
Wir betrachten die Advektionsgleichung (6.4)

or or

= Tus—=0 (6.50)

auf der reellen Achse z € [—00, 00] mit u = const. > 0. Die einfachste Diskretisie-
rung stellt das explizite FTCS-Schema dar

A A
! e (] (6.51)
At 2Azx
Wir schreiben es in der Form
Tl = 1n ¢ T  —T" 6.52
;=T (T =T (6.52)
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Diffusionsgleichungen

Hierbei ist

At

C=u Ay (6.53)
die Courant-Zahl.*? Die Courant-Zahl ist das Verhiltnis der Ge-
schwindigkeit u des tatséchlichen physikalischen Transports der
GroBe T' zu der Geschwindigkeit Az /At, mit der sich eine Infor-
mation bei einem expliziten Verfahren auf dem Gitter (Az, At)
ausbreiten kann. Aus dieser Betrachtung folgt, dal Werte C > 1
keinen Sinn machen. Denn fiir C > 1 reicht die numerisch maxi-
mal mogliche Ausbreitungsgeschwindigkeit nicht aus, um die die
Grole T mit der erforderlichen physikalischen Geschwindigkeit
u auf dem gegebenen Gitter zu transportieren. Wir miissen also
verlangen

Kurt Otto
Friedrichs
1901-1982 Cc<1. (6.54)

Diese Bedingung wird Courant-Friedrichs-Lewy-Bedingung (CFL-Bedingung) ge-
nannt. Sie besagt, dafl sich ein physikalisches Fluidelement innerhalb eines Zeit-
schritts At nicht weiter bewegen darf als die rdumliche Gitterweite Ax.

Der Abbruchfehler des FTCS-Verfahrens ist O(At, Az?). Eine
Untersuchung der Von-Neumann-Stabilitédt ergibt den Verstér-
kungsfaktor von Storungen innerhalb eines Zeitschritts

G=1-iCsing = |G| = V14 C?sin?0 > 1. (6.55)

Wegen |G| > 1 ist das FTCS-Schema fiir alle Werte von C un-
Hans Lewy eingeschriinkt instabil.!® Die Auswirkung der Instabilitit auf die
1904-1988 Entwicklung von T' sind in Abb. 6.8a,b zu sehen. In der Néhe
von starken Gradienten kommt es zu Oszillationen, deren Amplitude explodiert.
Aus diesem Grund ist das FTCS-Schema fiir reine Advektionsgleichungen nicht zu
gebrauchen.

6.3.2. Upwind-Verfahren

Die Instabilitédt tritt bei einseitigen Differenzen nicht auf. Wenn man raumliche
Riickwértsdifferenzen bildet, ergibt sich

TP+ =T — C(TP - T1,) = (1 - C) T} + CT1,. (6.56)

also konsistent.

12Sie wird auch Courant-Friedrichs-Lewy-Parameter genannt.

13Fiir die Diffusionsgleichung war das FTCS-Schema bedingt stabil. Durch die Modifikation T —
(T7. + T} 1)/2 kann das FTCS-Schema stabilisiert werden. Dies fiihrt auf das Lax-Friedrichs-
Schema 0

(TjnJrl + Tjnil) ) (TJﬂJrl - T;Ll) :

n+1 __
Tj = 5

N~
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6.3. Advektion

(a) FTCS, C = 0.9, n = 23 (b) FTCS, C = 0.05, n = 50
forward Euler: Courant=0.9, N=100, period~=111, time=25 forward Euler: Courant=0.05, N=100, period~=2000, time=50
1 L
Tos
0
0 0.5 1
X
(¢) Upwind, C = 0.9, n = 250 (d) Upwind, C = 0.9, n = 50
upwind: Courant=0.9, N=100, period~=111, time=250 upwind: Courant=0.9, N=100, period~=111, time=50
1 o) 1
T o5 Tos
0 0
0 0.5 1 0 0.5 1
x x
(e) Lax-Wendroff, C = 0.9, n = 580 (f) Lax-Wendroff, C = 0.9, n = 50
Lax-Wendroff: Courant=0.9, N=100, period~=111, time=580 Lax-Wendroff: Courant=0.9, N=100, period~=111, time=50
1r 1r
Tos Tos
0 0
0 0.5 1 0 0.5 1
x x

Abbildung 6.8.: Numerisch berechnete Losungen (blau) im Vergleich mit der exakten
Losung (rot) fiir die beiden Anfangsbedingungen (griin) eines GauB-Pakets und eines
Rechteckpulses. Gezeigt sind Ergebnisse fiir das FTCS-Schema (a,b), das Upwind-Schema
(c,d) und das Lax-Wendroff-Schema (e,f) fiir den angegebenen Zeitpunkt n. Mit der
rdumlichen Periodenléinge L = 1 und mit Az = 1/N ist die zeitliche Periode T'= L/u =
1/u = At/(AzC) = (N/C)At. Nach ny = N/C Zeitschritten nimmt die exakte Losung
also wieder die Ausgangskonfiguration an. In allen Féllen ist N = 100 die Anzahl der
raumlichen Stiitzstellen. Damit ist fiir alle Fille ny = 111, nur fir (b) ist ny = 2000.
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Diffusionsgleichungen

(g) Leapfrog (Euler), C =0.9, n =120 (h) Leapfrog (Euler), C =0.9, n = 20

Leapfrag: inistep: Euler, Courant=0.9, N=100, period~=111, time=120 Leapfrag: ini-step Euler, Courant=0.9, N=100, period~=111, time=20

0 0.5 1 0 05 1
X X

(i) Leapfrog (Upwind), C = 0.9, n = 120 (j) Leapfrog (Upwind), C =0.9, n = 20

Leapfrag: inistep: upwind, Courant=0.9, N=100, period~=111, time=120 Leapfrag: inistep: upwind, Courant=0.9, N=100, period~=111, time=20

0 0.5 1 0 05 1

X x

Noch Abbildung 6.8.: Beschreibung siche oben. Hier sind die Ergebnisse fiir das
Leapfrog-Verfahren gezeigt, wobei in (g,h) zu Beginn der Rechnung ein FTCS-Schritt
gemacht wurde, und in (i,j) ein Upwind-Schritt. Die zwei unabhéngigen numerischen Lo6-
sungen sind durch gestrichelte bzw. durchgezogene blaue Linien gekennzeichnet.

Wegen u > 0 werden die Differenzen also zur Luv-Seite gebildet. Man spricht daher
auch von Upwind- Verfahren.'* Falls u < 0 ist, mufl man die rdumliche Ableitung
nach rechts nehmen

n n n n) “<0 n n " i
TR ST O (I - 1) S (O] (17 T = (L [O) T+ (O,

(6.57)
Die Von-Neumann-Analyse von (6.56) liefert
G=1-C+Ce™, (6.58)
Dies ergibt
IGI?=1-2C (1-C) (1 —cosf). (6.59)
—————

——
>0 fir C<1 €[0,2]

M\ anchmal wird das Upwind-Verfahren auch Upstream-Verfahren oder Donor-Cell-Schema ge-
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6.3. Advektion

Wir erhalten also einen stabilen Algorithmus fiir C < 1. Das
ist gerade die Courant-Friedrichs-Levy-Bedingung. In der Regel
findet man diese Stabilitdtsbedingung fiir alle expliziten Verfah-
ren fiir hyperbolische Systeme. Interessanterweise erhélt man fiir
C =1 das Schema Tf“ = Tj",. Dies entspricht gerade der ex-
akten Losung der Advektionsgleichung.

Zur Bestimmung der Fehlerordnung des Upwind-Verfahren
setzen wir die Taylorentwicklungen der exakten Losung 7 um
den Punkt (n,j)

Richard Courant

1888-1972 _ _ oT  At20°T
n+l _ m 3
T =1 +At—at B + 0 (A?), (6.60a)
_ _ oT Az 9T 5

in das Upwind-Schema (6.56) ein und erhalten

or oT At *T Az 0T

bl - == E— At?, Az?) . .61

8t+u8x 2 Ot? +u2 8x2+0( A’ (6.61)
Das Upwind-Verfahren ist also von erster Ordnung O (_At, Ax). Durch abermalige
Zeitableitung der Advektionsgleichung (6.50) folgt 9*T/0t* = u?0*T /Ox*. Daher
kann man den Fehler auch schreiben als

or or  Ax o0*T s . o
§+u$_?7(1—0)872/+0(m,m). (6.62)
Diff‘u,sion

Da der fithrende Fehlerterm proportional zur zweiten Ortsableitung ist, hat er die-
selbe Wirkung wie ein Diffusionsterm. Diese kiinstliche Diffusion wird durch die
Diskretisierung verursacht. Die zugehorige Diffusivitét ist " = uAxz (1 — C) /2. Die
diffusive Wirkung des Fehlers kann man sehr gut in Abb. 6.8¢,d sehen: Der Gauf3-
Peak wird im Laufe der zeitlichen Entwicklung abgebaut und die Ecken des Recht-
eckimpulses werden verschmiert. Fiir C — 1 verschwindet die kiinstliche Diffusion.
Dann ist die Losung des Upwind-Schemas ja auch identisch mit der exakten Lo-
sung. Bei Stromungsproblemen kann man leider nicht einfach C = 1 setzen, da die
Geschwindigkeit u(z,t) im allgemeinen im Raum variiert. Die Courant-Zahl nimmt
dann lokal unterschiedliche Werte an.

6.3.3. Leapfrog-Verfahren

Um ein stabiles Verfahren fiir die Advektionsgleichung zu erhalten, kann man al-
ternativ versuchen, den zeitlichen Operator des FTCS-Verfahrens zu modifizieren.
Es liegt dann nahe, die zeitlichen Differenzen wie beim Richardson-Verfahren fiir

nannt.
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Diffusionsgleichungen

_ Abbildung 6.9.: Schachbrettmuster der beim Leapfrog-
J Verfahren miteinander in Verbindung stehenden Punkte.

die Diffusionsgleichung (Kap. 6.1.1) symmetrisch zu bilden, was gleichzeitig die
Genauigkeit in der Zeit erhohen wiirde. Mit dieser Anderung erhalten wir

Tt el Tn  —Tn
J J J+1 Jj—=1
=0 6.63
oA "7 oAz ’ (6.63)
was auf das Leapfrog- Verfahren fiithrt
T ST (T = T (6.64)

Wenn man die Konsistenz iiberpriift, stellt man fest, dafl dieses Verfahren von
zweiter Ordnung O (At?, Az?) ist. An dem Verstiirkungsfaktor von Stérungen

G = —iCsinf + V1 — C*sin? 0 (6.65)

sieht man sofort, dafl das Leapfrog-Verfahren fiir C = 1 neutral stabil ist, denn es
ist |G(C = 1)| = 1. Das Verfahren ist aber auch fiir alle C' < 1 neutral stabil, was
recht vorteilhaft ist. Denn neutrale Stabilitdt bedeutet, dafl kleine Abweichungen
weder verstiarkt noch gedampft werden. Dies entspricht genau dem Verhalten der
exakten Advektionsgleichung. Sie ist trivialerweise energieerhaltend.

Wenn man sich das raum-zeitliche Gitter schachbrettartig (schwarz/weif3, Abb.
6.9) vorstellt, erkennt man, daf§ durch das Leapfrog-Verfahren (6.64) nur die Gitter-
stellen einer Farbe miteinander in Beziehung stehen. Die weiflen Gitterpunkte ent-
wickeln sich vollig unabhéngig von den schwarzen. Daher kann es sein, daf} sich die
Losungen auf den beiden Teilgittern vollig unterschiedlich entwickeln (Abb. 6.8g—
j).'5 Dies kann man vermeiden, wenn die beiden Losungen in gewissen periodischen
Zeitabstinden schwach miteinander gekoppelt werden (z.B. durch Mittelung tiber
zwei Zeitschritte).

Man kann analytisch zeigen, dafl das Leapfrog-Verfahren (6.64) zwei Losungen be-
sitzt, eine physikalisch sinnvolle und eine unphysikalische Lésung (spurious mode).'®
Die unphysikalische Losung kann durch eine geeignete Wahl der Anfangsbedingung

15Tn Abb. 6.8 wurden die beiden unabhingigen Funktionswerte mit durchgezogenen beziehungs-
weise gestrichelten Linien verbunden.
1Der Grund dafiir sind die drei Zeitniveaus.

168 4. €. Rublmann

Numerische Methoden der Strémungs- und Wirmetechnik



6.3. Advektion

auf den beiden ersten Zeitniveaus vermieden werden. Falls die unphysikalische Lo-
sung bei der Implementierung der Anfangsbedingungen nicht eliminiert wird, ent-
wickeln sich die Losungen auf den weiflen und schwarzen Raum-Zeit-Punkten unter-
schiedlich und die Differenz mufl zum Beispiel durch die oben genannte Mittelung
ausgeglichen werden.

Beim Leapfrog-Verfahren erfolgt die Berechnung auf 3 Zeitniveaus. Daher braucht
man zu Beginn der Rechnung zunéchst ein zweites Zeitniveau, das man zum Beipiel
mit dem Euler-Verfahren (FTCS) oder dem Upwind-Verfahren berechnen kann.

6.3.4. Lax-Wendroff-Verfahren

Eine andere Moglichkeit zur Konstruktion eines Verfahrens zweiter Ordnung in der
Zeit besteht darin, den Fehlerterm zweiter Ordnung, welcher die zweite Zeitablei-
tung enthélt, durch die zweite Ortsableitung auszudriicken und ins Differenzen-
schema einzubeziehen. Dazu betrachten wir die Taylorentwicklung von Tj”Jrl um
den Punkt (n, ), aufgelost nach 97'/0t

or T =T AT T T AtOPT
= _ —= At?) =L —L 2 ——— At?). (6.
ot A 2o OB AU g tO(ar). (666)
Damit erhélt man das Lax- Wendroff- Verfahren
n+1 n C n n 02 n n n
=17 - 9 (Tj+1 - Tj—l) + 9 (Tj+1 — 215 + Tj—l) . (6.67)

Es ist von der Fehlerordnung O (Atz, Aazz) und stabil fiir C < 1. Fiir C = 1 wird das
Lax-Wendroff-Verfahren exakt. Numerische Ergebnisse sind in Abb. 6.8e,f gezeigt.
Man kann noch viele weitere Schemata untersuchen. Insbeson-
dere kann man auch implizite Verfahren, wie das Crank-Nicolson-
Schema, betrachten. Fiir hyperbolische Gleichungen, wie der Ad-
vektionsgleichung, bieten die impliziten Verfahren aber keine we-
sentlichen Vorteile gegeniiber den expliziten. Das liegt daran, daf3
sich numerische Fehler bei impliziten Verfahren innerhalb nur ei-
nes Zeitschritts (also sofort) iiber das gesamte Raumgebiet aus-
breiten. Aus physikalischen Griinden propagieren Stérungen bei
0 Wendroff hyper'bolischen G‘lei'chun.g@ aber nur m%t endlicher Geschwig—
(Burt) digkeit. Obwohl die impliziten Verfahren in der Regel sehr stabil
1930 sind (auch fiir C > 1), produzieren sie bei grofien Zeitschritten
recht groBe Fehler. Bei kleinen Zeitschritten (C < 1) kann man
dann auch die schnelleren expliziten Verfahren verwenden. Im
iibrigen sollte man nicht vergessen, dafl das Upwind- und auch das Lax-Wendroft-
Schema fiir C = 1 die exakte Losung der Advektionsgleichung reproduzieren. Im-
plizite Methoden sind dazu nicht in der Lage.
Generell kann man sagen, dafl es wesentlich einfacher ist, genaue Losungen fiir
parabolische Gleichungen (Diffusion) zu erhalten, als fiir hyperbolische Gleichungen

(Advektion).
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(a) Verfahren fiir die Advektionsgleichung (Fletcher, 1991a).

Abbildung 6.10.
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(b) Verfahren fiir die Advektionsgleichung (Fletcher, 1991a).

Noch Abbildung 6.10.
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Diffusionsgleichungen

Abbildung 6.11.: (a) Wellen verschiedener Wellenlénge auf einer Wasseroberfliche (Pho-
tographie: Andrew Davidhazy) und (b) Dispersionsrelation fiir Oberflichenwellen fiir
Bondzahl Bo = pgd?/oc = 1, wobei d die Lingenskala ist. Die Bondzahl ist ein Maf
fiir die relative Bedeutung von Gravitationskriften zu Oberflichenspannungskriften.

6.3.5. Dispersion und Dissipation

Als Dispersion bezeichnet man die Tatsache, dafl die spektralen Komponenten
(Fourierkomponenten) eines Signals unterschiedlich schnell propagieren. Nicht-
monochromatische Wellen &ndern sich deshalb mit der Zeit. Neben der reinen Form-
dnderung wird die Abschwiichung eines Signals als Dissipation bezeichnet.!”

Die Dispersion kann man zum Beispiel beobachten, wenn man einen Stein ins
Wasser wirft. Fiir Wasserwellen unter dem Einflul von Kapillaritiat und Schwerkraft
(capillary-gravity waves) gilt unter Vernachlissigung der Dichte der Luft die Dis-
persionsrelation (Landau and Lifschitz, 1991)

&2 = (%)2 - % + %f. (6.68)

Fiir Wasser/Luft hat die Phasengeschwindigkeit ¢ ein Minimum bei kyi, =
Vpg/o ~ 3.66cm™! (om0 = 72.8 X 107°N/cm, pu,o = lg/em?, g = 9.8m/s?).
Dies entspricht einer Wellenldnge von A, ~ 1.71 cm. Fiir Wellenldngen A < Apin
dominieren kapillare Effekte und man hat Kapillarwellen. Im Bereich der Kapil-
larwellen nimmt die Phasengeschwindigkeit mit der Wellenldnge ab. Dies ist der
normale Fall bei einem Steinwurf ins Wasser. Fiir Wellen mit A > A, nimmt die
Phasengeschwindigkeit mit der Wellenlénge langsam wieder zu. In diesem Bereich
hat man Schwerewellen. In der Seefahrt sind die sehr langwelligen freak waves so
gefihrlich, weil sie am schnellsten propagieren.

1"Die Dissipation im strengen strémungsmechanischen Sinn bezeichnet die Umwandlung von ki-
netischer Energie in Wérmeenergie. Sie ist mathematisch genau definiert.
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6.3. Advektion

Ausbreitung von Wellen in linearer Ndherung

Wenn Wellen eine kleine Amplitude besitzen, kann man die zugrundeliegenden Glei-
chung beziiglich der Amplitude linearisieren. Dies ermdoglicht eine analytische Be-
handlung. Dispersion und Dissipation sollen daher an zwei Beispielen fiir die lineare
Wellenausbreitung demonstriert werden. Wir betrachten einerseits die Konvektions-
Diffusions-Gleichung (Transportgleichung)

or or O*T

und andererseits die linearisierte Korteweg-De Vries-Gleichung

or  or _ OT

— tu—+ 5= =0. (6.70)
3
Diederik ot O Oz
f{OO};iE;EZ In beiden Fillen kénnen wir die Losung als Fourier-Reihe dar-
18481941 stellen

T(x,t) = Z Tietkate=iolt ¢ ¢ (6.71)
K

mit k, 0,w € R und c.c. als Bezeichnung fiir das konjugiert Komplexe. Da die linea-
ren Wellen entkoppeln, brauchen wir nur eine repréasentative Fourier-Komponente
zu betrachten.!®

Wenn wir diesen Ansatz in die obigen Differentialgleichungen
einsetzen, erhalten wir fiir die Transportgleichung

o . 2 O'(k) = —KJ{?2,
o —iw+iuk +rkk* =0 = {w(k‘) - (6.72)

Die Wachstumsrate o < 0 ist negativ. Je kleiner die Wellenlénge
ist, desto grofer ist die Dampfungsrate —o (Dissipation). Die
Frequenz der Welle ist proportional zur Wellenzahl. Damit ist die
Phasengeschwindigkeit ¢ = w/k = u konstant und unabhéngig
von k. Dies wird auch oft als Dispersionsfreiheit bezeichnet. Die
Welle wird also im Laufe der Zeit nur abgeschwicht.

Gustav de Vries
1866-1934

Fiir die linearisierte Korteweg-De Vries-Gleichung erhalten wir

o . . 3 O'(k?) = O,

o —iw+iuk — ik’ =0 = { wlk) = uk— Bk, (6.73)
8Eine mogliche Form der Korteweg-De Vries-Gleichung ist
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0.5
W, 0 ()
Abbildung 6.12.: Dispersion (w,
durchgezogen) und Dissipation (o,
gestrichelt) fiir die Transportglei-
05 e chung (rot) und die linearisierte
0 0.25 0.5 KdV-Gleichung (blau). Es wurde

k u=#k = =1 gesetzt.

Wellen erfahren hier keine Verstdrkung/Démpfung: ¢ = 0. Die lineare KdV-
Gleichung besitzt jedoch eine kubische Dispersion. Die Welle zerflieit. Die ent-
sprechenden Kurven sind in Abb. 6.12 gezeigt.

Aufgrund des Zusammenhangs 0, — ik tragen die geradzahligen Orts-
ableitungen immer zur Dissipation, ungeradzahlige Orstableitungen
immer zur Dispersion bei.

In Abb. 6.13 ist die Wirkung von Dispersion und Dissipation auf einen Rechteck-
puls gezeigt. Angenommen wurden die Relationen (6.72) und (6.73) mit verschie-
denen Werten fiir 8 und k.

In analoger Weise kann man die Dispersion und Dissipation der diskretisierten
Form der Gleichungen untersuchen. Die Dispersion und Dissipation sollten derjeni-
gen der exakten Gleichungen moglichst nahekommen. Wir wollen dies am Beispiel
des Leapfrog-Verfahrens demonstrieren.

Dispersion und Dissipation des Leapfrog-Verfahrens

Es ist leicht zu sehen, dafl die Advektionsgleichung keine Dispersion besitzt, d.h. alle
Fourierkomponenten einer beliebigen Anfangsbedingung propagieren mit derselben
Phasengeschwindigkeit u. Auch ist die Advektionsgleichung frei von Dissipation,
die Amplituden der Fourierkomponenten sind ungeddmpft. Um das Verhalten des

of of  f
aJr(lﬁLf)%Jr@—o.

Sie beschreibt die Ausbreitung nichtlinearer Wellen in einer
flachen Fliissigkeitsschicht (Flachwasser). Man kann die KdV-
Gleichung auch noch in verschiedenen anderen Formen aufschrei-
ben (Drazin, 1983). Insbesondere erlaubt sie trotz der Dispersi-
on Wellen, die ihre Form nicht verindern (Solitonen und Cnoidal-
Wellen). Hierbei wird die Dispersion gerade durch die Nichtlinea-
ritét kompensiert.
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6.3. Advektion

(a) ohne Dispersion (b) kK =0.001, 8=0 () k=0.01,8=0
1 1 1
05 f d | 05 J 05
T ( \ T / \ T
0 ‘\ \ 0 | \ 0
-05 J ) L -05 ) l \ -05
-1 -1 -1
5 0 2 —2 0 2 —2 0 2
x x x

(f) & =0.01, 3 =0.01

Ko

Abbildung 6.13.: Zeitliche Entwicklung eines 27-periodischen Rechteckpulses nach (6.71
unter dem EinfluB von Disperion w = uk — Bk® (6.73) und von Dissipation o =
—kk? (6.72). Der anfingliche Puls (blaue Kurve) wurde durch T(z,t = 0) =
R[S exp (imx) /m] (m ungerade) approximiert. Die roten Kurven zeigen den Puls
nach At = 2 und fiir u = 1. Alle anderen Parameter sind in den Uberschriften angegeben.

1
0.5
c )
Ph/ U oL
cGr/u
—0.5F
-1 \ \ ‘ l ‘ \\F\\—xh,,, T
0 0.2 04 0.6 0.8 1

k/kNyquist

Abbildung 6.14.: Dispersion des Leapfrog-Verfahrens (6.64). Gezeigt ist die normierte
Phasengeschwindigkeit cpy (blau) und die normierte Gruppengeschwindigkeit cg; (rot).
Die Courant-Zahl C ist als Parameter angegeben. Die Wellenzahlen sind durch die Grenz-
wellenzahl knyquist = m/Ax skaliert.
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(a) k=0.1 kNyquist

Leapirag: inistep: Lax-Wendroff, Courant=0.1, N=512, period~=5120, time=2000

(b) k& = 0.25 Enyquist

Leaplrag: inistep: Lax-Wendroff, Courant=0.1, N=512, period-=5120, ime=2000

17 1
0.5 0.5
|
T o T o l
—0.5 —0.5
—1! —1! v
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X x
(C) k=0.5 kNyquist (d) k=0.6 kNyquist
[\
0.5/ [
T o <—>
\
—0.5 \
1! oo
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
T x

(e) Spektrum fiir (c)

207

10F

T/O

—10¢

_20,
0 50 100 150 200 250
k/2m

Abbildung 6.15.: Advektion eines Wellenpakets bei periodischen Randbedingungen mit-
tels Leapfrog-Verfahren und C = 0.1. Die Anfangsbedingung (griin) ist Ty =
exp [—N(z — 1/2)?] sin [sknyquist (z — 1/2)], mit Nyquist-Wellenzahl kxyquist = N7 =
w/Ax (vgl. Abb. 6.14). Der erste Zeitschritt wurde mit Lax-Wendroff durchgefiihrt. Die
Auflosung betriagt N = 512. Die Einhiillende der exakten Losung (rot) und die numeri-
sche Losung (blau) sind zur Zeit n = 2000 gezeigt. Die Gruppengeschwindigkeit héingt
von der Wellenzahl ab: s = 0.1 (a), s = 0.25 (b), s = 0.5 (c) und s = 0.6 (d). (e) zeigt
das Spektrum fiir den Fall (c).
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6.3. Advektion

Leapfrog-Schemas zu untersuchen, setzen wir den Ansatz (6.71) in (6.64) ein und
erhalten fiir die Welle 77" ~ e#it(o—i)in

e(a—iw)At _ e—(a—iw)At -C (eikAx . e—ikAa:) ) (674)

Trennen von Real und Imaginirteil liefert!®
e cos (wAL) = e 7% cos (wAL), (6.75a)
—e"Agin (WAt) = e 72 sin (wAt) — 2C sin (kAz) . (6.75D)

Aus dem Realteil folgt o = 0. Das Leapfrog-Schema besitzt also
keine Dissipation, genau wie die Advektionsgleichung. Mit o = 0
folgt aus dem Imaginérteil

sin (wAt) = Csin (kAz) . (6.76)

Die Dispersionsrelation lautet also

. 1
Harry Nyquist w(k) = — arcsin [Csin (kAx)]. (6.77)
1889-1976 At
Daraus folgt fiir die Phasen- (cpy) und fiir die Gruppengeschwindigkeit (cg, )%
1 A -
Cpn = % = A7 arcsin [Csin (kAx)] Rl Ki =, (6.78a)
Ow Az C cos (kAx) cs1 Axr o=
o= 22— 22 ol o8 ey, 6.78b
=k T Ao e (hAn) | A (6.780)

Fiir C # 1 hat das Leapfrog-Verfahren eine Dispersion, die nicht in der Advek-
tionsgleichung vorhanden ist. Diese numerische Dispersion ist in Abb. 6.14 durch
Kurven fiir Phasen- und Gruppengeschwindigkeit illustriert. Die kleinste auf ei-
nem Gitter darstellbare Wellenldnge ist A, = 2Axz. Dies entspricht einer maxi-
malen Wellenzahl, der Nyquistwellenzahl kxyquiss = 7/Ax. Fiir C — 1 fallt die
Phasengeschwindigkeit fiir k/knyquist = kAz/m > 1/2 stark ab und verschwindet
fir £ = Enyquist- Flir Wellenléngen, die kleiner sind als A < 4Az, wird die Gruppen-
geschwindigkeit sogar negativ. Dieses Verhalten ist konkret in Abb. 6.15 gezeigt.
Die langwelligen Strukturen werden gut transportiert. Wenn sich die Wellenzahl
der Tragerwelle erhoht, bleibt das Wellenpaket aber hinter der exakten Losung zu-
riick. Bei der halben Nyquist-Wellenzahl bleibt das Wellenpaket sogar stehen. Eine
weitere Erhohung von k fithrt dann zu einer Propagation in die entgegengesetzte
Richtung.

19Es gilt el = cos ¢ + isin .

20Beachte: arcsin’(z) = (1 — x2)_1/2.
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Diffusionsgleichungen

6.3.6. ErhaltungsgroBen

Meist gibt es bei partiellen Differentialgleichungen gewisse Groflien, im Laufe der
zeitlichen Entwicklung erhalten bleiben. Die diskrete Version der PDE sollte natiir-
lich auch moglichst viele dieser Gréflen erhalten. Dies ist besonders wichtig bei der
Advektionsgleichung.

Eine offensichtliche Erhaltungsgrofie der Advektionsgleichung ist die Fliache unter
der Funktion 7'(x,t). Wir konnen diese als Masse auffassen. Als Beispiel betrachten
wir das FTCS-Verfahren (6.52). Wenn wir das Integral mittels Trapezregel appro-
ximieren, erhalten wir (den gemeinsamen Faktor Az kénnen wir kiirzen)

C
SnY = - S - J”—1>=ZT?—§<ZT]@—ZT?'>'
J J i 3"

J

4

v~

(6.79)
Damit bleibt > .77 von einem Zeitniveau zum anderen konstant. Das FTCS-
Verfahren ist als massenerhaltend.
Natiirlich kann es noch weitere Erhaltungsgréfen geben (zum Beispiel den Im-
puls). Bei der KdV-Gleichung existieren sogar unendlich viele Erhaltungsgrofen,
deren Erhaltung man beim Diskretisieren jeweils {iberpriifen sollte.

6.4. Lineare Konvektions-Diffusionsgleichungen

6.4.1. Stationare Konvektion und Diffusion

In vielen stromungsmechanischen Problemen treten Grenzschichten auf. Die ma-
thematische Ursache hierfiir ist das Auftreten eines kleinen Koeffizienten vor der
hochsten Ableitung in der Differentialgleichung. Beim Impuls- bzw. Wérmetrans-
port sind dies die Diffusivitdten von Impuls (v) bzw. Wérme (k). Wenn diese klein
sind, ist die Diffusion in der Nihe derjenigen Rénder besonders grof3, an denen der
Impuls (Geschwindigkeit) bzw. die Temperatur aufgepriagt werden.

Als einfachstes Beispiel fiir ein derartiges Verhalten kann man die stationdre
Konwvektions-Diffusions-Gleichung

dr a7

— = i— 6.80
Yar T R (6.80)
betrachten. Hierbei steht der konvektive Transport von 7" in positiver x-Richtung
(u > 0, linke Seite) im Gleichgewicht mit dem diffusiven Transport von T' (rechte
Seite). Fiir die Randbedingungen 7'(0) = 0 und 7'(1) = 1 kann man leicht eine
analytische Losung dieser linearen gewohnlichen Differentialgleichung finden.?! Mit

21Dijese Randbedingungen entsprechen der homogene Durchstrémung eines Gebiets, bei dem die
permeablen Winde bei x = 0, 1 auf verschiedenen Temperaturen gehalten werden.
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0.57

~0.5 ‘ ‘ ‘ ‘
0 02 04 06 08 1

Abbildung 6.16.: Losungen der stationdren Konvektions-Diffusions-Gleichung fiir u/kx =
20. Gezeigt sind die exakte Losung (rot) und numerische Losungen mittels zentralen
Differenzen auf Gittern mit Az = 0.05 (Reg = 1, griin), Az = 0.1 (Reg = 2, magenta)
und Az = 0.2 (Reg = 4, blau). Zusitzlich ist auch die Losung fiir Az = 0.2 (Reg = 4,
cyan) dargestellt, wobei der advektive Terme mit Upwind-Verfahren diskretisiert wurde.

T ~ e erhalten wir
ul — kA? =0, (6.81)

mit den Wurzeln A\; = 0 und A\ = u/k. Die Linearkombination der beiden Moden
e*® welche die beiden Randbedingungen erfiillt, lautet

/R _

T(x) = (6.82)

eu/k — 1 °
Diese exakte Losung ist in Abb. 6.16 als rote Kurve gezeigt.
Bei Verwendung von zentralen Differenzen fiir dieses elliptische Problem erhalten
wir

uTjH — T4 Tiv1 =215+ T

AL =K A2 . (6.83)
Dies kann man auch schreiben als
1 ulAzx
5 G = Tjma) = Tja = 215+ Ty, (6.84)
:=Req
bzw.
R R
(1 + %) Ty, — 2T, + <1 - %) Tjyy =0, (6.85)
wobei
A
Reg = % (6.86)
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Abbildung 6.17.: Eigenwerte A der Matrix des linearen Systems (6.85) fiir u/x = 20. Fiir
die unterkritische Bedingung N = 11 (blau) sind alle Eigenwerte reell. Bei der kritischen
Bedingung N = 10 entsprechend Reg = 2 (schwarzes Quadrat) sind alle Eigenwerte
entartet und es sind alle \; = 2. Fiir iiberkritische Verhéltnisse N = 9 (rot) sind alle
Eigenwerte komplex.

die Gitter-Reynoldszahlist.?? Man kann leicht nachpriifen, daf die Rekursionsformel
(6.85) die Losung

(6.87)

J
Tj:A—l-B(1+ReG/2>

1 —Reg/Q

besitzt. An der Form dieser exakten Losung der diskretisierten Gleichung sieht man,
daB T} oszilliert, wenn Reg > 2 ist.??

Aber man kann auch das lineare Gleichungssystem fiir 7} aufstellen, das (6.85)
entspricht. Dann erhélt man

b ¢ T2 —aT1
a b c T3 0
- = , (6.88)
a b c T 9 0
a b TJ,1 _CTJ

mit a = —(1+ Reg/2), b =2 und ¢ = —(1 — Reg/2). Die Eigenwerte der Tridiago-
nalmatrix lassen sich sofort angeben (sieche Anhang A)
mJ

J—1

)\j:b+2\/@cos< ), j=1,.,J—2. (6.89)

22Dies ist eine Reynoldszahl, die mit der Gitterweite Az als Liingenskala gebildet wurde. Eigent-
lich ist es eine Gitter-Peclet-Zahl, da wir die nicht weiter spezifizierte Diffusivitat x verwenden,
und nicht etwa die kinematische Viskositét v.

ZDer Grenzfall Reg = 2 ist singuldr. Dann fillt 711 aus (6.85) heraus und es bleibt 7; = 0, bis
auf den Randwert Ty = 1.
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6.4. Lineare Konvektions-Diffusionsgleichungen

Falls ac < 0 wird, werden alle Eigenwerte komplex (Abb. 6.17). Der Einsatz oszil-
latorischen Verhaltens fiir

Reg > 2 (6.90)

fallt offenbar mit dem Auftreten von komplexen Eigenwerten zusammen.

Die Bedingung Reg < 2 an die Gitter-Reynoldszahl zur Vermeidung von os-
zillatorischem Verhalten kann man auch bei vielen anderen Methoden fiir Grenz-
schichtprobleme finden. Es ist aber nicht allgemein zwingend, dafl fiir Req > 2
die numerische Losung oszilliert. Sie oszilliert zwar fiir die abgebremste Stromung
vor einem Hindernis, nicht aber z.B. fiir die beschleunigte Stromung hinter einem
Hindernis.

Wenn man die zentralen Differenzen fiir die erste Ableitung in (6.85) durch un-
symmetrische Differenzen ersetzt, erhélt man das Upwind-Verfahren

Req (T = Tj1) = Tja = 2T5 + Tja, (6.91)

und somit
RGG
—(1 + Reg),_rj_l +2(1+ T ,I‘] - ,I‘j-f—l =0. (692)

Mit a = —(1 4+ Reg), b = 2(1 + Reg/2) und ¢ = —1 in (6.88) hat die Matrix nur
reelle Eigenwerte und wir erwarten die Abwesenheit von Oszillationen, was durch
die Rechnung bestétigt wird. Das Verfahren ist dann jedoch nur noch von erster
Ordnung und deshalb nicht sehr genau (siche Abb. 6.16).

Die Taylor-Entwicklung der exakten Losung um den Punkt j zeigt, dal der in
der ersten Ableitung beim Upwind-Schema vernachléssigte Term ein diffusiver Term
ist. Das Upwind-Schema (6.92) entspricht dann einem Differenzenschema zweiter
Ordnung der Differentialgleichung

dT (1 N %) a7

5 ) o (6.93)

Daraus kann man schliefen, dafl das Upwind-Schema erster Ordnung eine kiinstliche
Diffusivitdt der Grofle kpig = (Reg/2)k besitzt (vgl. auch (6.62)). Dies erklart auch
den Verlauf der numerischen Losung (cyan) in Abb. 6.16, der wesentlich flacher ist
als derjenige der exakten Losung.

6.4.2. Zeitabhangige Konvektion und Diffusion
Als néchstes betrachten wir die sogenannte Transportgleichung
or — or  9*T
— — = k. .94
ot +u8:c " o (6.94)

Die Grole T (z.B. die Temperatur) wird durch das Geschwindigkeitsfeld u transpor-
tiert und sie diffundiert. Fiir x = 0 hat man die Advektionsgleichung und T" wére
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Diffusionsgleichungen

dann ein passiver Skalar.* Diese Art von Gleichung ist typisch fiir den Transport
von Temperatur (Wérme) und Konzentrationen (Stoffen). Sie ist parabolisch, und
man mufl Anfangs- und Randbedingungen vorgeben.

Die mit der Léngenskala L, Geschwindigkeitsskala U und der
Zeitskala L/U dimensionslos gemachte Gleichung lautet, wenn
wir dieselben Symbole fiir die dimensionslosen Variablen verwen-
den,

or —or 10T
ot +u8x ~ Pe 022’
wobei Pe = UL/k die Peclet-Zahl ist. Fiir Pe > 1 dominiert der

(6.95)

Jean Claude konvektive Transport (U) iiber den diffusiven Transport (x/L).
Eugene Péclet Dann erwarten wir ein dhnliches Verhalten wie bei der Advekti-
1793-1857 onsgleichung (Wellencharakter) sowie ein Grenzschichtverhalten.

Umgekehrt sollte fiir Pe < 1 das Verhalten von 7 nahezu diffusiv
sein.
Explizite Verfahren

FTCS Die einfachste Diskretisierung ist das FTCS-Verfahren. Angewandt auf
(6.94) und mit u = const. lautet es

Ty TR, TR, T 2T+ TR

J — =
A7 U= K A2 0. (6.96)
Auflgsen nach 77" ergibt
T, — T v, — 2T 4+ T
n+l _ n J+1 Jj—=1 J+1 J J—1
,I‘j = ,I'] — UAtW + kAt A2
C n mn C mn
= (s - 5) Tr, +(1=28)T0 + (s + 5) T, (6.97)

mit s = kAt/Az? und C = uAt/Ax. Die Gitter-Reynoldszahl ist von diesen beiden
Groflen abhéngig: Req = C/s. Durch Taylor-Entwicklung kann man leicht priifen,
daf} dieses Verfahren von der Ordnung O(At, Ax?) ist. Der fiihrende Fehlerterm ist
TAt9?T/0t?. Das heiBt, daB durch das FTCS-Verfahren (6.97) die Gleichung

or or O*Tr At ﬂ

in Ordnung O (A#?, Az?) gelést wird. Man kann nun die zweite zeitliche Ableitung
mit dem kleinen Vorfaktor durch rdumliche Ableitungen ausdriicken, indem man die
Transportgleichung (6.95) nach der Zeit ableitet und in den gemischten Ableitungen

24Die hiufig zur Visualisierung von Strémungen eingesetzten kleinen Partikel sollten idealerweise
diese Eigenschaft besitzen.
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OT /ot entsprechend (6.95) ersetzt. Dann erhélt man

oT oT Atu?\ 0*T PT  Atg2 T
Uu— — | Kk — 5 Atku +

tall ol 2 _
ot * Ox Ox2 O3 9 Ot +0 (A%) =0. (6.99)

Die im Vergleich zur Transportgleichung (6.94) auftretenden Terme aus dem fiih-
renden Fehler der zeitlichen Diskretisierung sind rot dargestellt. Man sieht, dafl
das FTCS-Schema eine verfilschte (verringerte) Diffusion liefert. Auflerdem wird
ein dispersiver Term (~ 9%T/0z%) generiert und eine Diffusion héherer Ordnung
(~ O*T/0z*). Um diese Effekte zu minimieren sollte die Zeitschrittweite moglichst
gering sein, genauer gesagt Atu?/2 < k bzw. C? < 2s.

Eine Stabilitatsanalyse zeigt, daf genau dann |G| < 1 ist (siche Abb. 6.18), wenn

C? < 25 <1 (6.100)
~~ T =~
~AL2 ~At

Damit wird die Stabilitédtsgrenze des FTCS-Verfahrens fiir die Diffusionsgleichung
reproduziert. Fiir die reine Advektion war FTCS immer instabil. Im Fall der Trans-
portgleichung erhalten wir zumindest ein stabiles Verfahren, wenn C hinreichend
klein ist. Die Stabilitdtsbedingung kann man auch durch die Gitter-Reynoldszahl

ausdriicken A o

) c<1

Reg = 0 = ~ < = (z 2). (6.101)
K s C

DuFort-Frankel Um eine hohere Genauigkeit in der Zeit zu erhalten, sind auch
symmetrische Differenzen beziiglich ¢ von Interesse. Wenn man das Richardson-
Verfahren mit Zeitniveaus bei n+1 und n—1 (siehe (6.8)) auf die Transportgleichung
anwendet, erhéilt man wie bei der Diffusiongsgleichung ein instabiles Verfahren fiir
s > 0. Fiir s = 0 mit C # 0 wird die Diffusion vollstdndig verhindert man erhélt in
diesem Limes das Leapfrog-Verfahren (6.63) fiir die Advektionsgleichung.

Abhilfe schafft eine Modifikation des Richardson-Verfahrens zum DuFort-
Frankel-Verfahren, bei welchem T7' im diffusiven Term durch den Mittelwert
(Tj"Jrl + Tjnfl) /2 ersetzt wird, wie beim DuFort-Frankel-Verfahren fiir die reine
Diffusionsgleichung. Dann erhélt man

TjnJrl — TJnil _ _UTJ?Z—l — T]n—l + I{TJ?EH — (TjnJrl + Tjnil) + T]'nfl (6 102)
2At 2Ax Ax? ' '
Solange C < 1 ist, ist das DuFort-Frankel-Verfahren fiir alle s stabil. Da der Ab-
bruchfehler von der GréBenordnung O(C?) ist, muf die Zeitschrittweite hinreichend
klein gewihlt werden, kAt? < Ax? bzw. C* < 1 (bei k,u = O(1)), damit das Ver-
fahren konsistent ist.

Upwind Das Upwind-Verfahren (u > 0)

TP =Tl 4+ (1—25s = C)TI7 + (s + C) T}, (6.103)
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besitzt nur eine Genauigkeit von O(At, Az). Es hat dieselbe kiinstliche Diffusion
wie das Upwind-Verfahren (6.62) fiir die Advektionsgleichung. Die zusétzliche Diffu-
sivitét ist uAx (1 — C) /2. Fiir hinreichend genaue Losungen mufl diese Diffusivitét
klein sein gegeniiber der wirklichen Diffusivitit x. Diese Bedingung entspricht

uAx 2
Reg = . 6.104
eq - < 1—C ( )
Die Stabilitdtsanalyse liefert
2s+C <1, (6.105)

was eine wesentlich stérkere Einschriankung der Zeitschrittweite darstellt als fiir die
Diffusionsgleichung (2s < 1).

Auch diese Stabilitdtsgrenze bestéitigt wieder das heuristische Argument, das
wir schon in Kap. 6.1.1 benutzt hatten, wonach kein Koeffizient auf der rechten
Seite negativ werden sollte, wenn Stabilitat gewéhrleistet sein soll. Denn auch eine
positive Storung von 77 | oder T7* im Advektionsterm sollte bei u > 0 (Upwind)
zu einer Erhchung von Tj"Jr1 fithren.?

Lax-Wendroff Um ein Verfahren zweiter Ordnung zu erhalten, kénnte man versu-
chen, wie bei der Advektionsgleichung in (6.67) die zweite Zeitableitung im Fehler
von 9T /Ot entsprechend (6.99) zu beriicksichtigen. Wegen der Terme héherer Dis-
sipation und Dispersion gelingt dies nicht. Zumindest kann man aber den Fehler
zweiter Ordnung in der normalen Dissipation eliminieren, wenn man ihn wie in der
Lax-Wendroft-Methode fiir die Diffusionsgleichung mitnimmt. Man muf} also die zu
geringe Diffusion des FTCS-Verfahren entsprechend erhéhen. Dies fiihrt auf

n+1 n C n n CQ n n n
T =T = 5 (T = Tjh) + 5 (T = 217 + T7))
+5 (T, — 217 + T ) (6.106)

n C n n 02 n n "
=Tj 5 (T = Tj) + (545 ) (T =217 + 71

Der korrigierende diffusive Term ist rot dargestellt. Das Verfahren hat formal die-
selben Stabilitéitsgrenzen wie das FTCS-Verfahren, nur mit der modifizierten Dif-
fusivitit £* = k + Atu?/2.

Implizite Verfahren: Crank-Nicolson

Einfaches Crank-Nicolson-Verfahren Eines der effizientesten impliziten Verfah-
ren fiir die Diffusionsgleichung ist das Crank-Nicolson-Verfahren. Wenn wir das
Konzept auf die Transportgleichung iibertragen und alle rdumlichen Ableitungen

25Bei Diskretisierung des Konvektionsterms mit zentralen Differenzen (6.97) kann man das nicht
fordern, weshalb die Stabilitédtsbedingung (6.100) nicht mit der Nullstelle von s — C/2 zusam-
menfillt.
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(a) Verfahren fiir die Transportgleichung (Fletcher, 1991a).

Abbildung 6.18.
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(b) Verfahren fiir die Transportgleichung (Fletcher, 1991a).

Noch Abbildung 6.18.
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6.4. Lineare Konvektions-Diffusionsgleichungen

iiber die Zeitniveaus n 4+ 1 und n mitteln, erhalten wir aus dem FTCS-Schema das
implizite Crank-Nicolson-Verfahren fiir die Transportgleichung

n+1 n n+1 n+1 n n
;™ -1 LY Tivyy — 135 +Tj+1_Tj—1
At 2 2Ax 2Ax
n+1 n+1 n+1 mn n mn
S (e Sl N el e Y (6.107)
2 Ax? Ax? ' ’

Wenn wir alle Terme zum neuen Zeitpunkt n—+1 auf die linke Seite bringen, erhalten
wir

C n n C n
—(S—g)Tijll—i-Q(l—i-S)Tj—’—l—(84—5)7}—’—11

C C
- (3 - 5) TP +2(1—8) T8 + <s + 5) . (6.108)

Durch Taylorentwicklung kann man leicht zeigen, dafl das Verfahren von der Ord-
nung O(At?, Az?) ist, also nicht die starke kiinstliche Diffusion zeigt, wie die Ver-
fahren erster Ordnung. Auch findet man, dafl das Crank-Nicolson-Verfahren fiir alle
Werte von C und s stabil ist. Um Oszillationen zu vermeiden, mufl jedoch Reg < 2
sein.

Im allgemeinen verhalten sich die impliziten Verfahren fiir die Transportgleichung
gutmiitig. Die starke Dispersion, die bei der Advektionsgleichung insbesondere fiir
sehr kleine Wellenléngen viele Probleme macht, kommt bei der Transportgleichung
nicht in dem Umfang zum Tragen, da die spektralen Komponenten mit kleiner
Wellenlédngen durch die reale Diffusion sehr schnell geddmpft werden. Trotzdem
konnen starke Uberschwinger auftreten, wenn die Gitter-Reynoldszahl zu grof ist
(siche Abb. 6.19 unten).

Crank-Nicolson-Verfahren mit Massenoperator Das einfache Crank-Nicolson-
Verfahren kann erweitert werden, so da die mit der Dispersion verbundenen Uber-
schwinger bei starker Variation von T (sieche Abb. 6.19) verringert werden. Ein
Moglichkeit besteht darin, die Zeitableitung rdumlich zu verteilen. Die geschieht
mit dem Massenoperator M, = (§,1 — 24, 9), wobei wir definieren

My fs = 0fj1+ (1 =20) f; + 051 (6.109)

Eine derartige Verschmierung der Zeitableitung tritt in natiirlicher Weise bei ge-
wichteten Residuen auf (finiten Elementen, siche Kap. 4.4.3 in Teil I). Damit lautet
das modifizierte CN-Verfahren

n+1 n n+1 n+1 n n
M (Tj+ _Tj>+y<Tj++1 - T N j+1_Tj1>

At 2 2Ax 2Ax
(T 2T T 2T (6.110)
2 Az? Ax? ' '
4. €. Rublmann 1 8 7

Numerische Methoden der Strémungs- und Wirmetechnik
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Und nach dem Sortieren der Terme erhalten wir
¢ 28 ) Tt +2(1—26 T ¢ 28 | Tt
- 3_5_ ]+1+ ( - +S) j - S+§_ j—l
C mn mn C mn
= 5—§+25 i, +2(1 =26 —s) T} + s+§+25 T . (6.111)

Man kann zeigen, dafl dieses Verfahren stabil ist fiir § < 1/4. Formal ist (6.111)
von zweiter Ordnung. Aber wenn man § = 1/6 + C*/12 wihlt, kann man den
fiihrenden Term im Dispersionsfehler eliminieren.?6 Wenn man d so wiihlt, erfordert
die Stabilitdtsbedingung 6 < 1/4 jedoch C < 1.

Crank-Nicolson-Verfahren mit Upwind-Verfahren héherer Ordnung FEin bes-
seres Dispersionsverhalten kann man auch erhalten, wenn man das Crank-Nicolson-
Verfahren mit einem Upwind-Verfahren héherer Ordnung fiir den advektiven Term
kombiniert. Die Vier-Punkt-Upwind-Formulierung der ersten Ableitung lautet®”

o —di, L= #3807 =17
8Tn . L(4)Tn . 2A$‘ BAZL' 7 ’
ox e n n n n n n
i — 17, _ qu+2 — 373 + 3T T u<0
2Ax 3Ax ’ '
(6.112)

Der Faktor g € [0,0.5] reguliert zwischen reinen zentralen Differenzen (¢ = 0) und
reinem Upwind-Verfahren (¢ = 0.5). Fiir ¢ # 0.5 ist dieses Schema von zweiter
Ordnung. Im Grenzfall ¢ = 0.5 hat man genau das 4-Punkt-Upwind-Verfahren,
was die Fehlerordnung O (Az?) besitzt. In Kombination mit dem Crank-Nicolson-
Verfahren erhélt man

n+1 _ n
i 1

1 n n
At W = sLe) (T4 T)) =0 (6.113)

T

Sortieren der Terme liefert das implizite Verfahren (u > 0)

Cq, i1 C n+1 Ca\ rnt
?ijz— s+§+Cq ijl + 2 1+$+? T]

26Es bleibt aber noch ein Term hoherer Dissipation (~ 92) iibrig.

2TMan erhilt dies Schema wie in Kap. 2.2 von Teil I, indem man ansetzt 97/0x = aT;—o+bT;—1+
cT;+dT} 1, alle Terme um den Punkt x; entwickelt und fordert, da8 der Koeffizient vor 9T /0
gleich 1 ist und weitere drei Koeffizienten verschwinden. Dies liefert vier Gleichungen fiir a, b,
c und d mit dem Ergebnis

oT"™ TP, — 6T, + 317 +2T7,,
= O(Az?
Ox 6Ax +0(Az7)
noo_Tr., Tn, 37" 437" —T"
_ g+t Jj—1 j—2 Jj—1 J j+1 3
= 5AL + 6Ax + O(Az?).
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Cq . C Cq "
+2<1—S—?>7}+<S—§+?>7}+1. (6114)

Dies fiihrt auf Matrizen mit vier Diagonalen. Zur Losung mufl daher die vierte Dia-
gonale mit einem zusétzlichen Sweep eliminiert werden (siehe Kap. 5.1, Teil 1), da-
mit die Matrix tridiagonal wird. Danach kann man dann den Thomas-Algorithmus
verwenden. Fiir ¢ = 0 erhélt man das normale Crank-Nicolson-Schema.

Beipielrechnungen

Benchmark und analytische L6sung Um einige der obigen Verfahren zu testen,
betrachten wir den eindimensionalen Temperaturtransport. Gegeben sei eine an-
fangliche Temperaturverteilung in Form der Stufenfunktion

1, =<0,
T(x,0) = { 0 x>0 (6.115)

Diese scharfe Stufe wird im Laufe der Zeit durch Advektion verschoben und gleich-
zeitig durch Diffusion verschmiert.

Mit der Léngenskala L und X = x — ut lautet die exakte Losung (siehe Anhang
£)

_ 1 i 2 2, 2,/72
T==--N 2 _ &in[(2k— 1)rX/L] e rk-1)>m2/L* 6.116
> Zk:l @k =1y o2k = DX/ L]e (6-16)

Parameter In der Regel sind die physikalischen Parameter v und s gegeben. Au-
Berdem gibt man Az und At vor. Daraus berechnen sich die wesentlichen numeri-
schen Parameter s und C. Von ihnen hingt auch Reg = C/s ab.

Bei den Rechnungen geben wir die konvektive Geschwindigkeit © = 1 vor, damit
wir den Sprung zum Zeitpunkt ¢ = 1 immer an der Stelle x = 1 haben. Damit
die Front innerhalb dieser Zeit nicht zu sehr verschmiert, wahlen wir x = 0.001.
Mit dem Parameter s steuern wir die Zeitschrittweite At. s mufl bei den gegebe-
nen physikalischen Parametern und Auflésung hinreichend klein sein, da sonst die
Courant-Zahl C = uAt/Ax grofer wird als 1 (siehe (6.54)).

Ergebnisse sind in Abb. 6.19 fiir verschiedene Verfahren dargestellt. Fiir C = 0.1
und s = 0.001 (Abb. 6.19a) sind alle Verfahren ungenau und zeigen oszillatori-
sches Verhalten (Reg = 100). Am schlimmsten wirkt sich dies aus beim FTCS-
Verfahren, dem einfachem Crank-Nicolson, dem Lax-Wendroff und dem explizi-
tem Upwind-Verfahren 4. Ordnung. Eine Erh6hung der Zeitschrittweite um einen
Faktor 10 zu C = 1 und s = 0.01 (Abb. 6.19b) fiihrt dazu, daB das implizite

An der letzten Form sieht man, dafl man einen Term abspalten kann, der genau den zentralen
Differenzen entspricht. Wenn man den Rest weg 148t, ist das Verfahren 2. Ordnung, ansonsten
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(a) N =40, C = 0.1, s = 0.001, Reg = 100 (b) N =40, C =1, s = 0.01, Reg = 100
1
T 0.5
0,
-2
x x
(c) Explizite Verfahren, (d) Implizite Verfahren,

N =400, C = 0.1, s = 0.01, Reg = 10 N =400, C = 0.1, s = 0.01, Reg = 10

(e) Legende

+?%fémggsproﬁl Abbildung 6.19.: Vergleich verschie-
Lax-Wendroff denen Verfahren zur Losung der
~ofin. Diff., 4-Punkt-Upwind, ¢ = 0.5 Transportgleichung 8T + u0,T —
Crank-Nicolson, fin. Diff. KOz T = 0 fiir eine anfinglich stufen-
—— Crank-Nicolson, Massen-Op., § = 0.25 formige Front bei x = 0 (griin). Die
Crank-Nicolson, 4-Pkt.-Upwind, ¢ = 0.5 exakte Losung nach ¢ = 1 ist blau dar-
—e—exakte Losung gestellt.

Crank-Nicolson-Verfahren mit Massenoperator und § = 0.25 (schwarz) die Front
sehr genau wiedergibt. Dies ist gerade die Stabilitdtsgrenze fiir dieses Verfahren.
Auch das Lax-Wendroff-Verfahren (cyan) zeigt nur einen kleinen Uberschwinger.
Alle anderen Verfahren zeigen jedoch inakzeptable Oszillationen.

Wenn man die rdumliche Gitterweite um einen Faktor 10 verringert, werden al-
le Verfahren genauer und wegen der reduzierten Gitter-Reynoldszahl nehmen die
Oszillationen ab. Explizite (Abb. 6.19¢) und implizite Verfahren (Abb. 6.19d) sind
separat dargestellt. Auch hier schneidet FTCS am schlechtesten ab. Bei den expli-
ziten Verfahren ist Lax-Wendroff am genauesten. Implizite Verfahren sind deutlich

3. Ordnung. Den Korrekturterm kann man deshalb mit einem Faktor 2¢ wichten mit ¢ € [0,0.5].
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besser. Hier schneidet das Crank-Nicolson-Verfahren mit dritter Ordnung Upwind
am besten ab. Es ist aber auch das aufwendigste Verfahren (4 Diagonalen). Eine
Ubersicht iiber Verfahren zur Diskretisierung der Transportgleichung ist in Abb.
6.18a,b gezeigt.

6.5. Nichtlineare Effekte: Die Burgers-Gleichung

Bisher hatten wir die lineare Transportgleichung betrachtet. Der Transport des
Impulses, der durch die Euler- bzw. die Navier-Stokes-Gleichung beschrieben wird,
ist jedoch nichtlinear (sieche Kap. 1.1, Teil I). Dies kann man der substantiellen
Ableitung der Geschwindigkeit du/dt = Ou/0t + u - Vu sofort ansehen.

Ein Paradebeispiel fiir den nichtlinearen Transport ist die
Burgers-Gleichung in einer Dimension. Im reibungsfreien Fall

lautet sie q 5 5
L -} (6.117)

a ot T er
Die Nichtlinearitét ist quadratisch. Die Lésungen der reibungs-
freien Burgers-Gleichung besitzen offenbar die Form u = u(x —
ut), bei welcher Funktion und Argument implizit gekoppelt sind.
Dies sieht man leicht, wenn man die partiellen Ableitungen bil- Johannes
det und in (6.117) einsetzt. Martinus Burgers

Physikalisch bedeutet (6.117), da8 sich die Geschwindigkeit v 1895-1981
eines substantiellen Fluidelements entlang seiner Trajektorie nicht &ndert (du/dt =
0). Jedes Fluidelement behélt seine urspriingliche Geschwindigkeit bei und bewegt
sich mit konstanter Geschwindigkeit. Falls nun die anfangliche Geschwindigkeit
u(z,0) rdumlich variiert, dann werden Fluidelemente mit einer hohen Geschwin-
digkeit diejenigen mit einer niedrigeren Geschwindigkeit ein- und eventuell sogar
iiberholen konnen.

Dieser Prozef fithrt dazu, dafl sich eine Welle u(z,t) im Laufe der zeitlichen Ent-
wicklung aufsteilt und, falls Fluidelemente iiberholt werden, sogar mehrdeutig wird.
Dieser ProzeBl entspricht einer Generierung von Fourierkomponenten mit sehr hoher
Wellenzahl im Signal u(z,t). Ursache hierfiir ist die Nichtlinearitdt der Gleichung
(6.117). Als Beispiel ist die zeitliche Entwicklung von u fiir die Anfangsbedingung
u(z,0) = sin(x) in Abb. 6.20 gezeigt. Bei t = 1 besitzt die Welle an den Stellen
r = (2n — 1)7 eine unendliche Steigung. Fiir ¢ > 1 wird die Welle mehrdeutig.?

Die eigentliche Burgers-Gleichung enthélt noch einen viskosen Term. Sie lautet

ou ou  *u

Die Diffusion der Geschwindigkeit v mit Diffusivitédt v bewirkt eine Ddmpfung aller
Variationen von w und verhindert gleichzeitig das Entstehen der Mehrdeutigkeit.

Z8Die Aufsteilung kann man auch bei Wellen sehen, die auf einen flachen Strand auflaufen bevor sie
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x/2m

Abbildung 6.20.: Aufsteilung und Entwicklung der Mehrdeutigkeit einer anfinglich har-
monischen Welle als Losung der nichtlinearen reibungsfreien Burgers-Gleichung fiir ¢ = 0
(griin), t = 0.5 (blau gestrichelt), t = 1 (rot) und t = 2 (blau gestrichelt).

Denn je hoher jedoch die Wellenzahl k ist, desto stérker wird die entsprechende
spektrale Komponente durch Diffusion geddmpft. Bei der Fourier-Transformation
geht v9? in —vk? iiber.

Oft ist es sinnvoll, die Burgers-Gleichung in sogenannter konservativer Form zu
schreiben

ou OF 0u
9 + = Vo (6.119)
Hierbei ist F' = u?/2.

Eine wichtige Konsequenz eines nichtlinearen Terms ist das Aliasing, das wir
schon in Kap. 4.6.5 angesprochen hatten. Das Problem des Aliasing wird durch
den dissipativen Term verringert, wenn die Dampfung von Moden bei der Nyquist-
Wellenzahl hinreichend stark ist. Dann werden die spektralen Komponenten auf
groflen Langenskalen nur unwesentlich verfilscht.

Die Losung des Anfangswertproblems fiir die Burgers-Gleichung (6.118) kann
man gliicklicherweise exakt angeben

) /Z <$OO; s) G(s) exp {— (x — 5)2 /41/75} dS.
/ G(s)exp{—(z —s)* Jdvt} ds

(e o]

(6.120)

Wie man dieses Ergebnis erhélt, ist in Anhang F beschrieben. Fiir die weiter unten
verwendete Anfangsbedingung u(x,0) = [1 — sign(x)]/2, also fiir eine Stufe bei
v =0, ist G(r) = e/ falls < 0, und 1 fiir # > 0. Die exakte Losung ist

sich brechen. Dabei ist u nicht die Geschwindigkeit eines substantiellen Fluidelements, sondern
die Amplitude einer Welle.
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6.5. Nichtlineare Effekte: Die Burgers-Gleichung

sehr hilfreich bei der Untersuchung der verschiedenen numerischen Verfahren. Im
folgenden sollen nun die schon bekannten Verfahren auf die nichtlineare Burgers-
Gleichung angewandt und ggf. modifiziert werden.

6.5.1. Explizite Verfahren

Das FTCS-Verfahren 148t sich problemlos auf die eindimensionale Burgers-
Gleichung anwenden. Es ergibt sich

n

7‘L+1 _ n

U u ou” (u" —u ) u o —2u +u?

J J J \7j+1 j—1 j+1 j j—1
—v = 0. 6.121
AL 9Az N (6.121)

Die konservative Variante lautet

n+1 n n n n n n

i + Fjﬂ _ Fj*l — Vujﬂ _ 2uj U =0. (6.122)
At 2Ax Ax?

Leider kann man die Stabilitdt hier nicht so einfach mit der von-Neumann-
Methode untersuchen wie bei linearen Gleichungen, denn durch die Nichtlinearitét
sind alle Fourierkomponenten miteinander gekoppelt. Daher kann man die Wellen-
zahl nicht als einen einfachen Parameter behandeln. Ein Ausweg besteht in der
Néherung, den Faktor u vor der ersten Ableitung du/dx als konstant zu betrach-
ten (frozen coefficient). Diese Vorgehensweise liefert oft eine brauchbare Néherung
fiir die Stabilitatsgrenze. Da der eingefrorene Koeffizient aber trtlich und zeitlich
variiert, ist die Stabilitat lokal zu verstehen.

Oft erhélt man eine Verbesserung der FTCS-Diskretisierung, wenn man die erste
Ableitung mittels 4-Punkt-Upwinding nach (6.112) diskretisiert. Der nichtlineare
Term ist dann fiir ¢ # 0.5 von zweiter Ordnung Genauigkeit und fiir ¢ = 0.5 von
dritter Ordnung O (Az?).

Da die reibungsfreie Burgers-Gleichung der Advektionsgleichung dhnelt, ist man
geneigt, das Lax-Wendroff-Schema auf die Burgers-Gleichung zu iibertragen, da
Lax-Wendroff fiir die Advektionsgleichung auf jeden Fall besser ist als FTCS.
Kern des Lax-Wendroff-Verfahren ist es, den fithrenden Term im Fehler in der
ersten Zeitableitung bei Diskretisierung in Vorwértsrichtung (—(At/2)0%u/0t?)
durch &quivalente Raumableitungen auszudriicken und mit Zweiter-Ordnung-
Diskretisierung in das Differenzenschema aufzunehmen (siehe (6.66)). Fiir die nicht-
lineare reibungsfreie Burgers-Gleichung ist es jedoch zunéchst unklar, wie man die
zweite Zeitableitung durch Ortsableitungen ausdriicken kann. Dies ist aber folgen-
dermaflen moglich.

Wir betrachten die reibungsfreie Burgers-Gleichung in konservativer Form 0,u +
0, F =0 mit F' = Flu(x,t)] = u%/2. Fiir die zweite Zeitableitung gilt

01U 88?’_ 9 OF 0u 6(A8F)

o2 dx ot Ox du ot ox \ oz
=A
Diskretisierun 1 = F? F — F'n,
~om A {Aﬂ*w (7T) ~ Ajape (T)] . (6123)
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Diffusionsgleichungen

Wenn wir diesen Teil des Fehlers (mit dem Koeffizienten —At/2) wie beim Lax-
Wendroff-Verfahren in die Differenzengleichung fiir den reibungsfreien Fall einbe-
ziehen, erhalten wir

Tl — e . — F" At

Lo T S s (Fl — B — Aja (B - B

(6.124)

Fiir die Burgers-Gleichung ist A;1/0 = w4172 = (uj + u;j41) /2. Das Schema besitzt
den Abbruch-Fehler O (Az?, At?) und es ist stabil fiir u,.cAt/Az < 1 entsprechend
der Courant-Friedrichs-Levi-Bedingung (6.53) fiir die Advektionsgleichung.

Um die Auswertung von A an den rdumlichen Zwischenstellen j+1/2 zu vermei-
den, kann man die obige Gleichung durch die dquivalente Form

» 1, ., " At n n
ut =y — ~ (Fiijg—F)ap) - (6.125b)

ersetzen, die etwas 6konomischer ist. Die Aquivalenz kann man leicht durch Ein-
setzen tiberpriifen. Mit F' = u ist dieses Schema identisch mit dem Lax-Wendroff-
Verfahren (6.67) fiir die Advektionsgleichung.

Man kann das Verfahren auch auf den viskosen Fall erweitern. Das entsprechende

Schema lautet dann?
Ujr1/2 = 5 (“j + “j+1) T 9Ar ( i1 — Fj )
s |1 n n n 1 n n n
n+1 n At * * n n n

Hierbei ist wie iiblich s = vAt/Axz?. Die angegebene viskose Version des Verfahrens
hat jedoch den Nachteil, dafl es nur noch O (At, Az?) ist.?® Stationire Losungen
sind zwar von zweiter Ordnung Genauigkeit. Um aber auch die Dynamik (Zeit-
abhéngigkeit) genau zu berechnen, mufl der Zeitschritt sehr klein sein. Dariiber
hinaus bené6tigt man auch noch eine weitere Randbedingung, da der viskose Term
vier Gitterpunkte involviert. Fiir Stabilitdt kann man Bedingung

At (A*At +2v) < Az® (6.127)

ableiten  (Fletcher, 1991a).  Fiir  praktische  Berechnungen  schlagen
Peyret and Taylor (1983) das Kriterium At < Az?/ (2v + |A|Ax) vor.

29Tm ersten Term auf der rechten Seite der ersten Gleichung hat Fletcher (1991a) einen kleinen
Druckfehler (u?“) . AuBlerdem scheint dieses Lax-Wendroff-Schema gar nicht so schlecht zu sein,
wie in Fletcher (1991 a) implizit behauptet. Die abweichenden numerischen Werte in Tabelle 10.3
von Fletcher (1991a) kénnen so nicht nachvollzogen werden. Siehe auch Abb. 6.21 und 6.22 .

300ffenbar wird in dieser Version der Fehlerterm in der Zeitableitung nicht mit zweiter Ordnung
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6.5. Nichtlineare Effekte: Die Burgers-Gleichung

6.5.2. Implizite Verfahren

Wenn wir nach der Crank-Nicolson-Methode vorgehen, werden sowohl der kon-
vektive wie auch der diffusive Term je zur Hélfte dem Zeitniveau n und n + 1
zugeschlagen. Fiir die Burgers-Gleichung ergibt sich so

u’ — "

S o L (PR ) + ng (Wt + ) = 0. (6.128)

Um diese Gleichung losen zu kénnen, wiirden wir sie gerne in ein lineares tri-

diagonales System {iberfithren. Der Term F jnH ist fiir die Burgers-Gleichung je-
n+1

n+1 n 1

doch quadratisch in uj Man kann ihn aber mit Hilfe einer zeitlichen Taylor-
Entwicklung auf einen beziiglich des Zeitpunkts ¢, linearen Term zuriickfithren.
Dazu entwickeln wir F! j"+1 um den Zeitpunkt ¢, und erhalten mit F' = u*/2 und

(Bu/0t)" = Aul /At + O(AL)

OF\"
n+1l __ n
Fi* = F; +At(§).

J

+0(A2) = FI' 4 u At(?:) +0 (A82)

%,_/
Augtliro(ar)
= F +uf (! —uf) + O (A?). (6.129)
Dieser Term ist linear in u"+1 Damit konnen wir die Burgers-Gleichung schreiben
als
u Tt — 1 v
J J n n+1 n n+1 n\ __
= 5L 2F] + ) (V — )] +5 Law (0T +0f) = 0. (6.130)
uny Tl
3 7d

Wenn wir nun die Zeitniveaus trennen, erhalten wir

u?“ + % [L (u"u"“) — yLmu”“] =

Mit den Operatoren®! L, = (—1,0,1)/2Az und L,, = (1,—2,1)/Az? erhalten wir
dann die gewiinschte tridiagonale Form

w4 == Lyau”. (6.131)

aiult) + ottt 4 Al = d, (6.132)
mit
aj = —% <u];T1;At + 3) : (6.133a)
0 =1+s, (6.133b)
= % (%ﬁt 3) : (6.133c)
dr = guy_l + (1= s)ul + 2u]+1 (6.133d)

Genauigkeit diskretisiert.
31Hier bedeuten z.B. (—1,0, 1) die Wichtung der riumlichen Komponenten j — 1, j und j + 1 (in
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Diffusionsgleichungen

Das Verfahren ist von der Ordnung O(A#?, Az?) und es ist uneingeschriinkt stabil.

Dieses Crank-Nicolson-Verfahren kann jetzt wie in Kap. 6.4.2 weiter verbessert
werden; zum Beispiel durch Verteilung der zeitlichen Ableitung auf die benach-
barten Raumpunkte mittels Massenoperator M, = (J,1 — 26,0) oder/und durch

Verwendung des 4-Punkt-Upwind-Verfahrens (L§C4) nach (6.112)). Ein allgemeines
Crank-Nicolson-Verfahren, das beide Modifikationen erhélt, kann man schreiben als

ut g Loa v

Man erhélt so das quadridiagonale System (fir u > 0)
ejuyty +ajuity bt + uily = dj, (6.135)

mit den Koeflizienten

n_ 9448t ,
=1, (6.136a)
1[/1 ul At
- [(5 . q> Bl 25} , (6.136D)
. quij At
bj :1—25+8+m, (6.136C)
1[/1 ul At
n—_ |z —q) LT—— 2 .136d
G =3 l(Q q) N s+200, (6.136d)
@ = (02 ur g+ (1 =20 = sy + (54 )l (6.136e)

Die Losung erfolgt wieder durch Gaufl-Elimination der durch e} beschriebenen vier-
ten Diagonale durch einen Sweep und anschlieBendem Thomas-Algorithmus fiir das
verbleibende tridiagonale System.

6.5.3. Numerische Ergebnisse

Numerische Ergebnisse sind in Abb. 6.21-6.23 dargestellt. Bei moderaten Parame-
tern, wie in Abb. 6.21, sind alle untersuchten Verfahren gut zu gebrauchen. Eine
genauere Inspektion zeigt, dafl bei den expliziten Verfahren das FTCS- und bei den
impliziten Verfahren das Crank-Nicolson-Verfahren mit 4-Punkt-Upwinding am ge-
nauesten sind.

Wenn die Gitter-Reynoldszahl anwéchst, werden zunéchst die expliziten Verfah-
ren ungenau (Abb. 6.22). Auch das einfache Crank-Nicolson-Verfahren zeigt Schwé-
chen. Die Crank-Nicolson-Verfahren mit Massenoperator bzw. 4-Punkt-Upwind bie-
ten hier noch die genauesten Ergebnisse.

Fiir sehr hohe Gitter-Reynoldszahlen kommt es auch bei Verwendung von impli-
ziten Crank-Nicolson-Verfahren zu Oszillationen in der Nidhe der Front. Um diese
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6.5. Nichtlineare Effekte: Die Burgers-Gleichung

(a) J = 20, Az = 0.2, s = 0.25, Reqg = 1, (b) J = 20, Az = 0.2, s = 0.25, Req = 1,

v=02t=1 =02 t=1
0.945 < 0.145}
u  0.94 u o 0.14f
0.935 0.135}
0.937 0.137
092 5 L | | | \\\\\ ‘ 1 O 125 [ ‘ ‘ ‘ \\\
-0.22 —-0.2 -0.18 —0.16 0.96 0.98 1 1.02
x T
(c) exakte Losung, v =0.2,t =1 (d) Legende
1 ‘ ‘ ‘ Anfangsprofil
—-FTCS

Lax-Wendroff

—o—fin. Diff., 4-P.-Upw., ¢ = 0.5
Crank-Nicolson, fin. Diff.

—eo— Crank-N., Mass.-Op., 6 = 0.25
Crank-N., 4-P.-Up., ¢ = 0.5

—exakte Losung

u 0.5

07 L L L
-2 -1 0 1 2
T

Abbildung 6.21.: Vergleich verschiedenen Verfahren fiir die Burgers-Gleichung mit v =
0.2 und ¢ = 1. Die Gitter-Reynoldszahl, gebildet mit der Referenzgeschwindigkeit u = 1,
ist Req = 1. Auf der vollen Skala (c) sind die Ergebnisse nicht zu unterscheiden. In (a)
und (b) sind VergréBerungen gezeigt.

Ostzillationen zu vermeiden, wird manchmal eine zusétzliche kiinstliche Diffusion
eingefiihrt. Die kiinstliche Diffusion soll die Oszillationen ddmpfen, die durch das
numerische Verfahren enstehen. Fletcher (1991a) schldgt vor, den kiinstlichen Dif-
fusionsterm

F=u?/2 Vg

2

zur rechten Seite von (6.134) zu addieren. Dies fithrt auf

At Ly, (ul 'l (6.137)

J J

Va n n
5 ALy (] + F;)

uttt — 1 v v
J _ 4 n_ n+l n+1 n a n+l n\ __
M, <]Tt = _§L§6) (ujuj ) + §Lm (uj + uj) + EAth (uj uj) =0
(6.138)
mit entsprechender Modifikation der Koeffizienten (6.136).
Die Ergebnisse, die damit erzielt werden kénnen, sind in Abb. 6.23 gezeigt. Fiir
alle Crank-Nicolson-Verfahren wurde hier v, = 0.25 verwendet, so dafl sich fiir

C =1 der Wert s, = v,C?> = 0.25 ergibt, wobei hier C = At/Ax eine Referenz-

dieser Reihenfolge).
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Diffusionsgleichungen

(a) J =30, Az = 0.2, s = 0.2, Reg = 2, v = 0.1,
t=6

(b) Legende

1 Anfangsprofil
—-FTCS
2 Lax-Wendroff
—o—fin. Diff., 4-P.-Upw., ¢ = 0.5
u 05} 0.5 Crank-Nicolson, fin. Diff.
—o—Crank-N., Mass.-Op., 6 = 0.25
0.01 o Crank-N., 4-P.-Up., ¢ = 0.5
0.1 —exakte Losung
O,
0 2 4

Abbildung 6.22.: Vergleich verschiedenen Verfahren fiir die Burgers-Gleichung mit v =
0.1 und ¢ = 6. Die Gitter-Reynoldszahl ist Req = 2 (u = 1). Die blau gestrichelten
Kurven zeigen die zeitliche Entwicklung der exakten Losung. Die Zeiten sind als Zahlen
angegeben.

(a) J = 40, Az = 0.1, s = 0.02, C = 1, Reg = 50,
v =10.002, v, =0.25,t =2 (b) Legende

Crank-Nicolson, fin. Diff.
—o— Crank-N., Mass.-Op., 6 = 0.25
Crank-N., 4-P.-Up., ¢ = 0.5
I | Crank-N., fin. Diff., s, = 0.25
u ‘ —CN, MO, 6§ = 0.12, s, = 0.25

041 —-CN, 4-PU, ¢ = 0.5, s, = 0.25
0.2} — exakte Losung
O,
0.2

—0.5 0 0.5

x
Abbildung 6.23.: Einfufl der kiinstlichen Diffusion auf die verschiedenen Varianten des
Crank-Nicolson-Verfahrens fiir die Burgers-Gleichung bei kleiner Viskositét, entsprechend

einer hohen Gitter-Reynoldszahl von Reg = 50. Die Ergebnisse ohne kiinstliche Diffusion
sind durch offene Symbole gekennzeichnet.

Courant-Zahl ist, die mit dem Referenzwert u = 1 gebildet wird. Fiir das Crank-
Nicolson-Verfahren mit Massenoperator wurde § = 0.12 verwendet und fiir das
Crank-Nicolson-Verfahren mit 4-Punkt-Upwind ¢ = 0.5. Man sieht, dafl man die
Ostzillationen durch eine geeignete Wahl von v, sehr stark unterdriicken kann, ohne
dafB sich die Front zu sehr verschmiert. Im betrachteten Fall funktioniert die kiinst-
liche Viskositét recht gut, weil die Funktion u auflerhalb des Sprungs konstant ist.
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6.6. Ausbreitung eines VerdichtungsstoBes

Im konstanten Bereich macht eine zusétzliche Diffusion natiirlich nichts aus. Man
kann auch Schemata konstruieren, bei denen die kiinstliche Diffusion erst ab einem
gewissen Gradienten der Funktion u wirksam wird.

6.6. Ausbreitung eines VerdichtungsstoBes

Als stromungsmechanisches Beispiel betrachten wir Ausbreitung eines senkrechten
Verdichtungsstofies unter der Annahme einer reibungsfreien Stréomung. Bei Abwe-
senheit duflerer Krafte und Warmequellen gelten hierfiir die Kontinuitéts-, Euler-
und Energie-Gleichungen

9D L () =0, (6.139a)
ot
% + V- (puu) = —Vp, (6.139D)

% [p <“72 +€)} Ly, lpu <“72 +h)} ~0. (6.139¢)

Mit der Zustandsgleichung fiir ein ideales Gas

h=et+l=cr=—"20P (6.140)

p y—1p

wobei v = ¢,/c, = 1.4 das Verhiltnis der spezifischen Wéarmen ist, erhalten wir fiir
den eindimensionalen Fall

dp 0 B
% + P (pu) =0, (6.141a)

9 (pu) 9 2 _
T (pu?+p) =0, (6.141b)

o ( pu? P 0 pu? Y B
5 (5t 20) e o (5 2) | -0 (6:141c)

Alle Gleichungen sind Advektionsgleichungen, die im vorliegenden Fall nichtlinear
und gekoppelt sind.

Aus der integralen Form der Gleichungen werden normalerweise die Rankine-
Hugoniot-Relationen hergeleitet, welche die Propagation von Verdichtungsstofien
beschreiben. Hier gehen wir davon aus, dafl sich das Gas auf der Seite 1 in Ruhe
befindet (u; = 0) und bei dem Druck p, die Dichte p; besitzt. Aus der Zustands-
gleichung folgt die Temperatur T} = c,(v — 1)7!p1/p1. Aus einem Gebiet 2 mit
einem Druck ps > p; breite sich nun eine Verdichtungswelle in das Gebiet 1 des
ruhenden Fluids aus. Die Stiarke des damit verbundenen Stofles kann man durch
den Drucksprung

y— P2 —D1
b1

>0, (6.142)
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Diffusionsgleichungen

auch Stofistirke genannt, charakterisieren. Fiir den senkrechten Verdichtungsstof3
lassen sich dann aus den Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls- und Energie die
Dichte p,, die Geschwindigkeit us und die Geschwindigkeit U, mit der der Stofl pro-
pagiert, als alleinige Funktionen des Parameters z ausdriicken (siehe z.B. Chapman,
2000)

1
1+ (%) z
2= - S (6.143a)
P1 -
1 [
+(27)z
e R B (6.143b)
C1 Y —+ 1
1+ z
2y
1
Y_ g2t (6.143¢)
C1 2’)/

Hierbei ist ¢; = \/vp1/p1 die Schallgeschwindigkeit im ruhenden Medium 1.

Zur Darstellung ist es bequem, den Druck p, die Dichte p und die Geschwindigkeit
u auf die GroBlen pp, p; und c¢; des ruhenden Mediums zu beziehen. Wenn wir
auferdem die Langenskala L einfiihren, ergeben sich die dimensionslosen Variablen

) _ D r_ P )_ U )z / ¢
==, = u = —, ==, t' = ) 6.144
p P1 pl C1 L L/Cl ( )
Wenn wir den Strich wieder weglassen, lauten die skalierten Gleichungen
dp 0
— 4+ — = 14
d (pu) 9 2 P
— + — == 6.145b
5 + el + 5 0, ( )
o ([ pu? p d pu’ p
(= . £ _ = =0. 6.145
m(Q to-n) Tae Yy =) T (6.145¢)

Man kann die Gleichungen nun als eine einzige Advektionsgleichung der Form

% + aa—f =0 (6.146)
schreiben, und zwar fiir die vektoriellen Gréfien
;; qui?p/v
q= ,0_u2 . und F = ) ,0_u2 L0 (6.147)
2 q(v—1) 2 -1

Beachte, daf§ (6.146) nichtlinear ist, da F' und q keine unabhéngigen Grofien sind.
Vielmehr sind sie iiber p, v und p nichtlinear miteinander gekoppelt.

4. €. Rublmann
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6.6. Ausbreitung eines VerdichtungsstoBes

Eine Losungsmoglichkeit besteht in der Anwendung des zweistufigen Laz-
Wendroff-Schemas (6.125). Fiir die hier auftretenden vektoriellen Groflen lautet
es

qj+1/2 = 2 (q] + qj+1) _ QA (F]+1 - FJ) ) (6148&)
0" =aj = - (Firp = Fiip). (6.148b)

Da F und q iiber p, v und p zusammenhéngen, mufl man in jedem Teilschritt p, u
und p aus q berechnen und daraus F' bestimmen (und umgekehrt).

. Alternativ dazu wird auch das MacCormack-Schema
*

32

q;=q; — N (F]+1 F) , (6.149a)

1 At
n—+1 n * * *
gt = 3 (a@) +a;) — o (F;—Fi_,). (6.149b)
eingesetzt. Im Gegensatz zu Lax-Wendroff werden bei MacCor-
mack einseitige Differenzen verwendet. Der dadurch verursachte
Robert W. fithrende Fehler der Ordnung O(Ax) hebt sich aber bei den bei-
den Schritten gerade auf, so dafl das Schema ebenfalls zweiter
Ordnung im Raum und Zeit ist. Fiir lineare Probleme (F = q)
reduziert sich das MacCormack-Schema auf das einstufige Lax-Wendroff-Verfahren
(6.67).

Als Stabilitéitsbedingung kann man fiir das Lax-Wendroff- und das MacCormack-
Verfahren

MacCormack

|)\k| <1 (6.150)

ableiten, wobei )\, die Eigenwerte der Jacobi—Matrix 0F;/0q; sind. Fiir das vor-
liegende Problem erhdlt man die 3 Eigenwerte w, u + ¢ und u — ¢ (siehe
Richtmyer and Morton, 1967). Daher lautet die Stabilitdtsbedingung hier

At
(ful +¢) - < 1. (6.151)
Ein Beispiel fiir die Stofistirke z = 1.5 ist in Abb. 6.24 gezeigt. Dabei wurde die
Skalierung (6.144) verwendet. Beide Schemata zeigen einen starken Dispersionsfeh-
ler durch die hohen Harmonischen, die in der spektralen Darstellung des Sprungs
enthalten sind.
Man kann den Dispersionsfehler gldtten, indem man eine kiinstliche Viskositét
einfithrt. Diese sollte nur dort wirken, wo sehr hohe Gradienten der Feldgrofien
auftreten. Dazu hat sich die Erweiterung der Grundgleichungen auf

8q OF » 0 (|0q]|0q
875 s — vAz Ep ( % | 7 =0 (6.152)

32Gleichungen (14.49) und (14.50) in Fletcher (1991b) enthalten Druckfehler.
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Diffusionsgleichungen

(a) (b)
11—
3 ) .
0.8 o
2} P 0.6 ',
J‘ u
] 0.4
1 u LS. - L
0.2
0 .
ot ‘ ‘ ‘
~0.5 0 0.5 0.1 0.2 0.3 0.4
T T

Abbildung 6.24.: Entwicklung eines Verdichtungsstofies fiir Stolstirke z = 1.5. Die An-
fangsbedingung zur Zeit t = 0 ist griin und die exakte Losung bei ¢t = 0.2 ist blau darge-
stellt. Numerische Ergebnisse fiir Az = 0.01 und At = 0.002 sind in rot (Lax-Wendroff)
und in (MacCormack) gezeigt. (a) zeigt den Uberblick, (b) Details fiir u.

bewahrt. Wegen der Betragsstriche héngt die kiinstliche Viskositét nicht von der
Richtung des Sprungs ab. Auflerdem wird der Gradient quadratisch bestraft. Bei
der Implementierung der kiinstlichen Viskositét wird diese dem Lax-Wendroff- oder
MacCormack-Verfahren als dritter Schritt nachgeschaltet. Aus dem Lax-Wendroff-
Verfahren erhilt man so das modifizierte Schema

Tjr1/2 = 5 (@} +aji1) — AT (Fja — F7), (6.153a)
q; —49; — Ar (Fj+1/2 - j—1/2) ) (6.153b)

q;}+1 =q + VEA {}quJrl quJrl (6.153(3)

(‘J;* - qj’il)]

At k% k% k% k% kK k%

=q" +v g -l (@ - a7) - lg -4
Nach Richtmyer and Morton (1967) wird durch die kiinstliche Viskositéat der stabile
Bereich der zeitlichen Schrittweite aber weiter eingeschriankt (sieche auch Fletcher,
19910). Der Effekt der kiinstlichen Viskositat ist fiir das obige Beispiel an Hand
des Lax-Wendroff-Verfahrens in Abb. 6.25 fiir die Werte v = 0, 0.5 und 1 illu-
striert. Hierbei wurde die kiinstliche Viskositédt auf alle drei Komponenten von gq
angewandt. Man sieht, dal die kiinstliche Viskositét einen geringen Einflul auf die
Stromung weit weg vom Stofl hat. In der Dichte werden jedoch einige der weiter
entfernten kiinstlichen Oszillationen noch etwas verstéarkt.

Fiir starke Stofe liefert das sogenannte flu-korrigierte Transport-Schema (FCT-
Schema, fluz corrected transport scheme) bessere Ergebnisse. Dieser Ansatz beruht
darauf, in einem ersten Schritt eine relativ grofle kiinstliche Diffusion zu verwenden
und dies dann im zweiten Schritt durch eine fast gleich grofie Anti-Diffusion wieder
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6.6. Ausbreitung eines VerdichtungsstoBes

(a) (b)
1 .
3 L
P 0.8
2 P Lo 0.6 "
N u |
0.4}
1 L:- mmmmmmm ®
Y 0.2 .
0 ie
ot | | |
—0.5 0 0.5 0.1 0.2 0.3 0.4
X i

Abbildung 6.25.: Einflufl der kiinstlichen Viskositdt auf die numerische Losung des
VerdichtungsstoB-Problems mittels des nach (6.153) modifizierten Lax-Wendroff-
Verfahrens. Der Wert der kiinstlichen Viskositét betrdgt v = 0 (), v = 0.5 (cyan)
und v =1 (rot). Die Parameter sind identisch mit denen aus Abb. 6.24.

zu kompensieren. Dabei wird die Anti-Diffusion so gestaltet, dafl sie limitiert ist
und daf keine neuen Extrema auftreten konnen. Dies ist in Kap. 14.2.6 und 14.2.7
von Fletcher (19910) genauer beschrieben.
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A. Eigenwerte einer tridiagonalen
Matrix

Zur Berechnung von Eigenwerten mufl man Determinanten berechnen. Daher be-
trachten wir zunéchst die Determinante D,, einer tridiagonalen Matrix A der Ord-
nung n

b

D,, = det |A| = det o : (A1)

c a b
c a

Wenn man die Determinante nach Spalten entwickelt, erhélt man
Dn = G,Dn_l — bCDn_Q. (AQ)

Hierbei sind D,,_; und D,,_5 Unterdeterminanten der Ordnung n — 1 und n — 2.
Sie haben dieselbe Form wie D,,, nur mit verringerter Ordnung. Gleichung (A.2)
ist eine Rekursionsformel fiir D,,, wobei wir die Anfangsbedingungen

Dy =1 und Dy =a (A.3)
beachten miissen.! Die Rekursionsgleichung (A.2) kann man mit dem Potenzansatz
D, = u" (A.4)

16sen. Eingesetzt erhalten wir fiir p
p? = ap — be. (A.5)

Die Losungen dieser quadratischen Gleichung lauten

\/ %2 — be. (A.6)

Da wir zwei Wurzel haben, lautet der vollstdndige Ansatz fiir D,

Ut =

(VRS

D, = au’y + Bu”, (A7)

!Die bekannteste derartige Rekursionsformel ist F}, = F,_1 + Fj,_o. Mit Fy = F; = 1 generiert
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A. FEigenwerte einer tridiagonalen Matrix

wobei o und  aus den Anfangsbedingungen bestimmt werden miissen. Man kann
leicht verifizieren, daf§ die Anfangsbedingungen (A.3) von der Losung
n+l _  n+l
p, =M+ —H= (A.8)
S
erfiillt werden.
Wir betrachten nun das eigentliche Eigenwertproblem

A—-Xl=0. (A.9)
Die Losbarkeitsbedingung erfordert

a— A b
c a—\ b

D, = det o = 0. (A.10)

c a— A\ b
c a—\ b

Nach der allgemeinen Losung fiir die Determinate tridiagonaler Matrizen (A.8) folgt
dann
pith = (A11)

Mit p4 entsprechend (A.6) (a — a — A) ist diese Bedingung dquivalent zu

n+1
(a—X) ++/(a—\)? —4bc ! 4 (A12)
(a— X\ —la= A2 —dbe| '
Mit der Substitution \
cos p = - (A.13)

24/be

lautet die Losbarkeitsbedingung dann

.. n+1 i n+1
[“lnﬂ _ (cos<p+1sm<p) + _ ( e“." ) _ Q2ip(n+l) _ 1 (A.14)

cosp —isingp el¥

Diese Gleichung hat die Wurzeln

krm
n+1’

0= k=1,..n. (A.15)

Wenn wir nun (A.13) nach A auflésen, erhalten wir die Eigenwerte?

)\k:aJrZ@COS( b ), k=1,..,n. (A.16)
n+1

sie die Fibonacci-Zahlen und steht im Zusammenhang mit dem goldenen Schnitt, der durch die
positive Losung von (A.6) fir a =b = —c =1 als u; = (14 1/5)/2) gegeben ist.
2Das Vorzeichen vor dem zweiten Summanden spielt keine Rolle, da die Eigenwerte symmetrisch
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bzgl. a + ... liegen.
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B. Ritz-Verfahren

Bei dem Ritzschen Verfahren such man ein Minimum einer skalaren Grofle £, die
von einer Funktion f(x) (die auch vektorwertig sein kann) abhéngt, wobei die Funk-
tion als Variable fungiert. Eine derartige GroBle nennt man Funktional £[f(x)]. Die
Abhéngigkeit von der Funktion wird in eckigen Klammern geschrieben. Insbeson-
dere will man wissen, wie die Funktion fy(x) aussieht, bei der das Funktional &£
minimal wird.

Fiir das Rechnen mit Funktionalen gelten dhnliche Regeln wie fiir die normale
Differentiation (Produkt- und Kettenregel). Insbesondere gilt fiir die erste Variation
(die Variation wird mit dem Symbol ¢ bezeichnet)

d&
0E(f) = df5f (B.1)
Die formale Ableitung d€/df nennt man Funktionalableitung. Fiir ein Minimum
von £ mufl die erste Variation des Funktionals 0 = 0 verschwinden. Dies fiihrt
im allgemeinen zu den Euler-Lagrange-Gleichungen fiir das Minimierungsproblem.
Die Euler-Lagrange-Gleichungen sind Differentialgleichungen fiir f, deren Losung
die gesuchte Funktion fy(x) ist.
Wenn aber die Variation ¢ f eingeschréankt ist, indem man fest vorgegebene An-
satzfunktionen ¢;(x) verwendet mit

fa(z) = Zai¢i(m) (B.2)

und nur die Parameter a; variiert, erhédlt man mit

N N
0fa=0) aipi(x) = ¢i(w)da; (B.3)
i=1 =1
die Extremal-Bedingung
de e &
0E(fa) = Em = I > ¢i(x)da; =0. (B.4)
i=1

Da die Parameter a; unabhéngig voneinander gewéhlt werden konnen, muf} jeder
Summand einzeln gleich Null sein. Deshalb erhalten wir N Gleichungen zur Be-
stimmung der a; (und damit der minimierenden Funktion) in der Form

d&

Eqbl(ar:) = 0. (B.5)
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B. Ritz-Verfahren

Hierbei ist zu beachten, dal d€/d f4 natiirlich von den vorgegebenen Ansatzfunk-
tionen {¢;} und den zu bestimmenden Koeffizienten {a;} abhéngt.

Das obige Gleichungssystem (B.5) ist ein spezieller Fall, der fiir den Ansatz (B.2)
gilt. Im allgemeinen miissen die Unbekannten nicht in Form von Koeffizienten in ei-
ner Linearkombination von Ansatzfunktionen auftreten. Die Unbekannten kénnten
z.B. auch Exponenten sein. Welche Koeffizienten man bestimmen will héngt einzig
und allein von dem jeweiligen Ansatz ab, bei dem man eine grofle Freiheit hat.

Das Variationsproblem 6 = 0, bei dem die Funktion f variiert wird, fithrt mit
dem Ansatz f = f4 bei bekannten Ansatzfunktionen und variablen (zu bestimmen-
den) Parametern a; zu den allgemeinen Bestimmungsgleichungen der Form

dE[f4]
dai

Sa,ELfa] = da; = 0, (B.6)

bei unabhéngigen Parametern a; also auf

d€[f4]
dai

= 0. (B.7)
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C. Ableitungsoperatoren im
Chebyshev-Raum

Wenn wir die Chebyshev-Polynome ableiten, erhalten wir

d d cos(k6) do , d arccos = sin(k0)
T).(z) = — k)| = —————— = ksin(kf =k : 1
() dzx [cos(k)] dd dx sin(k) dx sin z (C.1)
sin~lz

Wegen sin[(k + 1)0] —sin[(k — 1)0] = 2sin 0 cos(kf) kann man die Rekursionsformel

/ /
T Ty

— 9T 2
k+1 k-1 k (C2)

leicht verifizieren. Wenn man diese Rekursionsformel nach T}, auflést und umnu-
meriert (kK — k — 1), dann erhdlt man fir die Ableitung

~1)/2
, 11 , ol
T, (z )_2k<Tk L4 = T, ) § Le-1-n(2) (C.3)

2k —2 NI — Ck—1-2n
=2(k—2)[Th_3+-.]

Nun schreiben wir die Ableitung unserer unbekannten Funktion formal als

N

i W Th(z) = af Ti(w) (C.4)

k=0 k=0

und setzen (C.3) fiir T).(z) ein. Dann erhalten wir, bei Umbenennung des Laufindex
k—p,

NA( NA, c_.;z)NA Ty 1o5a(2)
Zuk Tk(z Zu o) = Zup2p (C.5)
k=0 p=0

Wenn wir jetzt die Koeffizienten von Ty (x) vergleichen, erhalten wir die Ableitungs-
koeffizienten 12,(91). Insbesondere liefert auf der rechten Seite der Gleichung fiir festes
p nur der Wert von n einen Beitrag, fiir den p — 1 — 2n = k ist. Also féllt die innere
Summe weg, und wir miissen fiir p fordern: p = k + 1 4+ 2n. Dies fithrt auf die
Darstellung
al 2
al = Y P, (C.6)

Ck
p=k+1, p+k odd
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C. Ableitungsoperatoren im Chebyshev-Raum

Dieses Gleichungssystem entspricht aber einer Darstellung der Koeffizienten der
ersten Ableitung mittels einer Matrixmultiplikation der Koeffizienten 1y, selbst. Dies
definiert die Ableitungsmatrix D. Sie besitzt eine obere Dreiecksstruktur. Damit
erhalten wir die Ableitung im spektralen Raum als einfache Matrixmultiplikation

'’ =D .. (C.7)
Die zweite Ableitung ergibt sich dementsprechend als

a? =D. (15 : 'u,) D q. (C.8)
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D. Aliasing bei Fourier-Kollokation

Um das Aliasing zu demonstrieren, betrachten wir wieder den nichtlinearen Term
u0;u. Der KEinfachheit halber wdhlen wir hier die Fourierdarstellung von w und
folgen der Darstellung von Peyret (2002)

u(a,t) = Y ()™ (D.1)

Bei der Galerkin-Behandlung der in der Zeit diskretisierten Burgers-Gleichung
(4.164) hétten wir im Fourier-Raum fiir jede Fouriermode k = — K, ..., K die Glei-

chung
1 2 An—i-l uz ~
(Kt + l/ki ) At Wi (DQ)

zu 16sen, wobei wy, die spektrale Darstellung des nichtlineare Terms w = ud,u ist.
Im Ortsraum lautet der Term

w(z) == u(x)agf) - (Z ap(t)eim> (Z iqaq(t)em> . (D.3)

p:—K quK

Galerkin-Methode Im Fourier-Raum lautet der nichtlineare Term (Fourier-
Transformation) im Rahmen einer Galerkin-Darstellung, bei der die Nichtlinearitét
auf die kontinuierlichen Gewichts- bzw. Ansatzfunktionen e!** projiziert werden,

~ 1 o Ou o ik —k)x
wy, = o /. uz—e ke qf = Z Z 1qupuq / ek qp (D.4)

Kq_f -~ J/
5k,p+q
also
K
W= Y iqili, (D.5)
p,g=—K
p+q=k

Bei der Produktbildung werden Produkte und Differenzen der Wellenzahlen gene-
riert (e!P*97). Die Wellenzahlen, die auBerhalb des betrachteten Spektrums liegen
(p+q > K oder p+ q < —K) werden beim kontinuierlichen Galerkin-Verfahren
herausgefiltert. Beim diskreten pseudospektralen Verfahren kénnen diese Moden
aber Amplituden von Moden innerhalb des betrachteten Spektrums —K < k < K
verfilschen.
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D. Aliasing bei Fourier-Kollokation

Kollokation Um dieses Aliasing zu demonstrieren, betrachten wir nun die diskrete
Darstellung von w. Da w(z;) durch die pseudospektrale Methode verfilscht wird,
nennen wir die pseudospektralen Amplituden w;, im Gegensatz zu den korrekten
Galerkin-Amplituden w,. Es sei also

() = Y et (D.6)

die diskrete Fourierdarstellung von w(x) mit w(z;) = u(x;)0,u(x;). Um zu sehen,
woher der Fehler in w; kommt, gehen wir die Berechnung der pseudospektralen
Methode riickwérts durch. Die umgekehrte diskrete Fouriertransformation lautet

(siche auch (2.36) und (2.37))

~ @

W = w(z;)e F (D.7)

( Z WCJ') ( Z iqﬂqeiqxj> e ke (D.8)

qg=—K

K
Z Z iyt Pk (D.9)

—K q=—

=] =
WE

1

<.
Il

2=

||Mz \\Mz

==

Dabei ist (1) die diskrete Fourier-Transformation von w(z;) , (2) die Produktbildung
von u(z;) und Oyu(z;) im Ortsraum und (3) die Transformation in den Fourier-
Raum. Mit der diskreten Orthogonalitétsrelation (z; = 27j/N)

N
Zei(kfl)%rj/N _ N, k—=l=mN,meZ, (D.10)
, 0, sonst.
erhalten wir
K K K
By = Y gyt Y iqigiy Y iqigd,. (D.11)
p.g=—K p,g=—K p,g=—K
p+q=Fk p+q=k+N p+q=k—N
731; ali;s,ing

Durch Vergleich mit (D.5) konnen die Aliasing-Terme identifiziert werden. Sie kon-
nen mit Hilfe der 3/2-Regel eliminiert werden Peyret (2002). Dazu wird das Spek-
tren nur fiir die Terme im nichtlinearen Ausdruck formal bis auf K’ erweitert:

~/ ,&q lf |Q‘§K7
Yo = { 0 if K<|g <K (D.12)

Dann laufen die Summen iiber p und ¢ in den Aliasing-Termen in (D.11) von —K’
bis K’ mit p+ ¢ =k + N und N’ = 2K’ + 1. Man kann sich dann iiberlegen, dafl
immer ein Faktor 4 oder 4, in (D.11) Null ist, wenn K’ > 3K/2 ist (siehe S. 35 in
Peyret, 2002).
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E. Exakte Losung der
eindimensionalen
Transportgleichung

Um eine exakte Losung der Transportgleichung (6.94) zu finden, nehmen wir eine
konstante Advektionsgeschwindigkeit u = const. an und transformieren die Trans-
portgleichung

or  oT T

il Tk E.1
o "oz~ "o (E1)

zunéchst in das mit v mitbewegte Koordinatensystem
X =z —ut, T=1. (E.2)

Im bewegten Koordinatensystem ist die Konvektionsgleichung nur noch eine Diffu-
sionsgleichung. Man erhalt!

or  o*T
Mit dem Separationsansatz
T(X,7) = f(r)9(X) (E.4)
erhalten wir nach Division durch fg
f(r) _ ¢g"(X)
=K . E.5
fr) " glx) ()

Jetzt héngt die linke Seite der Gleichung nur von 7 und die rechte nur von X ab.
Damit diese Gleichung aber fiir beliebige Werte von X und 7 gelten muf}, miissen
beide Seiten konstant und identisch sein. Dann erhalten wir fiir f(7) die Form

F(t) = e (E.6)

'Beachte, daf sich die Ableitungen nach den alten Koordinaten (z,t) dann folgendermafen durch
die Ableitungen nach den neuen (X, 7) ausdriicken lassen

9 _ (919  (9X\N O _ O
dr ox ) ot dr ) 90X 98X’
—— ——

=0 =1
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E. Exakte Losung der eindimensionalen 'Transportgleichung

Die resultierende Gleichung fiir g(X) lautet

kg’ = Ag. (E.7)
Der Exponentialansatz g(X) = e?™X/L (p : Zahlenwert, L : Referenzlinge) ergibt
A = —rmw?p?/L?. Aus Symmetriegriinden kénnen wir hier auf g(X) = sin(prX)
spezialisieren. Damit lautet die Losung fiir eine rdumliche Fourier-Mode mit Wel-
lenzahl pr/L

T = A(p)e ™ ™/ sin(pn X /L) = A(p)e """ sin [pr(x — ut)/L].  (E.8)

Wegen der Linearitéat der Diffusionsgleichungen kénnen wir nun beliebige Fourier-
Moden superponieren, um die Losung fiir unser anféngliches Stufenprofil zu erhal-
ten. Dazu nutzen wir die spektrale Darstellung des Stufenprofils (6.115)

T(X,0) = % + Z (—%) sin(prX/L) = % - Z ﬁsin [(2k — 1)mX/L].
' odd =

AP

(E.9)
Wenn wir dies einsetzen, erhalten wir die Losung der Transportgleichung fiir ein
anfingliches Stufenprofil

T 1 - 2 2.2 2
T=--) ————sin[(2k — )7 X/L]e *CF /L7 E.10
2 PR JnX/Le (E.10)
k=1
O _ (9r\O9  (9X\NOo _0 O
ot \at)or " \at)oax  or “ox
=1 ——
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F. Exakte Losungen der
Burgers-Gleichung

F.1. Anfangswertproblem in einer Dimension

Die Ableitung folgt dem Buch von Kevorkian and Cole (1981) bzw. Whitham
(1974). Die Burgers-Gleichung ist die einfachste partielle Differentialgleichung, in
der Nichtlinearitéit und Dispersion zusammenwirken. Sie ist ein elementares Beispiel
auch fiir Struktur von Verdichtungsstoflen. Sie besonders von Interesse, da man ihre
Losungen explizit angeben kann.

Eine Losung der Burgers-Gleichung

o ou
ot u(?x V(?:EQ

kann man erhalten, wenn man sie auf eine Diffusionsgleichung transformiert. Zu-
néchst schreiben wir

=0 (F.1)

d¢
=T, F.2
u= o (F.2)
Einsetzen und Integration der Gleichung liefert dann die Gleichung
o6 1 (0p\>  9%¢
o) 22— F.3
ot 2 <8x) e (E3)

fiir ¢. Den nichtlinearen Term kann man nun durch die Transformation
¢ =—2vinv (F.4)

eliminieren. Wenn man dann

dp 2w dp  2wv @_ v 2w (81})2’ (F5)

v O v 0a? dx

ot v ot or v Ox’ ox2 v 02 2

in (F.3) einsetzt, vereinfacht sich die Differentialgleichung zu der Diffusionsglei-
chung

— —v— =0. F.6
ot U or (F-6)
Der Zusammenhang zwischen v und v ist dabei gegeben durch
2v dv 0
=———=—2v—Inw. F.
" v Ox Yor (E.7)
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F. Exakte Losungen der Burgers-Gleichung

Dies nennt man auch die Cole-Hopf-Transformation. Wenn nun die Anfangswerte
fiir w in der Form w(z,0) = F(z) auf = € [—00, 00| gegeben sind, dann erhélt man
v(x,0) durch Integration von (F.7) zu

v(z,0) = exp <—i/ F(s)ds) = G(x). (F.8)
2v J,

Die Integrationskonstante wurde dabei so gewihlt, da§ v(0,0) = 1 ist. Diese will-
kiirliche Wahl macht aber nichts aus, denn die Losung wu(z,¢) hangt nicht davon
ab. Nun konnen wir die bekannte Losung des Anfangswertproblems fiir die Diffusi-
onsgleichung?

v(z,t) (2=5)"4vt g (F.9)

\/ 4rvt

verwenden, um daraus mittels (F.7) die gesuchte Losung

u(z,t) = /—Z <i; S) G(s)exp {— (v — 5)* /4wt} ds.
/ G(s)exp {— (z — )" /Avt} ds

(e o]

(F.10)

zu erhalten.

F.1.1. Stationare Lésung in einer Dimension

In einer Dimension kann man stationédre Losungen der Burgers-Gleichung dadurch
finden, indem man sie einmal integriert

d [u? du
— — = 0. F.11
dz ( dx) ( )

!Die Losung der Diffusionsgleichung zu der Anfangsbedingung v(x,0) = §(z — s) (anfinglicher
Delta-Peak bei = s) lautet (sieche z.B. Landau and Lifschitz, 1991)

1

e—(z—s)2/4ut ]
Varuvt

v(x,t) =

Wir hatten sie in Abb. 6.1 schon verwendet. Eine allgemeinere Anfangsbedingung kann man

darstellen als -
v(x,0) = G(x) = / G(8)0(x — s)ds

Aufgrund der Linearitéit der Diffusionsgleichung kann man daher die obige Losung fiir einen
anfinglichen Delta-Peak mit Wichtungsfaktoren G(s) zu der allgemeinen Losung superponieren.
Denn im Limes ¢ — 0 erhilt man aus der allgemeinen Losung (F.9) unter Beachtung der
Darstellung der Delta-Funktion

1 e 2 o0 e—(w—s)?/4vt
m G(s)e~ (=) /4tqg = lim G ds = / G(s)o(x — s
t—0 \/M/ (5) t—=0 J_ o )~ 47w )ds
—>6(z s)
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F.2. Stationdre Losung in zwei Dimensionen

v V2c c
1072 1 0.5
1071 1.00009 0.50009

1 1.5434 1.1910

10 4.50975 10.1689
100 14.1539 100.166

Tabelle F.1.: Werte fiir die Integrationskonstante ¢ in Abhéngigkeit von v fiir die statio-
nédren Losung der 1D Burgers-Gleichung zu den Randbedingungen «(0) = 1 und u(1) = 0.

Eine Moglichkeit, diese Gleichung zu erfiillen ist u = const. Die andere Moglichkeit
besteht darin, dafl der Ausdruck in der Klammer konstant ist. Dies fithrt auf

du u? ¢ dx du
D S d - F.12
dez 2v v oder 2u  u?—2c¢’ ( )

mit der Integrationskonstante c. Wenn man dies integriert, erhélt man

T — Xo

1 u
= ———==arctanh | — F.1
5 \/Q_Carc an <\/2_c) (F.13)

bzw.

u = v/2ctanh [g (2o — :c)] . (F.14)

Hierbei sind ¢ und xg zunéchst beliebige Integrationskonstanten. Sie miissen so
festgelegt werden, dafl die Randbedingungen erfiillt sind. Sei zum Beispiel u(0) = 1
und u(1) = 0, dann folgt xy = 1 und ¢ ist Losung der transzendenten Gleichung

V2

1
—— =tanh |— . F.1
anh | <~ ] (F.15)

oL

Die Losungen sind fiir einige Werte von v in Tabelle F.1 angegeben. Einige der
zugehorigen stationdren Losungen sind in Abb. F.1 gezeigt. Man sieht, dafl fiir
v > 1 die Diffusion dominiert und das Profil im Limes v — oo zu einem lineare
Profil wird. Umgekehrt ist das Profil konvektiv dominiert, wenn v < 1 ist.

F.2. Stationare Losung in zwei Dimensionen

Die Methode der Cole-Hopf-Transformation kann man auch auf die zwei-
dimensionale Burgers-Gleichung
ou

E+u-Vu—1/V2u:O (F.16)

4. €. Rublmann 2 1 9

Numerische Methoden der Strémungs- und Wirmetechnik



F. Exakte Losungen der Burgers-Gleichung

1.2

1
0.8}

u 0.6/ 1
0.4/ 100
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0.2}

Y02 04 06 08 1
e

Abbildung F.1.: Exakte Losungen der stationéiren Burgers-Gleichung zu den Randbedin-

gungen u(0) = 1 und u(1) = 0. Die Werte fiir v sind als Parameter angegeben..

mit w = (u,v)" erweitern. Dann fiihrt die Transformation

2v 0P 2v 0P

und fiithrt auf die 2D-Diffusionsgleichung

0P e 9’
E_V(er@—y?) —O. (FIS)

Man kann jetzt durch Kenntnis exakter Losungen der 2D-Diffusionsgleichung wieder
exakte Losungen der Burgers-Gleichung finden. Hier beschranken wir uns auf den
stationdren Fall

PP PP

50t =0 (F.19)

Durch den Separationsansatz ® = f(x)g(y) kann man leicht die allgemeine Losung
b = ay + asr + azy + asxy + as [e)‘(”&_m) + e)‘(x_x“)] cos (Ay) (F.20)
finden. Die Losung fiir w ergibt sich dann als

as + asy + Aaz [eMF770) — A@=20)] cos (\y)
< u ) ai + as + azy + agry + as [eMr—w0) 4 eMz=w0)] cos (Ay)
= —2v

az + asx — Aag [eX@770) 4 Xe=m0)] gin (Ay)

ay + s + azy + asxy + az [eME=0) 4 eMr=20)] cos (Ay)
(F.21a)
Abbildung F.2 zeigt das Beispiel, das auch in Fletcher (1991a) abgedruckt ist. Es
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F.2. Stationdre Losung in zwei Dimensionen

(a) (b)

Abbildung F.2.: Losungen der zwei-dimensionalen Burgers-Gleichung nach (F.21). Die
Parameter sind identisch mit denjenigen, die Fletcher (1991a) verwendet: a; = ay =
1.3x10%, a3 =a4=0,a5 =1, A =25, 2o = 1 und v = 0.04.

wurden dieselben Parameter verwendet.? Fiir grofiere Werte von y als die in der
Abbildung gezeigten erhélt man Singularitéiten und eine dramatische Variation von
u und v die sich in Abb. F.2b schon andeutet. Dies hédngt mit den Nullstellen
des Nenners in (F.21) zusammen. Beachte auch, daf es fiir diese Losungen keine
Kontinuitétsgleichung gibt. Insbesondere ist (F.21) nicht divergenzfrei.

2Trotzdem besteht bei der Skala von u eine Diskrepanz (Faktor 2).
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