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Das Frontispiz zeigt die Stromlinien in einem Rechteckbelkter mit Breiten-zu-
Hehenvertaltnis = 0 :9 (Albensoeder and Kuhlmann2002). Die Stremung wird
auf der rechten und auf der linken Seite durch tangential nach ob&zw. nach unten
bewegte Wande angetrieben. Die SBmung be ndet sich gerade an der linearen
Schwelle zu einer dreidimensionalen $tmung. Die dreidimensionale kritische Mode
(Pfeile) und der Energietransfer (Farbe) sind in einem Schnitt dagstellt.
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Vorbemerkungen

Ziel des Kurses ist die Vermittlung von Grundlagenwissember numerische Me-
thoden, die in der Stemungsmechanik zum Einsatz kommen. Def gibt es einige
hervorragende Richer. Diese Aufzeichnungeneéanen kein Ersatz éir diese Wer-
ke sein, in denen umfangreiche weitergehende Informationen zuden sind. Die-
ses Skriptum enthalt lediglich meine persnlichen Aufzeichnungen zu einer einge-
schmnkten Auswahl von Themen, wie man sie in einer 2+stdigen Vorlesung be-
handeln kann, deren Andinge auf das Sommersemester 2004 ackgehen. Es hlt
sich (auch in der Notation) recht eng an die beshrten Beicher vonFletcher (1991a)
und Ferziger and Pert (2003. Einige Abschnitte wurden jedoch weggelassen, an-
dere vertieft. Als Literatur sind vor allem die beiden o.g. Bcher zu empfehlen. Bei
Patankar (1980 steht die Warmesbertragung im Vordergrund. Weitere Lehrlacher
nden sich im Literaturverzeichnis.

Zur lllustration der Techniken werden vor allem einfache partielle Di eential-
gleichungen wie die Vermeleitungsgleichung herangezogen. Di@$éung der Navier-
Stokes-Gleichung, gekoppelt mit der \Wrmetransportgleichung, wird erst im zwei-
ten Teil der Vorlesung (Numerische Methoden der Stmungsmechanik, LVA-Nr.
302.042) behandelt.

H. C. K.
im Marz 2022
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1. Partielle Di erentialgleichungen

Die Stremungsmechanik befat sich mit der Dynamik beliebig stark deformier
barer Medien (Fluide). Sie spielt in den Natur- und Ingenieurwissersaften eine
bedeutende Rolle. Die wichtigste Di erentialgleichung zur Beschreilng der Dyna-
mik von Fluiden ist die Navier-Stokes-GleichungMit ihr k ennen atmosplarische
Stromungen, die Aerodynamik von Flugzeugen, der Transport von u&h Sto en
in verfahrenstechnischen Anlagen und sogar in mikromechanisch8gstemen be-
schrieben werden. Die Navier-Stokes-Gleichung iguiadratisch nichtlinearin dem
Geschwindigkeitsfeldu (x ; t). Deshalb kann die Navier-Stokes-Gleichung nur in Aus-
nahme#llen analytisch gebst werden. Aus diesem Grund nimmt die numerische
Lesung der Navier-Stokes-Gleichung eine wichtige Stellung ein, instedere #ir
Stremungen in komplexen GeometrienAhnliches gilt far Stremungen bei hohen
Reynoldszahlen, bei denen die Simung turbulent ist. Dann variiert die Lesung
der Navier-Stokes-Gleichung in sehr komplizierter Weise und auf viel&kalen in
Raum und Zeit.

Durch den Einsatz numerischer Methoden konnten in den letzten Been immer
komplexere Stemungen berechnet und analysiert werden. Eindrucksvolle Beispie-
le sind die Berechnung der Semung um ganze Flugzeuge und Raumtransporter
(Abb. 1.1a) oder schneller Vorgnge samt chemischer Reaktionen bei der Kraftsto -
verbrennung in Motorbrennkammern (Abb.1.1b). Auch die Wettervorhersage ist
durch e ziente numerische Berechnungen der atmosgischen Stemungen immer
weiter verbessert worden, genauso wie die lokale Windvorhersagdlf. 1.2).

Heutzutage ist die numerische Semungsmechanik Computational Fluid
Dynamics CFD)! bei der Auslegung technischer Anlagen, der Vorhersage des
Transports von Schadsto en in der Atmosplare und der Beantwortung fundamen-
taler wissenschaftlicher Fragestellungen, um nur einige Beispiele zennen, nicht
mehr wegzudenken. Trotzdem bedeutet CFD nicht eineedsung im Handumdre-
hen. Die Einarbeitung in ein leistungsihiges CFD-Software-Paket erfordert eine
gewisse Zeit. Unablngig davon, ob man eigene Berechnungsprogramme schreiben
oder fertige Software verwenden will, ist es sinnvoll, etwader die Grundlagen der
numerischen Methodentdr partielle Di erentialgleichungen zu lernen.

1.1. Gleichungen der Stremungsmechanik

Auch wenn wir im Rahmen dieser einfhrenden zweisindigen Vorlesung nur sehr
einfache Gleichungen betrachtendnnen, soll kurz die Struktur der Transportglei-

1CFD ist nicht mit Colorful Fluid Dynamics zu verwechseln.
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1. Partielle Di erentialgleichungen

Abbildung 1.1.: Beispiele tir Anwendungen numerischer Methoden in der Stemungsme-
chanik. (a) Druckverteilung auf der Kerperober ache des Space Shuttle und Konturlinien
der Machzahl M = u=c in der Stremung. (b) Machzahl bei der Einstremung in eine
Motorbrennkammer (Engineering Sciences Inc.).

chungen rekapituliert werden, mit denen wir es in der Sdmungsmechanik zu tun
haben. Losungstechniken #ir die Navier-Stokes-Gleichungen werden erst in einer
weiterfuhrenden Veranstaltung behandelt.

1.1.1. Allgemeine Form der Transportgleichungen

Die allgemeine Form der Transportgleichungen ergibt sich aus ddReynoldsschen
Transport-Theorem (siehe z.B.Kuhlmann, 2007. Es fuhrt die zeitliche Anderung
der Dichte einer physikalischen Go e in einem Volumen, das sich mit der S®-
mung mitbewegt Substantielles Volume)) auf Anderungsraten in einem laborfesten
Volumen zurck. In di erentieller Form erhalt man so die Erhaltungsgleichungen
im Laborsystem in der Form

@
@t+ r (u)=aq: (1.2)
Hierbei kann Dichte der Masse, des Impulses (vektorielle &), der Energie, etc.
sein. Die zu gelhprige Stromdichte ist u. Zum Beispiel ist u die Massenstrom-
dichte. lIhr Betrag gibt an, wieviel Masse pro Zeit und Fche durch eine Fdche
senkrecht zuu tritt. Alle Gr © en hangen i.a. vom Ortx und der Zeitt ab.

Die Dichte an einem festen Punktx kann sich andern, indem die Gp e
durch die Stemungu an den Punktx heran- oder von ihm wegtransportiert wird.
DieseAnderung durch Stewmung wird durch die negative Divergenz der Stromdichte

2 ) H' C KNp[wsuuy
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1.1. Gleichungen der Swmungsmechanik

(b)

Abbildung 1.2.: (a) Simulation der vertikalen Windgeschwindigkeit in einem Gebiet von
284 km? auf einem Hehenniveau von 5780 m. Die horizontale Auesung betmgt 1 km.
Aufwartswinde entsprechen positiven Zahlenwerten. Das Mustekommt durch Schwere-
wellen zustande, die durch die verschiedenen Bergge angeregt werden und komplizierte
Muster ergeben lennen. (b) Photographie des betre enden Gebiets (www.meto ce.com).

r  ( u) beschrieben. Alle anderen Prozesse, die eiAaderung von bewirken,

sind in der Quelldichteq zusammengefa t. Zu diesen Prozessealdt insbesondere
der di usive Transport, der noch zu spezi zieren wre (fur den di usiven Transport

von Impuls und Temperatur siehe {.10 bzw. (1.13).

1.1.2. Kontinuit atsgleichung

Wenn wir in (1.1) fur die Massendichte einsetzen und die Massenerhaltung
(g = 0) berucksichtigen, erhalten wir dieKontinuit atsgleichung

%t+ r (u)=0: (1.2)

1.1.3. Impulsbilanz fur reibungsfreie Fluide: Eulergleichung

In ahnlicher Weise ergibt sich die Euler-Gleichungef die Impulsanderung, wenn
wir in (1.1) fur die Impulsdichte u einsetzen. Hierbei ist jedoch zu beachten,
da die Quelldichte des Impulses nicht verschwindet. Denn wenn sichneFluid
bewegt, werden auch Druckvariationen erzeugt. Der negative okgradient r p
stellt dabei eine Kraft pro Volumen dar und mu als Quellterm #r die Impulsdichte

H' C Kan!]wsuu .
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1. Partielle Di erentialgleichungen

berucksichtigt werden. So erklt man

au,
@t

Der Tensor uu stellt einen Beitrag zur Impulsstromdichtedar. Die vollstandige
Impulsstromdichte lautet aber uu + pl,>2 wobei | der Einheitstensor ist. Unter
Verwendung der Kontinuitatsgleichung (L.2) kann man die Euler-Gleichungauch
in der mblichen Form

r- (uu)=r p: (1.3)

@ 1
@t+ urus= rp (1.4)
schreiben. Zusammen mit entsprechenden Anfangs- und Randlmgpingen be-
schreiben die Euler- und die Kontinuigtsgleichung die Dynamik reibungsfreier
kompressibler Stomungen. Ob man die S®wmung eines realen Fluids durch die-
se Gleichungen (reibungsfrei) gut approximieren kannahgt von den Sto werten
und den Stemungsbedingungen ab (Grenzschichtproblematik).

Fur inkompressible Stemungen ist = const: und die Kontinuit atsgleichung
vereinfacht sich zu

r u=0: (1.5)
In diesem Fall kann man den Druck durch Bilden der Rotation von1(.4) vollstandig
eliminieren und erhalt die Helmholtz-Gleichundfer die Vortizitat! = r  u eines
inkompressiblen reibungsfreien Fluids
@
—+ur! =1 ru: 1.6
ot (1.6)
Fur den Fall, da die Vortizit at verschwindet ¢ = 0), ist die Helmholtz-
Gleichung trivial erfellt. Es bleibt dann nur die Kontinuit atsgleichung zu ésen.
Wegen! =r u =0 kann man die Geschwindigkeit dann aber als Gradienten

eines skalaren Potentials darstellen,u = r , was zusammen mit der Kontinui-
tatsgleichung auf diePotentialgleichung

rz =0 (1.7)

fuhrt.

2Auch der Druck p hat die Dimension einer Impulsstromdichte (Impuls pro Flache und Zeit). Es
istr (p)=r p.

3Es ist
U2
r (uru)=r r - u ! =ur! I rou:
Falls das Fluid barotrop ist, d.h. wenn die Dichte = (p) eine eindeutige Funktion des Drucks

ist, kann man auch fur ein kompressibles Fluid den Druck eliminieren, was auf die kompressié

Helmholtz-Gleichung
Q+u rt=1! ru !r u

@t

) H' C’ KNpWsuy
Numerische Methoden der Str emungs- und W armetechnik



1.1. Gleichungen der Semungsmechanik

1.1.4. Impulsbilanz fur Newtonsche Fluide

Bei realen Fluiden mu die Viskosi&t bereicksichtigt werden. Dann tritt ein weiterer
Quellterm auf, der dieAnderung der Impulsdichte durch viskose E ekte beschreibt.
Man mu dann auf der rechten Seite von 1.3 noch die Divergenz des viskosen
Spannungstensors addieren. Die einfachste Form deskosen Spannungstensorist

TViskos — ru+(r U)T g(r wl + (r u)l (1.8)

Fluide, die diesem Materialgesetz geigen, hei en Newtonsche Fluide Wenn wir
die Volumenviskosiat vernachkssigen, erhalten wir dieNavier-Stokes-Gleichung
in der vereinfachten Form

au,
@t

In dieser Gleichung ist die dynamische Viskoskt. In (1.9 wurde auch noch eine
Volumenkraft pro Massef aufgenommen, die zum Beispiel die Schwerebeschleuni-
gung sein kanrf:

Fer inkompressible Fluide ( = const:) mit konstanter dynamischer Viskosiat
vereinfachen sich die Kontinuiatsgleichung und die Navier-Stokes-Gleichung er-
heblich. Dann erhalten wir aus {.2) die vereinfachte Kontinuitatsgleichung (..5),

r u =0, und die Navier-Stokes-Gleichung vereinfacht sich zu

rr(uu)=r1 p+r ru+(ru)’ g(r wl  + f: (1.9

@ 1 2

—+U ru= -rp+ ru+f; 1.10

ot p (1.10)
wobei = = die kinematische Viskosiét ist.®

1.1.5. Energieerhaltung

Wenn wir in (1.1) fur die Dichte der Gesamtenergie einsetzen, kann man nach
einigen Umformungen die folgendestu g verwendete Naherung #ir die Energieglei-

fuhrt (Sa man, 1992.
4Wenn sich ein Fluid konstanter Dichte in einem homogenen Kraftfeld f = const: be ndet
(z.B. in einem homogenen Schwerefeld), kann man den modi zierten Buck p°=p f x de-
nieren. Dann erhalt man die Navier-Stokes-Gleichung mitp® anstelle vonp, aber ohneau ere
Krafte. In diesem Fall beein u t das Kraftfeld also nur den Druck und nicht das Geschwindig-
keitsfeld.
5Zur Berechnung der thermischen Konvektion bei geringen Semungsgeschwindigkeiten kann
das Fluid bezglich der Stremung als inkompressibel aufgefa t werden, nicht aber besrglich
seiner thermischen Expansion. Man bescksichtigt die Variation der Dichte dann nur in der
Auftriebskraft f . Diese Naherung wird Oberbeck-Boussinesg-Approximation genannt (sied
z.B. Landau and Lifschitz, 1991, x56). In dieser Neherung istf = (T  To)g, wobei =
l@ =@J]; der thermische Ausdehnungskoe zient ist, T Ty die Temperaturabweichung
von der mittleren Temperatur Ty, g die Schwerebeschleunigung und der konstante Anteil der

H' C' KNPWsuY 3 5
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1. Partielle Di erentialgleichungen

chungerhalten? in der die Temperatur T die abhangige Variable ist,

@T 1
@t+ urTs= Cpr (rT): (1.12)
Hierin wurde nur der wichtigste Quellterm der thermischen Energie,iel thermische
Di usion, berwucksichtigt und angenommen, da c, = const. ist. Der Di usions-
term ergibt sich aus der negativen Divergenz der #mestromdichte ouriersches
Gesets

j = rT: (1.12)

Die Anderungsrate der thermischen Energiedichte (die Energie pro Mmen ist
cpl)ist @c,pT)=@t
Wenn auch die Warmeleitfahigkeit konstant ist, ergibt sich so

@T 2

—+u rT= r-T; 1.13

@t (1.13)
wobei wir die Temperaturleitfahigkeit (thermische Di usivitat) als = =c , de-

niert haben.

Mit formal denselben Gleichungen kann man auch den Transport varusaitzli-
chen Sto en (Spezies) geringer Konzentration beschreiben, wveman T durch die
jeweilige Konzentrationg ersetzt und durch die zugel®rige Di usivit at D;.

1.1.6. Zustandsgleichnung

Die Dynamik eines Fluids wird durch die Kontinuimtsgleichung (L.2), durch die Im-
pulsbilanzgleichung (.9) fer viskose bzw. {.4) fur reibungsfreie Fluide und durch
die Energiegleichung 1.13 beschrieben, wobei wir gewisse Materialparameter als
konstant vorausgesetzt hatten. Die Materialeigenschaftenahgen aber im allge-
meinen vom thermodynamischen Zustand des Fluids ab. Meist kann malavon
ausgehen, da sich das Fluid in einenfokalen thermodynamischen Gleichgewicht
be ndet. Typischerweise wird man dann z.B. die \ermeleitfahigkeit (;T ) als
Funktion der lokalen Dichte und Temperatur angeben.

Wir haben also 5 skalare Gleichungenuf die 6 Unbekanntenu, T, und
p. Daher berotigen wir noch eine weitere Gleichung zur vollandigen Beschrei-
bung des Systems. Diese liefert die thermodynamische Zustandsiieng der Form
f(;p;T)=0, deren konkrete Form vom jeweiligen Fluid ablngt. In vielen Fallen
kann man die Gleichung #@r ein ideales Gas

p= RT (1.14)

verwenden, wobeR = 8:3144598 J/(mol K) die universelle Gaskonstante ist. #

Scherkraft wie in Fu note 4 in den Druck einbezogen wurde.
SHierbei wurde insbesondere die Enarmung durch innere Reibung (Dissipation) und die Kom-

6 ) H' C KNp[wsuuy
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1.1. Gleichungen der Semungsmechanik

inkompressible Fluide ist = const: und eine Zustandsgleichung wird nicht bes
tigt. Vielmehr mu p dann so bestimmt werden, da die inkompressible Kontinui-
tatsgleichung (.5 erfullt ist.

1.1.7. Entdimensionalisierung

Wenn die Materialeigenschaften als konstant angenommen werdesnken, macht

es hau g Sinn, zu einerdimensionslosen Formulierungiberzugehen. Je nach Gr
enordnung der Di usionskonstanten und und der antreibenden Kefte f haben
entweder der di usive oder der konvektive Transport einen dominienden Ein u

auf das Temperatur- bzw. Geschwindigkeitsfeld. Im ersten Fall donieren die Ter-
me r °T bzw. r 2u, im letzteren die Termeu r T bzw.u r u. Die entspre-
chenden l®sungen lennen daher ganz unterschiedliche Eigenschaften aufweisen, wie
zum Beispiel bei Grenzschichtssmungen.

Bei Verwendung dimensionsloser Gleichungen lasen sich die versakmeth Ste-
mungsbereiche besser absdlzen und klassi zieren. Dasber hinaus kann durch
eine Transformation auf dimensionslose ®ren meist auch die Anzahl der unab-
hangigen Parameter reduziert werden. Damit kann ein gegebenesblem e zienter
untersucht werden.

Zur Demonstration sei hier die inkompressible Navier-Stokes-Gleioly entdi-
mensionalisiert. Mit den SkalerL, U, L=U und U ? fur Ort, Geschwindigkeit, Zeit
und Druck de nieren wir die dimensionslosen Gren

o_ X 0

u 0 t 0 p
== =—; t%= —; p= = 1.1
Wenn wir diese Ausdeicke in (1.10 einsetzen und den Strich * wieder weglassen,
erhalten wir (ohneau ere Krafte)

@ 1 >
—+uru=r + —TI “Uu: 1.16
@t P+ =g (1.16)
In dieser Gleichung treten dann nur noch dimensionslose abfgige und unablan-

gige Variablen auf sowie did&keynoldszahl

UL
Re=—: (2.17)

Sie ist ein dimensionsloser ParameteAfnlichkeitsparametej, der eine bequeme
Klassi kation der Stremung erlaubt, da die Reynoldszahl ein Ma dr die Gre e
der Tragheitskmfte (U2=L) im Vergleich zur Gre e der Reibungskefte ( U=L ?)
ist. Beachte, da die Anzahl der unablengigen Parameter durch die dimensionslose
Beschreibung von den vier dimensionsbehafteten @&en , , U und L auf eine
dimensionslose Gy e Re reduziert wurde.

pressionsleistung vernachdssigt.
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1. Partielle Di erentialgleichungen

Bei der Kombination von Stemung und Wearmetransport tritt au erdem die
Prandtlzahl Pr = = auf, bei kompressiblen Semungen dieMachzahlM = U=c
(c: Schallgeschwindigkeit) und bei Konvektionsproblemen im Schweskf die Gras-
hofzahlGr = g TL3= 2.7 Je nach Problem lennen andere/weitereAhnlichkeit-
sparameter auftreten.

1.1.8. Typische Form der Gleichungen

Alle oben genannten Gleichungeruf reale Fluide haben die Form {.13 einer Kon-
vektions-Diffusionsgleichung

er,

@t
Sie spielt daher einesberragende Rolle als Prototyp zum Test numerischer Ver-
fahren. Ist u unabhangig von T, dann ist die Konvektions-Di usionsgleichung li-
near in T. Der demKonvektionstermu r T entsprechendeAdvektionstermin der
Navier-Stokes-Gleichung lautett r u. Er ist nichtlinear. Diese Nichtlinearitat ist
letztendlich fer die ganze Vielfalt der stemungsmechanischen Rtmomene verant-
wortlich.

Die Struktur der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungl1(10 legt die fol-

gende eindimensionale Gleichung nahe, in der Nichtlineaitund Di usion in der
einfachsten Form enthalten sind,

urT= r?T: (1.18)

@u, @u_ @u

@t @x @%
Dies ist die sogenannteBurgers-Gleichung Wegen der Abwesenheit des Drucks
ist diese eindimensionale Gleichung nicht direkt auf eindimensionale &tmungen
eibertragbar. Sie dient aber als einfaches mathematisches Modedllr fvelches man

analytische Losungen nden kann. Diese asungen lennen sehr hilfreich sein, um
numerische Verfahren zu bewerten, z.B. hinsichtlich ihrer Genauigik.

(1.19)

1.1.9. Randbedingungen

Zur Integration der partiellen Di erentialgleichungen beretigen wir noch Randbe-
dingungen. Fur die inkompressible Navier-Stokes-Gleichung betigt man 2 Rand-
bedingungen #ér jede der kartesischen Geschwindigkeitskomponenten= (u; v; w),
da die 3 Gleichungentdr die kartesischen Komponenten jeweils von zweiter Ord-
nung im Raum sind. Die physikalisch motivierte Randbedingung ist die Hifedin-
gungu = Uwang an festen Wanden, wobeiuw,ng die Geschwindigkeit der festen
Wand ist. Falls es sich um eine freie Phasengrenze handelt (z.Bissig/gasbrmig),

"Hierbeiist T eine charakteristische Temperaturdi erenz und L die charakteristische Langens-
kala.
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1.2. Klassi zierung partieller Di erentialgleichungen

mu man die Stetigkeit der 3 Geschwindigkeitskomponentenk{nematische Rand-
bedingung und der 3 Komponenten des Spannungsvektorslynamische Randbe-
dingung fordern. Der Spannungsvektor ist der Kraftvektor pro Fécheneinheit® Im
instationaren Fall berotigt man noch eine Anfangsverteilung der Geschwindigkeit
u(x;t =0)im gesamten Raumgebiet. Bei inkompressiblen Fluiden mu der Dk
so bestimmt werden, da die Kontinuitatsgleichung enéllt ist. Dies bedeutet in der
Praxis, da Druck und Geschwindigkeitsfeld simultan berechnet weden nmeissen,
was nur iterativ meglich ist.

Im Falle einerreibungsfreieninkompressiblen Stoemung reduziert sich die aum-
liche Ordnung der Di erentialgleichung, und man kann auf jeder fesn Berandung
nur noch die Komponente der Normalgeschwindigkeit vorgeben» = u;.wang-
Die tangentiale Geschwindigkeit ist frei und ergibt sich erst aus derelsung des
Problems, die von der Anfangsbedingungi[x;t = 0);p(x;t = 0)] abhangt. Bei
durchstremten Gebieten mu man auch noch geeignete Bedingungesr fdie Ein-
und Ausstremung formulieren.

Die Energiegleichung 1.13 ist von zweiter Ordnung in den Koordinatenx, y
und z. Daher wird auf jeder Berandung eine Randbedingung erforderlidbies kann
eine vorgegebene TemperatuF (Dirichlet-Randbedingung, ein vorgegebener \&r-
mestrom @ T (Neumann-Randbedingungder eine andere physikalisch motivier-
te Randbedingung sein. Eine additive Kombination aus Dirichlet- und Nanann-
Randbedingung bezeichnet man auch afobin-RandbedingungerBei instationaren
Problemen mu man noch eine Anfangsbedingung(x;t = 0) im ganzen Volumen
angeben.

Bei kompressiblen Stomungen sind alle o.a. Gleichungen gekoppelt zeskn. Je
nach Problem und numerischer Methode kann die Angabe von Randiegungen
variieren und ist nicht ganz trivial (siehe z.B.Fletcher, 1991). Auch im inkompres-
siblen Fall gibt es unterschiedliche Formulierungen der Randbedinggen (Greshq
199)). Die damit zusammenmngenden Fragen brauchen uns hier aber zchst
nicht weiter zu beschaftigen.

1.2. Klassi zierung partieller Di erentialgleichungen

Die Di erentialgleichungen der Stemungsmechanik sind partielle Di erentialglei-
chungen (PDEs) in Raum und Zeit. Die den unterschiedlichen Simungstypen
(z.B. reibungsfrei oder viskos) entsprechenden PDEs sowie delessungen lon-
nen prinzipiell unterschiedliche Eigenschaften besitzen. Daheorknen je nach Typ
der Gleichung unterschiedliche numerische Methoden erforderliochirs. Aus diesem
Grund ist eine Klassi zierung von PDEs sinnvoll.

Lineare partielle Di erentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstaten Koe -

8Bei kapillaren Grenz achen sind bei der Normalspannung ggf. noch der Drucksprung dah den
Laplace-Druck und bei den Tangentialspannungen noch Kafte zu bericksichtigen, die nur an
der Grenz ache angreifen (z.B. beimthermokapillaren E ekt ).
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1. Partielle Di erentialgleichungen

zienten kwnnen immer in der Form
AG+B@ +C@+D@Q+E@+F u= G (1.20)

geschrieben werden. Sie werden in drei Klassen eingetailtiptisch, parabolischund
hyperbolisch Diese Klassi zierung ergibt sich aus dem charakteristischen Verlten
der Lesungen @r jeden Typ. Der Typus der PDE hangt von den Koe zienten der
Ableitungsoperatoren ab. Man kann zeigen, da nur die Koe zientea A, B und C
vor den 3 hechsten (zweiten) Ableitungen den Typ bestimmen.

1.2.1. Motivation

Um die Klassi kation zu motivieren, betrachten wir die lineare PDE
A@ +B@y + C@ u(x;y)=0; (1.21)

mit reellen Koe zienten A;B;C 2 R. Die Lesung kann man durchFourier-
Transformation erhalten. Danach &t sich die Lesung alsSuperposition(Integral
wber ky und k,) von Fourier-Moden®

u = tghxgkyy (1.22)
schreiben. Wenn wir (.22 in (1.2]) einsetzen, erhalten wir
kKiA kB kIC=0 ) As?’+ Bs+ C =0; (1.23)

wobei wir s = ky=k, de niert haben. Die quadratische Gleichung ins ist eine
Bedingung #ir das Verhaltnis der beiden Wellenzahlen. Siednnen nicht unablangig
voneinander gewhlt werden. Vielmehr mu fer ihr Verhaltnis gelten (Loesung der
guadratischen Gleichung)

B 1p

s= — - BZ 4AC: 1.24
A oA (1.24)

9Zur Erinnerung: Die Fourier-Transformation und die -R ucktransformation sind de niert durch

Z, ' 121 ’
a(k) = ) ux)e ™ dx und  u(x)= T a(k)e™ dk:
Dies kann man durch Probe besatigen
121 2y . _ (21 Zi 0
u(x) = - u(x%e ™ dx° & dk = > gk XD gk u(x%dx®
Pl— {2 } l—z }
a(k) 2 (x x9

z 1
= uxy (x  x9dx°= u(x):
1
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1.2. Klassi zierung partieller Di erentialgleichungen

Die Klassi zierung der Lesungen (.22 ergibt sich aus der Diskriminante

B2 4AC>0 ) s16 s, 2 R (hyperbolisch;
B2 4AC =0 ) s1 = s 2 R (parabolisch; (1.25)
B2 4AC<0 ) s16 5,2 C (elliptisch):

Im hyperbolischen Fall sind die Wellenzahlek, und ky reell. Die zugel®rige Loesung
hat dann einen rein oszillatorischen Charakter in beiden Koordinateichtungen.
Im elliptischen Fall fuahren die Terme mit den lochsten Ableitungen zu geeimpften
bzw. angefachten bsungen. Anschaulich ist klar, da die Koe zienten vor etwai-
gen Ableitungen ersten Ordnung in 1.21) keinen Einu auf dieses prinzipielle
Verhalten haben, da die Terme erster Ordnung @mpfungsgliedern entsprechen.

Die Bezeichnungenhyperbolisch parabolischund elliptisch rehren daher, da
(1.24) identisch ist mit der Diskriminante fur die Lesungen der allgemeinen Glei-
chung zweiten Grade$? die dann entweder Hyperbeln, Parabeln oder Ellipsen sind.
Diese Analogie hat aber keine geometrische Bedeutunryg flie Lesungen der PDEs.

Wenn die Koe zienten der Di erentialgleichung nicht konstant sind, kann der
Typ der Gleichung vom Ort ablangen. Eine Klassi zierung kann man dann durch
Einfrieren der Koe zienten vornehmen. Als Beispiel wollen wir die entdimensiona-
lisierte stationare inkompressible Navier-Stokes-1(16 und Kontinuit atsgleichung
(1.9 in zwei Dimensionen betrachten

@Qu+ Qv =0; (1.26a)
u@u + v@u + @p Rie @+ @ u=0; (1.26b)
u@v + v@v + @p Rie @+ @ v=0: (1.26¢)

Wenn wir die Koe zienten (rot) in den konvektiven Gliedern formal als konstant
annehmen, dann werden die Gleichungen linear und mit dem Fourier-glien-Ansatz

(U;v;p)T = (05 p) T xt ko) (1.27)

erhalten wir das lineare Systemeir die Amplituden @, ¢ und p
2 , . 3

_ k2 + k2 . a
§ I(ka + ka) + Te 0 ik z @ Y A = 0: (128)
2 k2 p
' + + XY
0 i (Uky + Vky) Ro iky

ODie Leosungen der Gleichung
Ax2?+ Bxy + Cy?+ Dx + Ey+ F =0

sind in der (x;y)-Ebene Hyperbeln, Parabeln oder Ellipsen, je nachdem oB? 4AC > 0,=0
oder < 0 ist.

HLJC' KNSy 1 1
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1. Partielle Di erentialgleichungen

Abbildung 1.3.: Raumkurve, entlang der die Gme u
und die senkrechte Ableitung @u=@worgegeben sind.

Die Lesbarkeitsbedingungsr dieses homogene lineare System dej[= O fehrt auf
das charakteristische Polynom

212 Ket ky _ .
K+ K i(uky o+ vy) + 2o =0 (1.29)

Es gehen zwar mit i(ky + vk,) die ersten Ableitungen ein, aber der Charakter
der Lesungen ist durch die bchsten Ableitungenuber k2 + k§ = 0 bestimmt.
Die zugelorigen Wurzelns = ky=k, = i sind rein imagirar, woraus wir folgern,
da die stationaren zweidimensionalen inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen
elliptisch sind.

1.2.2. Charakteristiken

Die Klassi zierung von PDEs ertalt man in der mathematischen Theorieuber die

sogenannten Charakteristiken (siehe z.B:letcher, 1991a; Sommerfeld 1979, die

weiter unten erklart werden. Sie spielen insbesondererfhyperbolische PDEs eine
wichtige Rolle. Wir schreiben nun (.20 in der Form

AG+B@ +C@ u= ( u;@u;Qu;xy) (1.30)

mit A;B;C 2 R und betrachten nun das folgende Anfangswert- bzw. Randwert-
problem:

Entlang einer Kurve in der (X;y)-Ebene seiernu und die Ableitung
senkrecht zur Kurve @u=@mworgegeben (Abb.1.3). Mit u ist dann
naterlich auch die tangentiale Ableitung @u=@sntlang bekannt.
Nebenu sind auf also die beiden ersten partiellen Ableitunger® u=@ x
und @u=@gegeben. Der Mathematiker fragt sich danrExistiert eine
Lesung von(1.30, die diesen Randbedingungen gegt?

Zur positiven Beantwortung dieser Frage mu man zeigen, da alledgheren Ab-
leitungen vonu in der Umgebung von existieren. Denn dann besitzu eine Po-
tenzreihenentwicklung, und die lbsung kann fortgesetzt werden.
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1.2. Klassi zierung partieller Di erentialgleichungen

Wenn wir die ublichen Bezeichnungeneir die partiellen Ableitungen

Q@Qu Qu @u @u @u
= —; = —, r=—; s= ot= = 1.31
PTex T ay T ex @x@y @y A
verwenden, dann lautet die zudsende PDE (.30
Ar+ Bs+ Ct=( x5y, u;p;Q: 1.32a
(%Y upiq (1.32a)

auf bekannt

Wir sind an den heheren Ableitungen (2. Ordnungy, sundt auf interessiert und
mechten diese bestimmen. Deshalb brauchen wir aiglich zu (1.329 noch zwei
weitere Gleichungen, um diese Ableitungen bestimmen zwrknen. Diese knnen
wir mit Hilfe der Dierentiale d p und dqg erhalten. Far sie gilt per de nitionem
(und insbesondere auf )

@p. . @p

dp:= —dx+ —dy = rdx+ sdy; 1.32b

p @x @yy y ( )
@ @

dg:= —%lx+ —% = sdx + tdy: 1.32¢c

q @ @yy y ( )

Mit ( 1.329{( 1.329 haben wir drei inhomogene lineare Gleichungen zur Bestim-
mung der drei loheren Ableitungenr, s und t aus den durch die Randbedingung
vorgegebenen ersten Ableitungep und g sowieu selbst. Au erdem hangen diese
Gleichungen von der Richtung (a; dy)™ ab, die betrachtet wird. Damit die drei
heheren Ableitungen ; s; t) existieren, mu die Koe zienten-Determinante des li-
nearen inhomogenen System4.323{( 1.329 von Null verschieden sein

A B C !
=det dx dy 0 = Ady? Bdxdy+ Cdx?>60: (1.33)
0 dx dy

Feste Werte der Di erentiale dx und dy de nieren eine Richtung in der §; y)-Ebene
durch die Steigung ¢=dx. Die Bedingung (L.33 ist 0 enbar in jedem Punkt (x;y)
fur fast alle Richtungen ergllt. Nur in zwei Richtungen ist diese Bedingung nicht
erfullt. Diese beiden Richtungen sind gerade durch = 0 bestimmt. Die Bethgung
= 0 liefert die quadratische Gleichung
2 dy

dy " g ¥ Lo (1.34)

Ad_x dx

fur die beiden Steigungen y=dx der beiden Richtungen. Entlang der Kurve de-
nieren diese Richtungen zwei (reelle oder konjugiert komplexe) Kwenscharen,
die Charakteristikengenannt werden. Ihre Steigungen im Punkbg y) sind gegeben

durch
dy_ B lIBz AAC = Cio 1.35
dx 2A 2A L2 (' )

LG depws: 13
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1. Partielle Di erentialgleichungen

Entlang der Charakteristiken, kann man die Bheren Ableitungenr, s und t
nicht bestimmen. Damit also eine bsung des obigen Anfangswertproblems in einer
Umgebung von existiert, darf nirgendwo ein Bogenelement mit eine Charak-
teristik gemeinsam habert! Fur alle Richtungen mit 6 0 kann man nun zeigen,
da nebenr, sundt auch alle lreheren Ableitungen existieren. kr sie gelten exakt
dieselben Existenzbedingungen wid. 33 (siehe z.B.Sommerfeld 1979. Damit ist
die Existenz einer losung in der Umgebung von sichergestellt.

Die Charakteristiken besitzen dieselbe Diskriminate wiel(23, was zu derselben
Klassi kation wie schon in (1.25 fuhrt:

B?2 4AC >0 ) hyperbolisch

2 reelle Scharen von Charakteristiken
B2 4AC =0 ) parabolisch

Nur eine Schar von Charakteristiken
B? 4AC <0 ) elliptisch:

Charakteristiken sind konj. komplex

(1.36)

Die Charakteristiken de nieren die beiden Kurvenscharéi

y=CX+ ; (1.37)
y=CX+ (1.38)
wobei und die Kurven parametrisieren. Seien die Charakteristiken gegeben

durch die Funktionen (x;y) =y cx =const.und (X;y)=Yy X =const. Dann
kann man die Di erentialgleichung (1.30 durch die Koordinatentransformationen

= (xy); = (XY); (hyperbolisch); (1.39a)
+i= (xy)= (Xy); = X; (parabolisch) (1.39b)
+i = (Xy); i = (xy); (elliptisch): (1.39¢)

auf besonders einfache Formen (Normalformen) bringe®dmmerfeld 1973. Die
sogenannterNormalformen lauten

@@;lé@: X u;%;%; : (hyperbolisch), (1.40a)
% =X u %u %u : (parabolischy (1.40Db)
% N % “X u %‘f%‘f ; (elliptisch): (1.40¢)

1Denn sonst knnte man noch nicht einmal die heren Ableitungen auf selbst bestimmen.
2Fur A;B;C = const: sind die beiden Kurvenscharen jeweils parallele Geraden.

14 . H' C’ KNPIWIuY
Numerische Methoden der Str emungs- und W armetechnik



1.2. Klassi zierung partieller Di erentialgleichungen

@) (b)

Abbildung 1.4.: (a) Charakteristiken fur die Wellengleichung (gestrichelte Linien). (b)
Bei Vorgabe der Funktionenf und g entlang der granen Segmente der Charakterisitiken
erhalt man die Lesung im violetten Bereich.

Die obige Klassi zierung gilt fur PDEs zweiter Ordnung. Man kann aber auch PDEs
erster Ordnung inahnlicher Weise klassi zieren. Im folgenden wirdeir jeden Typ
ein Beispiel gegeben.

1.2.3. Hyperbolische Di erentialgleichungen

Eine der einfachsten hyperbolischen PDEs ist di#/ellengleichung(zum Beispiel
fur eindimensionale Schallwellen)
@u ,@u
A cz@),( =0: (1.41)
Sie ist linear. Mit dem Fourier-Ansatzu = i ') erhalt man die Dispersionsre-
lation
= ck (1.42)
zwischen der Kreisfrequent und der Wellenzahlk. Man kannc= =k also mit
der Phasengeschwindigkeitenti zieren. Die beiden Wurzeln der Dispersionsrela-
tion entsprechen rechts- ( € ')} und linkslaufenden Wellen ( €*'")) wenn
man k > 0 2 R wahlt. Unabhangig von der Wellenzahlk besitzen alle Wellen
dieselbe Phasengeschwindigkest= const. Man sagt dann: die Wellen zeigekeine
Dispersion
Mit A=1,B=0und C = c?istdie Diskriminante B> 4AC =4c?> 0. Daher
ist die Wellengleichung hyperbolisch. Nachl(35 sind die Charakteristiken durch
Geraden-Scharen mit den Steigungerxddt = ¢ gegeben, also durclkk = ct +
und x = ct+ (Abb. 1.4a).
Die Gleichungen @r die Charakteristiken lauten dann (siehe Abbl.4)

(x;t) = x + ct = const. (1.43a)
(x;t) = x ct=const. (1.43b)

* KAPIW 15
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1. Partielle Di erentialgleichungen

Mit der Transformation (1.399, hier = = x+ctund = = x ctkann man
die Wellengleichung {.41) auf die Normalform (1.409 bringen'?
@u
—— =0: 1.44
@@ (1.44)

Die allgemeine losung dieser PDE hat die Forr

u(; )=f()+9a()
bzw. u(x;t) = f(x+ ct)+ g(x ct): (1.45)

Wenn man nun die Funktionf ( ) entlang einer Charakteristik = const. und®
g( ) entlang einer Charakteristik = const. vorgeben lonnte, ware u( ; ) mit
(1.49 in dem von den Charakteristiken aufgespannten Bereich soforhazugeben
(Abb. 1.4b). Von physikalischem Interesse sind aber die beidémfangsbedingungen
beit = 0 auf einer Lange x = L der Form (entspricht der Raumkurve aus Abb.
1.3
1 @u
C @ty
Aus diesen Angaben &nnen wir die gesuchten Funktioneri und g konstruieren.
Dazu de nieren wir

Uj;=g = Uo(X) und = ap(X): (1.46)

Z X Z X
F(x):= % Uo(X) + i a(x9dx® und G(x):= Uo(X) . ao(x9 dx° :
(1.47)

NI =

Damit lassen sich die Anfangsbedingungen beiE 0 ausdrecken als

1

Uio = FOO+ GO und %l:t:o - FY)  GYX): (1.48)

B3Mmit

@_0e o,
@x | X@

=1

X

@_0, 0 @_
@e @'e "™ @

LID|®

folgt aus (1.41)

=+ = u= 4

@ @° @ @’ _ @@ _ ..

14Die Integration von (1.44) wber bzw. uber ergibt

@u
@

@u

_ 0
=g() und @

= £%);

15Die Vorgabe entlang einer Charakteristik reicht nicht aus.

16
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1.2. Klassi zierung partieller Di erentialgleichungen

ti y 4

Abbildung 1.5.: Der Wert u(x;;t;) im Punkt P
hangt nur von u im Bereich ab. Ande-
rerseits beein ut u(x;;t;) im Punkt P nur den
roten Bereich in der Zukunft.

> ad g e
L 4

Xj Cij Xi Xj + Ct; X

Durch einen Vergleich mit (L.45 fur t = 0 kennen wir F und G genau mit den
Funktionen f und g identi zieren. Somit erhalten wir die Lesung

YA X+ ct
u(x;t)= F(x+ ct)+ G(x ct)= % Uo(X + Ct) + Up(x ct) + ap(x9 dx? :

* e (1.49)

An dieser Form sieht man, da die Feldge e u(x;;t;) am Orte x; und zur Zeit t;
in eindeutiger Weise durch die Anfangswerte aus dem Berexl2 [X; ctj; X; + ctj]
bestimmt ist (Abb. 1.5). Entsprechend kann der Funktionswertu(x;;t;) am Punkt
Xi nur diejenigen anderen Punkte mit > t; beein ussen, dieinnerhalbder Charak-
teristiken liegen, die durch den Ausgangspunkt; gehen. Die Information breitet
sich mit der Phasengeschwindigkeit ¢ aus. Von der anénglichen Verteilungug(Xx)
propagiert die Halfte nach rechts und die andere &lfte nach links. Hinzu kommt
noch ein Beitrag von der andnglichenAnderungsrateag(x).

In der Verallgemeinerung dieses Resultats ethh man eindeutige Losungen in
Gebieten, die begrenzt sind durch die (im allgemeinen geknmten) Charakteristi-
ken'® und den Linienzug, entlang dem die Rand/Anfangsbedingungen vageben
werden (Abb. 1.6a). Auch wennu und @ u=@nicht auf derselben Linie vorgegeben
sind, sondern auf verschiedenen sich tre enden Linien, ist di@kung eindeutig. Die
wichtigsten Falle sind in Abb. 1.6b,c gezeigt.

Neben der Wellengleichung sind auch die instatianen Eulergleichungen und die
Gleichungen #r stationare Uberschallstemungen reibungsfreier Fluide hyperbo-
lisch. Die Losungen hyperbolischer PDEs sind typischerweise ungetpft (Wellen).
Das bedeutet, da sich Diskontinuiaten in den Anfangsbedingungen im Falle li-
nearer hyperbolischer PDEs entlang den Charakteristiken in dastégrationsgebiet
ausbreiten!’

®Die Charakteristiken sind krummlinig, wenn die Koe zienten A, B und C der Di erentialglei-
chung nicht konstant sind.

17Die Methode der Charakteristikenzur Lesung partieller Di erentialgleichungen erster Ordnung
durch ®berfuhrung in ein System gevehnlicher Di erentialgleichungen erster Ordnung wird
hier nicht behandelt.
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1. Partielle Di erentialgleichungen

(@) (b)

B - characteristics v
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Abbildung 1.6.: Bereiche eindeutiger
Lesungen hyperbolischer PDEs r
verschiedene Randbedingungen bei ge-
krammten Charakteristiken (Fletcher,
1991a). Hier bezeichnenu und v die
beiden abhangigen Variablen eines
hyperbolischen Systems zweier PDEs
erster Ordnung. In den Fallen, in denen
u oder v auf einer Linie vorgegeben ist,
mu auf der anderen Linie die andere
Variable, also v oder u vorgegeben
werden. Die Variable v entspricht
@u=@der Wellengleichung.

X~ characteristics

voru
specified

1.2.4. Parabolische Di erentialgleichungen

Das klassische Beispiel uf eine parabolische PDE ist die eindimensionale
Warmeleitungs- bzw.Di usionsgleichung

T @r
%t: %; (1.50)

mit der Temperaturleitfahigkeit (Warme-Di usivit at) > 0. Wir kennen sie mit
dem Separationsansatz

T(x;t) = f(x)g(t) (1.51)
losen. Der Ansatz liefert
_ g1 _ %) _
fg°= f % ) ORI (1.52)

Da die linke Seite der Gleichung eine Funktion nur vom ist und die rechte eine
Funktion nur von X, messen beide Seiten konstant sein mit der Konstanten <

18 T KNPuwsuy

. H C J
Numerische Methoden der Str  emungs- und W armetechnik



1.2. Klassi zierung partieller Di erentialgleichungen

0.8 So erhalten wir die l®sungen
fi(X) = Agsin(kx) + Bycoskx) und  g(t)=e *'; (1.53)

wobeik? = = . Die Konstante , bzw. k, kann zumachst beliebig sein. Daher gibt
es ein ganzes Spektrum von Moden

Te(x:t) =e K’'[Agsin(kx) + By coskx)]: (1.54)

Die erlaubten Werte vonk ergeben sich aus den Randbedingungen.
Wenn wir den Bereichx 2 [0; 1] betrachten und dieRandbedingungef (x = 0) =
T(x =1) =0 fordern, dann mu By =0seinundk=n mit n2 N, so da

b3
T(x;t) = Ane "’ “tsin(nx ): (1.55)

n=1

Die Amplituden A, ergeben sich aus defnfangsbedingungenFer T(t = 0) =
A sin( x ) bleibt nur der Summandn =1 wbrig. Die exakte Losung lautet dann

T(x;t)= Ae  “'sin(x): (1.56)

Das zeitlich exponentielle Abklingen steht im klaren Gegensatz zu demeidéncha-
rakter der Loesungen hyperbolischer PDEs.

Ein Vergleich von (1.50 mit (1.20 ergibt B = C = 0, so da die Diskriminante
B2 4AC =0 ist. Daher ist die Di usionsgleichung (1.50 parabolisch. Nach (.35
gibt es dann nur eine Schar von Charakteristiken mit Steigungtddx = 0. Sie sind
deshalb gegeben durch = const. Die Charakteristiken haben bei parabolischen
Gleichungen keine gro e Bedeutung. Die Feldgre an irgendeinem Punktx; zum
Zeitpunkt t; beeinut alle Punkte des Gebiets (hierx 2 [0; 1]) zu einemspateren
Zeitpunkt t t; (Abb. 1.7). Sie hat keinen Ein u auf fr ehere Zeitent <t ;. Daher
kann man die Losung einer parabolischen PDE im Prinzip dadurch erhalten, da
man das Gebiet einmal in Zeitrichtung durchschreitett(me-marching).

Wie wir oben schon gesehen haben, mu zum Zeitpunkt = O die Anfangs-
bedingung (z.B. die Temperatur) vorgegeben werden (Dirichlet-Bangung). Fer
die Rander des aumlichen Gebiets kann man Dirichlet-, Neumann- oder gemischte
Bedingungen (Robin-Randbedingungen) vorgeben. Neumann-Baglingen entspre-
chen der Vorgabe des Wrmestroms @ T=@auf dem Rand.

Im Gegensatz zu hyperbolischen PDEs sind bei parabolischen PDEs desun-
gen immer kontinuierlich, wenn man von der einen zu einer anderen Ghkteristik
eibergeht. Auch die Fortsetzung unstetiger Anfangs- oder Rabddingungen in das
Integrationsgebiet erfolgt kontinuierlich (glatt). Es kennen aber sehr hohe Gradi-
enten im Integrationsgebiet auftreten, was zu numerischen Prigmen #ihren kann.

BWenn man < 0 wahlen weirde, bekame man Lesungen, die in der Zeit exponentiell wachsen.
Die raumlichen Funktionen waren dann sinh und cosh. Mit diesen bsungen lassen sich aber
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1. Partielle Di erentialgleichungen

Abbildung 1.7.: Ein ugebiete f wur parabolische
Gleichungen. Dasgreine Gebiet (t <t ;) kann nicht
———————————————————————————————————————————————— vom Wert T am Punkt P = (xj;tj) beein ut wer-
x den. Der Wert u(x;;t;) beein ut jedoch alle Punk-
\ > te im roten Gebiet (t t;j). Die Charakteristiken
gereigent = const. (gestrichelte Linien).

ti

Parabolische Di erentialgleichungen besitzen typischerweise einemopagations-
charakter int- (erste Ableitung ) und einen Di usionscharakter inx-Richtung (zwei-
te Ableitung). Weitere parabolische Gleichungen sind die Navier-Ste&-Gleichung
und die stationare Grenzschichtgleichung. Wenn eine zeitabhgige PDE parabo-
lisch ist (wie hier die Warmeleitungsgleichung), dann ist die zugeiige stationare
PDE elliptisch.

1.2.5. Elliptische Di erentialgleichungen

Das Paradebeispiel ofr eine elliptische PDE ist die Potentialgleichung(Laplace-
Gleichung)

@ @ _.

@?(+ @3 0: (1.57)
Sie beschreibt zum Beispiel das Geschwindigkeitspotential von Poti@lstr emungen
(inkompressible, rotationsfreie Smmungert®) oder die statiorare Warmeleitung in
zwei Dimensionen.

Eine spezielle und einfache analytischeskung auf dem QuadratX;y) 2 [0; 1]
[0; 1] kennen wir konstruieren, wenn wir (x = 0) = (x = 1) = 0 als Randbe-
dingungen vorgeben und einedsung der Form (x;y) = f (y)sin( x ) suchen. Fur
f (y) folgt dann f°  2f =0, was auff (y)=e Y fuhrt. Die Lesung ist demnach

(x;y) = Ae Y sin(x); (1.58)

wenn wir die Randbedingungen(y =0) = Asin(x )und (y=1)= Ae sin(x)
annehmen.

Im Gegensatz zu hyperbolischen und parabolischen PDEs hat bei disphen
PDEs der Wert von an jedem Punkt eine Auswirkung aufalle anderen Punk-
te des Systems. Der Einu wird aber mit wachsendem Abstand immegeringer.
Daher kann man zur numerischen ésung elliptischer PDEs kein Verfahren anwen-
den, bei dem man nur einmal durch das Gebiet gehen mu (wie dédme-marching

keine physikalisch sinnvollen Randbedingungen (z.B. konstante Temgratur) realisieren.

Mit ' =r u=0folgt u=r . Kontinuit at erfordert bei inkompressiblen Fluiden dann
r-u=rr =0.
20 Numerische Methoden der Str  emungs- und W ';;r%ét'ég #Jkguu



1.2. Klassi zierung partieller Di erentialgleichungen

Abbildung 1.8.: Bei elliptischen Gleichungen beein u t
jeder Punkt P alle anderen Punkte des Volumens.

Abbildung 1.9.: Globale Bedingung bei Vorgabe des Flusses
durch den Rand S eines VolumensV.

fur parabolische PDESs).Ahnlich wie bei parabolischen Gleichungen werden Dis-
kontinuit aten in den Randbedingungen im Innern des Gebiets zu kontinuierliche
Funktionen gegaittet.

Bei elliptischen PDEs zweiter Ordnung der Form 1.57) existiert ein Extremal-
Prinzip, wonach sowohl sein Maximum wie auch sein Minimum auf dem Rand
des Gebiets annehmen mu Garabedian 1964. Diese Bedingung kann man auch
zum Test numerischer sungen verwenden.

Da jeder Punkt des Gebiets jeden anderen beein ut (Abbl.8), erfordern ellipti-
sche PDEsRandbedingungen auf allen é&hdern Dies konnen Dirichlet Bedingungen
durch Spezi zierung von |s sein, wobeiS den Rand des betrachteten Gebiet¥
bezeichnet. Falls Neumann-Bedingunge@ |js vorgegeben werden, ist Vorsicht ge-
boten. Denn die Neumann-Randbedingungifirt zu der globalen Bedingung (Abb.

nr dS®®%® 2 gv; (1.59)

S \%
die konsistent mit der Losung sein mu . Im Falle einer Potentialstomung istn r
die Geschwindigkeit senkrecht zum Rand. Dann ist das Integral 69 der totale
Volumenstrom durch die Berandung aus dem Gebiet hinaus, ger bekompres-
siblen Stemungen natrlich verschwinden mu:r 2 =0 ) yr2dv =0.
Mit A= C =1und B =0 in (1.30 ist die Diskriminante B> 4AC = 4< 0
und die Charakteristiken sind komplex (siehel(35). Fur die Di erentialgleichun-
gen der Stemungsmechanik haben die komplexen Charakteristiken jedoch kein
Bedeutung.

Zusammenfassung: HyperbolischeGleichungen treten typischerweiser betropa-
gationsproblemerauf, bei denen die Dissipation keine Rolle spielt, wie z.B. bei der
ungedampften Wellenausbreitung.ParabolischeGleichungen beschreibeusbrei-
tungsplanomene mit Dissipation(wie bei der Warmeleitung). Elliptische Gleichun-
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1. Partielle Di erentialgleichungen

gen treten beistationaren Stremungsproblemerauf. Da sich der Typ der Di eren-
tialgleichung im betrachteten Gebietandern kannA, B und C variabel), meissen
die Randbedingungen so formuliert werden, da sie zu dem Typ passalen die
Di erentialgleichung am Rand des Gebiets besitzt.
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2. Finite Di erenzen und einige
generelle Betrachtungen

Zur numerischen losung einer partiellen Di erentialgleichung mu sie zuachst in
eine geeignete Form gebracht werden. Danach erfolgt typischeige eineDiskreti-
sierung bei der die kontinuierlichen Feldge en, wie u, v, w, pund T mit unendlich
vielen Freiheitsgraden auf eine endliche Anzahl von Unbekannten den Knoten-
punkten einesGitters reduziert werden. Bei der Diskretisierung wird die kontinu-
ierliche Di erentialgleichung in ein System von algebraischen Gleichungér die
endliche (aber oft gro e€) Zahl von Unbekannten umgeformt. Dedabei auftreten-
de Diskretisierungsfehlerist normalerweise der wesentliche Grund (Fehlerquelle)
fur Abweichungen dernumerischen losungvon der exakten losungder Di eren-
tialgleichung. Die Lesung der algebraischen Gleichungen liefert dann die gesuchte
Approximation der exakten Lesung der Di erentialgleichung. Der Fehler, der bei
der numerischen bsung der algebraischen Gleichungen gemacht wird (Rundungs-
fehler), ist normalerweise sehr klein im Vergleich zum Diskretisierurfgbler.

Je nach Verfahren kann der Aufwand zur &sung der algebraischen Gleichungen
verschieden sei. Bei statiosren elliptischen Problemen, bei denen jeder Punkt alle
anderen beein u t, wird das algebraische Problem oft so formulieytda alle Glei-
chungen miteinander gekoppelt sind und simultan gedt werden. Diesesmplizite
Verfahren besteht nur aus einem Schritt. Er ist aber sehr aufwdiy. Bei zeitab-
hangigen Problemen (meist ist der Charakter parabolisch oder hypmisch) wird
oft eine explizite Formulierung verwendet. Die Feldge e zu einem neuen Zeitpunkt
hangt dann nur von einigen benachbarten Punkten ab, die zu einemerdvenigen
vorherigen Zeitpunkten berechnet wurden. Bei einer expliziten Fowulierung ist die
algebraische bsung einfach und schnell zu erreichen, es sind aber viele Einzelschr
te in der Zeit erforderlich.

2.1. Explizite und implizite Diskretisierung

Als Beispiel #ir die Diskretisierung betrachten wir die zeitablngige Warmeleitung
in einer Dimension (L.50

@T_ @rT.
@t @x
Wir wberziehen das Gebiek 2 [0;1] undt O mit einem aquidistanten Gitter
mit Gitterabstanden x und t und betrachten die TemperaturT," nur an den

(2.1)
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2. Finite Di erenzen und einige generelle Betrachtungen

nbt A
X
5 e »
| it | |
3 e I I ’
214 I I ) Abbildung 2.1.: Aquidistantes Git-
I I ter. Die Funktionswerte an den
11 J J ' blauen Punkten werden durch die
0 . . . . ——» Rand- und Anfangsbedingungen
0 1 2 3 23 17 ]®BX yorgegeben.
Gitterpunkten (Knotenpunkten), die durch
x x5 =] X j 210;3]; X =1=J; (2.2a)
t! oty = t; n2i01); (2.2b)

gegeben sind.

Die einfachste Form der Diskretisierung besteht darin, die Di eremilquotienten
in (2.1) durch die entsprechendei erenzenquotienten zu ersetzen. Dann erhalten
wir zum Beispiel am Punkt (;n)?!

T T 2T+ L

2.3
" Nz, (2.3)
Diese Gleichung kann man nacﬂ’jn+l au esen
t
IT‘{nz+l} = ITjn t—3 Tj”+{1Z 21" + T 1}: (2.4)
gesucht bekannt n

Wenn man nun die Temperatur an allen Ortenj zum alten Zeitpunkt n kennt,
kann man die Temperatur zum neuen Zeitpunkn + 1 fer alle j berechnen. Dabei
wurde angenommen, da die Randwertd{ und T;' durch Dirichlet-Bedingungen
vorgegeben sindlflaue Punkte in Abb. 2.1).

Das Schema %.4) wird FTCS-Algorithmus genannt (Forward in Time and
Centered in Space). Hierbei ist die zeitliche Diskretisierung asymmetrisch und die

lEs ist
!

@T o 1 QT QT o 1 Tj+v1 T T T 1

— = lim — = lim —

@% Lo X @Xjy= @ o xI' 0 X X X

1
= lim > (T] +1 2TJ + TJ 1)
24 . H' C’ KNpWsuy
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2.1. Explizite und implizite Diskretisierung

(a) explizit (b) implizit (c) expl., symm., 3-Niv.
n+1 n+1 n+1
n n n
| n 1 | n 1 n 1
i1 ] j+l o1 j+l i1 g+l

Abbildung 2.2.: Megliche Diskretisierungen der Warmeleitungsgleichung (s. Text).

raumliche Diskretisierung symmetriscii.Die FTCS-Diskretisierung ist einexplizites
Lesungsverfahren (Abb2.2a). Diese losungsmethode ist konsistent mit dem para-
bolischen Charakter der Di erentialgleichung, wobei die Temperatuzum Zeitpunkt
t, nur von freheren Zeitpunkten und nicht von spteren Zeitpunkten abmngt.® Wer-
te zwischen berechneten Gitterpunkten kann man mittels Intergation erhalten.

Unter Beibehaltung der asymmetrischen zeitlichen Diskretisierungatten wir
anstelle von @.4) auch schreiben kbnnen

t

T =T —5 T 2T AT (2.5)

Wenn man alle unbekannten Terme zur Zeih + 1 auf die linke Seite bringt, ertalt
man dasimplizite Schema (Abb.2.2b)

ST +(2s+ )T ST = T (2.6)
A {z_ 74
gesucht bekannt
wobei .
S= 7 (27)

gesetzt wurde. Wenn wir nun die Temperatur zum neuen Zeitpunkt,,; berechnen
wollen, meissen wir die gekoppelten Gleichungemifalle Werte j 2 [0; J] simultan
berecksichtigen. Das ist wesentlich aufwendiger als das explizite Verfah.

Eine dritte Variante besteht darin, den Di erentenquotienten aut fur die Zeit
symmetrisch zu vehlen. Mit @T=@t (T"** T 1)=2 t erhalten wir

2t

n+l _— n 1
=T =

TN, 2T+ T (2.8)

2Die raumliche Diskretisierung kann verschieden aussehen, insbesondesei anderen Verfahren
( nite Volumen, nite Elementen oder spektrale Verfahren); siehe dazu Kap. 4. Andere zeitliche
Diskretisierungen werden in Kap.6 behandelt.

3Durch die Diskretisierung bleibt innerhalb eines Zeitschritts der Einu weit entfernter Raum-
punkte T" mit ji jj 2 unbenricksichtigt. Dies ist ein gewisses Artefakt der Diskretisierung.
Die Information von entfernten Raumpunkten erreicht erst nach entsprechend vielen Zeitschrit-
ten den betrachteten Raumpunkt x; .
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2. Finite Di erenzen und einige generelle Betrachtungen

Diese Formulierung ist wieder explizit, involviert aber insgesamt dreieitniveaus
(siehe Abb.2.2c). Der Algorithmus ist komplizierter als FTCS (2.4), aber im Prinzip
genauer. In der Praxis ist das Verfahren aber nicht anwendbaraces #r die War-
meleitungsgleichung instabil ist. Bei anderen Gleichungen kann diesellstandig
symmetrische Formulierung jedoch stabil sein.

2.2. Konstruktion von Di erenzenformeln

Die Taylorentwicklung einer beliebig oft di erenzierbaren Funktionf (x) um den

Punkt x; lautet

x x)™ @f
m! (@)¢

X
f(x)=

m=0

(2.9)
X=XJ'
Sie kann verwendet werden, um die in der PDE auftretenden Ableitgen vonf
am Gitterpunkt (x;;tn), zum Beispiel @fjjn oder @<fjj”, durch die Werte an den
benachbarten Gitterpunkten auszudacken.
Dazu entwickeln wir beispielsweise den Wefl (Xj+1;t,) am Punkt (Xj.1;t,) in
eine Taylorreihe um den Entwicklungspunkt X; ; t,)
b3 m n n 2 n
xn @1 —T-”+X@T+X Gl +0 X3

T(Xj+1;th) = m @ j— i @Xj > @j

m=0
(2.10)
Fur den zeitversetzten Punkt §;;t,+1) gilt entsprechend die zeitliche Taylorent-
wicklung
X‘ tm T n T n t2 T n
Tooite) = @1 T, @77, 0O

= - +0 t3:
m! @ft‘j !

m=0 @; 2 @t
(2.11)

Der Ausdruck O( x3) bedeutet, da der Fehler, der bei dem Abbruch der Reihe
nach dem letzten aufgafhrten Summanden entsteht, von der Gy enordnung  x3
ist. Dabei wird davon ausgegangen, da die Faktoren (Ableitung@rbei den Ter-
men x™ von der Gro enordnung 1 sind, alsoO(1). Der Fehler in (2.10 ist
dann im wesentlichen bestimmt durch den @rten vernachlassigten Term (mit der
niedrigsten Potenz von Xx), hier also durcha x3, a=const. = O(1).*

Aus (2.10 und (2.1]) erhalt man durch Au esen die Ausducke fir die ersten
Ableitungen am Punkt (x;; tn)

@r"_ T, T

— = L+ 0( x); (2.12a)
@x
@T n Tjn+l Tjn
= =4 4000 (2.12b)
@t j t

4Genauer gesagt bedeuteD( ™), da im Limes I Ogqilt O( ™) a Mmita<1.Im
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2.2. Konstruktion von Di erenzenformeln

Abbildung 2.3.: Approximation der exakten
Ableitung (@T:@jx (braun) im Punkt X;
mittels Vorw arts- (blau), Reckwarts- (grein)
und zentralen Di erenzen (rot).

Xj‘ 1 X] Xj ‘+1 X=
Dies sind Vorwartsdi erenzen-Formeln (forward Euler). Die Reckwarts-Euler-
Formel (backward Euley

T n T'n T'n
ox = o0 (213)
J

erhalt man durch die Taylor-Entwicklung von T(x; 1;t,) um den Entwicklungs-
punkt x;. Die geometrische Interpretation zeigt Abb2.3.

Will man genauere Formeln entwickeln, mu man weitere Gitterpunkteinvol-
vieren. Man setzt dann die gesuchte Ableitung als Linearkombinatioron Funkti-
onswerten an den gewunschten Gitterpunkten an. Far drei symmetrische Punkte
lautet dann der Ansatz

@T " = n n n my .

J
wobei wir a; bund ¢ bestimmen wollen und jetzt noch nicht genau Wissen welche
Gre enordnung O( x™) der Fehler hat. Wenn wir nun frr T/ ;, T und T}, die
Taylorentwicklungen von T um X; an den Punktenx; 1, X; und X;.; einsetzen,

erhalten wir

. . @T" x2 @r "
PR T2 AT 2 e, "1 2 er
+(c a)—x3 er n+O x4 (2.15)

6 @R

O ensichtlich mussen wir € a) x =1 setzen, da sonst die erste Ableitung ganz
eliminiert wird. Zur Festlegung der drei Unbekannterg; b; chaben wir dann noch

Limes ! O bleibt also nur der angegebene Termubrig und es liegen beliebig viele Go en-
ordnungen zwischen den Summanden mit unterschiedlichen Exponten n > m . Dann werden
die Gre enordnungen der Betrage dieser Summanden beliebig stark voneinander getrennt.eff
hinreichend kleines ist der Fehler daher durch den fehrenden Term bestimmt.
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2. Finite Di erenzen und einige generelle Betrachtungen

zwei weitere Bedingungen frei. Dieseahlen wir so, da meglichst viele Koe zien-
ten vor den gm® ten Fehlertermen verschwinden. Diesefhrt auf 3 Bedingungen, die
wir als lineares Gleichungssystem schreibem®rknen

10 1 O 1
0

111 a
@ 1 0 1A @pA=@1= x A: (2.16)
101 c 0
Die Lesung lautet
1
c= a= —; b=0: 2.17
5 % (2.17)
Als Ergebnis erhalten wir diezentralen Di erenzen (Abb. 2.3)
@T n Tjn+1 Tjn 1 5
— = —"-4+0 : 2.18
@xj 2 X X ( )

Der Fehler ist von der Ge enordnung O( x?), da der erste nicht verschwindende
und vernachkssigte Term in .15 formal von der Gre enordnung O( x3) ist, aber
noch mitc a= x ! multipliziert wird. Im Vergleich zu den Vorwarts- (2.129
und Reickartsdi erenzen (2.13 sind die zentralen Di erenzen also um eine Ordnung
genauer.

In derselben Weise kann man auch asymmetrische Di erenzenfoiméder den
Punkt (j;n) entwickeln. Eine 3-Punkt-Formel fer die erste Ableitung ertalt man
mit dem Ansatz

n
%1 | = aT" + bT; + cT, + O( x™): (2.19)
Wenn man die Taylorentwicklungen #@r T, und T}, um den Punkt (x;;t,) ein-
setzt, ermalt man

@T "
)}( @x
2 @ t (2.20)

T
ﬁ{z4<:32 @j+0 x3

Die drei Bedingungen @ihren auf

aT" + bT, + Ty, = ﬁa+ b+ ch” ﬁ

3 4 1
= = b= c= 2.21
a x’ 2 X’ ¢ 2 x’ ( )

wodurch wir die einseitige Di erenzenformel 2. Ordnung

@T " _ " +4T, T

@x - > +0 x? (2.22)
J
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2.3. Beispiel: Eindimensionale \&rmeleitung

erhalten.

Man kann nun noch weitere Punkte hinzunehmen und die Funktionswe an den
Stellen mit entsprechenden unbestimmten Vorfaktoren in den Antaeinbeziehen.
Durch Nullsetzen der Koe zienten der Ableitungen lassen sich weiter (hehere)
Ableitungen eliminieren, wodurch derAbbruchfehler(truncation error ) weiter ver-
kleinert wird. Die so entstehenden Dierenzenformeln ¢#herer Ordnung werden
zwar immer genauer, sie haben aber auch Nachteile: Zum einen sind kaepli-
zierter und zum anderen dihren sie oft zu weniger stabilen Algorithmen. In vielen
Fallen stellen daher die einfachen Formeln schon die beste Wahl dar.

2.3. Beispiel: Eindimensionale Warmeleitung

Als Beispiel kann man die zeitablngige eindimensionale \&meleitung berech-
nen. Dazu betrachte das Anfangswertproblem1(50 auf dem Gebiet k;t) 2
[0;1] [0;1 ) mit den RandbedingungenT(x = 0) = T(x =1) = T, 6 0 und
der AnfangsbedingundT (t = 0) = 0. Dies entspricht dem Aufheizen eines Drahtes
durch pletzliches Aufpmgen der TemperaturTo an den Enden.

Man kann nun dasexplizite FTCS-Schemd?2.4)

T = ST+ (1 29T + ST, (2.23)

in einem Computer-Programm mits = 0:5 implementieren PYbung). Wenn man
ein Zeitniveau n berechnet hat, er®lt man mit diesem Schema die Temperatur
fur das darauf folgende Niveaun + 1 an den inneren Punktenj 2 [2;J 1]. Die
Randwerte an den Punktenj = 1;J sind durch die Randbedingungen festgelegt.
Wegen der unstetigerAnderung der Randtemperatur bet = 0 ist es fur eine bessere
Approximation der exakten Losung (vgl. (1.59)

Roasinf@m Dx] em a2 2

Txt)=Te To em 1)

(2.24)

m=1

genstig, wenn manT? = T9 = Ty=2 6 0 setzt. Das macht den Einschaltvorgang
etwas glatter. Die numerische Bsung #ir verschiedene Zeiten ist in Abb2.4 gezeigt.
Die gestrichelten Kurven entsprechen der Summe.@4, die bei einem hohen Wert
von m abgebrochen wurde.

2.4. Diskretisierungsfehler

2.4.1. Fehlerordnung bei homogenen Gittern

Der Fehler bei der Diskretisierung der Ableitungen einer Funktionéngt von den
vernachkssigten Termen ab. Die Go enordnung dieses Diskretisierungsfehlers ska-

SAus Symmetriegranden brauchen nur ungerade Werte vom in (1.55 bereicksichtigt zu werden.
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2. Finite Di erenzen und einige generelle Betrachtungen

0:8‘ ‘*‘»,.ﬁlv& t= 0 13 P ,gj;":\:/‘

% 02 04 06 o8 1

X

Abbildung 2.4.: Lesung der eindimensionalen Vermeleitungsgleichung (.50 mittels

FTCS-Schema @.23) fur s = 0:50 und J = 20 ( x = 1=19). Es wurde =1

gesetzt. Blau: Anfangsbedingungt = 0, gren: t = t, rot: t = 6 t und cyan:

t 5,94 t 013 ( = 1). Die gepunkteten Ignien stellen die Galerkin-Lesung T(x) =

To 1 120211 ( 1"e "° “tsin(nx ) zu den entsprechenden Zeitpunkten dar,
vgl. (2.24) und Kap. 4.5.1

liert mit der niedrigsten Potenz des Gitterabstands x, die in den vernachéssigten
Termen auftritt. Die tats achliche G® e hangt au erdem noch von der entsprechen-
den exakten (feheren) Ableitung der approximierten Funktion at®

ImLimes x! 0 bestimmtausschlie lich der hrende vernachissigte Term den
tatsachlichen Fehler der numerischen Rechnung (z.B. der Stmungsgeschwindig-
keit an einem festen Punkt). Deshalb reduziert sich der Fehler bener Gitterver-
feinerung x! 0 asymptotisch wie

=K (( x)": (2.25)

Man nennt dann m die Ordnung des verwendeten Schemas. In einem logarithmi-
schen Plot des Fehlers (Abb2.53)

In()=In(K)+ min( x) (2.26)

kann man an der Steigung die Ordnungn des Verfahrens ablesen.
Die Abhangigkeit irgendeiner lokalen oder integralen Feldgre f ™™ vom Gitter-
abstand x

fnum( X) — fexakt + fexakt + K ( X)m (227)

kann man zu Konvergenztests verwenden, indem m&fi'™ als Funktion von (- x)™
auftragt. Fer hinreichend kleinen Gitterabstand x sollte die Abweichung vom

Fur t = 0 erkennt man die Fourier-Reihe der Stufenfunktion.
8In Fletcher (19913) nden sich einige Tabellen, in denen die Approximationen mittels niter

30 T KNPuwsuy
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2.4. Diskretisierungsfehler

@) (b)

fnum

In() Steigung K

Steigungm . . \

. . f exakt

In( x) ¢ x)"

| -

Abbildung 2.5.: Schematische Darstellung eines typischen Konvergenzvealiens (rote
Punkte) als Funktion des Gitterabstands x. Die gestrichelten Geraden zeigen das asym-
ptotische Verhalten fur x ! 0. (a) Fehler als Funktion von x, doppel-logarithmisch.
(b) Numerische Feldgm e als Funktion von ( x)™ bei bekannter Ordnungm.

N
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Abbildung 2.6.: Konvergenzverhalten der berechneten kritischen Reynoldshl Re. als
Funktion der Anzahl der Unbekannten N pro Raumrichtung ( x N 1) fur den ®ber-
gang von einer zwei- zu einer dreidimensionalen Wirbelsemung in einem Rechteckbe-
halter, in dem die Stremung durch die tangentiale Bewegung einer Seitenwand ange
trieben wird (lid-driven cavity, ahnlich wie beim Frontispiz) (nach Albensoeder et al,
20017). Die Symbole bezeichen verschiedenenétien-zu-Breiten-Verhaltnisse des Behal-
ters; =2:00( ), =3:00()and =4 :00 ( ). Es wurde ein Verfahren zweiter
Ordnung verwendet.

exakten Wert f ©at Jinear mit ( x)™ variieren (Abb. 2.50). Im asymptotischen
Bereich k't sich dann die numerisch berechnete Gre damit auf ein unendlich
feines Gitter ( x ! 0) extrapolieren. Ein konkretes Beispiel ist in Abb2.6 gezeigt.

Di erenzen mit den exakten Ableitungen (zum Beispiel von €*) verglichen werden.
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2. Finite Di erenzen und einige generelle Betrachtungen

Je heher die Fehlerordnung ist, desto genauer ist das numerische ‘énfen. Eine
Diskretisierung hoher Ordnung involviert aber relativ viele Gitterpuikte. Bei einem
groben Gitter konnen daher schnelle Variationen nicht gut mit einem Verfahren
hoher Ordnung wiedergegeben werden. Deshalb eithman auf groben Gittern ge-
nauere Ergebnisse mit Verfahren niedriger Ordnung. Verfahrereherer Ordnung
sind denjenigen niedriger Ordnung erst auf sehr feinen Gittermberlegen (siehe
auch Fletcher, 1991).

2.4.2. Gitterstreckung

Der Diskretisierungsfehler |angt nicht nur von der Ordnung des in der Taylor-
entwicklung vernachkssigten ehrenden Terms ab, sondern auch von der entspre-
chenden Ableitung der Funktion am den Gitterpunkten X;;t,). Fur die Zentrale-
Di erenzen-Formel (2.18 ist zum Beispiel der sthrende Fehler auf einermaquidi-
stanten Gitter ( x°=6)@T=@%

Um eineewber das ganze Integrationsgebiet gleichamg gute Naherung zu erhal-
ten, ist man daher bestrebt, die Gitterweite x dort zu verkleinern, wo die Ablei-
tungen der Unbekannten sehr gro sind. Dies ist bei viskosen $tnungen meist in
der Nahe der Wande der Fall. Denn dort entstehenefr gro e Reynoldszahlen dnne
viskose Grenzschichten.

Um den Einu eines variablen Gitters mit Gitterabstand x; = X; X; 1 auf
den Diskretisierungsfehler zu untersuchen, betrachten wir als Bpiel die Approxi-
mation der Ableitung im Punkt x; durch zentrale Di erenzen

@T Ti+1 Ti 1

— =+ 2.28
@x Xisp T X (2.28)

Fur den Diskretisierungsfehler erhalt man’

_ X% x? @T 2yt X @T 4o (2.29)
2( X1+ X)) @X ;3 X+ X)) @X
Wenn nun das Gitter homogen ist, dann ist xj+; = X;. Damit verschwindet der

erste Term und wir erhalten den obigen bekannten Fehler. Ein inhorgenes Gitter
fuhrt also formal zu einem go eren Fehler.

Eine Meglichkeit der Verfeinerung eines inhomogenen Gitters besteht darzwi-
schen zwei benachbarten Gitterpunkten des inhomogenen Gitsgeweils einen neu-
en Punkt einzukigen. Wenn wir bei dieser Verfeinerungstrategie sukzessive das |
tervall zwischen zwei Gitterpunkten halbieren, hat man nach einigeverfeinerungen

"Den Fehler, den man bei der Approximation der ersten Ableitung mit zntralen Dierenzen
macht, erhalt man aus den Taylorentwicklungen um den Punkt x;

@T Xi2+1 Xi2 @T Xi3+1 + Xi3 @T
Ti+1 T 1= ( Xj+1 + X') — - —— + - +
' ' ' Yo@x | 2 @ | {7 3! @R |

}
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2.4. Diskretisierungsfehler

Abbildung 2.7.: Gitterverfeinerung bei

einer Gitterstreckung um einen kon- by by bs by
stanten Faktor r,, zwischen den vol- @ @ ®
len Punkten a und um einen Faktor a; a

rn, zwischen allen Punktenh.

praktisch ein stickweise homogenes Gitter. Daher wird der Fehler bei einer gro en

Zahl von Gitterpunkten ahnlich sein wie bei einem vollsindig homogenen Gitter.
Eine andere Mpglichkeit besteht in einersystematischenGitterverfeinerung mit

einemStreckungsfaktor, soda X+ = r X;. Dann gilt fur den fahrenden Fehler

(r2 1) x> @1 _ (1 r) x5 @T
2r+1) x @% , 2 @%

(2.30)

Er verschwindet #ir r ! 1 (homogenes Gitter). Wenn man das Gitter nun in jedem
Schritt so verfeinert, da das resultierende Gitter wieder gleichmig gestreckt ist
(Abb. 2.7), dann nahert sich der Streckungsfaktot ! 1 und der ®hrende Fehler-
term verschwindet im Limes eines unendlich feinen Gitters.

Aus Abb. 2.7 ndet man fur die Streckungsfaktoren auf dem feinenr) (mittlerer
Punktabstand h) und auf dem grobe Gitter ,) (mittlerer Punktabstand 2h)

, _ & alztll bzzb.t(l"'rh"'rﬁ"'rﬁ) bl(l"'rh):rz.
Ty by by (1+ rh) "

so da

(2.31)

g = P lNon: (2.32)

Durch das sukzessive Wurzelziehen bei einer systematischen Giggfeinerung ra-
hert sich der Streckungsfaktor ! 1 immer mehr demjenigen des homogenen Git-
ters an.

Das Verhaltnis des #threnden Fehlers 2.30 auf einem groben zu demjenigen auf
einem feinen gestreckten Gitter (mit doppelter Punktzahl) an einermgemeinsamen
Punkt x; betragt

@ ) X)an O (3 )@+ 1) Xida=rh _ (X402
(1 rh) ( Xi)h B (1 r:) ( Xi)h - n 4’ (233)

wobei wir im Schritt (*) beachtet haben: ( Xi)on = ( X)n+( Xi )nh = (2 +
rm)( Xi )n =@+ ra)( X)n=rn.

Bei einer Verdopplung der Gitterpunkte eines homogenen Gittersimr, = 1
verringert sich der #hrende Fehlterterm (zweiter Summand in Z.29) um einen
Faktor 4. Bei einem inhomogenen Gitter verringert sich derihrende Fehlterterm
(erster Summand in @.29) wegen > 4 jedoch schneller (siehe Abb2.8)! Da-
mit verringert sich bei einem so gestreckten Gitter der Fehlerterrarster Ordnung
(erster Summand in2.29 schneller als der Fehlerternzweiter Ordnung (zweiter
Summand in @.29).
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4:2

4:1r-

Abbildung 2.8.: Verhaltnis des Fehlers auf

einem groben zu demjenigen auf einem fei-

| | | nen Gitter bei Verdopplung der Zahl der

075 1 125 15 Gitterpunkte und einem reumlich konstan-
Ih ten Streckungsfaktorry,.

Auch wenn der Abbruchfehler bei einem gestreckten Gitter forrhaur von erster

Ordnung ist, so rahert er sich jedoch bei einer sukzessiven Verfeinerung wegen

r ! 1 (2.32 asymptotisch der zweiten Ordnung an. Er eine begrenzte Anzahl
von Gitterpunkten ist die Lesung auf einem geeignet gestreckten Gitter fast immer
genauer als diejenige auf einem homogenen Gitter. Der optimale $tengsfaktor
hangt von der Anzahl der Gitterpunkte und von den aufzwsenden Gradienten
ab. In der Praxis sollte der Streckungsfaktor aber nicht au erHb des Bereichs
0:85< r < 1.2 liegen.

2.4.3. Spektrale Betrachtung von Diskretisierungsfehler n

In vielen stremungsmechanischen Problemen treten Wellen auf. Es ist nun indtru
tiv zu sehen, welche Diskretisierungsfehler hierbei entstehen. 2basei zumchst die
Fourier-Darstellung einer periodischen Funktion rekapituliert.

Diskrete Fourier-Transformation

Die Fourier-Transformation einerkontinuierlichen periodischen Funktiong(x) mit
Periode 2 lautet

hs .
g(x) = Ome™; (2.34)
m=1

mit m2 Z, x 2 R und §, 2 C.2 Die Amplituden §,, der spektralen Komponenten
lauten® z,

Om = 1 g(x)e '™ dx: (2.35)
2

8Fur reelle Funktionen g(x) 2 R mu man fordern 4 m = %, -
°Probe durch Einsetzen:

1 z 2 X ikx o imx R 1 z 2 i(k m)x R
Onm = > ke e dx = Ok — e dx = Ok km = Om:
0 k=1 k=1 ° _{z }ook=1
= km
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2.4. Diskretisierungsfehler

In der Numerik hat man in der Regel keine kontinuierlichen FunktionenDie
Funktion ist nur diskret auf den Sttzstellen eines Gitters vorgegeben. Bei der
diskreten Darstellung der 2 -periodischen Funktion auf einem Gitter mit x =
2=J kann man die diskrete Funktiong = g(x; = j x = 2 j=J ) als diskrete
Fourier-Reihe darstellen (siehe auch Kap4.6.1)

x1 oz oxr
g= One€™! X = gue?™m: (2.36)

m=0 m=0

Man kann leicht nachprifen, da die Fourier-Amplituden ¢, dann durch
1 X1 A xe

gje imj x —
j=0 i=0

Om = ge 2m= (2.37)

gegeben sind?

Beachte, da sowohl die Funktionswerteg im Ortsraum, wie auch die spektralen
Komponentendy, periodisch sind mit PeriodeJ. Fur die periodische Funktion im
Ortsraum ist das klar. Far die spektralen Komponenten gilt dies auch. Denruf
m! m+nJ,n2Zgilt

1 X1 i2 (m+nJ)j=J X+ i2 mj=J i2 nj
gm+ nJ = 3 gj e : = =7 gj € : F_{Z_J} = /gm: (238)
j=0 j=0 =1

Dareber hinaus kann man den Summationsindex i2(36 und (2.37) beliebig um
n 2 Z verschieben! Insbesondere kann man ihn auch symmetrischelen, von
j = (3 1D=2bis@ 1)=2 (J ungerade) oder vonj = J=2 bisJ=2 1 (J

1°Die Probe ergibt
!

1K1 xr N 1 Xix: oo
gm:_ gkelkj X g im x:J_ gkel(k m)j X

j=0 k=0 j=0 k=0

1X1 X1 1K1

:J gk_ gk m)j szJ_ Ok km = Om:
RS (A 2 (22—

=J km :/gm

P -
Hierbei wurde beachtet, da fur n = k m 6 0 die Summe J-J:Olean X = 0 ist, da die J

komplexen Zeiger & X = e 23) den Einheitskreis (bzw. dasn-fache des Einheitskreises)
aquidistant abdecken.

1Fur die periodische Funktion g ist das klar. Man kann aber auch den Index der Fouriertrans-
formierten um ein beliebigesn 2 Z verschieben, denn es gilt aufgrund der Periodizt von g

1 Xt
gm - J_ gje i2 mj=J

1 1
1XT gemm , 1%
‘ J 9 J
j=0 j=0 j=n

Aufspalten i2 mi=J
= ge “™
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2. Finite Di erenzen und einige generelle Betrachtungen

gerade).
Eine Index-Verschiebung im Ortsraum umn liefert im spektralen Raum eine
Phasenverschiebung der Amplitudeg, um €2 ™= denn es gilt

1§< ' i2 mj=J i2 mn=J 1§< ' i2m (j+n)=J
Om = j g+n€ = =e i j g+n€ arms
j=0 i=0
n¥l 1 1
— @i2mn=J Jl X ge 2m=’ Fungte 1142 mn=) JEX ge 2m= (2.39)
j:n j=0

Falls die Funktionswerteg 2 R reell sind, hat manJ reelle Daten. Die Fou-
riertransformation liefert aber formal 2 Daten, weil die spektralen Komponenten
On 2 C komplex sind. Daher mu die Information ind, redundant sein. In der Tat
gilt fur reelle Funktionen

&G m =Y (2.40)
Dies sieht man, wenn man beachtet
1 X1 . ._ 1 Xt . g2R
& m= 3 ge 2@ mi= = 3 g €2 ™= F_I%ZJ__J} =7y, (2.41)
j=0 j=0 =1

Fur reelle Funktioneng; 2 R ist die Amplitude des konstanten Anteilsgy 2 R auch
reell. Bei einer geraden Anzahl von Stutzstellen ist wegen 2.40 die Nyquist-
Amplitude (s.u.) f-» 2 R ebenfalls reell?

Fehler bei der Finite-Di erenzen-Approximation einer per iodischen Funktion

Auf dem diskreten Gitter kennen keine Wellerdngen wiedergegeben werden, die
kleiner sind als diecut-o -Wellenlange . = 2 x. Die cut-o -Wellenlange wird

auch Nyquist-Wellenknge nyquiss = ¢ genannt. Ihr entspricht die Nyquist-
Wellenzahl
2 J
Knvauist = — = — , —. 2.42
Nyquist . X 2 ( )
- 1 X1
disch 1 X P 1 -
g periodisc J_ Q+je i2 m=J 3 ge i2 mj=J
j=0 j=n
X 1 X1
- Jl gJ+je i2m(j+J):J+ l gje i2 mj=J
j=0 i=n
1 an 1 ) . 1 é( 1 ) . n-xJ 1 ) .
= 3 ge i2 mj=J + = gj e i2mji=J _— gj e i2 mj=J :
j=J j=n j=n

2Fwur geradesJ hat man dann die reellen Amplituden ¢, und §;-, sowie dieJ=2 1 nicht-

ten.
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2.4. Diskretisierungsfehler

In diesem Sinne mu jede diskrete Approximationen einer kontinuierlieen Funktio-
nen als eindangwellige Approximatiorverstanden werden. Je érzer die Wellenin-
ge ist, desto schlechter werden die entsprechenden Amplitudenrclu die diskrete
Approximation wiedergegeben. Um dies zu quanti zieren, betrachh wir die mo-
nochromatische Welle

T(x;t)=cos[k(x ct)]; (2.43)
mit der exakten (angedeutet durch den Querstrich) Ableitung

a _ : _

@x ksink(x ct)]: (2.44)

Die diskrete Approximation der ersten Ableitung mit der diskreten syymetrischen
3-Punkt-Formel liefert!3

@T" T Ty _ cosfk[(xi+ x) ct]g cosfk[(x x) ctylg
@x 2 X 2 X
ksink(x; cty)]sin(k x).

k x

(2.45)

Daraus folgt fur das Verhaltnis der diskreten Approximation der ersten Ableitung
zur exakten Ableitung am Gitterpunkt x = X;

(@T=@X _sin(k x)
@=@x  k x

(2.46)

O enbar wird die Phase korrekt wiedergegeben. Au erdem wird die @plitude fur
k x 1, dh. fur lange Wellen mitk  ( x) *, durch die diskrete Formulierung

gut wiedergegeben, denref 1 gilt: sin( ) . Aber je kerzer die Wellenkange
ist, desto s@rker wird die wirkliche Ableitung gena (2.46 unterschatzt. Bei der
Nyquist-Wellenzahk, =2 = .= = xistdas Amplitudenverhaltnis auf sin = =

0 abgesunken!
Fur die zweite Ableitung ergibt sich eimhnliches Bild. Zentrale Di erenzen zwei-
ter Ordnung liefern
(@T=@%;  sink x=2) 2
@T=@3<jn k x=2 '
Unsymmetrische Di erenzen liefern au erdem noch eineRhasenfehler Auch Ver-

fahren heherer Ordnung ergebeneir kleine Wellenlangen Fehler derselben @ren-
ordnung wie bei den hier betrachteten Verfahren niedriger Ordmg.

(2.47)

BBEs st

. + .
cos cos = 2sin 5 sin
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3. Theoretischer Hintergrund

Idealerweise mchte man verlangen, da die numerische Approximation eines Pro-
blems im Limes eines unendlich feinen Gitters (in Raum und Zeit) gegen dirakte
Lesung konvergiert. Die Frage ist nun, welche Forderungen an ein@igorithmus
zu stellen sind, damit dieseKonvergenzeintritt. Leider ist die Konvergenz eines
Verfahrens #ir die typischen Gleichungen der Ssmungsmechanik (z.B. die Navier-
Stokes-Gleichungen) nicht direkt zu beweisen. Die Mindestanford@gen, die man
aber stellen mu , damit die numerische bsung gegen die exaktedsung konvergiert,
sind die Konsistenzder Diskretisierung und dieStabilitat des Algorithmus.

Eine Formulierung ist konsistent, wenn man aus der diskreten Forrierung der
Di erentialgleichung in Umkehrung des DiskretisierungsprozessesedDi erential-
gleichung zueickgewinnen kann. Stabiliat bedeutet, da kleine Fehler in den An-
fangsbedingungen, Diskretisierungs- oder Rundungsfehlealwend der Rechnung
nicht verstarkt werden sondern zerfallen.

3.1. Konvergenz

Wegen der Nichtlinearimten in den Di erentialgleichungen der
Stromungsmechanik sind Konvergenzbeweise im allgemeinen:
nicht verfegbar. Au erdem sind nur in seltenen Hllen exakte
analytische Losungen bekannt, die es erlauben, den Fehler def
numerischen Rechnung exakt zu quanti zieren und damit die
Konvergenz auf die exakte bsung bei Gitterverfeinerung zu un- "~
tersuchen.

Zumindest fur den einfachen Fall einesinearen Anfangswert- N
problems stellt das Theorem von Lax die Konvergenz sicher Peter David Lax
(Richtmyer and Morton, 1967%: 1926{

Ein Verfahren ist konvergent, wenn das entsprechende lineare fangs-
wertproblem in konsistenter Weise diskretisiert wurde und der Algo-
rithmus stabil ist.

Dieses Theorem gilt nicht nur &r nite Di erenzen, sondern auch fur andere
Diskretisierungen wie z.B. #ir nite Elemente. Die Bedeutung des Theorems besteht
darin, da es relativ einfach ist, Konsistenz und Stabiliat zu zeigen, nicht aber
direkt die Konvergenz.
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3. Theoretischer Hintergrund

Fur lineare Anfangswertprobleme ist das Lax-Kriteriumhinreichendfer die Kon-
vergenz. Rur die uns interessierendenichtlinearen Probleme der Stemungsmecha-
nik liefert es jedoch nur einnotwendigesKriterium. Um die Konvergenz numerisch
zu zeigen, kann man jedoch gewisse lokale oder integrale Testgn wie in Kap.
2.4 als Funktion von ( x)™ auftragen und damit Hinweise auf Konvergenz oder
Divergenz erhaltent

3.2. Konsistenz

Ein System algebraischer Gleichungen ist konsistent, wenn es sich inmgs ver-
schwindender Gitterweite ( x; t) ! 0 auf die zugrundeliegende PDE reduziert.
Um eine diskrete Formulierung auf Konsistenz zu pfen, setzt man formal die
exakte losungin die algebraischen Gleichungen ein und entwickelt alle diskreten
Funktionswerte um ein und denselben Punkt in Taylor-Reihen. Als Egpbnis mu
dann die urspeingliche PDE resultieren plus ein Restglied (Fehlerterm), das im
Limes verschwindender Gitterweite gegen Null geht.

Dies soll nun #ir den FTCS-Algorithmus (2.23 demonstriert werden. Setzt man
die exakten Werte (gekennzeichnet durch den Querstrich) ein, et er

T = ST+ (1 29T + STy (3.1)
Wenn wir alle Gre en um den Punkt (x;;t,) entwickeln, erhalten wir aus @.1)
" #
n 2 n 2 n 4 n
g + _t @ + = 2s —X @ + —X @ +:: (3.2
@t 2 @ 2 @ 4 @% |

Dabei haben wir ausgenutzt, da der konstante Termi" weghllt, wie auch die
ungeraden Ableitungen auf der rechten Seite. Einsetzen verr  t= x2 liefert

@ er ", ,

= = n=-0: (3.3)
@t , @x | J
Bis auf denAbbruchfehler(truncation error)
.t @t ’ @t ", 2. 4
= — —— — = O t% X (3.4)
J 2 @ | 12 @x .
| —{z—}
(@T=a?)

wird also die Warmeleitungsgleichung reproduziert. Der FTCS-Algorithmus iston-
sistent, da der Abbruch-Fehler im Limes ( x; t)! O verschwindet.
Formal ist der Abbruch-Fehler von der G enordnung O( t; x2). Wir kennen

LFur einige nichtlineare Gleichungen kann man die Stabiliat jedoch mit Hilfe der Energie-
Methode beweisen Richtmyer and Morton, 1967).
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Abbildung 3.1.: Skalierung des numerischen Feh- logyo (Ax)

lers e bei der Lesung der eindimensionalen \sr- -20 -8 -6 -4 -2 0
meleitungsgleichung auf [01] mit Anfangswerten
T(x; 0) = sin( x ) nach Fletcher (1991a). Nur fur
s = 1=6 ist die Steigung im log-log-Plot m = 4, s=1/2

fur alle anderen Werte ist die Steigungm = 2. Hier Hwy&//‘/‘iilﬁo :_4
wurde der rms-Wert des Fehlers / _

3
2 310 | 45
1 X 2 s=1/6 o
e= 43 Tjn T(Xj,tn) 5 )
j=1 -8
nach n = 5000 Zeitschritten ausgewertet. --10

ihn aber umformen, wenn wir beachten, da ¥r die exakte Losung der Warmelei-
tungsgleichung gilt

@ = _@@ = @g = 2@-

@ @t@x @x @t @%
Damit kann man die 4. Ableitung nachx in (3.4) ersetzen und den dhrenden
Abbruch-Fehler allein durch die zweite Zeitableitung ausaicker?

(3.5)

2 T " 2 1 T "
n_ t X @ + = X s = @ + 0O t2; x* (3.6)
J 2 12 @t | 2 6 @

An dieser Form des Abbruch-Fehlers sieht man, da demhrende Term des Fehlers
fur s = 1=6 verschwindet. Nur #r dieses spezielle Schrittweitenve#tltnis besitzt
das Verfahren den Fehle©( t?)in der Zeit und O( x*) im Raum. Es ist dann von
2. Ordnung in der Zeit und von 4. Ordnung im Raum. Dies sieht man aucn der
Steigung des Fehlers als Funktion dermumlichen Gitterweite x im log-log-Plot
in Abb. 3.1

In ahnlicher Weise kann man die Konsistenz der voll impliziten Formulierung
(2.6) der Warmeleitungsgleichung zeigerHetcher, 1991%). Anders als beim FTCS-
Verfahren ist das implizite Verfahren aber immer von erster Ordnunin der Zeit
und von zweiter Ordnung im Raum. Es sei betont, da nicht alle Formiierungen
trivialerweise konsistent sind. Um meglichst genaue und stabile Formulierungen
zu erreichen, lennen auch Diskretisierungen resultieren, die eglicherweise inkon-
sistent sind. Ein Beispiel dadir ist das DuFort-Frankel-Schema (Kap.6.1.1). Die
Konsistenz allein garantiert noch keine Konvergenz. Hienf mu der Algorithmus
au erdem noch stabil sein.

2In Fletcher (1991a) ist in (4.7) ein Fehler. Es mel te dort hei en L
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@) (b)

11 ‘ ‘ ‘ ‘ 15
08|
A — 7 T@10)1)
t=0:15 To
! /| 0:5¢
% 4
\\ ,//
b2 666" OB & 005 o1 (015 02 025

Abbildung 3.2.: Instabilit at des FTCS-Algorithmus fer die zeitabhangige eindimensiona-
le Warmeleitungsgleichung mits = 0:53 (J = 20) und Anfangs- und Randwerten wie in

Abb. 2.4. (a) Raumliches Verhalten der Losung (vergleiche mit Abb. 2.4 fur das stabile
Verfahren fur s = 0:50). Blau: Anfangsbedingungt =0, gren:t= t,rot:t=6 t und

cyan:t =94 t 015 ( = 1). (b) Zeitliche Entwicklung am Punkt j = 10 (blau) im

Vergleich zur stabilen Loesung @rein, s = 0:5).

3.3. Stabllit at

Die AbweichungT" T(X;;tn) der numerisch berechneten &sungT" von der ex-
akten LesungT(X;;t,) an den Gitterpunkten x; und t,, entsteht (a) durch Fehler
aufgrund der Diskretisierung und (b) durch Rundungsfehler aufgnd der endlichen
Genauigkeit der Zahlendarstellung. Der Diskretisierungsfehlemhgt entscheidend
von den Gitterweiten ( x; t) und von den Werten der loheren Ableitungen an
den Gitterpunkten ab (siehe Kap.2.2).

Bei numerischen Berechnungen treten immer spontaneeingen auf, die in der
Regel durchRundungsfehleredingt sind. Diese spontanen $tungen verhindern
eine exakte losung der mit dem Diskretisierungsfehler behafteten algebraisohe
Gleichungen. Wenn die spontanen Fehler im Laufe der Rechnung, zlii der zeit-
lichen Integration, kumulativ signi kant anwachsen, dann ist das nmerische Ver-
fahren instabil. Falls der kumulative Fehler aber éir alle Zeiten vernachhssigbar
klein bleibt, ist das Verfahrenstabil. Ein Beispiel fir ein instabiles Verfahren ist der
FTCS-Algorithmus fur die eindimensionale Véirmeleitungsgleichung mits > 0:5.
In diesem Fall hangt die Stabilitat vom Verhaltnis der Schrittweiten in x- und t-
Richtung ab. Dies ist in Abb. 3.2 gezeigt. Die unphysikalischen Oszillationen breiten
sich von den Randern her in das Integrationsgebiet aus und wachsen im Laufe der
Zeit exponentiell an.
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3.3.1. Matrix-Methode

Um zu entscheiden, ob ein Verfahren numerisch stabiist oder nicht, mu man
untersuchen, ob zuillige Swrungen im Laufe der Zeit klein bleiben oder ob sie
anwachsen. Dazu schreiben wir die numerisch berechne®sung als

T'=T"+ [ (3.7)
wobei T" die exakte losung der algebraischen Gleichungéyei Abwesenheit von
Sterungen ist. Durch Rundungsfehler hat man stets Abweichungerf von der ex-
akten Lesung des algebraischen Problems. Wir sind an der Entwicklung diegdr-
weichungen (Serungen) interessiert, da ihr Wachstum oder Abklingeruber die
Stabilitat des Verfahrens entscheidet. Dies soll am Beispiel des FTCS-Aigomus
demonstriert werden.

Stabilit et des FTCS-Algorithmus

Um zu einer Gleichung zu kommen, welche die Entwicklung deretng ' be-
schreibt, setzen wir die gesamte numerischesungT;" in den FTCS-Algorithmus
(2.23 ein. Da die Dierenzengleichung linear (und homogen) ist, énnen wir sie
schreiben als

LT =L T+ | = |L{15;+L '=0; (3.8)

{z
wobei L der linearer Finite-Di erenzen-Operator (in Raum und Zeit) ist. Da de
exakte Lesung der algebraischen Gleichungen die Gleichubd;" = O erfullt, mu
auchL ;' =0 sein. Damit gilt fur die Entwicklung der Storungen [ dieselbe Glei-
chung wie #ir die LesungT;", namlich
fr=s+@ 25) [+ sy (3.9)
Wenn wir annehmen, da von den FRndern keine Fehler verursacht werden, dann
gereigt  homogenen Randbedingungen = | = 0. Wenn wir au erdem den
(J  2)-dimensionale Vektor der Sarungen " = ( 3; 25 % 50 0 )T an den
inneren Sweitzpunkten zum Zeitpunkt n betrachten, konnen wir einen Zeitschritt
als Matrix-Multiplikation mit
0 1
a 2s) S
S QX 25) s
A= (3.10)
s (1 29 S
S (1 29)

3Die numerische Instabilitat darf man nicht mit der physikalischen Instabiligt verwechseln.
4Fur das Lax-Friedrichs-Verfahren fur hyperbolische Gleichungen (siehe Fu note13 auf Seite
164) ist die Behandlung der Randbedingungen allerdings wichtig.
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au assen. Die Formder 0 2) (J 2)-dimensionalen Matrix A kann man an
(3.9 ablesen. Damit erhalten wir

Mo A "=AA "Iz A™ O (3.11)
Eine hinreichende Bedingungeir Stabilitat ist der monotone Zerfall der Sérungen
k "k=kA "k k "k (3.12)

Eine etwas schwchere Bedingung ist der asymptotische Zerfall lim k "k = 0.
Um diese Bedingung zu untersuchen, betigen wir die Eigenwerte ; der Matrix
A. Sie gemgen der Eigenwertgleichung

A = i (3.13)
wobei ; die zu ; geherigen Eigenvektoren sind. Jede beliebige Anfangesting

;( 2
0 - g (3.14)

k=1

kann man dann als Superposition der Eigenvektoren darstellen. Eiri&schritt ent-
spricht dann nur einer Multiplikation des Summanden |, mit , was nachn+1

Zeitschritten auf
X 2
n+1 — ( k)n+l ak k: (315)
k=1

fuhrt. Damitlim ,;; k "k = 0ist, mu man f ur alle Eigenwerte verlangef ,j < 1.°
Die Eigenwerte ; von A erhalt man im Prinzip durch eine Transformation der
nichtsingularen Matrix A auf Diagonalform. Dann stehen die Eigenwerte auf der

SWenn man mechte, da die starkere Bedingung (.12 zu jedem Zeitschritt erfullt ist, mu man
au erdem verlangen, da alle Eigenvektoren orthogonal zueinaner sind. Wenn die Eigenvekto-
ren nicht orthogonal sind, kann es sein, da der Betrag (die Norm)der Sterung transient (d.h.
fur eine begrenzte Zeit und ablngig von der Anfangsserung) anwachst. Der Fehler kann dann
zunachst ansteigen und erst spter zerfallen. Dies hangt davon ab, ob die Matrix A normal oder
nicht-normal ist. Eine Matrix A ist normal, genau dann wennAY A= A AY, wobei das Kreuz
y die adjungierte Matrix (transponierte und konjugiert komplexe Matrix) andeutet. Ist die Ma-
trix nicht normal, dann kann die L ange eines Vektors durch Multiplikation mit A ansteigen,
obwohl alle Eigenwerte vonA betragsma ig keiner sind als eins.

Sei zum Beispiel die Anfangsbedingung® = , wobei ,;d.h k °%k=, wobei
sehr klein ist. Wenn nun die Eigenwerte 2 sehr verschieden sind, dann emlt man nach
einem Zeitschritt k 'k = k 1 2 ok k 2 ,k> (fur hinreichend kleines ), also ein
Wachstum der Sterung. Wegenj ij < 1gilttrotzdemlim,; k "k=Ilim,; k1 ; 3 ,k=
0:

Fur tridiagonale Toeplitz-Matrizen sind die Eigenvektoren dann und nur dann orthogonal,
wenn die beiden Nebendiagonalen identisch sind\(oschese et al.2013. Dies ist hier der Fall.
Daher ist A aus (3.10 und (3.11) normal und die Eigenvektoren sind orthogonal. Damit ist die
Bedingung (3.12) fur s < 0:5 erfullt.
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1
O, -
s=0:5
s=0:6

1
Abbildung 3.3.: Die Eigenwerte der Ma- T
trix A (3.10) des Stabilitatsproblems #ir ‘ ‘ ‘
den FTCS-Algorithmus liegen auf den dar- 0 05 1
gestellten Kurven. =0 1)

Hauptdiagonalen der transformierten Matrix. Die Eigenwerte von fidiagonalma-
trizen mit konstanten Diagonalen (Toeplitz-Matrix) kann man analyisch berechnen
(siehe AnhangA und Abb. 3.3). Fur die Eigenwerte der obigen MatrixA gilt dem-

nach _
J

i = 2s)+2scos 7 1 =103 2 (3.16)
Die Bedingungj ;j 1 lautet daher
z He—— |
1 1 251 cos - 1: (3.17)
J 1
I {z }

2[0;2]

Die zweite Ungleichheit ist immer emndllt (s > 0). Damit die erste Ungleichheit
erfullt ist, mu gelten

1

s = 3.18

5 (3.18)
Dies ist die Stabilitatsbedingung &r den FTCS-Algorithmus. Das/ t ist, darf
also der Zeitschritt nicht zu gro werden. O ensichtlich hat man die go te Wachs-
tumsrate fur j = J 2. Der zugel@rige Eigenvektor re ektiert die raumliche Struk-
tur der anwachsenden Strung. Daraus folgt die Interpretation der gedhrlichsten
Mode5

SFur das Beispiel aus Abb.3.2 mit J = 20 und s = 0:53 gibt es zwei Eigenwerte, deren Betrag
gre eristals 1, namlich ; , = 1:1055und ; 3= 1:0626. Das Minuszeichen deutet schon
auf den oszillierenden Charakter in der Zeit hin. Der oszillierende Chaakter im Raum spiegelt
sich in den Eigenvektoren wieder. Der Eigenvektor zu ;  lautet

;5 2=(0:053 0:1050:154 0:1990:239 0:2720:297. 0:315 0:323
0:323 0:315 0:297,0:272 0:239,0:199 0:154 0:105 0:053)T :
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s ro . stabil
instabil

0 ‘ ‘ Abbildung 3.4.: Stabilit atsgrenze sc( )
0 0:5 1 fur das semi-implizite Verfahren (3.19) fur
die Warmeleitungsgleichung.

Stabilit &t des allgemeinen 2-Niveau-Schemas fur die W armeleitungsgleichung

Die Stabilitatsanalyse mittels der Matrix-Methode kann auf das allgemeine (teilim
plizite) 2-Niveau-Schema ér die Warmeleitungsgleichung
+1 +1 +1 +1
T T" T 2T+ T
t X2

) T 210+

1 Il 1-0 (3.19)

X2
erweitert werden, wobei ein Ma fur den Anteil des Di usionsterms ist, der impli-
zit behandelt wird (= 1: voll implizit, = 0: voll explizit). Da dieses teilimplizite
Schema, genauso wie das oben behandelte explizite FTCS-Schemaaliund ho-
mogen ist, mu das Schemad.19 auch fur den Fehlervektor gelten.

Fur die Abweichung von der exakten losung T" von (3.19 gilt daher das
verallgemeinerte Stabiliatsproblem der Form

A "= M (3.20)

Das Schemag.19 ist demnach stabil, wenn die Betage aller Eigenwerte vorA * B
kleiner als 1 sind. Wenn man diese Bedingung auswertdtl¢tcher, 1991a), erhalt
man:

< 1y (319 ist stabil falls s 02—
2 2 (3.21)
> ) (3.19 ist uneingeschankt stabil fur alle s:

Der Stabilitatsbereich in der §; )-Ebene ist in Abb. 3.4 graphisch dargestellt.

Randbedingungen

Die bisherigen Betrachtungen bezogen sich auf Probleme mit Dirichlet
Randbedingungen T und T} fest vorgegeben), wobei angenommen wurde, da
die Sterung am Rand verschwindet (f = } =0). In Fletcher (1991a) werden auch
Neumann-Randbedingungen behandelt, bei denen die Ableitung amil (entspre-
chend dem Warmestrom) vorgegeben ist. Sei zum Beispiel auf der Sexte= O die
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Abbildung 3.5.: Aufpragen eines Vrmestroms beij =
1 durch Anpassung der Temperatur an einem Gitter- _
punkt j =0 (rot) au erhalb des physikalischen Gebiets. 0 1 2 J

Randbedingung (konstanter Mirmestrom)

@T_
@x
vorgegeben. Um diese Bedingung zu elilen, kann man einen zustzlichen Gitter-

punkt j = 0 au erhalb des eigentlichen Gebiets eimfhren und verlangen, da am
Rand (j =1) gilt (siehe Abb. 3.5

(3.22)

@r"_ _ T T _ Tn :
@x = = oder Tg=T;) 2 x: (3.23)
Da der aufgepagte Warmestrom am Rand vollsandig von der exakten l®sung
der algebraischen Gleichungen erfat wird, gfen die Serungen am Rand | =
1) keinen zusitzlichen Warmestrom bewirken. Daher mu man fordern: § = 5.
Wenn man nun das explizite FTCS-Verfahren betrachtet und dieseddlingung in
die Gleichung #rr die Entwicklung der Sw®rung (3.9) am Punkt j = 1 (der jetzt ein
innerer Punkt ist) einsetzt, erhalt man

Moo+l 25) P+s)=(1 25) M+ 25 (3.24)

Aufgrund dieser zustzlichen Gleichung &ir ! wird die Ordnung der Matrix A des
Stabilitatsproblems um 1 erbht und sie lautet

1
(1 2s) 2s

S (1 2s) S

A= > (1__25) S ) : (3.25)

s. (1 .25) S
S (1 2s)

Bei der erforderlichen Vorgabe eines verschwindendenavkhestroms am Rand #r
die Storungen sind nun die Werte auf den Diagonalen der Tridiagonalmatrixicht
mehr konstant. Durch diese Modi kation ergeben sich allerdings nugeringeAnde-
rungen der Stabilimtseigenschaften (s. Tabelle 4.2 iRletcher (19913)).7

"Bei Fletcher (1991a) geht in seiner Gleichung (4.28) (zwei-Niveau-Schema)eir die Sterungen
beij =1 der normierte W armestrom am Rand ein. Dies entspricht aber nicht der Bedingung
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3.3.2. Von-Neumann-Methode

Die gebmuchlichste und einfachste Methode zur Untersuchung der Stabslttist die
von-Neumann-MethodeFur lineare Anfangswertprobleme mit konstanten Koe zi-
enten liefert sie eine notwendige und hinreichende Bedingung flie Stabilitat. Im
allgemeinen Fallnichtlinearer Gleichungen und/oder variabler Koe zienten kann
die Neumann-Methode nur lokal bzw. mit eingefrorenen Koe ziente verwendet
werden. Sie liefert dann zwar eine notwendige, aber keine hinreicderBedingung
fur die Stabilitat. Diese Einschankung gilt naterlich auch fur die obige Matrix-
Methode.

Die Matrix-Methode zur Analyse der zeitlichen Entwicklung von Sirungen ba-
sierte auf den Eigenwerten und Eigenvektoren der MatriR, die einem Zeitschritt
entspricht. Dabei hatten wir die zeitliche Entwicklung einer beliebigerSterung
(3.19 in dem Raum betrachtet, der von den Eigenvektoren vo aufgespannt
wird. Bei der von-Neumann-Methodéetrachtet man die zeitliche Entwicklung im
ertlichen Fourier-Raum. Dazu wird der Fehler als diskrete Fourier-&he dargestellt
(vgl. Kap. 2.4.3. Wenn wir das Intervall x 2 [0;1] mit J Gitterpunkten im Ab-
stand x = 1=J betrachten, dann k't sich eine beliebige Anfangsbedingungjo

der Storung zum Zeitpunktn = 0 in Analogie zu (2.36 als diskrete Fourier-Reihe
darsteller?

= ame™ 0 0 = ame ™ fur j =1;:::J: (3.26)

Hierbeiist , = m x 2 R und a;, 2 C (Amplitude und Phasenlage). Der Ort ist
o ensichtlich x; = j x, die Wellenzahlk = m und die Wellenenge =2 =k =
2=m. Der langwelligste Beitrag (n = 1) besitzt die Wellenlange = 2. Damit pat
genau eine halbe Wellemihge in das betrachtete Gebiet [A]. Der kurzwelligste
Anteil (m = J) besitzt die Wellenenge = 2=J. Bei der kurzwelligsten Mode ist
die Storung daher von Punkt zu Punkt alternierend (Nyquist-Wellendnge, siehe
Abb. 3.6).

Fur lineare Gleichungen, wie der \Wrmeleitungsgleichung, braucht man nur die
zeitliche Entwicklung einer einzigen remsentativen Fourier-Mode zu betrachten,
da die Moden linear unablangig sind und entkoppeln. Die Wellenzahl gehiiber
den Parameter , ein. Die allgemeine bsung ertlt man durch Superposition aller
Fouriermoden. Aus Bequemlichkeit schreiben wir im folgenden den kexim nicht
mehr mit und ersetzen ,, ! , beachten aber, da 2 [0; ] sein darf?

eines vorgegebenen Wmestroms. Daher erscheint das vorFletcher (1991a) in seinem Kap.
4.3.3 behandelte Problem unphysikalisch. Auch fehlt in seiner Tabelle 4.2ine Angabeuber die
Anzahl J der Gitterpunkte.

8In (2.36) hatten wir eine 2 -periodische Funktion dargestellt. Hier hat die Funktion die Periode
2 (x ! x). Dies ergibt sich aus der Forderung, da die Funktion auf [G 1] nicht unbedingt
periodisch sein mu .

9Genauer aus der diskreten Menge = m x=m=J mit m=1;:::;J.
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min max =2
-
1
0:5+
0,
0:5¢
1
0 2 4 6 8 10

Abbildung 3.6.: Langwelligste und kurzwelligste Mode auf einem Gitter mit J = 10
Punkten. Dargestellt sind die Realteile der entsprechende Summanden in 3.26) mit
am =1.

Fur die zeitliche Entwicklung einer rumlichen Serungsmode ' €l machen
wir nun den Separationsansat?

- 1_ 0 — ij -
=G = (G)" P=a(G)"e’: (3.27)
Die Zeitabhangigkeit steckt im Faktor (G)" 2 C, wobein in diesem Ausdruck eine

Potenz und kein Index ist. Der FaktorG stellt den (komplexen)Verstarkungsfaktor
bei einem Zeitschritt dar, denn

G= -1 (3.28)

Nach n Zeitschritten hat sich die Amplitude der Mode somit um den Faktor G)"

verandert (erheht (jGj > 1) oder verringert (Gj < 1)). Der Verstarkungsfaktor
G( ;s) hangt von der Wellenzahl der Fouriermode (bzw.) und von etwaigen wei-
teren Parametern (hiers) ab.

Stabilit at des FTCS-Algorithmus mittels Neumann-Methode

Wenn wir die spektrale Komponente §.27) des Fehlers in das FTCS-Schema der
Warmeleitungsgleichung 2.23 bzw. in die Swrungsgleichung 8.9) einsetzen, er-
halten wir

(G)n+l éj — S(G)n é () + (1 28)((3)” éj + S(G)n é @ +l): (329)

ODjeser Ansatz wird auch Normalmoden-Ansatz genannt. Man kann ilm machen, weil wir hier
annehmen, da die Swerungsgleichung linear in [ ist und konstante Koe zienten hat, wie
in (3.9). Dann bleibt die raumliche Struktur der Fouriermode €1 erhalten, und die Zeit

faktorisiert (Faktor G pro Zeitschritt).
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Nach dem Kerzen durch G)" €! folgt
G=se' +(1 25)+sd =(1 29)+s € +e' =(1 2s)+2scos: (3.30)

Dies #hrt auf auf den Verswrkungsfaktort
G(s; )=1 4ssir? 5 (3.31)
Damit der Fehler nicht anwechst, mu gelten:jGj 1. Dies ist gleichbedeutend mit
1 1 4ssin? > 1: (3.32)

Damit diese Stabilitatsbedingung &rr alle Wellenzahlen bzw. 2 [0; ] erfullt ist,
mu s 1=2 sein. Die von-Neumann-Stabilitsbedingung stimmt o enbar mit der
oben mittels Matrix-Methode erzielten Bedingung §.18 exakt mberein.

3.4. Numerische Genauigkeit

3.4.1. Richardson-Extrapolation

Die Genauigkeit eines numerischen Schemas wird bei hinreichend hrolke esung
sehr gut durch den Abbruchfehler (Ordnung des Verfahrens) wdergegeben. Um
eine hohe Genauigkeit zu erzielen, scheinen daher auf den erstenkBlierfahren
hoher Ordnung gegewmber Verfahren niedriger Ordnung von Vorteil zu sein. Ih-
re Uberlegenheit lonnen Verfahren hoher Ordnung jedoch erst dann ausspielen,
wenn das Gitter bereits so fein ist, da auch Verfahren niedriger @nung schon
typischerweise bis auf 1% genau sind. kir viele ingenieurna ige Anwendungen
reichen daher Verfahren niedriger Ordnung aus, um mit relativ gegem Aufwand
ein hinreichend genaues Ergebnis zu erzielen.

Mit der sogenanntenRichardson-Extrapolationkann man die Genauigkeit eines
Resultats auf einfache Weise verbessern. Die Extrapolation betudarauf, da der
numerische Fehler bei hinreichend feinem Gitter durch den Abbruféhler bestimmt
ist. Man kann dann die auf verschieden feinen Gittern erzielten Ergrisse so super-
ponieren, da sich die beiden Fehlerterme derhrenden Ordnung kompensieren.

Wir betrachten zwei numerische MherungsbsungenT, und T, (einer nicht not-
wendigerweise linearen Di erentialgleichung) zu den Gitterabanden x, und Xy,
Fur die exakte Losung gilt dann

T=T,+ ,+h:ot;; (3.333)
T=Ty+ p+h:ot; (3.33b)

UEsistsiP =(1 cos2)=2.

50 . H' C’ KNPIWIuY
Numerische Methoden der Str emungs- und W armetechnik



3.4. Numerische Genauigkeit

wobei , und y, die fuhrenden Fehlerterme sind (siehe Kag2.2). Wir k ennen nun die
beiden numerischen BsungenT, und T, so kombinieren, da der eihrende Fehler
verschwindet. Dazu bilden wir das gewichtete Mitteb(3.339 + (3.330 mit dem
Ergebnis

(a+bT= F\%{}Eﬁﬁaaﬁ bp+h:ot: (3.34)

Mit a+ b=1 und Tgre := aT, + bT, erhalten wir
T=Tge + Fa{w; by +h:ot: (3.35)
20

Der Abbruchfehler setzt sich hier aus zwei Anteilen zusammen. N&bder Bedin-
gungb=1 ahaben wir noch die Freiheit,a so zu wahlen, da der fethrende Fehler
verschwindet. Dies #@ihrt auf

(3.36)

a+(1 a,=0 ) a= b

Die fuhrenden Fehler sind bestimmt durch eine Potenz des Gitterabstds und
einengemeinsamerfaktor,? der von der exakten Ableitung der betre enden Ord-
nung abhangt. Der gemeinsame Faktor #rzt sich heraus. Daher kann mam und b
allein aus den Gitterabseinden bestimmen.

Fur den raumlichen Fehler des FTCS-Schemas (sieh&.§)) gilt zum Beispiel

n_ X3 1 @T " 4 .
( a)j 2 S é @ j + O Xa (337&)
n_ X 1 @r " 4 .
Damit ergibt sich
_ X _ X3 .
a_ W, b_ T)(g- (3-38)

Angenommen, es liegen Rechnungen mit Gitterweitenx, und X, =2 X, Vor.
Dann wird a=4=3 und b= 1=3, so da

4_ 1
3T 3T (3.39)

Tre =

Bei dieser Wahl der Koe zienten weirde also der éhrende Term des gesamten Ab-
bruchfehlers der Ordnungd( x32; x2) von Tge verschwinden. Rir ein hinreichend
feines Gitter liefert die Richardson-Extrapolation 8.39 fur das FTCS-Schema
der Warmeleitungsgleichung damit ein Ergebnis von 4. Ordnung Genauigkeks

2)m allgemeinen sind die Faktoren nur nahezu identisch, da die Ableitungnoch vom Ort des
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ist aber Vorsicht geboten. Denn wenn die Gitter nicht fein genug sindann die
Richardson-Extrapolation auch eine Verschlechterung des Ergesses liefern, ver-
ursacht durch die vernachdssigten Terme.

Bei der Richardson-Extrapolation werden lediglich numerischeelsungen super-
poniert, um Fehlerterme zu eliminieren. Sie ist unal®ngig vom Typ der Di eren-
tialgleichung. Deshalb kann sie auchef numerische l®sungen nichtlinearer Di e-
rentialgleichungen verwendet werden.

Man kann auch mehr als zwei numerischesisungen zu verschiedenen Gitterweiten
additiv mberlagern. Die zuatzlichen Wichtungskoe zienten a, b, ¢, ... kann man
dann derart bestimmen, da weitere (lohere) Fehlerterme verschwinden.

3.4.2. Numerische Bestimmung der Fehlerordnung

Mit Hilfe numerischer Resultate auf drei verschiedenen Gittern kamman auch die

e ektive Ordnung p eines Verfahrens bestimmen, wenn zum Beispiel ein gestrecktes
Gitter verwendet wird. Dazu betrachten wir Gitter mit Gitterweiten h, 2h und 4h.

Die exakte Losung kann dann geschrieben werden als

T=Ty+ hP+ho.t. (3.40a)
= T+ (2h)P +h.o.t. (3.40b)
= Ty + (4h)P+h.ot.; (3.40c)

wobeip 2 R die unbekannte Fehlerordnung ist. Unter Vernaclssigung der Terme
heherer Ordnung hat man mit den drei Gittern die Mbglichkeit, die drei Unbe-
kannten T, und p zu bestimmen. Man kann leichtuberprafen,'®* da man fur die

Fehlerordnung

I Tan Ton
: Ton  Tn
2h h
= 3.41

erhalt. Die mit Hilfe einer Verdopplung der Zahl der Gitterpunkte aus 8.409 und
(3.40D verbesserte Ibsung ergibt sich dann als

Th Ton.

Tre = Th +
RE h » 1

(3.42)

Fer p= 2 ist dies konsistent mit (3.39.

3.4.3. E zienz numerischer Verfahren

Zur Beurteilung der E zienz eines Verfahrens mu man den Fehler ganti zieren.
Man berechnet ihn normalerweise in einer geeignet&worm, meist in der euklidi-
schen Norm(l,-Norm). Als Fehler de niert man die Abweichung des bsungsvektors

Gitterpunkts abh angt, der fur die Au esungen X, und X, etwas verschieden sein kann.
3Eliminiere zuerst T und dann
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Tj 2 R’ von einer ReferenzisungT/® in der betre enden Norm. In der euklidischen
Norm lautet der Fehler damit**
1] XJ 2#1:2
— f — f
- Tj Tjre 2 - Tj Tjre
i=1

Die erzielte Genauigkeit kann man als den inversen Fehler! de nieren. Die E -
zienz des numerischen Verfahrens ist die erzielte Genauigkeit im Verhaltnis zum
numerischen Aufwand. Den numerischen Aufwand kann man durchedCPU-Zeit
Tcpy ausdricken. Dabei mu die Zeit #ir den (langsamen) 1/0O- Proze abgezogen
werden. Die E zienz ist damit ( Tepy) .

Fur die meisten Probleme stellt sich heraus, da die Verwendung niteDi eren-
zen 4. Ordnung oder kubischer niter Elemente nicht besonders eient ist. Man
sollte jedoch mindestens nite Di erenzen 2. Ordnung verwendergder nite Ele-
mente mit linearen Ansatzfunktionen. Auf der anderen Seite gibt é3robleme, die
eine where Genauigkeit als 2. Ordnung erfordern.

Oft ist auch eine grobe Abschtzung des numerischen Aufwands sinnvoll. Da-
bei bestimmt man zurachst die CPU-Zeit, die @r die wesentlichen Operationen
(Flie komma-Operationen, Zuweisungen, etc.) erforderlich sind, uftipliziert diese
mit der Anzahl der jeweiligen Operationen und bildet die Summe. Damitdan man
die zeitkritischen Teile eines Programms ermitteln.

P P
YEine Verallgemeinerung ist dielp-Norm, die durch kx;k, := jJ=1 xP de niert ist.
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4. Raumliche Diskretisierung:
Gewichtete Residuen

Die Methode der gewichteten Residuen umfat eine gro e Klasse voverfahren.
In diesem Kapitel soll anhand von einfachen Beispielen etiberblick eber die ver-
schiedenen Methoden gewonnen werden. Dabei wird mghst der Zusammenhang
zwischen niten Volumen, niten Elementen und spektralen Methode hergestellt!

Bei der Methode der gewichteten Residuen geht man immer davonsada sich
die Lesung | anders als bei den punktweise de nierten niten Di erenzen | durch
vorgegebene Funktionen approximiereralt, z.B. in der Form

X3
TxH= " &) j(x): (4.1)

=1

Hierbei sind (x) bekannteAnsatz-Funktionen(trial functions) fer die raumliche
Abhangigkeit und & (t) unbekanntezeitabhangige Koe zienten. Indem man die
Lesung in diese Form zwingt, entsteht ein Fehler. Er ist relativ gro, enn J zu
klein ist oder die Menge der Ansatzfunktionefi ;(x)g ungenstig gewahlt wird. Bei
einer geeigneten Wahl der Ansatzfunktionen und hinreichend grem J kann aber
eine sehr hohe Genauigkeit erreicht werden.

4.1. Allgemeines Konzept

Ausgangspunkt &ir ein dreidimensionales zeitalbdingiges Problem ist ein Ansatz der
Form (hier fur eine skalare FunktionT geschrieben)

X
T(Xy;z;) = To(x;y; )+ g (t) j(xYy;2): (4.2)

j=1

Dabei spaltet man zweckra igerweise eine FunktionT, ab, die meglichst vielen
Rand- und Anfangsbedingungen gergen sollte. Der verbleibenden Teil der dsung
braucht dann oft nur noch homogene Randbedingungen zu elién, was die Wahl
des Funktionensystemd ;g deutlich erleichtert. Beispiele @ir Ansatzfunktionen
im eindimensionalen Fall sind einfache Polynome (Monome) = x/, Chebyshev-

LFinlayson (1972 gibt einen ®berblick uber die verschiedenen Verfahren, aber mehr hinsichtlich
einer Approximation mit analytischen Mitteln, weniger mit Bezug zur nu merischen Anwendung.
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Polynome ; = T;(x) (siehe Kap. 4.6.2 oder Abramowitz and Stegun 1972 oder
harmonische Funktionen j = sin(j x ).

Wenn man ein Funktionensystem gemhlt hat, mechte man die Koe zienten
a; (t) so bestimmen, da der Fehler naglichst klein wird. Um diese Bedingungen zu
formulieren, schreiben wir die zudsende Di erentialgleichung in der Form

LT =0; (4.3)

wobei der Di erentialoperator L nicht notwendigerweise linear sein mu T ist wie-
der die exakte losung des Problems. & die eindimensionale Vrmeleitungsglei-
chung ware beispielsweise
L = @ @: (4.4)
@t @%
Wenn wir anstelle vonT unseren AnsatzT aus @.2) in (4.3) einsetzen, erhalten
wir
LT = R: (4.5)

Da die Approximation (4.2) die Di erentialgleichung nicht exakt lesen wird, bleibt
ein RestR 6 0 wubrig. Man kann den Rest schreiben al® = L(T T). Hieran
erkennt man den Zusammenhang zwischen dem Fehler T und dem Residuum
R. Das Residuum ist daher ein Ma #r den Fehler. Wenn wir erreichen &nnen, da
R =0 wird, dannist T = T und wir haben die exakte Bsung gefunden. Ziel ist es
daher, dieJ Koe zienten a im Ansatz (4.2) so zu bestimmen, da das Residuum
R minimal wird. Dies erfordertJ Bedingungen.

Zur Bestimmung der Koe zienten g fordert man deshalb, da die gewichteten
Volumen-Integrale ber das Residuum (hier allgemein in drei Raumdimensionen
geschrieber)

Z
W (X)R(x;t)dV =0; m=1;:::;J (4.6)

V
verschwinden, wobek = (x;y;z)". Die Bedingung ¢.6) liefert J Gleichungen ér
die J unbekannten Koe zienten g (t). Falls R nicht von der Zeit abhangig ist,
erhalten wir ein algebraisches System zur Bestimmung der Koe zieah f & g. An-
dernfalls ergibt sich ein System geshnlicher Di erentialgleichungen. In der Wahl
der Gewichts-oder Testfunktionen W, (x) ist man zunachst frei. Je nach Wahl von

W, (x) erhalt man verschiedene Methoden.

4.1.1. Gebietszerlegung (Subdomain Method)

Eine Meglichkeit besteht darin, das betrachtete Raumgebiéf in J Teilgebiete V,,
zu zerlegen, die in der Regel nichiberlappen. Dann fordert man 4.6) und wahlt

1; fallsx 2 Vp;

Wi (x) = 0; fallsx 2 Vq:

(4.7)

2Die Abhangigkeit des ResiduumsR von g wird hier nicht extra aufgeschrieben.
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Es wird also gefordert, da der einfache Mittelwert vonR in jedem TeilgebietV,,
verschwindet. Die Bestimmungsgleichungemifdie Koe zienten g lauten demnach
Z Z
R(x;t)dV = LT(x;t)dV =0; m=1;:::;J (4.8)
Vi Vin
Diese Methode #@hrt auf die Methode der niten Volumen, die wir spater noch
genauer betrachten werden. Ein Vorteil dieser Methode bestetiarin, da gewis-
se Erhaltungsstze (far Masse, Energie, etc.) nicht nur global, sondern auch auf
diskreter Ebene in jedem TeilvolumenV,, exakt erfullt werden kennen. Dies ist
insbesondere bei Semungen in abgeschlossenen Systemen (Inneestungen) und
bei kompressiblen S®mmungen mit Verdichtungsse en vorteilhatft.

4.1.2. Kollokation

Bei der Kollokationsmethode(collocation method, die auch Stitzpunktverfahren
genannt wird, werden als Testfunktionen di®iracschen -Funktionen

Win(x)= (X Xm) (4.9)

verwendet. Sie haben ihren Peak ad unterschiedlichen Saitzpunkten x,,. Die
-Funktionen besitzen die Eigenschatft

z
R(X:t) (X  xm)dV = R(xm:t) 20: (4.10)
\Y

Die Bedingung ¢@.6) fehrt beim Kollokationsverfahren dazu, da das Residuum
an allenJ Stutzpunkten x, (Kollokationspunkten) exakt verschwindet. An diesen
Stellen ist damit die Di erentialgleichung exakt ertillt. Es ist aber i.a. T(xy,) 6
T(Xm).

In der Wahl der Stetzpunkte x, ist man im Prinzip frei. Die Wahl der Sttz-
punkte ist aber hinsichtlich der Genauigkeit sehr entscheidend. Meigibt es eine
optimale Anordnung vonx,, die von der Art der verwendeten Ansatzfunktionen
abhangt und im Zusammenhang steht mit der Gau -Quadratur®

4.1.3. Methode der kleinsten Quadrate
Mit QR )
) 4.11
@A #11)
erhalt man aus der Bedingung 4.6) fur das Residuum
Z Z
@Rx;1) 1 @
R(x;t) ————=dV = -—
V; D @a 2Q@a v

3In einem gewissen Sinne kann man auch die niten Di erenzen als Kollokionsmethode au as-

W, (X) =

R?(x:t)dV = 0; m=1;:::;J) (4.12)
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Man sucht also ein Extremum (Minimum) der positiven Ge e RV R2(x;t)dV hin-
sichtlich einer Variation aller Koe zienten a,,. Im Idealfall ist das Minimum dieser
Gre e gleich Null. Diese Methode bezeichnet man aMethode der kleinsten Qua-
drate (least-squares methad

4.1.4. Galerkin-Methode

Bei der Galerkin-Methodesind die Testfunktionen identisch mit
den Ansatzfunktionen

Win(x) = m(x): (4.13)

Wenn die Ansatzfunktionen #r die jeweiligen Randbedingun-
. S gen ein vollsandiges und orthogonales Funktionensystem dar-
Boris  Grigorje- Stellen; dann entspricht (4.6) der Projektion des Residuums auf
witsch Galjorkin ~ die orthogonalen Komponenten des Funktionenraums, in wel-
1871{1945 chem R existiert. Damit wird das Residuum begrglich der J
Basisfunktionen ; orthogonalisiert

4.2. Ein einfaches Beispiel

Um die verschiedenen Methoden zu demonstrieren, betrachten wie einfache ein-
dimensionale Di erentialgleichung erster Ordnung auf dem Gebiet j[@]

d A,
ix 1 y(x)=0; (4.14)

mit der Randbedingungy(0) = 1. Die exakte Lesung isty(x) = e*.
Um eine Naherungsbsung im Sinne der gewichteten Residuen zu erhalten, setzen

sen.
4Ein System von Funktionen f g ist orthonormal, wenn es ein Skalarprodukt zwischen den
Funktionen gibt, so da

Z
hnj mi:= w(Xx) n(X) m(xX)dV = nm;
\%

gilt, wobei das konjugiert Komplexe bedeutet undw(x) eine Gewichtsfunktion ist, die vom

jeweiligen Funktionensystem ablangt. Das Produkt h ,j ni lat sich genauso interpretieren

wie das Skalarprodukt zwischen gewhnlichen Vektoren. Der Raum aller Vektoren kann z.B.
durch die kartesischen (orthonormalen) Einheitsvektorene, aufgespannt werden. In analoger
Weise spannen die Funktionen , einen Funktionenraum auf. Damit alle Funktionen zu den

gegebenen Randbedingungen dargestellt werderoknen, mu das Funktionensystem zustzlich

noch vollstandig sein. Man spricht dann von einemvollstandigen Orthonormalsystem Zum

Beispiel ist das Systemf 2sin(nx )g mit n 2 N ein vollstandiges Orthonormalsystem &r

reelle Funktionen f (x) auf [0; 1] mit den Randbedingungenf (0) = f (1) = 0.
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wir die Lesung in Form einfacher Polynome an
y=1+ ax: (4.15)

Einsetzen in @.149) liefert das Residuum

S . X . X . .
Rx)= jajx ' 1+ ax = 1+ g jx)! X : (416)
i=1 j=1 j=1

Zur Bestimmung der Koe zienten a wird (4.6) verwendet. Die eindimensionale
Variante lautet Z .,

W (X)R(X)dx =0: (4.17)
0

Fur m 2 [1;J] ergeben sich] Gleichungen zur Bestimmung der unbekannten Ko-
e zienten g . In unserem Fall sind die Gleichungen linear. Wir énnen sie daher in
kompakter Form schreiben als

S a=d; (4.18)

wobeia = & der Vektor der unbekannten Koe zienten ist.
An dieser Stelle lennen wir uns #ir eine Wichtungsmethode entscheiden. Wenn
wir die Galerkin-Methodemit W,,, = x™ * und m 2 [1;J] verwenden? erhalten wir

Zl Zl " X] - - #
Wn(X)R(x)dx= x™ 't 1+ g jx} ' x dx
0 0 j:]_
xm X Zl ) )
= _ + aj ij+J 2 Xm+J 1 dx
m o 0
1 X CoxMmHio1 XM+ 1 (4.19)
= —+ .
J:la’ Jm+j 1 m+j
_ 1 +XJ J 1 a 10
+j + B
B D G T
m Sm

Dies ist das lineares Gleichungssyster.(8 mit

| 1 1
S= Sy = — _und dy= (4.20)
m+] 1 m+] m

SEigentlich sollte man Wy, = x™ und m 2 [1;J] verwenden. Far J > 3 liefern beide Methoden
praktisch dasselbe Ergebnis. Die hier verwendete Methode m¥V,, = x™ ' und m 2 [1;J] ist
fur J 2 etwas genauer.

" KMPUWISIU 59

‘C "
Humerlsche Methoden der Str emungs- und W armetechnik
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(@) (b)

3:0 ‘ 0:4
25/ f 03 J=1
> 2:0t J=1
> 01
gl J=2:3 | =
15 o/ =3
0 =2
9 0:5 1 & 0:5 1
X X

Abbildung 4.1.: (a) Sukzessive Approximationen der losung von (d=de 1)y = 0 auf
dem Intervall [0; 1] mittels Galerkin-Verfahren und dem Ansatzy = 1 + le ajx! mit

a nach (4.21). (b) Fehler y 'y der verschiedenen Approximationen, als Funktion vonx.

Fur J = 1;2; 3 lauten die Losungen von 4.18 (sukzessive verbesserteedierungen
von y)

0 1
. 10141
a0 =2, ab@ = ML a0 = @od2a5A: (a21)
| 0:2817

Die Approximationen sind in Abb.4.1a dargestellt. Mit wachsender Ordnung nimmt
der numerische Fehler schnell ab (Abb4.1b). Auch das Residuum verringert sich
schnell. Da die exakte bsung und damit auch der Fehler i.a. nicht vesfgbar ist,
wird normalerweise die Go e des Residuums zur Kontrolle der Konvergenz ver-
wendet.

Die 3 3 Systeme #@ir das Problem ¢.14), die man mittels des obigen Galerkin-
Verfahren (a), mittels Gebietszerlegung (Drittelung) (b) und mitiels Kollokation
beix =0, 0.5, und 1 (c) erhalt, lauten

0 1 0 1 1

1
1=2 23 3+ a

(a) @ 1=6 5712 1E20A @a, A= @12 A; (4.22a)
1=12 3=10 1330 as 1=3
10 "1 0 1
5=18 881 1E324 a 1=3
(b) @ 3=18 2681 69324A @a, A= @1=3A; (4.22b)
1=18 2681 163324 as 1=3
0 10 1 0 1
1 0 ©0 a 1
(c) @1=2 34 58A @, A=@1A; (4.22¢)
0 1 2 as 1

Gebietszerlegung und Kollokation liefernahnliche Approximationen wie das
Galerkin-Verfahren. Die Losungen (Koe zienten &) sind in Tabelle 4.1 aufgeli-
stet. Der lokale Fehler &r die verschiedenen Verfahren ist in Abb4.2 dargestellt.
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P .
Tabelle 4.1.: Koe zienten der N aherungsbsungy = 1+ le ajx! von (4.14) fur J =3,
die sich aus der losung von @.22) bei Verwendung der verschiedenen Methoden ergeben.

Methode & a as
Galerkin  1.0141 0.4225 0.2817
Gebietszerlegung 1.0156 0.4219 0.2813
Kollokation 1 0.4286 0.2857

Kollokation /

Abbildung 4.2.: Fehler der Lesungen von §.22), die mittels verschiedener gewichteter
Residuen-Verfahren und jeweils drei Ansatzfunktionen § = 3) erzielt wurden. Zusatzlich
ist der Fehler der Taylorentwicklung 3. Ordnung um x = 0 gezeigt.

Wahrend die gewichten Residuen im gesamten BereichIPgute Approximationen
liefern, erhalt man mit der Taylor-Entwicklung nur in der Nahe des Entwicklungs-
punkts x = 0 gute Ergebnisse. Dort ist sie allerdings wbertro en gut. Beachte,

da die Kollokationsmethode sensitiv gegesber der Wahl der Seitzpunkte ist.

4.3. Finite Volumen

Die Methode der niten Volumen ist konzeptionellahnlich zur oben beschriebenen
Gebietszerlegung (Kap4.1.1). Zwar integriert man R = LT (die approximierte Dif-
ferentialgleichung) wie in @.8) uber ein TeilvolumenV,,, aber man verwendet éir

T nicht den Ansatz (4.2) mit vorab gewahlten Ansatzfunktionen und unbekannten
Amplituden. Vielmehr approximiert man die resultierenden Integrale nttels der
Funktionswerte vonT an gewissen Knotenpunkten, wobei diese Funktionswerte die
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zu bestimmenden Ge en sind. Die Form und Gre e der niten Volumen kennen
frei gewahlt werden. Daher eigenen sie sich sehr gut zupsung von Problemen in
komplexen Geometrien. Dies ist ein wesentlicher Vorteil geggyer niten Di eren-
zen.

Um die Methode der niten Volumen zu demonstrieren, werden im folgelen
Beispiele betrachtet, bei denen die Berandung der niten VolumenGtterlinien)
krummlinig sind. Die Berechnung der bsung erfolgt jedoch in kartesischen Koor-
dinaten.

4.3.1. Gleichungen erster Ordnung

Das Prinzip der niten Volumen soll an der allgemeinen PDE erster Ordmg in
zwei Raumdimensionen

@ @&F @&

— 4+ — 4+ — =0 4.23

@t @x @y (4.23)
demonstriert werden. Fur den Spezialfallg= , F = u und G = v entspricht
(4.23 der zweidimensionalen Kontinuigtsgleichung

@

= 4 =0: 4.24

ot F (W=0 (4.24)

Zunachst wird das gesamte Volumen (hier eine &the) in eine (meist gro €) Anzahl
N von kleinen Teilvolumina zerlegt. Eine Integration der PDEuber das gesamte
Volumen, wobei ein kleines Teilvolumen mit 1 gewichtet wird und das rdsthe
Volumen mit 0, entspricht der einfachen Integrationeber das zweidimensionale
nite Volumen (hier wber die FlacheS). Wir erhalten dann

Z
@ F

—_—+ dxdy =0: 4.25
et & U (4.25)

Anwenden desGau schen Satzesauf den zweiten Summanden liefeft

Z I Z I
d F _d F dy
i Squdy+ n G ds—a Squdy+ G dx

5Die Beibehaltung der kartesischen Komponenten hat den Vorteil, daman keine Koordinaten-
transformation durchfehren mu, durch welche meist viele neue Zusatzterme in den Gleichun
gen entstehen, da bei krummlinigen Koordinaten die Ableitungen derEinheitsvektoren nach
den Koordinaten nicht verschwinden, z.B. bei Polarkoordinaten@e, = e .
"Mit Hilfe des Gau schen Satzes wird in drei Dimensionen das Volumeninggral uber die Diver-
genz einer Funktionf in ein Integral mber die geschlossenen Obeache umgewandelt
z z z z

r fdv= n fdS= f ndS= f dS;
v s s s

wobei n der nach au en gerichtete Einheitsvektor senkrecht zur Ober ache des Volumens ist.
In zwei Dimensionen wird ein Flachenintegral ber die Divergenz einer Funktionf dann ein
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4.3. Finite Volumen

q Z I I

= — qdxdy+ Fdy Gdx =0; (4.26)
dt ¢

wobei die geschlossene Kontur der iche bezeichnet unsh den nach au en ge-
richteten Einheitsvektor® Diese Gleichung mu #ir alle N niten Volumen erfuillt

sein. Damit erhalten wirN Gleichungen mit deren Hilfe wirN Unbekannte bestim-
men konnen. Bei den Unbekannten handelt es sich um die gesuchte Fuokt (hier
q) an den Knotenpunkten eines Gitters.

Wir wberziehen das Gebiet nun mit Gitterlinien, die der Obemche des Gesamt-
gebiets angepat sind. In der Regel handelt es sich dabei um ein zertes (nicht-
kartesisches) Gitter wie in Abb.4.3 dargestellt, das per Gittergenerierung erzeugt
wird. Wir de nieren N Unbekannteq an den Knoten des Gitters und whlen als
nites Volumen das eingezeichneteote Viereck mit dem FlacheninhaltA um einen
Knotenpunkt herum.

Nach diesen Festlegungenekinen wir (4.29 diskretisieren. Das im ersten Sum-
manden von @.26 auftretende Flachenintegral einer Funktioneber die FlacheS
ist durch den Mittelwert der Funktion  FlacheninhaltA gegeben. Wenn man den
Mittelwert durch den Wert der Funktion im Zentrum der Flache approximiert (hier
G ), bezeichnet man dies al/ittelpunktsregel (mid-point rule approximation).*®

Die Konturintegrale im zweiten und dritten Summanden lassen sich j@is durch
vier Beitrage darstellen, die aus dem Produkt aus demhge des Randsegments und
dem Mittelwert auf dem Segment bestehen. Damit erhalten wir die étherung

d R
g (A + (Fi vi Gi x)=0; (4.27)

i=AB

Integral wber die geschlossene Kontur der Fiche
Z |

r fdS= f nds:
S

wobei ds das skalare Bogenelement ist undh der nach au en gerichtete Einheitsvektor senkrecht
zur Kontur bzw. senkrecht zum vektoriellen Linienelement ds.
8Wenn die Kontur im mathematisch positiven Sinn durchlaufen wird, ergibt sich der nach au en
gerichtete Normalenvektor aus dem vektoriellen Linienelement d = (d x; dy)" durch Rotation
um = 90
cos sin dx 0 1 dx  _ dy

sin cos dy 10 dy dx
Normierung liefert den Einheitsvektor

_ 1 dy 1 dy

n=i dx2 + dy2 dx T~ ds dx

Die Orthogonalitat n ds = 0 sieht man sofort.
9Es wird angenommen, da #r die anderen ablangigen VariablenF und G jeweils eigene Di e-
rentialgleichungen existieren, die inahnlicher Weise behandelt werden wie die Gleichungef g.
10Damit ist gk von zweiter Ordnung genau.
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4. Raumliche Diskretisierung: Gewichtete Residuen

Abbildung 4.3.: Geometrie
und Bezeichnungen #ér zwei-

1 dimensionale nite Volumen
fur PDEs erster Ordnung. Die
Gitterlinien sind durchgezogen
gezeichnet, Hilfslinien gestri-
chelt. Die Unbekannten sind
an den Knotenstellen (;k)
de niert (schwarze Punkte).
Das rote Viereck stellt das
zum Knoten (j;k) geherige
nite Volumen dar.

Mit Yas = Y8 Ya, Xas = Xg Xa und den Approximationen #r die Mittelwerte
Fae = 3(Fix 1+ Fjx), Gas = 3(Gjx 1+ Gjx), etc. Wenn wir alle Terme explizit
ausschreiben, erhalten wir

dci;k 1 L
A T3 it Fad Yae 5(Gix 1% Gi)  Xae

1 1
+ - (Fjx + Fjs1x) Yec  5(Gjx + Gj+1x) Xac
g 2 (4.28)
*5 (Fix + Fix+1) VYeo E(Gj;k + Gjk+1) Xcp

1 1
+§(Fj 1kt Fik) VYoa E(Gj 1k + Gjx) Xpa =0:

Obwohl das Gitter irregular ist, erhalt man auf diese Weise eine Diskretisierung
in kartesischen Koordinaten Wenn das Gitter mit den kartesischen Koordinaten

ebereinstimmt, ist yas = Xsc = VYep = Xpa =0; Ve = Yoa = Y,
Xag = Xcp = xund A = x Y. Die Gleichung vereinfacht sich dann zu
dg 1 1
Xy 2 Gik 1+ G x+ 5 Fu+Faaw vy
dt % —= % — (4.29)
+é %+Gj;k+1 X é Fj 1;k+Fj_;k y=0:
Da sich die unterstrichenen Summanden kompensieren, erhalten wir
dag.« N Fiaax Fj ok + Gik+1  Gjk 1 -0 (4.30)

dt 2 X 2y

Die raumlichen Ableitungen im Rahmen der niten Volumen sind hier (Mittel-
punktsregel) identisch mit zentralen niten Di erenzen.
Die Diskretisierung mittels niter Volumen hat zwei wichtige Vorteile:
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4.3. Finite Volumen

1. Die Ober achenintegrale stellen den jeweiligen di usiven oder konvektiven
Flu einer Gre e dar. g obigen Beispiel und mit der Massenstromdichte in
x-Richtung F = u ist F dy der Anteil des Massenstromsn, der das nite
Volumen in x-Richtung verla t.

Das gewichtete Residuum4.25 per Gebietszerlegung, d.h. durch Integrati-
on, stellt sicher, da die PDE (Erhaltungsgleichung) im integralen Sine fur
jedes einzelnen nite Volumenrerfullt ist. Wenn die Ober achenintegrale zwei-
er benachbarter niter Volumen identisch gebildet werden, ist der ki durch
die gemeinsame Grenache aus dem einen Volumen gleich dem Flu in das
andere Volumen hinein. Damit ist die Erhaltungsgleichung auch im gesgn
Rechengebiet (gesamtes Volumen) eift. Dies gilt auch fer die diskrete For-
mulierung! Damit ist es z.B. neglich, die Massenerhaltungefr jedes einzelne
nite Volumen exakt zu gewahrleisten.

2. Finite Volumen erlauben eine sehr einfache Diskretisierung auchf awegule-
ren Gebieten, d.h. auf Gebieten mit komplizierter Berandung.

4.3.2. Gleichungen zweiter Ordnung

Die Diskretisierung einer PDE erster Ordnung war relativ einfach. PBs zweiter
Ordnung sind nicht ganz so einfach im Rahmen allgemeiner niter Volumezu
diskretisieren. Dies soll am Beispiel der zweidimensionaleaplace-Gleichung

r2 =0 (4.31)

demonstriert werden. Integration der Laplace-Gleichungd(31) uber ein nites Vo-

lumen und partielle Integration ergibt
Z I

rr dS®® nr ds=0: (4.32)
S

In kartesischen Koordinaten erhalten wir mitn ds = (dy; dx)T

I
@ @
@)((:Iy @glzlx 0: (4.33)
Im vorherigen Fall einer PDE erster Ordnung hatten wirFunktionswerte auf der
Kontur des Flachenelements durch Mittelwerte diskreter Werte an den Gitterpuk-
ten ersetzt. Jetzt mussen wir dieersten Ableitungenauf der Kontur des betrachteten
Flachenelements approximieren.
Wir betrachten zunachst nur das SegmenAB und approximieren den Mittelwert
der Ableitung auf diesem Segment durch den Wert der Ableitung an déenach-
barten Zwischengitterstelle (yrener Punkt in Abb. 4.4). Dann erhalten wir fer das

SegmentAB (siehe Abb.4.4)
@ @
= Yae XAB ; (4.34)
@X 1= QY 1=
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4. Raumliche Diskretisierung: Gewichtete Residuen

Abbildung 4.4.: Geometrie

1 und Bezeichnungen #ér zwei-
dimensionale nite Volumen
fur PDEs zweiter Ordnung.
Das nite Volumen um den
Punkt (j; k) ist rot gezeichnet.
Zur Berechnung der Ableitung
im  Mittelpunkt ( j: k 3)
der Strecke AB wird der
Mittelwert wber der grinen
Flache verwendet.

und entsprechende Beige von den anderen drei Segmenten.

Man kann die Ableitung in der Mitte der Strecke AB auf verschiedene Arten
berechnen. Hier werden wir sie durch Mittelwert@ber Flachen approximieren. Wir
bezeichnen diegrein konturierte Flache in Abb. 4.4 mit Spg := Saogocopo. Dann
approximieren wir die Ableitungeneber die Mittelwerte

Z |
@ 1 @ O 1
= = —dxdy =¥ —/— dy; 4.35a
@x ik 1=2 Sas Sas @x Y Sas AB d ( )
@ 1 £ @ o 1 !
= = _— — dxdy = — dx: 4.35b
@y jk 1=2 SaB s @y Y SAB s ( )

Beim der Umformung () kann man genauso vorgehen wie bet 32 und (4.33 und
pwenn man begghtet, da in ¢@.359 und (4.350 die Komponenten vonr  eingehen:
s dxdy= n ds(siehe Funote7auf S.62). Alternativ dazu kann man auch
den Stokesschen Sateerwendent!
Die resultierenden geschlossenen Linienintegrale simber die Kontur ag :=
amocopo (grein) der FlacheSag zu nehmen und lennen z.B. durch
I
dy k1 Yamot+ B Yeacot jk Ycoot A Ypoao (4.36)

AB

11Der Stokessche Satz lautet Z |

r u ds = u dx:
s

Wir betrachten nun eine Kontur einer Fl ache in der ; y)-Ebene mit Flachenelement & =
e, dx dy. Mit der speziellen Wahlu =(0; ; 0)Tistr u=(@ =@A0; @ =@ und wir erhalten

0 1 0 1 0 1
Z  @=@z z @ o 0 dx |
@ 0 A edxdy= —dxdy= @ A @dyA-= dy:
S @ =@x s @X 0 dz
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4.3. Finite Volumen

approximiert werden. Wenn das Gitter nur schwach verzerrt ist, it f eir die Strecken

YA0BO Ycopo Yag und Yygoco YD oao Yk 1k (entsprechend #ér
X) wodurch wir aus @.359{( 4.350 erhalten

Q@ _ Yas (k1 k)t Yeak(e ) (4.37a)
@X 1= Sag

@ _ Xag (k1 )+ Xk k(8 A); (4.37b)
@Yy 1= She

Au erdem kann man dann die FecheS,g aus dem Betrag des Kreuzprodukts der
Kantenvektoren erhalten

XaB Xk 1k
Sas

=] Xas Yk 1k Xk 1k Yasj: (4.38)
YaB Yk 1k

Wenn man Spg in (4.37) einsetzt, die Beitmge der drei weiteren Kanten von
Sascp berecksichtigt und au erdem die Funktionswerte von an den Zwischen-
gitterstellen A, B, C und D durch die Mittelwerte der jeweiligen vier mchsten
Nachbarn (regukre Gitterstellen) ausdeickt, dann sind in dem resultierenden Aus-
druck nur noch Funktionswerte ;i fur ganzzahlige Gitterindizes involviert. Dies
fuhrt schlie lich auf (siehe Fletcher, 1991a)

1 1
Z(PCD Poa) j 1ke1 + Qcp + Z(PBC Poa)  jk+1
1 1

+Z(PBC Pco) j+iks1 + Qpa + 4(PCD Pag) | 1k
1
(Qag + Qec + Qcp + Qpa) jk + Qsc + Z(PAB Pco)  j+1x
1 1
+Z(PDA Pag) j 1k 1+ Qas + Z(PDA Pec) ik 1
1
+Zr(PAB Pec) j+1x 1 = 0; (4.39)
wobei
AB = AB AB  —OAB ; AB = AB k 1k AB k 1k) =B,
Q Xae * Yae =Sae; Pas =( Xas Xk 1kt Yag Yk 1x)=Sus;
(4.40a)
Qec = X3c + VYic =Ssc: Psc =( Xsc Xj+1j + VYec Vi+1j)=Ssc;
(4.40b)
cpD — cD CD —<XD: ch = cD k+1 :k cD k+1:k) =D
Q Xep * Yép =Stoi Pep =( Xop Xkt Yob  Yei) =Seos
(4.40c)
Qoa =  X3a+ Yoa =Soa; Poa=( Xoa X 15+ Yoa Y 15)=Soa:
(4.40d)
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4. Raumliche Diskretisierung: Gewichtete Residuen

Das System {.39 ist eine 9-Punkt-Diskretisierung die alle 8 -Werte der nach-
sten Nachbarn des Punktesji(k ) miteinander verknepft. Die Gesamtheit aller der-
artigen Gleichungen (&ir alle (j;k)) stellt ein lineares Gleichungssystemef die
Werte von . an allen Gitterpunkten dar. Dieses Gleichungssystem kann man im
allgemeinen nicht direkt bsen. Hau g wird ein iteratives Verfahren zur Lesung be-
nutzt, z.B. die sukzessivetberrelaxation (SOR) (successive over-relaxatigrsiehe
Kap. 5.2.3 oder die Vorlesungeber Numerische Methoden der Ingenieurwissen-
schaften LVA-Nr. 322.036).

Das Prinzip der SOR-Iteration ist folgendes: Imn-ten Iterationsschritt sei die
n-te Approximation f j(;’,l)g der Lesung bekannt. Die Mherungf (k g erfullt je-
doch nicht genau das Gleichungssysten.39. Dann erhalten wir fur den Punkt

(J; k) ho entlich eine verbesserte Mherungf () g, wenn wir (4.39 formal nach
ik Js

am zentralen Punkt au esen undf ! )g aus den bekannten Saktzwerten fur die
umgebenden Punkte berechnen

() =(Qas + Qsc + Qco + Qoa) * (4.41)

1
Z(PCD Poa) j(n)l;k+1 + Qcp *+ Z(PBC Poa) j(;rll)+1

1 1
+ —(Psc  Pcp) j(:]-)l;k+1 + Qpa + Z(PCD Pag) j(n)l;k

4
1 (n)
+ Qsc + Z(PAB Pco) i1«
1 1
+ Z(PDA Pas ) j(n)l;k 1t Qas *+ Z(PDA Psc) j(;rll) 1

+ —(Pas  Pac) ,(rl)lk 1

Die verbesserte Mherung wird fr alle Gitterpunkte (j; k) berechnet. Dabei wird
fol )g zwar eine Verbesserung voh (”)g sein, aber immer noch nicht die exakte
Losung Deshalb mu man in dieser Art weiter iterieren (Jacobi-Itergon).

Es hat sich herausgestellt, da man eine schnellere Konvergenz éthwenn man
nicht die genaue Korrektur j(;k) ( ) zur vorhandenen Approximationf J(k g hin-
zuaddiert, sondern einen etwas greren Anteil 1> 1

(n+1) — () () (n) .
sk T gk +! JH koo (4.42)

Wenn der Relaxationsparameter klein ist, wird die Iteration nur langsam konver-

gieren. Ist er zu gro, kann die Iteration divergieren. Das Optimumist problem-

abhengig und liegt #ir die Laplace-Gleichung etwa bel oy 1:8. Es wird also

uberrelaxiert. Fer j(;k) = (”) hat man o ensichtlich Konvergenz.

R
Die Berechnung #ir u = ( ; 0;0)" liefert den Ausdruck dx.

68

. H|w5uu
Numerische Methoden der Str emungs- und W armetec nik



4.4. Finite Elemente

Es sei noch einmal betont, da die obige Formulierung des Problemse For-
mulierung in kartesischen Koordinatenist, obwohl die Gitterpunkte auf irgend-
welchen krummlinigen Koordinaten liegen énnen. Diese Flexibilimt hat ihren
Preis. Wenn man sie aufgibt, vereinfachen sich die Gleichungen.eWt man zum
Beispiel Gitterpunkte auf aquidistanten kartesischen Koordinaten, dann werden
Sae = Sgc = Scp = Spa = X Y, wodurch sichQag bis Ppa Vvereinfachen, und
man erhalt

iuk 2kt ek, k1 2kt ke
N y2

=0: (4.43)

Das hier verwendete Finite-Volumen-Verfahren wird bei Verwenahg von kartesi-
schen Koordinaten also identisch mit niten Di erenzen 2. OrdnungDies bedeutet,
da sich die Gre enordnung des Fehlers bei einer Halbierung des Gitterabstands
um einen Faktor (1=2)? = 1=4 verkleinert. Bei Verwendung eines nicht-kartesischen
Gitters wird die Genauigkeit zweiter Ordnung in dem Ma e verringert,in dem das
Gitter verzerrt ist (siehe Kap. 2.4.2. Dies kann bei sehr starken Verzerrungen zu
erheblichen Problemensfhren'?

Die Finite-Volumen-Methode wird sehr mu g bei viskosen Stemungen einge-
setzt und auch zur Berechnung reibungsfreier transsonischetn é8nungen.

4.4. Finite Elemente

Die Methode der niten Elemente wurde urspanglich als ad-hoc Methode zur Be-
rechnung von Spannungen und Verschiebungen in der Strukturohanik eingeéhrt.
Spater wurde eine fundierte mathematische Theorie auf der Basis esnéariations-
prinzips der potentiellen Energie entwickelt. Dabei eddt man die Lesung aus ei-
ner Gleichgewichtsbedingung, die durch eiBnergie-Minimum gekennzeichnet ist.

127ur ®bung kann das 9-Punkt-Schema 4.39 ahnlich wie in Fletcher (1991a) implementiert und
mit der analytischen Lesung verglichen werden. Als nicht-kartesisches Volumen wird ein Tie
tenstuck S =[ ;R] [O; =2] (Polarkoordinaten) betrachtet. Eine nicht-triviale analytische Leo-
sung der Potentialgleichung in Polarkoordinaten

z

ndet man mit dem Separationsansatz = f (r)sin(m ). Es folgt

2

lee Tt =0

was durch den Potenzansatf (r) = r" gelst wird und auf n> m? = 0 fuhrt. Wenn wir uns auf
m = 1 beschranken, liefert die Wurzeln = 1 die einfache Lesung = r sin = y. Die interessan-
tere Lesung mit einer Singularitat bei r = 0 entspricht n = 1 und lautet =sin =r = y=r?,
Sie ist in der nebenstehenden Abbildung dargestellt. Die Aussparunginer -Umgebung des Ur-
sprungs ist notwendig, um die Divergenz der bsung beir = 0 auszuklammern. Die analytische
Lesung kann man verwenden, um die Randbedingungen auf dem Inteationsgebiet vorzugeben.
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4. Raumliche Diskretisierung: Gewichtete Residuen

Das zugelrige Variationsproblem kann mit Hilfe der Rayleigh-Ritz-Methode gekt
werden (siehe Anhand3).

Die stromungsmechanischen Gleichungen lassen sich aber im
allgemeinen nicht als Variationsproblem formuliere® Eine Al-
ternative ist die Galerkin- nite-Elemente-Methode auf die wir
uns im folgenden besclenken werden (Kap.4.4.3 und 4.4.4).
Sie ist in vielen Fallen aquivalent zur Ritz-Methode.

Die Methode der niten Elemente geht von einer Darstellung
der LesungT eines (hier statioraren) Problems aus in der Form

John William 5
Strutt _ ey,
Lord Rayleigh T=" T jXy;2): (4.44)

1842{1919 =1

Hierbei sind die Koe zienten T; die gesuchten Funktionswer-
te an den Gitterpunkten, hier auchKnoten genannt. Die Funk-
tionen ; werden Test-, Ansatz- oder Interpolationsfunktionen
genannt, wobei meist Polynome niedriger Ordnung geflt wer-
den.

Au er den Knoten gibt es Elemente Elemente sind gewis-
se kleine Raumgebiete, in denen die Ansatzfunktionen de niert
sind. In jedem Element be ndet sich eine gewisse (geringe) An-
zahl von Knoten. Zu jedem Knoten eines Elements gett eine
Ansatzfunktion, die an dem betre enden Knoten den Wert 1 an-
nimmt. An allen anderen Knoten desselben Elements nimmt sie
den Wert 0 an, und au erhalb des Elements verschwindet sie
identisch. Zwischen den Knoten wird die gesuchte Funktioi
nun mittels der in dem betre enden Element de nierten Test-
Walter Ritz funktionen interpoliert. Die Genauigkeit (der Grad) der Inter-
1878{1909 polation bestimmt die Anzahl der erforderlichen Testfunktionen

und damit auch der Knoten in einem Element. Dies wird sgder
an konkreten Beispielen erldrt.1#

Ein Vorteil dieses Ansatzes niter Elemente (im Vergleich zur klassiben
Galerkin-Methode) besteht darin, da die osung direkt durch die Unbekannten
T; an den Knotenpunktenx; ausgedsckt wird. Um die niten Elemente zu verste-
hen, mussen wir uns zumchst etwas mit der Interpolation beschftigen.®

13Es gibt aber etliche Arbeiten in dieser Richtung, siehe z.BMarner et al. (2019.

14Diese Wahl der Testfunktionen fihrt spater zu Matrizen, die nur wenige von Null verschiedene
Eintr age in der Nahe der Diagonalen haben (diagonal-dominante Matrizen). Das enfgechende
lineare Gleichungssystem kann danmkonomisch gebst werden.

15Sjehe auch Kap. 2 der Vorlesungiber Numerische Methoden der IngenieurwissenschaftehVA-
Nr. 322.036.
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4.4. Finite Elemente

Abbildung 4.5.: Steickweise lineare Test-
funktionen  (rot) und ; 1 (blau). Die 0
Elemente sind mit A, B, usw. bezeichnet. Xj 2 Xj 1 Xj Xj+1

4.4.1. Eindimensionale Interpolation

Die einfachste Mbglichkeit der Approximation besteht in einer linearen Interpola-
tion der gesuchten Funktion zwischen den Knoten. Dazu betrad wir stickweise
lineare Testfunktionen (Abb. 4.5). Die in Abb. 4.5 eingezeichnete Testfunktion ;
um den Knotenx; (rot) ist de niert durch

8
0; X<Xj 15
X X
— 1% 1, x x; (ElementA)
Xjp Xj 1
i(x)= 1; X = Xj; (4.45)
X'+ X
2 "o X X X4, (ElementB)
Xjs1 X
0; X> X410

Die Elemente bestehen in diesem Fall aus den Gebieten zwischen jei 2vemach-
barten Knoten, die in diesem Fall zubeidenangrenzenden Elementen gehen. Bei
dieser Wahl der Testfunktionen tragen in jedem Element nur zweiushmanden zur
LesungT bei. In den ElementenA und B (Abb. 4.5) sind z.B.

X

in ElementA: T(x)= T j(X) =T 1 1(X) + T j(X); (4.46a)
j=1
X

in ElementB : T(x) = T iX)=T j(X)+ Tje1 j+(X): (4.46b)
j=1

Dabei ist ; wie oben in @.49 de niert und in Element A ist

Xj X
X)) = L= 4.47a
] 1( ) Xj Xj 1 ( )

wahrend in ElementB gilt

X

_— 4.47b
o (4.47b)

j+1(X) =

H' C’ KNpjusuy 71
um

erische Methoden der Str emungs- und W armetechnik



4. Raumliche Diskretisierung: Gewichtete Residuen

Es ist klar, da die so de nierte Funktion T auf den Randern des Elements jeweils
die Knotenwerte T; annimmt und dazwischen durch 4.46 linear interpoliert wird.

Bei hinreichend vielen Knoten im Abstand x hangt der Fehler einer approxi-
mierten Funktion quadratisch ( x?) vom Knotenabstand x ab. Dies ist ty-
pisch fur die lineare Interpolation (fur den Fehler sind die quadratischen Terme der
Taylor-Entwicklung der Funktion ma gebend).

Die Interpolation mit quadratischen Testfunktionen ist genauer (ghe Fletcher,
19919). Der Fehler ist dann von der OrdnungO ( x3). Wenn man quadratische
Testfunktionen (Polynome) verwenden will, beatigt man drei Punkte, um sie ein-
deutig festzulegen. Daher mu ein Element bei Verwendung quadrscher Test-
funktionen 3 Knoten besitzen. Gleichzeitig bestigen wir auch drei Testfunktionen
pro Element. Jede Testfunktion mu an einem Knotenpunkt den Werl annehmen
und an den beiden anderen Knotenpunkten verschwinden.

Wir betrachten die Knotenx; 1, X; und X+, . Dann ist die quadratische Testfunk-
tion, die beix; und X;+; verschwindet, gegeben durch; ;= c(x X;)(X Xj+1).
Die Normierung ; 1(x = X; 1) = 1 legt die Konstante c fest, so da

= (x_ %) (X Xj41) |

B (X 1 X)X 1 Xj+1) (4.48a)

Entsprechend erlalt man die Testfunktionen j und .1, die beix; bzw.X;.; gleich
1 sind und an den jeweils beiden anderen Knoten verschwinden als

— (X x5 1) (X Xj),
(X X 1) (X X))
(X x5 1) (x X)

(Xj+1 Xj 1) (Xj+1 Xj).

(4.48D)

(4.48c)

j+1 =

Diese Testfunktionen sind in Abb.4.6 dargestellt. Die gesuchte FunktionT wird
dann in dem Element, in welchem der Knoter; im Zentrum liegt, durch 3 Terme
approximiert,

T=T 1 100+ T i)+ Tjax j+2(X): (4.49)

Das Verfahren kann man auch auf kubische undehere Ansatzfunktionen aus-
dehnen. Diese sind aber in der Praxis nicht von Bedeutung, da die uégerenden
Gleichungen zu komplex werden und nur mitéherem numerischen Aufwand gest
werden lennenl®

8Um die Testfunktionen fur den allgemeinen Fall vonn Knoten pro Element zu erhalten, kann
man Lagrangesche Interpolationspolynome&erwenden. Man sucht ein Polynom vom Graden 1,
das an einem der Knotenx; (i 2 [1;:::;n]) den Wert 1 annimmt und an den anderen Knoten
k 6 i verschwindet. Dazu betrachten wir zurachst das sogenannte fundamentale Polynom vom
Grade n, das anallen Knoten verschwindet,

Fa(X)=(x X1)(X X2):i::(X Xp):

Das Lagrangesche Interpolationspolynon®; fer den Knoten i ergibt sich dann mittels Division

72

) H' C’ KNpWsuy
Numerische Methoden der Str emungs- und W armetechnik



4.4. Finite Elemente
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Abbildung 4.6.: Verlauf der quadratischen Testfunktionen innerhalb eindimensionaler

Elemente. Die Knoten des grau angedeuteten Elements be ndesich bei = 1,0

und 1. Die Testfunktionen, die zu den drei Knoten dieses Elemnts geteren, sind farbig

kodiert. Die rote Testfunktion zum Konten = 0 ist nur in dem grauen Element von

Null verschieden, wahrend die beiden anderen Testfunktionen, die zu den Knoterbei
= 1 (gren)und =1 (blau) geheren, bis in die Nachbarelemente reichen bevor auch

sie verschwinden. Die Testfunktionen, die ausschlie licteu den benachbarten Knoten (bei
= 2und = 3)gehoren, sind gestrichelt gezeichnet.

Eine allgemeine Eigenschaft der Testfunktionen ist es, da ihre Sunain jedem
Element gleich 1 ist. Dies sieht man leicht, wenn man die Funktian(x) = 1 darstellt
und beachtet, da die Polynom-Interpolation eindeutig und @r jedes Polynom bis
zur Ordnung der Interpolationspolynome exakt ist (und damit sichdich fer das
Polynom O-ter Ordnungf (x) = 1). Damit gilt

X o X
1=f(x)= fii(x) = i(X): (4.50)

i=1 i=1

Bei den obigen eindimensionalen Elementen mit Knoten auf den Elemgrénzen
ist die interpolierte Lesung per constuctionem stetigiber die Elementgrenzen hin-
weg. Wenn man au erdem stetige Di erenzierbarkeit der interpoliden Funktionen
erreichen will, bemtigt man Ansatzfunktionen, die mber die Elementgrenzen hin-
weg stetig di erenzierbar sind. Dies & t sich nur mit Polynomen heheren Grades
erreichen.

durch den Wurzelfaktor (x  x;) und Normierung auf 1 (I'Hospital)

1 Fn(x)_Y' X Xk

FO(xi) X X Xi Xk

; i=1;:5n

Qi(x) =

k=0
k6 i

Es verschwindet o enbar an allen Knoten, bis auf den Knotenk = i, an dem gilt Q; (x = X;) = 1.
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4. Raumliche Diskretisierung: Gewichtete Residuen

(a) bilinear (b) biguadratisch
4 3 k+1 k+1
A
D C
k

1 2 K

A B
k 1 = k 1
1] j+1 1 ] j+1

Abbildung 4.7.: (a) Knoten und lokale Koordinaten fur vier bilineare Elemente A, B, C
und D. Die Numerierung der Knoten bezieht sich auf ¢.52). (b) Ein zweidimensionales
biquadratisches Element.

4.4.2. Zweidimensionale Interpolation

Bilineare Interpolation  Bisher haben wir nur die eindimensionale Interpolation
betrachtet. Bei der eindimensionalen linearen Interpolation waren einem Element
zwei Knoten zu beeicksichtigen. Fr jedes zweidimensionale Element betigen wir
fur eine lineare Interpolation 4 Knoten. Wir betrachten nun die Elemer A, B, C
und D in Abb. 4.7a. Die gesuchte Funktion wird innerhalb jedes dieser Elemente
separat approximiert. In Analogie zum eindimensionalen Fall approxieren wir
nun die gesuchte Funktion in jedem Element als

X4

T= T| |(, ): (451)
1=1

Dabei haben wir in jedem Element die lokalen Koordinaten;( )2 [ 1;1] [ 1;1]

in gleicher Weise de niert. Der Index| numeriert die Knoten des Elements. In
unserem Fall liegen die 4 Knoten bei (; ;) =( 1, 1). Die Testfunktionen sollen
linear seinin und in und an allen Knoten bis auf einen verschwinden. Die beiden
eindimensionalen Testfunktionendr die Knoten bei = 1 lauten %(1 ). Als
bilineare Testfunktionen ergeben sich dann die 4 Produkte dieserrikiionen mit
den beiden Funktioneni(1 )

=30 )@ ) a=Lar)a )
HORIDICRIDE

Allgemein kann man die bilineare Testfunktion zum Knoterl eines Elements bei
(1; )=( 1 1)darstellen als

(4.52)

s= 0 A )

1
(s ):Z(1+ )@+ ) (4.53)
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V/
7%
7
X

My '0’“0‘0‘0“‘ %

Abbildung 4.8.: Bilineare Testfunktion in der Umgebung eines Knotens (hierbeix = y =

0) einesaquidistanten Gitters. Die Basis, auf der die Testfunktion von Null verschieden
ist, wird durch 4 Elemente gebildet, die insgesamt 9 Knoten lei (x;y) = ([0; 1] [0; 1])
enthalten. In jedem Schnitt parallel zu den Koordinatenlinien sind die Interpolationsfunk-
tionen steckweise linear, entlang den Diagonalen sind sie stkweise quadratisch.

Jeder Knoten gel®rt zu vier Elementen. Die bilineare Testfunktion ér einen
Knoten besteht daher aus 4 Segmenten in den vier umgebenden Eaten. Zum
Beispiel ist die Testfunktion zum Knoten 1 in Abb.4.7a in den vier Elementen
A, B, C und D von Null verschieden. In Abb.4.8 ist eine bilineare Testfunktion
dargestellt. Man sieht, da die Testfunktionen an den Rndern der Elemente stetig
sind, nicht aber ihre ersten Ableitungen.

Biquadratische Interpolation  Mit quadratischen Elementen kann man eine é
here Genauigkeit erzielen. Da ein eindimensionales quadratisches Eet8 Kno-
ten umfat, benetigt ein zweidimensionales quadratisches Element 9 Knoten (Abb.
4.70), wobei die gesuchte Funktion in einem Element als

X
T= T.(;) (4.54)
=1

dargestellt wird. Auf dem eindimensionalen Element 2 [ 1;1] lauten die eindi-
mensionalen quadratischen Testfunktionen ( +1)( 1), ( 1)undi ( +1).
Sie kwnnen auch dargestellt werden als

(1 2 und %.(1+ ') mit = 1 (4.55)
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4. Raumliche Diskretisierung: Gewichtete Residuen

Entsprechendes gilt ér die -Richtung. Wenn man nun alle 9 Produkte der Test-
funktionen (4.55 in -Richtung mit den 3 entsprechenden quadratischen Interpola-
tionsfunktionen in -Richtung bildet, lauten die zweidimensionalen biquadratischen
Lagrangeschen Testfunktionen in lokalen Koordinaten;( ) 2 [ 1;1] [ 1;1] in-
nerhalb eines Elements

(5 )= % r (L+ ;) (1+ ,); (4 Eckenknoten) (4.56a)
i(; )= % 1 2, @A+ ); (2 Kantenknoten fur | =0); (4.56b)
i(; )= % 1 2, @a+ ); (2 Kantenknoten fur | =0); (4.56¢)
(;)=1 2 1 2, (1 zentraler Knoten) (4.56d)

Die Lagrangesche Interpolation kann in natrlicher Weise auf drei Dimensionen
erweitert werden. Werden in zwei Dimensionen 4 Knoteruff ein lineares Element
und 9 Knoten fur ein biquadratisches Element bestigt, so sind es in drei Dimen-
sionen schon 8 Knotenefr ein lineares Quader-Element und 27 Knotenef ein
triquadratisches Quader-Element.

4.4.3. Eindimensionale Di usionsgleichung

Die Methode derGalerkin- niten-Elemente soll nun auf die eindimensionale \&ft-
meleitungsgleichung
a @or_
@t @%
angewandt werden. Der Einfachheit halber verwenden wir lineare BEtente. Wir
suchen eine bsung auf dem Gebiek 2 [0;1] fur t O zu der Anfangsbedingung
T(x;t =0) = To(x) und den Randbedingungerm (x = 0;t) = asowieT(x =1;t) =
b.
Die Lesung wird approximiert in der Form

0 (4.57)

X
T(x;t) = Ti(t) j(x); (4.58)
j=1

wobei die Zeitablangigkeit durch die WerteT, (t) and den nicht aquidistanten Kno-
tenpunkten x; berucksichtigt wird. Die Testfunktion ; zum Knotenpunkt x; ist
linear im Element A (x 2 [X; 1;x;]) mitLange Xx; = X; X; 1 undim Element B
(X 2 [Xj;Xj+1]) mitLange Xj+1 = Xj+1 X; (Abb. 4.9). Mit der lokalen Koordinate

2 [ 1;1] erhalten wir aus Abb.4.9 die lineare Beziehung zwischen und x im
Intervall [X;; Xj+1] (Element B)

2X _Xj X1,

X XF%(H ) ) = (4.59)

X] +1
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SN
N

1 o> 1
Abbildung 4.9.: Beziehung zwischen der globalen - Xn :2§
Koordinate x und der lokalen Koordinate zwi- j j - X
schen zwei Knotenx; und X;+1 im Abstand  Xj+1 ‘ COXjer
innerhalb des Elements B (grau angedeutet). Xj Xi+1

Die Transformation fer Element A ergibt sich aus ¢.59 durchj ! j 1. Damit
kennen wir die zum Knotenx; geherige Testfunktion (rote Kurve in Abb. 4.5 bzw.
4.9) schreiben als

1 . 2X i1t X
Element A, [x; 1;%;]: ()= §(1+ ); mit = (Xlxl XJ); (4.60a)
j
1 . 2X ;o i+
Element B, [xj;Xj+1]: ()= §(1 ); mit = (X)J( X 1); (4.60b)
j+1

Wenn wir nun unseren Ansatz 4.58 in die exakte Gleichung einsetzen, erhalten

wir

@T @T _
@t @%
mit dem ResiduumR(x;t). Dieses Residuum mssen wir minimieren, indem wir die
UnbekanntenT; geeignet bestimmen. Dazu wird die Methode der gewichteten Resi-
duen nach ¢.6) verwendet. Bei der Galerkin-Methode sind die Gewichtsfunktiome
W,, identisch mit den Testfunktionen |, fur alle Knoten. Durch Multiplikation
mit den Testfunktionen |, und Integration eber dasgesamteVolumen erhalten
wir somit

R; (4.61)

Z 1 Z 1
@T @T
0 9 @t @%
' @T @n@T @1’

dx =0; (4.62)

= 4+ = =
o @t  @x@Xx "@x,
wobei die zweite Ableitung durch partielle Integration reduziert wude’

Da die Werte vonT am Rand vorgegeben sind, b@tigen wir keine Gleichungen

"Ganz allgemein gilt fur die partielle Integration im R"
Z Z Z

v rudx"= v nudx" ?!
\Y @V \Y

ur vdx";

wobeiv(x) 2 R" und u(x) eine skalare Funktion desn-dimensionalen Vektorsx ist, dx" dasn-
dimensionale Volumenelement unch der nach au en zeigende Einheitsvektor auf der Oberache
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4. Raumliche Diskretisierung: Gewichtete Residuen

fur die Knotenm = 0 bei x = 0und fur m = J +1 bei x = 1. Wir betrachten nur die
inneren Knotenm 2 [1;J]. Am Rand x = 0;1 verschwinden die Ansatzfunktionen
aller inneren Knoten mitm 2 [1;J]. Insbesondere gilt ;(x =0) = ;(x=1)=0.
Damit entfallt der ausintegrierte Anteil in den Gleichungendr die inneren Knoten
und es verbleibt

YA 1 YA 1
@T @m@T
—dx + ———dx =0; farl m J: 4.63
. @t . @x@x (4.63)
Wenn wir nun unseren Ansatz 4.58 einsetzen, erhalten wir
|
X  @rlt Z 1 -
%I; m jdX+ T %%dx =0; furl m J  (4.64)
j=1 LR R R, A
Amj Bmj

Dieses System von Gleichungen hat die Form

Adrs BT =0; (4.65)
dt
wobei T = T; der Vektor der Unbekannten ist. Die MatrizenA und B lauten
vA 1
A= Amj = m j dx; (466&)
ZO
1
@m @j
B=B,. = —_——d 4.66b
" o @x@x X ( )

Fast alle Integrale (Matrixelemente) sind Null. Nur diejenigen Integale sind von
Null verschieden, bei denen sich die Indizes und j um maximal 1 unterscheiden.
Denn andernfalls besitzen die Testfunktionen, und ; bzw. ihre Ableitungen
keine Uberlappung. Daher sind die MatrizerA und B tridiagonal.

@Vvon V. In einer Dimension erhalten wir
Zy Zy
vuldx = [vu]? vl dx:

a a

Ein anderer wichtiger Fall ist der dreidimensionale. Dann erhalten wir ais der allgemeinen
Formel
z z z z z

v rudVv = vV nudA ur vdv = uv dA ur vdv;
\% A \% A \%
wobeiA die zweidimensionale Oberache des Volumend/ ist. Wenn man u = 1 setzt, erhalt man
Z Z
0= v dA r vdv:
A \Y

Dies ist nichts anderes als deifGau sche Satz In zwei Dimensionen folgt der Stokessche Satz
entsprechend.
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Als Beispiel betrachten wir die Diagonalelemente voA, wobei wir die Integration
wber x auf die Integration eber zureckfahren. Mit dx = ( x;=2)d fur Element
A (Element B entsprechend, siehe4(60) ergibt sich

Z 1 X z 1 X z 1
A = fodx= b FOd + == R()d
I b {Z }

Beitrag von Element_ A Beitrag von Element B

x £t
=L @+ )*d +
1

X'+ 1
5 —= @ )?d (4.67)

8 1
Xj+1
24

X; 1 1

:—2’ @+ )® 1 @ ) 1
1

=§( Xj +  Xj41):

In gleicher Weise erklt man die Matrixelemente der beiden ersten Nebendiagona-
len, so da insgesamt

Xj.

Ajj 1=~ (4.68a)
1
Ajp = 50X+ X)) (4.68b)
Ajj+ = 7Xé+l ; (4.68c)
sowie
1
Bjj 1= — (4.69a)
]
1 1
Bj = — + ; (4.69b)
Xj Xj+1
1
Bjj+1 = ; (4.69c)
X] +1

Alle anderen Matrix-Elemente verschwinden.

Im Spezialfall einesaquidistanten Gitters ( X; = x = const.) nehmen die
Diagonalen in A und B konstant und aus @.65 es ergibt sich das System (nach
Division durch x und Index-Umbenennungmn! |)

1 dT 2 dT L1 dT U 2Tj+Tj+l)_0.

- + - .
6 d ,, 3 dt , 6 dt e (4.70)

j+1

Die Zeitableitung, die wir bisher noch nicht diskretisiert haben, wird oenbar an
verschiedenen aumlichen Stellen ausgewertet. Die Wichtungsfaktoren sing, %
und % fur die Knoten beij 1,j undj + 1. Diese mumliche Verschmierung der
Zeitableitung ist typisch fur lineare nite Elemente auf aquidistanten Gittern. Der
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letzte Summand in @.70 entspricht der zweiten mumlichen Ableitung und hat hier
genau dieselbe Gestalt wie bei niten Di erenzen.

Zur Diskretisierung der Zeit kann man die Zeitableitung @=dt durch die diskrete
Version ersetzen: @=dt ! T""= t, mit T =T™ ThundT" = T(t,).
Wenn man dawmber hinaus die zweite aumliche Ableitung als gewichtetes Mittel
zu den Zeitpunktenn und n + 1 ansetzt, erhalt man denteilimpliziten Algorithmus

+1 +1 +1
1 T N 2 T L1 T
6 t 3 t 6 t
! # 4.71
Tjn+% 2-|-jn+1 + Tjn++j-l.l Tjn 1 2Tjn + Tjn+1 ( )
+(1 ) =0:
X? x?

Der Parameter 2 [0; 1] gibt den Grad der Implizitat an. Der Unterschied dieses Al-
gorithmus zum teilimpliziten Finite-Di erenzen-Verfahren (3.19 besteht lediglich
darin, da hier bei der Zeitableitung auch die dem zentralen Knotep benachbarten
Knoten ] 1 beteiligt sind.

Symbolisch kann man das Gleichungssystem kompakt schreiben als

n+1l
T

t

My = L xijn+1 +(1 )l—xijn ; (4.72)

mit dem sogenannterMassenoperatoM, und dem AbleitungsoperatorL yx

121 L = 1 2 1
X = 613161 XX = X2

: (4.73)

welche die mumliche Wichtung der ihnen folgenden Terme an den Knoten um den
Punkt x; herum beschreiben. Die Finite-Di erenzen-Version3.19 erhalt man dem-
nach mit dem MassenoperatoM, = (0;1;0).

Wenn man T"?1 = T T"in (4.72 einsetzt und die Terme zu den Zeit-
punkten n und n + 1 trennt, erhalt man die implizite Diskretisierung in der Form

(My tL XX)TJ-r‘+l =[My+ t (1 )LXX]TJ-”: (4.74)

Um einen Zeitschritt zu berechnen, mu man jeweils ein tridiagonales|&chungs-
system bsen. Dazu kann man den Thomas-Algorithmus verwenden.

Fur = 0 und nite Dierenzen ( My = (0;1;0)) ist dieses System explizit.
Das Finite-Elemente-Verfahren ist jedoch wegen der Form des MasoperatordM 4
selbst ®fr = 0 nicht explizit. Aufgrund der Symmetrien kann man aus §.74) fuer

8 0 ein explizites Verfahren erhalten, wenn man den Zeitschritt t = x?=6
wahlt. Dann verschwinden mmlich auf der linken Seite von 4.74) die Au erdiago-
nalterme mit den Indizesj 1.

Schlie lich kann man leicht zeigen, da @.74) eine konsistente Diskretisierung
von (4.57) ist. Fur = 0:5 ist der Abbruchfehler O( t?; x2). Weiter ist der
Algorithmus (4.74) fur 0:5 uneingeschainkt stabil.
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Abbildung 4.10.: Zeitliche Entwicklung der Temperatur in einer Dimension, berechnet
mittels FTCS-Verfahren (blaue Linien und Kreise) und mittels des teilimpliziten Galerkin-

nite-Elemente-Verfahrens mit = 0:5 (rot gestrichelt und grene Quadrate) nach (4.74)
zu gewissen Zeitpunkten. Die Randtemperaturen sindl' (x =0) =1 und T(x =1) =0 :5.
Fur das FTCS-Verfahren wurde bei AnfangsbedingungT(t = 0) = 0 wie in Abb. 2.4
am Rand etwas nachgeholfen (untersteblaue Kurve), wahrend fer das nite-Elemente-

Verfahren die Randtemperaturen vonT(t = 0) = 0 pl etzlich auf den Endwert erheht
wurden. Gezeigt sind Resultate @r die Zeitschrittweiten s =0:5 (a) und s =2 (b). F ur
s = 2 ist das FTCS-Verfahren instabil (senkrechte Streifen in (b)).

Beispielrechnungen sind in Abb4.10 gezeigt. Man sieht, da #r die gewahlten
Parameter die Ergebnisseef den einfachen FTCS-Algorithmus und das teilimpli-
zite nite-Elemente-Verfahren (4.74) fast identisch sind, wenn der Schrittweiten-
parameters = 0:5 auf der Stabilitatsgrenze des FTCS-Verfahrens liegt. Wird die
Zeitschrittweite aber aufs = 2 erheht, ist der FTCS-Algorithmus instabil. Das teil-
implizite Verfahren bleibt stabil, obwohl anfnglich gewisse unphysikalisch®ber-
schwinger auftreten, die mit der rapidenAnderung der Randwerte von Null auf
einen endlichen Wert zusammergngen. Ansonsten wird die Dynamik und auch
der asymptotische Endzustand (in der Abbildung noch nicht ganz ezicht) auch
bei der hoheren Zeitschrittweites = 2 korrekt wiedergegeben.

Bei der Implementierung von .74 ist zu beachten, da die Gleichung nur @r
die inneren Punkte des Gebiets gilt. In die erstg (= 1) und die letzte Gleichung
() = J) von (4.74 gehen die RandwerteTy und T,.; ein. Da diese Werte per
Randbedingung vorgegeben und bekannt sindpknen die entsprechenden Terme
der rechten Seite der Gleichung zugeschlagen werden.

4.4.4. Laminare Durchstr emung eines Rechteckkanals

Um die Anwendung niter Elemente auf ein zweidimensionales Problem zile-
monstrieren, betrachten wir die laminare statiomre Stremung eines inkompressi-
blen Fluids durch einen geraden und (unendlich) langen Kanal mit retgckiger
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Querschnitts ache 2 2b. Die Randbedingung (Haftbedingunglu (x;y; z) = 0 auf
x = aundy= bzusammen mit der Navier-Stokes-GleichundlL(10 erlaubt eine
Lesung der Form

u=w(x,y)e; (4.75a)
p= p(2): (4.75b)

Mit diesem Ansatz verschwindet der nichtlineare konvektive Termu r u = 0) und
wir meissen lediglich das lineare statiare Problem -Komponente der Navier-
Stokes-Gleichung)
1@p @W @w
z @)’( @
& @3

f(2) g(X y)

(4.76)

}

losen?® Physikalisch bedeutet diese Gleichung, da der durch den Druck war
sachte Impulsstrom p ist eine Impulsstromdichte) in Stromrichtung -Richtung)
abnimmt, denn @p=@z &. Das De zit des Impulsstroms kommt durch eine seit-
liche Diusion des Impulses zu den Bndern zustande, welcher durch die viskosen
Terme beschrieben wird.

Da die linke Seite der Gleichung nur vore und die rechte nur vonx und y
abhangt, messen beide Seiten der Gleichung konstant sein. Wenn man nun die
halben Kanalweitena und b als Langenskalen verwendet und die Geschwindigkeit
w mit Hilfe des konstanten Druckgradienten@ p=@skaliert

o_ X. o_ Y. 0_ .
X' = — == w- = 4.77

a Y b rP@p=@72 (4.77)
kennen wir das Problem in dimensionsloser Form aRoisson-Gleichungschreiben
(der Strich ' an den dimensionslosen Variablen wurde wieder weggsias)-®

O Qw
@%@y

Durch die unterschiedliche Skalierung vorx und y ist das Problem nun auf dem
Quadrat[ 1;1] [ 1;1] zu lesen. Die Geometrie ist durch das sogenanmespekt-
verhaltnis = b=ades Kanals charakterisiert, welches als Parameter in der Di er-
entialgleichung auftaucht. An den Wanden des Kanals mu die Geschwindigkeiv
die Haftbedingung(no-slip condition)

=1: (4.78)

wx= Ly)=wkxy= 1)=0 (4.79)

erfellen.

Bwir haben hier den Querstrich (w) zur Andeutung der exakten Lesung aus Bequemlichkeit
weggelassen.

19Diese Poisson-Gleichung iskquivalent zur Gleichung fur die stationare zweidimensionale Vér-
meleitung mit einer homogenen Verteilung von Warmequellen und konstanter Randtemperatur.
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Zur Approximation der exakten Lesung verwenden wir den Ansatz

X
w= w (X)) (4.80)
i=1
wobei wir bilineare Elemente nach4.53 verwenden und die Summeber alle Kno-
ten i lauft. Die Projektion der Di erentialgleichung (4.78 auf die Testfunktionen
m(X;y) liefert (S ist die Querschnitts ache des Kanals)
Z a@w a@w Z
2 + ds = ds: 4.81
S m @?( m @9 S m ( )
Nach partieller Integration und Einsetzen des Ansatzes4(80 erhalten wir das
lineare System

B w=¢G bzw. Bmiwi = Gn; (4.82)

wobeiw = w; = wj, der Vektor der unbekannten Geschwindigkeiten an den Kno-
tenpunkten i = (j;k) ist. In der Gleichung sind

21,2,
@m @i @m @i
B=Bni = 220 =1+ =1 =1 dxdy; 4.83
m;l 1 1 @X@X @y@y y ( )
und z,7Z,
G=0Gy= m dx dy: (4.84)
101

Da die Knotenwerte auf dem Rand vorgegeben sind und verschwingdéw; rang =
0), mussen nur die inneren Knoten betrachtet werden. Bei bilinearen Bhenten
verschwinden aber die Ansatzfunktionen der inneren Knoten auéth Rand. Damit
verschwinden auch die bei der partiellen Integration auftretendeausintegrierten
Anteile. Die Indizesi und m in (4.82 laufen also nureber alle internen Knoten mit
2 j Ny 1und2 k N, L

Da bei den bilinearen Lagrangeschen Testfunktionen = (1+ ; )(1+ ; )=4
(4.53 die x- und y-Abhangigkeiten faktorisieren, lassen sich die zweidimensionalen
Integrale als Produkte eindimensionaler Integrale berechnen.

Im folgenden betrachten wir einen remsentativen Knotenm und fragen, welche
Summanden zu dem-ten Gleichung des linearen Systems} 82 beitragen. Dabei
verwenden wir einaquidistantes Gitter mit den Gitterweiten x und y. Hierfur
gilt nach (4.60 dx=d = x=2,dy=d = y=2. Mit der Faktorisierung

m(XyY)= LX) ny) (4.85)
erhalten wir fur den Knoten m (Abb. 4.11)
Z, Z,
Gnm = ),(n dx ym dy
1 1 |
x oy Z '
- 7 2 Elem: " d 7 2 Elem: d = XV (486)
| um rrig } | um r{z }
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4. Raumliche Diskretisierung: Gewichtete Residuen

Abbildung 4.11.: Schnittin -Richtung durch die
lineare Testfunktion, die sich in -Richtung mber
zwei Elemente (gestrichelt) erstreckt. Die Werte
der jeweiligen lokalen Koordinaten sind fer bei-
de Elemente angezeigt.

Die Integration wber und lauft hier jeweils mber die beiden Elemente A und
B, die zum Knoten m gehoren. Graphisch entspricht jedes der Integrale der roten
Flache unter der Testfunktion in Abb. 4.11 mit Flacheninhalt 2. Der Vektor G
besitzt also konstante EintegeG,, = X Yy, unabhangig vom Indexm.
Um die Summanden in dem-ten Gleichung zu berechnen, die von der MatriB
stammen, betrachten wir zumchst den zweiten Summanden ind(83. Fur ihn gilt
lel@—@ddMBS) le_)(dx 1@y@y
1 1 @y @y Y . 1@y@y
Die Integrale ergeben nur dann einen von Null verschiedenen Wewienn sich die
Gebiete wberlappen, auf denen die Testfunktionen,, von Knoten m und ; von
Knoten i von Null verschieden sind (Grundache in Abb. 4.8). Da sich die zwei-
dimensionalen Testfunktioneneiber jeweils vier Elemente erstrecken, mssen ins-
gesamt 9 HRalle bericksichtigt werden: Der Fallm = i und 8 Falle, in denen die
Knoten m und i benachbart sind (Abb.4.12. Die 5 Falle, bei denen die Knotemm
und i beide auf derx oder beide auf dery-Achse liegen, entsprechen wegen der o.a.
Faktorisierung dem eindimensionalen Fall (siehe AbBl.12a).
Tatsachlich haben wir die eindimensionalen Integrale schon berechnet Kge
(4.609). Fur ein aquidistantes Gitter erhalten wir deshalb aus 4.69 und (4.69
mit dy = ( y=2)d

dy : (4.87)

Z
1 y
@), @ 2 @, @, (469 1 T
S dy = M=1d "=7 —( 1,2 1) = Ly,
y cayayYT ¢ @ e e ) o
(4.88a)
Z1 lZ ey 1 21

Das vorletzte Gleichheitszeichen giltefr je ein Element des Vektors, je nachdem wie
der Knoten i relativ zu zum Knoten m liegt. Die Elemente des Spaltenvektork,
beziehen sich also auf die Punkte N, P und S (in geographischer Nadaf, und
diejenigen des ZeilenvektorM, auf die Punkte W, P und E. Neben diesen 5Sdilen
treten aber noch 4 andere &lle auf, bei denen sich die Testfunktionen der Knoten
m und i mberlappen. Einer dieser Rlle ist in Abb. 4.1% skizziert.

Da die Integration mber die Flache bei den verwendeten bilinearen Elementen
immer in zwei eindimensionale Integrationember x und y bzw. eber und sepa-
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4.4. Finite Elemente

(@) (b)

Abbildung 4.12.: Zwei von neun Meglichkeiten der Uberlappung der Grund achen
(schra ert) von bilinearen Testfunktionen. Der Knoten m ist rot und der Knoten i ist
grein angedeutet.

riert, kann man alle Felle durch dasdyadische Produl® von M, und L, erhalten.
DiesesTensorproduktschreibt man gelegentlich auch als,y, M,. Demnach ist

0 l1
1 121
Ly My= —@ 2 A gy 4.89
W X y?2 1 6'3 6 (4.89)
0 1 0 1
. () (D 5(D 3 1 16 2=83 16
= —@ 2 1 2 2 2 1 A=_—@ 13 43 1=3A:
Y (y r(y 2 (y i y 1=6 2=3 16

Fur den betrachteten zweiten Summanden in4(83 erhalten wir damit fer jeden
Punkt m des Integrationsgebiets denselben Satz von 9 von Null verschieele Ko-
e zienten in Form des dyadischen ProduktsL,, M, (bis auf das Vorzeichen).
Die Position des jeweiligen Koe zienten innerhalb der 3 3 Matrix (4.89 gibt die
relative Lage der beteiligten Knoten an.

In analoger Weise kann man mit dem ersten Summanden id.83 verfahren.
Da in diesem Summanden nur die Ableitung beglich der anderen Koordinaten-
richtung (nach x) auftritt, erhalten wir alle Integrale des ersten Summanden durch
My Ly (Vertauschung vonx undy). Wenn wir nun Gleichung @.82 durch x y
dividieren, erhalten wir (der Knotenindexi entspricht den Gitterindizesj und k:
w; ! Wj;k)

| My LXX{Z+ Lyy |\/|X}w,-;k =1; (4.90)

B= x vy

20Als Ergebnis des dyadischen Produkts (oder auch Tensorprodukbzw. au eres Produkt) zweier
Vektoren (einfach indizierte Objekte) erhalt man eine Matrix (zweifach indiziertes Objekt):
ab = aly = Cj. Man schreibt auch ab = a b. Die besondere Kennzeichnung durch
ist nicht erforderlich, wenn man das Skalarprodukt immer, wie hier, mit  schreibt. Beachte:
a b=ab6hba=b a=(a b'.

HLJC' KNSy 85

merische Methoden der Str emungs- und W armetechnik



4. Raumliche Diskretisierung: Gewichtete Residuen

mit
1. 2.1 _ 1.2 17
L= —30 32 0 Lw= Ty yE (4.91a)
und T
121 121
M= g ¢ M7 g3 (@910
Damit lautet
0 1
. 0 61 1=6 1=3 1=6
M, LXX=7@2:3A f {2]? %2_3 4=3 2=3§ (4.92)
|_{Z_} in ing?;htujng 16 1= 16
in ;Tg?;htuzg

Beachte, da in (4.82 bzw. (4.90 wber alle Knoten miti = (j; k), d.h. eberj und
k summiert wird.?* Daher resultiert aus dem Produkt vonMy L, mit wj, eine
Summeewber allew; der 9 beteiligten Elemente, gewichtet mit den entsprechenden
Koe zienten von My Ly . Gleichung @.90 ist also eine skalare Gleichunguf den
Knoten m. Entsprechend dieser Betrachtungen erhalten wir im ersten Sunamden

von (4.90
W 1k 2Wik + W k.

Lxij;k = X2 (4-93)
Dann wird
Wi 1k 2Wjk + Wji1:
_ ] Lk ik j+1:k
LWk Wik 1t Wisaka 2 Wk Wik t Wik
6 X2 3 X2
1 W oaker 2Wjk+1r + Wisg ket 4.94
+ 6 X2 ( . )

und fur den zweiten Summanden von4(90 (vgl. (4.92)

Ly Mxwjx = y;z M
Sl oW oskr AW kP Wk 20 Wik 1 Wik F Wik
6 y2 3 y2
L1 Wik 1 Wikt Wik (4.95)
6 y?

Gleichung @.90 ist eine 9-Punkt-Formel. Die vergleichbare 5-Punkt-Formelefr

21Dje Notation ist daher hier nicht ganz sauber, denn in ¢.90) hat man ein doppeltes Skalarpro-
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4.4. Finite Elemente

zentrale nite Di erenzen lautet

oW nk Wik F Wi o Wik 1 2Wik + Wik
X2 y2

=1: (4.96)

Man kann sie formal aus 4.90 reproduzieren, wenn maM, = M, = (0; 1; 0) setzt.

Die OperatorenM, und L, traten auch schon bei der bsung der eindimen-
sionalen Warmeleitungsgleichung 4.72 auf. Es ist daher interessant zu bemerken,
da diese Operatoren bei dem zweidimensionalen Problem im Rahmernr daiten
Volumen in Form des Tensorprodukts auftreten.

In Gleichung (4.90 sind jeweils 9 Unbekannte miteinander verkoppelt. Man kann
das #ir alle Gitterpunkte (j; k) resultierende Gleichungssystem bequem durshik-
zessiveUberrelaxation (SOR) lesen (siehe Vorl.Numerische Methoden der Inge-
nieurwissenschaftenLVA-Nr. 322.036). Diese Methode wurde auch schon im Zu-
sammenhang mit der bsung der Laplace-Gleichung mittels niter Volumen 4.39
erwahnt. Zur Ubung kennte man dies auch einmal programmieren. Eine Imple-
mentierung eines entsprechenden FORTRAN-Programms ist iRletcher (1991)
beschrieben. Durch Gitterverfeinerung kann man zeigen, da da&snite-Elemente-
Verfahren (4.90 von zweiter Ordnung ist (der Diskretisierungsfehler skaliert mit

x?2 und y?) und eine Genauigkeit besitzt, die mit niten Di erenzen vergleich-
bar ist.

4.4.5. Verzerrte Gebiete

Ein Hauptanwendungsgebiet niter Elemente ist die Integration vonDi erential-
gleichungen auf irreguren Gebieten. Fir Dreieckselemente in 2D und Tetraeder
in 3D ist dies sofort einsichtig. Aber auch viereckige bzw. kubische ¢kiaeder-)
Elemente lassen sich zur Berechnung auf komplexen Gebieten verden. Vierecks-
bzw. Hexaeder-Elemente werden gerne verwendet, weil man $ie leichter ein Git-
ter generieren kann alsefr Dreiecks- bzw. Tetraeder-Elementé

Wenn man nun ein komplexes Gebiet hat,édnnte man die Testfunktionen @ér die
niten Elemente im physikalischen Raum de nieren und auch dort die Itegrationen
durchfuhren. Dieses Verfahreneét sich aber nicht leicht verallgemeinern, wenn
beispielsweise das Gebiet (und damit das Gitter) nur ein wenig ey&dert wird.
Die Idee ist daher, eine einfache Transformation zu nden, mit deneHilfe jedes
Element eines gegebenen viereckigen (kubischen) Gitters und seéfmotenpunkte
auf ein und dasselbe Quadrat( )2 [ 1;1] [ 1;1] (bzw. auf den Kubus [ 1;1F)
transformiert wird (Abb. 4.13.

Fur lineare zweidimensionale Viereckselemente mnt= 4 Knoten wird dies mit

dukt (doppelte Verjungung) wischen den Dyaden undwjy .
22Dje Gittergenerierung ist ein Thema fur sich und wird ansatzweise im zweiten Teil der Vorlesung,
Numerische Methoden der Stomungsmechanik LVA-Nr. 302.042, behandelt.
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4. Raumliche Diskretisierung: Gewichtete Residuen

Abbildung 4.13.: Transformation

2 eines Elements eines krummlini-
gen Gitters (Koordinaten x und
y) auf ein universelles Quadrat
mit Koordinaten ( ; ).

der isoparametrischen Transformatio’® (x;y) $ (; )

x4 x4
X(; )= X 1(s ) y(; )= yi () (4.97)

1=1 1=1

erreicht. Dies ist eine bilineare Interpolation zwischen den Knotenputen im phy-
sikalischen Raum. In Vektorform lautet sie

X4
X(; )= (5 )xi: (4.98)

Dabei sind die vier Vektorenx, = (x;;y;)" die physikalischen Koordinaten der vier
Knoten eines linearen Elements und,( ; ) sind die linearen Testfunktionen §.53
auf[ 1;1] [ 1;1).

Um die entscheidenden Schritte bei der Anwendung zu zeigen, lestinten wir die
Poisson-Gleichung 2w = 1 auf einem irregulren Gebiet. Bei der Projektion des
Residuums erlalt man ein lineares System wie4.82 der Form

B w=G: (4.99)

Die Matrix B entsteht hierbei durch die Projektion vonr 2w auf die Testfunktionen
m-. Nach partieller Integration ergibt sich #r B die Form

Z
@m @j + @m@j
s @x@x @y@y

hat. Die Integration erstreckt sich hierbei wie immeerber das gesamte physikalische
IntegrationsgebietS.

Die Integration mber das irreguare Gitter kann man nun in eine Integration
eiber ein reguéires Gitter mberfethren. Dazu betrachten wir exemplarisch den ersten
Summanden in ¢.10Q

Bmj = dx dy (4.100)

z
_@ne;
s @x @x

Z3|soparametrisch bedeutet, da fur die Koordinatentransformation dieselben Funktionen gewahlt

I dx dy (4.101)
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4.5. Spektrale Methoden

und fuhren alle Ableitungen und Integrationen besglich x und y auf die Variablen
und entsprechend 4.97) zureck. Fuer die partiellen Ableitungen gilt allgemein

%@@§ XCiy( = %g g %@X§ (xy) (4102
e _©,@ , oy
J

mit der Jacobi-Matrix J. Die Elemente vonJ kennen mittels (4.97) berechnet
werden. Unter Verwendung von4.53, d.h. (; )=(@Q+ , )@+ , )=4, st bei-
spielsweise

@y Xt @, iR

=y Ely = o 1+ : 4.103
@ B @ Yi 4 1 ( )Y ( )
Mit der Umkehrung von (4.1092*
0 1 0 1 0 0
@ _@ @ @ _@
— 1
% %X = % @8@ i det(J % @@ @@ % @g@ ' (4.109)
@y ° P o, @

und dxdy = det(J)d d kennen wir das gesuchte Integral daher schreiben als eine
Summe von Integralereiber einzelne reguwre Elemente

X £1%1 1 @@. @@n @@ 0® .

1 1detJ) @ @ @ @ @@ @@

Elemente

(4.105)
wobei die Summeaber alle Elemente zur erstrecken ist, die zum Integrdl eber S
beitragen. Dies mngt von der Lage der Knoten und der Reichweite der zugetigen
Interpolationsfunktionen ab (siehe Abb.4.12). Der Vorteil der isoparametrischen
Transformation besteht darin, da alle Terme in @.109 Funktionen von und
sind, und da die Elemente regudr (quadratisch) sind. Die Integration kann dann
relativ einfach numerisch durchgefhrt werden, z.B. durch Gau -Quadratur.

4.5. Spektrale Methoden

Wie alle Methoden der gewichteten Residuen gehen auch spektraletivbelen vom
Ansatz (4.1) aus. Allerdings sind die Ansatzfunktionen und die Gewichtsfunktian

werden wie #ir die Ansatzfunktionen.
24|nversion einer 2 2-Matrix:

a b L1 d b

A:cd ) Aadbcca
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4. Raumliche Diskretisierung: Gewichtete Residuen

nicht um einen Knoten lokalisiert wie bei den niten Elementen. Vielmehsind die
Ansatzfunktionen auf dem gesamten Volumen de niert.

Bei Problemen mit einfachen Geometrien und glatten Randbedingueg?® fer
welche auch die bsungen hinreichend glatt sind, besitzen spektrale Methode ent-
scheidende Vorteile gegerber anderen Methoden. In diesen édlen kann man ge-
naue Naherungen schon mit einer sehr geringen Anzahl von Ansatzfuien (Mo-
den) erhalten. Speziell ér Probleme auf periodischen Gebieten mit unendlich oft
stetig di erenzierbaren Lesungen kann man zeigen, da der Fehler spektraler Me-
thoden von der OrdnungO[(1=N)™] ist. Hierbei ist N die Anzahl der Ansatzfunk-
tionen und m steht im Zusammenhang mit der Anzahl der kontinuierlichen Ablei-
tungen der zu approximierenden Funktion. Bei der spektralen Appximation einer
unendlich oft stetig di erenzierbaren Funktion ist die Fehlerordnuig damit geringer
als jede Potenz von (£N).2¢ Diese Eigenschaft wird auckexponentielle Konvergenz
genannt (Canuto et al,, 1989. Bei glatten Problemen in einfachen Geometrien ist
die Genauigkeit spektraler Verfahren daher nicht zwbertre en. Sie sind jedoch
nicht so leicht anzuwenden, wenn das Gebiet eine komplexe Geometigweist
oder die Randbedingungen nicht glatt sind.

Bei den klassischen spektralen Methoden wie dem Galerkin-Verfahrrechnet
man im wesentlich mit den Fourieramplituden. Sie sind die zu bestimmenddJn-
bekannten. Daher shrt die Bezeichnungspektral Es zeigt sich aber, da die Berech-
nung nichtlinearer Terme bei einer rein spektralen Diskretisierungebkr recheninten-
siv ist, da sie bei der Transformation in den spektralen Raum in Faltugsintegrale
ubergeher?’ Mit der Einfuhrung (seit 1965) von schnellen Transformationen (z.B.
der Fast Fourier Transform FFT) vom spektralen Raum in den Ortsraum und zu-
recck wurde es maglich, die Faktoren der nichtlinearen Terme in den Ortsraum zu
transformieren, erst dort miteinander zu multiplizieren und das Prdukt dann wie-
der in den spektralen Raum zwickzutransformieren. Diese Vorgehensweise nennt
man pseudospektralDie pseudospektrale Methode ist bei gro en Problemen we-

25Glatt bedeutet, da die Randbedingungen hinreichend oft (am besen beliebig oft) stetig di e-
renzierbar sind. Ein Sprung in der Randtemperatur ware z.B. nicht glatt.

26Die Anzahl N der Ansatzfunktionen entspricht hierbei der Anzahl N der Gitterpunkte (gleiche
Anzahl von Unbekannten). 1=N entspricht dann dem Gitterabstand x.

27\Wenn wir den nichtlinearen Term f (x)g(x) durch die Fouriertransformierten f'(k) und (k)

darstellen, dann gilt mit der Variablen-Transformation von k®nachl, k=1 k mit dl = dk®
im Schritt ()
1 41 , 1 41 10
f(X)g(x) = p= f\(k)e " dk P5= g(k%e > dk®
1 g1 1 ) . ' O 1 Z41 2, )
= (k) g(kYe FkIxdk dk®'= > o ke ™dkdl
1 1 1
1 Z, 1 41 ,
= p— p— gl kdk e ™di:
2 2

Die eckige Klammer nennt man Faltungsintegral. wir kennen es als Fouriertransformierte des
Produkts f (x)g(x) identi zieren.
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4.5. Spektrale Methoden

sentlich schneller als die reine spektrale Methode. Das hat der (pde)spektralen
Behandlung der Navier-Stokes-Gleichung zu einem gewissen Durctdh verhol-
fen. Bei Verwendung von Kollokation kann man praktisch vollgtndig im Ortsraum
rechnen, man nutzt aber die Eigenschaften der Ansatzfunktiong um geeignete
Gitter zu wahlen und die Ableitungen der Funktionen optimal zu berechnen. Je
nach Verfahren geht man also vom spektralen oder vom Orts-Rauswmis.

Die Ansatzfunktionen sind bei spektralen Methoden oft orthogai zueinander®
Ein System von Funktionenf ;(X;y;z)gist orthogonal wenn fr beliebige Elemente

i und ; des Funktionensystems giff

Z

hij ji = Vw(x) (X)) j(x)dV = N; = gl;' S0 fsonfs’t (4.106)
wobei j das Kronecker-Symbolist, und w(x) eine Gewichtsfunktion, die von der
Art der Ansatzfunktionen abhengt. Das integrale Produkth ;j i de niert ein Ska-
larprodukt zwischen den Funktionen ; des Funktionenraums. Beiorthonormalen
Funktionen ist der Normierungsfaktor N; = 1. Beispiele #r orthogonale Funk-
tionen sind Harmonische (Fourier-Reihen), Chebyshev-Polynomeler Legendre-

Polynome.

4.5.1. Galerkin-Methode

Zur Demonstration der spektralen Methode betrachten wir wiededas Di usions-
problem (1.50 auf x 2 [0; 1]

%t % =0 (4.107)
Spezielle Anfangsbedingungen
Wir wahlen nun die speziellen Rand- und Anfangsbedingungen
T(O;t)=0; T(L;t)=1 und T(x;0) = x +sin x: (4.108)

Fur diese Bedingungenel t sich die exakte Lesung leicht angeben (vgl.1.56)
T(xt)= x+e “sin(x): (4.109)

Um die Di usionsgleichung @.107 spektral zu lesen, verwenden wir harmonische
Funktionen und setzen die bsung als Fourier-Reihe mit zeitab&ingigen Koe zien-

ten an ,
X
T(x;t)= x+sin x + g (t)sin(j x ): (4.110)
j=1

28Bej der klassischen Galerkin-Methode ist dies im allgemeinen nicht der .
29Dje Schreibweisehji wird auch bra-ket-Notation genannt, motiviert durch das englischebracket
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4. Raumliche Diskretisierung: Gewichtete Residuen

Es ist sinnvoll, die beiden ersten Summanden so zwklen, da die Randbedingun-
gen erkllt sind. Unserer Wahl x + sin( x ) gereigt au erdem noch der Anfangsbe-
dingung. Fer den Rest suchen wir eine Funktion, die am Rand und zum Zeitpunkt
t = 0 verschwindet. Die homogenen Randbedingungen werden von dé&omktio-
nensystemfsin(j x )g erfellt. Fur sie gilt das Skalarprodukt (siehe 4.109 oder
Fu note 4 auf Seite58)

Zl
hsin(i x )jsin( x )i = sin(i x ) sin(j x )dx
Z, 0
:% fcos[f j)x] cos[f+])x]gdx (4.112)
0
gi@] 1 osinf(j)x] sin[_(i+_j)x]1:0;§ “
= ZZ (l J) (|+J) 0 - .
2. . 1 1d 1 sinfi+j)x] ' 1 2 2
.I—J.EOXEWO—E :

Feur homogene Randbedingungen bilden die Funktionen sjn( ) ein vollstandiges
Funktionensystem auf dem Intervall [01].
Wenn man den Ansatz ¢.110 in die Di usionsgleichung einsetzt, erlalt man das
Residuum
X da = ., , o 9
R(x;t) = o + ] a sin(x )+ sin( x): (4.112)
j=1

Zur Bestimmung der unbekannten Koe zientena; (t) wird nun das Residuum auf
die Gewichtsfunktionen |, projiziert, die hier identisch mit den Ansatzfunktionen
m = sin(m x ) gewahlt werden, und zu Null gesetzt. Wir verlangen also

Z 1
02 hsin(m x )jROG)i = R(X)sin(m x ) dx (4.113)
0
X .
= ci% + | 2 %y |"5in(m X &sin(j X )i + 2 |'sin(m x{)é' sin( x )i :

i=1 1
2 m

N

ml

Fur lineare PDEs erster Ordnung in der Zeit ergibt sich so im allgemeinenne
lineares System gewhnlicher Di erentialgleichungen erster Ordnung der Form

d
Ad—?+B a+r=0 (4.114)
fur die unbekannten Koe zienten a(t) = an(t). Bei linearen Di erentialgleichungen

(wie hier) erkennt man den Vorteil orthogonaler Funktionen: Es tagen zur Summe

Der Stern bezeichnet das konjugiert Komplexe @r den Fall, da komplexe Funktionen ver-
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in (4.113 nur Integrale mit j = m bei, so da in den Matrizen A und B nur
die Diagonalen besetzt sind. Vom zweiten Integral (Skalarprodukbleibt nur der
Beitrag mit m = 1 wbrig. Damit erhalten wir (der Normierungsfaktor N; = 1=2
fallt heraus)

d
d;a:‘+ m? 2an,+rm =0; (4.115)
mitr=rn,= 2,=( %0;,0;::)7. Die Lesunga(t) kann man sofort ablesen

a,e ™ fallsm61;

() = an(t) = ae U 1 fallsm=1:

(4.116)

Die konstanten Amplituden &, werden durch die Anfangsbedingungt (= 0) fest-
gelegt. Mit der Anfangsbedingunga, (t = 0) = 0 gilt daher “a,, =0 fur m 6 1 und
8, = 1. Dies fuhrt auf die Lesung

1 sin(x)=e ‘'sin(x)+ x: (4.117)

T(xt)=x+sin(x)+ e
Tatsachlich ist diese losung, die wir #ir jede AbbruchordnungJ 1 erhalten,
identisch mit der exakten Losung @.109. Dies liegt hier an der besondere Wahl
der Anfangsbedingung. Mit den Anfangsbedingungen hatten wiramlich gerade
die exakte asymptotische bsungT(x;t!'1 )= xfurt!1 gewahlt, plus einem
Beitrag sin(x ), der gerade der ersten Mod¢ = 1 entspricht. Da die Warmelei-
tungsgleichung linear ist, wird diese Mode einfach exponentiell gadpft, was man
an (4.117) sieht. Fur eine allgemeinere Anfangsbedingung exhh man naterlich kei-
ne exakte losung, wenn man den Ansatz4(11Q bei einer endlichen OrdnungJ
abbricht.

Allgemeinere Anfangsbedingungen

Wir wahlen nun die algebraische Anfangsbedingugx; 0) = 5x  4x? bei gleichen
Randbedingungen. Wir erwarten, da die Abweichung» 4x? dieser Anfangsbe-
dingung von der asymptotischen asungT(x;t ' 1 ) = x exponentiell mit der Zeit
zerfallen wird. Dazu lonnen wir uns &  4x? in die spektralen Bestandteile zerlegt
vorstellen, wobei jede spektrale Komponente unakhgig von den anderen Kom-
ponenten (lineares System) mit seiner charakteristischen Zeitkstante abklingt.
Die Abklingrate m 2 2 steigt quadratisch mit der Wellenzahlm der spektralen
Komponente an, eine typische und wichtige Eigenschaft des di usivelerms.
Wir setzen nun den Ansatz

X
T(x;t)=5x 4x*+  a(t)sin(x ) (4.118)
j=1

in die Warmeleitungsgleichung ein. Vom algebraischen Anteil des Ansatzdgibt
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4. Raumliche Diskretisierung: Gewichtete Residuen

dann nur noch @2(5x 4x?) =8 wbrig, und das Residuum lautet

X .
R(x;t) = cijitl‘+ j 2% sin(x)+8: (4.119)
j=1

Die Projektion hsin(m x )jR(x;t)i = O liefert uns

0= ddit’ + | 2 %y |15in(m X &sin(j X )i + I15in(m{%< )j8 } ; (4.120)
()

mj =2

Mit der Auswertung des letzten Integrals ()% in (4.120 ergeben sich dann die
Bestimmungsgleichungenefr a,, (t)

daer

16
'y m? 2an, +m_[1 ( 1)M]=0: (4.121)

Die Amplituden a,,(t) der Moden zerfallen exponentiell zu Ond gerade) oder zu
32=m® 3 (m ungerade)

8
< arne m22t;

falls m gerade
am(t) =

32 4.122
a,e m? % et falls m ungerade ( )

Damit die Anfangsbedingunga, (t = 0) = 0 realisiert wird, mu "a,, = 0 sein (m

wendet werden.
30

z 1
hsin(m x )j8 i =8 sin(m x )dx = 8—[ cos(m x )]g
0 8 m
< 16
_ 8_[1 (D= mo m ungerade
m ©0; m gerade
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4.5. Spektrale Methoden

157 ,/;,,,:jif'/@ S O\\e\
, N
l L
T t=11-
o5/ Tt
% 05 1

X

Abbildung 4.14.: Die Lesung der eindimensionalen WWrmeleitungsgleichung in verschie-
denen Approximationen. Die Symbole () deuten die exakten Anfangsbedingungen an.
In unmittelbarer Nachbarschaft dieser Punkte nden sich die Galerkin-Approximationen
(4.123 mit J = 1, 2 und 3 fur t = 0. Die mittlere Kurve zeigt die nicht mehr voneinan-
der zu unterscheidenden Approximationen mitJ = 1, 2 und 3 fur t = t;-, (siehe Text).
Au erdem ist das asymptotische lineare Prolfurt ! 1  eingezeichnet (ren).

gerade) unday, = 32=m® 3 (m ungerade). Also lautet die losung*

X 32
T(x;t)=5x 4x*+ 33 el ”’ 1 sin(x)
j u%g:élrade
. X (i 12 2t
M2 gy a243p C > s Snl@  x] (4.123)
- @1

X o @ 1?2

@)
= x+32 -
TS L@ 1ee

sin[(3 1) x]:

Dieselbe losungsstruktur hatten wir auch schon in Kapl.2.4durch Separation der
Variablen erhalten.

Die Fourier-Reihe @.123 konvergiert mit wachsendemJ extrem schnell (Abb.
4.14). Zum Zeitpunkt t;- = In(2) =(  2), zu dem die Amplitude der Modej = 1
auf die Halfte der Anfangsge e (Faktor 1=2) abgefallen ist, sind die drei ersten

31Beim letzten Gleichheitszeichen () wurde die Fourierreinendarstellung

X 32
X1 x)= js—ssin(jx )
j ur]1g:elrade

ausgenutzt. Beachte, da 4 4x? auf dem Rand des Gebiets [01] verschwindet und daher
durch eine reine Sinus-Reihe dargestellt werden kann.
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4. Raumliche Diskretisierung: Gewichtete Residuen

Naherungen in Abb.4.14 schon nicht mehr von einander zu unterscheiden, da die
heheren Moden noch schneller abklingen (mit Zerfallsraten j 2).

Fur die hier verwendete Diskretisierung der eindimensionalena&hmeleitungsglei-
chung mittels harmonischer Funktionen konnten wir die Zeitintegrabn analytisch
durchfehren. Um verschiedene Fehlerquellen zu vergleichen, kann man ihi1@J)
da, =dt auch durch Vorwartsdi erenzen approximieren. Dann lassen sich die beiden
Fehlerquellen aus demeumlichen spektralen und dem zeitlichen niten Di erenzen-
Verfahren leicht identi zieren (siehe Tabelle 5.13 irletcher (1991)).

In den vorangegangenen Beispielen konnten wir in den Aatzen (4.110Q und
(4.119 je eine Funktion abspalten, welche die Randbedingungen exaktwtf. Das
ist aber nicht immer in dieser Form neglich. Wenn z.B. dieJ Ansatzfunktionen
die Randbedingungen nicht ekfllen, kann man die sogenannte -Methodeverwen-
den. Dabei wird das Residuum nur aul M Moden projiziert, wobei M die
Anzahl der nicht erfullten Randbedingungen ist. Um das System eindeutig ze-|
sen, nimmt man zu diesed M Gleichungen dann nochiM Gleichungen hinzu,
die sich durch das Einsetzen des Ansatzes in die Randbedingungegeben. Dies
wird anhand der Di usionsgleichung mit Neumann-Randbedingungen ifletcher
(1991a) demonstriert.

4.6. Pseudospektrale Methode

Bei einer rein spektralen Methode, wie zum Beispiel der Galerkin-Meide, wird
die gesamte Rechnung (Zeitintegration) im spektralen Raum durchfyhrt (z.B.
im Fourier-Raum oder im Chebyshev-Raum). Diese Vorgehensweisehlsi nicht-
linearen Termen rechenintensiv, da man zumindest Doppelsummeruégiratische
Nichtlinearit at) auswerten mu .3 Es stellt sich heraus, da man den Rechenauf-
wand reduzieren kann, wenn man nur teilweise im spektralen Raum heet und ge-
wisse Ausdeicke im Ortsraum berechnet. Eine solche Methode wingseudospektral
genannt. Um e zient pseudospektral rechnen zu &énnen, werden schnelle Transfor-
mationen zwischen dem Ortsraum und dem spektralen Raum bstigt. Die Ent-
deckung der schnellen Fourier-TransformationFast Fourier Transform, FFT) war
ein entscheidender Fortschritt, mit dem die pseudospektrale Metkle gegember
anderen (nicht-spektralen) Methoden konkurrenzhig wurde. Im folgenden sollen
einige Elemente pseudospektraler Methoden vorgestellt werden.

4.6.1. Fourier-Transformation

Da die schnellen Transformationen zwischen Orts- und Spektralnaweine Schiissel-
stellung einnehmen, soll beispielhaft die schnelle Fourier-Transfaation behandelt
werden. Entsprechende schnelle Transformationen gibt es auein &ndere Funktio-
nensysteme, insbesondere auar fChebyshev-Polynome, die im achsten Unterka-
pitel vorgestellt werden.

32gjehe dazu Fu note 27 auf S. 90 und auch weiter unten.
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4.6. Pseudospektrale Methode

Diskrete Fouriertransformation

Die schnelle Fourier-Transformation (FFT) basiert auf derdiskreten Fourier-
Transformation (DFT) . Wir betrachten eine 2 -periodische Funktionu(x), die an
N aquidistanten Punkten x; ausgewertet (gsampled wird. Die Intervall ange ist
dann x =2 =N und die Stitzpunkte be nden sich bei

-2

Xj = N mit j =1;::;N: (4.124)

Die Werte der betrachteten Funktion an den Sdtzstellen im Ortsraum sind
up = u(xj): (4.125)

Dann stellen wir die Funktion u(x) durch die diskrete Fourier-Reihe® dar (siehe
auch (2.39 und (2.37 in Kap. 2.4.3

X .
up = u(x;) = e i j =1;unN: (4.126)
k= K

DieseN Gleichungen bieten Informationen zur Bestimmung volN = 2K +1 unbe-
kannten Amplituden &. Sie sind gegeben durch diiskrete Fourier-Transformation

Oy = N Ume om - = KoK (4.127)

Um diese Relation beweisen zuekinen, bemtigen wir die diskrete Orthogonaliats-
relation fur die harmonischen Funktionen ¥ des Fourier-Systems

o IM@i=N ) gk@]=N ) = X dlk m2jsN N; fallsk m=nN; n2Z
_ _ 0; sonst
j=1 j=1
(4.128)

Diese Orthogonaligtsrelation kann man sich leicht klarmachen. Denn wenkh m =
nN ist, dann ist der Exponent ein ganzzahliges Vielfaches vonidind damit lauten
alle Summanden @2 = 1. Der Summand mit Wert 1 taucht dann genauN -mal
auf. Falls jedochk m = g2 Z 6 nN ist, dann liegen die Summanden'® (=N)
furj =1;::; N gleichma ig verteilt auf dem Einheitskreis in der komplexen Ebene.
Die komplexen Zeigemberstreichen dabei den Winkelbereich von @=N (j = 1)

33Beachte, da man die Summationsbereiche&k = K;:::;K undj =1;::;N beliebig verschieben
kann, wenn die Funktionswerte u; periodisch inj fortgesetzt werden (mit Periode N), was
wir hier annehmen. Denn der Faktor i = eKi2=N st periodisch in k mit Periode N, weil
k! k+ N nurden Zusatzfaktor €21 =1 liefert. Au erdem ist auch die Fourier-Transformierte
0k N -periodisch ink (siehe @.127). Dies erklart den nur formalen Unterschied zwischen 4.126
und (2.36).
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4. Raumliche Diskretisierung: Gewichtete Residuen

bis 2g (j = N) mit dem Inkrement 2q=N . Der Einheitskreis wird alsog-mal
eiberstrichen. Wegen der Gleichverteilung der Zeiger kompensierge sich zu Null.
Die Orthogonalitatsrelation (4.129 kennen wir nun verwenden, um die diskrete
Fourier-Transformation zu beweisen. Wenn wir4.127 in (4.129 einsetzen, erhalten
wir34
|

- X( 1 X\I ikKXm eikxj - 1 X\I ék(xj Xm)
k= K m=1 m=1 k= K
R

m=1 r: K {Z } m=1

=N jm ; (4.129)

Damit haben wir bewiesen, da ¢.127 die Umkehrung von @.129 ist.
Wenn u; 2 R reell ist, dann istu; = u; und es gilt

1 X . . 1 X .
0= —  upetlm M2t oy etk gy (4.130)

Damit sind nur nochK +1 Amplituden unabhangig voneinander, was den Rechen-
aufwand verringert.
Diskrete Fouriertransformation als lineare Operation

Wenn wir die Gitterpunkte (4.129 einsetzen, erhalten wir aus4.126 fer den Vektor
der Funktionswerte

u=u = okfékl{z’z_'“} = (4.131)
k= K Gijk

Wir sehen also, da die Abbildungtt ! u der Amplituden auf die Funktionswerte
(Transformation aus dem Fourier-Raum in den Ortsraum) eine linearTransforma-
tion ist, die durch eine Multiplikation mit der symmetrischen Matrix

G= Gy =ez™ (4.132)

erreicht wird. Diese Transformation kostetO(N2) Operationen (Multiplikationen).
Entsprechend kann man auch die diskrete Fouriertransformatiof.127 als Multi-
plikation einer Matrix mit dem Vektor der Funktionswerte schreiben

0=F u (4.133)

34Beachte, da der Summationsbereich in der Orthogonaligtsrelation keine Rolle spielt, solange
er wber N zusammenlangende ganze Zahlen geht.

98

. H|w5uu
Numerische Methoden der Str emungs- und W armetec nik



4.6. Pseudospektrale Methode

mit der Transformationsmatrix (vgl. (4.127)

1 o=
F=Fim = 7€ km2=N . (4.134)
Mit Hilfe der diskreten Orthogonalitatsrelation (4.12§ kann man zeigen, da F die
Inverse vonGist: F= G 1. Denn es gilf®

X

@ Ki=N g 2 ikm=N _ e k(G m)=N _ pm = I (4.135)

1 1
G F= = =
Nk= K N k=1

Schnelle Fourier-Transformation

Wie wir gesehen haben, kostet die Berechnung der Fourier-Traoshierten ¢ aus
den Funktionswertenu (bzw. umgekehrt) eine Anzahl vonO(N?) Operationen
(Matrix-Multiplikation), wenn man die normale Matrix-Vektor-Multiplik ation ver-
wendet. Die Anzahl der Operationen kann man reduzieren, wenn manders vor-
geht.

Bei der schnellen Fouriertransformation(FFT) wird die urspr engliche Fourier-
transformation fer N Punkte sukzessive auf Fourier-Transformationen mit jeweils
der halben Anzahl von Punkten zuackgekhrt (N ! N=2! N=4! ::). Diese
Aufspaltung wird solange fortgesetzt bis nur noch die triviale Fourtferansformati-
on fur einen einzigen Punktebrig bleibt.

Mit Hilfe der FFT kann man die Anzahl der erforderlichen Operationenauf
O(N log, N) reduzieren. Bei gro en Werten vonN, sagen wirN = 128, ist die
FFT damit um einen Faktor von N=log, N = 128=7 18 schneller als die Matrix-
Multiplikation. 3¢ In drei Dimensionen ergibt sich damit schon der bedichtliche
Faktor 18 6 10°. Je g®er N desto ge er ist die relative Ersparnis.

Um die Vorteile der FFT nutzen zu lennen, darfN keine Primzahl sein. Die
gre te Beschleunigung erlalt man, wennN eine Potenz von 2 istN = 2P, p2 N.%
Dann kann man die diskrete Fourier-Transformationefr N Stetzstellen auf zwei
diskrete Fourier-Transformationen mit jeweildN=2 Stetzstellen zurickfehren, wenn
wir die Summe in zwei Teilsummen spalten, die sich nwber die geraden bzw. die
ungeraden Indizes erstrecken. Wenn wir die Summation von 0 & 1 laufen
lassen und den FaktoN ! vorerst weglassen, erhalten wir mitx; = 2 j=N aus
(4.127) die diskrete Fourier-Transformierte

1 Nx2 1 Nx2 1
ok — Uj e ik2j=N  — U2j e ik2 (2j)=N +
i=0 j=0 j=0

Upjsz € ik2 (2j+1)=N

35Der Summationsindex kann verschoben werden, da die Matrizen in giem Index periodisch sind
mit Periode N .

36Dies gilt nur im Prinzip. In der Praxis kommen noch andere Faktoren hinzu, vgl. Tab. 4.3.

37In (4.126 war N ungerade. Man kann aber auchN gerade wahlen und die Summe in ¢.126
von 1 bisN oder von 0 bisN 1 nehmen, vgl. Fu note 33 auf S. 97.
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4. Raumliche Diskretisierung: Gewichtete Residuen

NXZ 1 NXZ 1
— U2j e ik2 j= (N=2) +e ik2 =N U2j 41 € ik2j= (N=2); (4136)
j=0 j=0
| {z }oo |z} {z }
:=/UE"6”:=/Uf<O) i k=0;:::N=2 1 =Wk :=pQdd :=/Uf<1) i k=0:::N=2 1

mit W :=e 217N 38

Man sieht, da man die Fourier-Transformierteu} als Summe darstellen kann, die
aus den Fourier-Transformierten der Funktionswerte mit geraaelndizes und derje-
nigen mit ungeraden Indizes besteht. Beide Fourier-Transformanen haben dann
jeweils die halbe langeN=2. Dadurch haben wir schon eine Ersparnis: Die beiden
Fourier-Transformationen der langeN=2 kosten nur 2 (N=2)? = N =2 Operatio-
nen. Hinzu kommenN Multiplikationen mit einem komplexen Exponentialfaktor
und N Additionen (wenn man sie mitrechnen will); in Summe also

2

N
3 +2N <N 2%, fallsN > 4 (4.137)

Bei dieser Betrachtung haben wir ausgenutzt, da wir die Produld (in den Summen
eiberj) nur fur die halbe AnzahIN=2 derk-Werte bilden meissen, und nicht ér alle
k-Werte aus dem eigentlichen Bereich {8l  1]. Dies ist so, weil die Summanden
in den FTs der halben langeu?® und @¢e" periodisch ink sind mit der Periode
N=2. Denn #r festesj qilt

e ik2j= (N=2) Kt KENZ2 ka2 j= (N=2) iéi ; (4.138)

Wenn man dies beachtet, et man fur k =0;1;2;:::N=2 1

0 = 2 + wka: (4.139a)
O n=2 = B0 wka: (4.139b)

Das Minuszeichen vorWk in der zweiten Gleichung kommt vonWk*N=2 =
@ 2 i(k¥tN=2=N — o 2 iksNg i = \yk

Wir kennen nun die Zerlegung weiteshren und die beiden Summen in4.139
wieder in zwei Summenuber die geraden und die ungeraden Indizes aufspalten. Als
Beispiel sei die zweite Unterteilung durchgehrt,

Ng4 1 Ng4 1
(4.136) ik2 (2j)=(N=2 ik2 (2j +1) =(N=2
0, “2 Upzyye K2 @)=N=2) 4 Upgayap) € K2 @D =(N=2)
j=0 =0
| {z }
0
K o
%8Beachte:Wk = e 2N " =g 2 1kN
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4.6. Pseudospektrale Methode

Tabelle 4.2.: Zuordnung der Werte an den Gitterpunkten j zu den einzelnen FFTs bei
sukzessiver Halbierung der Punktzahl der FFTs. Eine O stehtfur gerade Punkte und
eine 1 #r ungerade Punkte. Bei jeder Aufteilung in zwei Fouriertransformationen fur die
geraden und die ungeraden Punkte, aber der halbendnge, wird dem Index (Bezeichnung
der FFT) eine 0 (gerade) oder eine 1 (ungerade) angemgt, je nachdem, ob es sich bei
der neuen Anordnung um eine gerade oder eine ungerade Positi in der momentanen
Fourierreihe handelt.
Gitterpunkt j O 1 2 3 4 5 6 7
0 1 0 1 0 1 0 1
FFT-Zuordnung 00 10 01 11 00 10 01 11
000 100 010 110 001 101 011 111
Bit-Inversion 000 001 010 011 100 101 110 111

Nx4 1 Nx4 1
+ Wk U2(2j)+1 € k2 (21)=N=2) 4 Uz2j +1)+1 € k2 (2] +1) =(N=2)
j=0 j=0
| {2 )
o)
41 4 1
_ "X -4 ik2j= (N=4) "X _ ik(2j +1) = (N=4)
= Uzj)€ + Uz2@j+1) €
i=0 j=0
|
Nx4 1 o Nx4 1 e '
+ WK Uzgzjyer © ik2j = (N=4) Ungzj +1y+1 € ik(2j +1) = (N=4)
j=0 j=0
4 1 4 1
— NX Uoroi 1 © ik2j= (N=4) +W2kNX Uoro: e ik2j = (N=4)
- 2(2j) 2(2j +1)
j=0 j=0
I {z } I {z }
=,U(koo) ; k=0;:5N=4 1 ='Uf<01); k=0;:;N=4 1
I {z }
0y |
Nx4 1 Nx4 1 '
+ Wk Up(zjyer € KA = (N=9 4\ 2 Uppj 41y € A= (N=4)
j=0 j=0
| {z } | {z }
=/U(klo) ; k=0;:N=4 1 'u(k“); k=0;:;N=4 1
I {z }
o
= (4.140)

Hierbei kennen die Exponentialfaktoren in den Summen ebenfalls als Potenzem
W ausgedeckt werden. WennN = 2P eine ganzzahlige Potenz von 2 ist, kann
man diese Aufteilung bis zu dem Punkt durchfhren, bei dem die Summe nur noch
eber einen einzigen Funktionswert zu bilden ist. Diese Prozedur ist sghaulich
in Tab. 4.2 dargestellt. Bei jeder Zerlegung in gerade bzw. ungerade Ternthedt
der zur Kennzeichnung hochgestellte Index voog”die Zier O (gerade) oder 1
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4. Raumliche Diskretisierung: Gewichtete Residuen

Abbildung 4.15.: Baumdiagramm der Aufspaltung einer FFT fur N = 8. Auf jeder Stufe
mu man eine gewichtete Summeewber die beiden Terme nehmen, die von der Stelle
verzweigen. Die Anzahl derk-Werte, fur die man das machen mu , halbiert sich aber mit
jeder Stufe. Die Ausgangsreihenfolge ergibt sich durch diBinarinversion des Gitterindex.

(ungerade) angelngt. Bei N = 8 mu man die Fouriertransformation dreimal
(= log ,(8)) in gerade und ungerade Beitige zerlegen. In der Tabelle ist die jeweilige
Zuordnung jedes einzelnen Summanden entweder zu den geradderaingeraden
Punkten der jeweiligen Transformation dargestellt. Wenn man aufein niedrigsten
Niveau angekommen ist, besteht die Fourier-Transformation nurath aus einem
einzigen Punkt. Wenn man die Kodierung (den hochgestellten Indexon &) der
resultierenden 1-Punkt-FFTs bitweise invertiert Bit-Inversion), erhalt man gerade
die Binar-Darstellung des Gitter-Indexj des jeweiligen Funktionswertes (Tab4.2).
Der FFT-Algorithmus besteht dann in einer sukzessiven gewichteteAddition der
im Baumdiagramm Abb. 4.15benachbarten Werte

In rekursiver Form kann man den Algorithmus (nach A. Bekele) wie fgt dar-
stellen:

procedure FFT(A)

Input: An array of complex values which has a size of 2form 0
Output: An array of complex values which is the DFT of the input

N := A.length
if N=1
return A
else
WN = ez i=N

39Die immer wiederkehrenden Operationen kbnnen auch durch das sogenannteButtery -
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4.6. Pseudospektrale Methode

W =1
Acven = (Ao Az il An 2)
Aodd = (A1 Az i Al 1)
Yeven := FFT( Aeven)
Yodd := FFT( Aodd)
for j:==0to N=2 1
Y[1= Yevenl 1+ W Yoqalj ]
Y[l + N=2] = Yevenl] W Youalj]

W =W W,y
end
return Y

end

Um den numerischen Aufwand abzuseltzen, beachten wir, da wir in jedem
Schritt N Werte berechnen missen, zum Beispiel

Woo0 % + Wo, 00 + w0l + wy ol (4.141)

Dazu beretigt man bei jeder Unterteilung O(N ) Operationen, denn die Anzahl der
Summanden erbht sich zwar mit der Tiefe der Unterteilung, aber in demselben
Ma e nimmt die Zahl der Werte k, fur welche man die Summen berechnen mu , ab
(wegen der Periodiziat des Ausdrucks). In dem Beispiel haben wi®(4) Summan-
den, die wiederum aus Summen bestehen, die aber nur N=4 k-Werte berechnet
werden nmussen. Da wir logN Unterteilungen haben, betagt der Gesamtaufwand
zur Berechnung vonug nur O(N log, N) Operationen Dies mu mit den O(N?)
Operationen #r die DFT verglichen werden.

4.6.2. Chebyshev Polynome
De nition und allgemeine Eigenschaften

Zur Beschreibung von Problemen mit periodischen Randbedingungsind Fourier-
moden am besten geeignet. In der Stmungsmechanik treten aber meist nicht-
periodische Randbedingungen auf, wenn man zum Beispiel an die &8tung in
einem Kanal denkt. In transversaler Richtung (senkrecht zur Hgptstremunsgrich-
tung) meissen wir die Variablen auf einem endlichen Intervall beschreiben, ve in
Randnahe hau g gro e Gradienten auftreten (Grenzschichten). Fir eine spektrale
Behandlung bieten sich dann Chebyshev-Polynome als Ansatzfuitdden an.

Die Chebyshev-Polynom&(x), k 2 Ng sind aufx 2 [ 1;1] de niert und lassen
sich mit den ersten Chebyshev-Polynomen{x) = 1 und T ,(x) = x aus der
Rekursionsformel(recurrence relation) gewinnen (Abramowitz and Stegun 1972

Tre1 (X) = 2XTi(X) Tk 1(X): (4.142)
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Abbildung 4.16.: Chebyshev-Polynome T (x) fur k =1;2;3;4 (a) und k = 30 (b).

Die Chebyshev-Polynome sin@rthogonalmit dem Skalarprodukt

VA 1
s ()T Tm(X) . . _ 2, m=0;
(4.143)
Mit x = cos lassen sich die Chebyshev-Polynome auch in der Form

Tk(x) = cos(k ) = cos [k arccosk)] (4.144)

darstellen, was man mit Hilfe der Rekursion4.142 beweisen kann. Diese Dar-
stellung ist hilfreich bei der Berechnung bestimmter Funktionsweet (Extrema und
Nullstellen). Die gute Randau esung der Chebyshev-Polynomeihrt daher, da die
Chebyshev-Polynome mit wachsender Ordnung immer schneller in der Mhe von
x = 1 oszillieren (Abb.4.1@). Mit arccos(1) = 0 und arccos( 1) = gilt an den
Randern T, (1) = cos(0) =1 und T( 1)=cos(k )=( 1) (Abb. 4.16).

Chebyshev-Kollokation

Die spektrale Darstellung einer Funktion u(x;t) mit Hilfe von Chebyshev-

Polynomen lautet
X

u(x;t) = Ok (D) Tk (X): (4.145)
k=0
Hierbei wollen wir die Zeitt noch nicht diskretisieren. Im Rahmen der Kollokations-
methode betrachten wir die Funktionu im Ortsraum an denN + 1 diskreten Kol-
lokationspunktenx;, j = 0;1;:::; N, wobei wir de nieren: u; = u(x;). Die Kollokati-
onspunkte kann man im Prinzip frei vahlen. Man kann aber zeigen, da es gewisse

Diagramm symbolisiert werden.
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4.6. Pseudospektrale Methode

optimale Kollokationspunkte gibt, die den Diskretisierungsfehler minimeren?° Die
optimalen Sttzstellen (d.h. Kollokationspunkte) hangen von den Ansatzfunktio-
nen ab. Fur Chebyshev-Polynome werden meistens die sogenann@au -Lobatto-
Punkte verwendet. Sie sind durch die Extrema deseichsten Chebyshev-Polynoms
bestimmt, d.h. durch T} (x;) = N sin(N ;) ? =0 inklusive der Randpunkte, und
lauten*!

Xj = cos Jﬁ ; j 2 [0; ;N (4.146)
Das Gitter ist also nicht homogen, sondern gesn der cos-Funktion zum Rand hin
verdichtet. Damit lautet die diskrete Darstellung der unbekannterFunktion an den
Kollokationspunkten

X
up(t)=u = Ok(t)T_k{(Z(jg bzw. u=T 0: (4.147)

k=0 | T_

Hierbei sind vx(t) die Amplituden der spektralen Darstellung vonu. An der Dar-
stellung (4.147 sieht man, da die Transformation vom spektralen Raunugt) in
den Ortsraum u; (t) als Matrixmultiplikation der Amplituden “u, mit der Matrix
T aufgefat werden kann, ganz analog zur diskreten Fouriertraf@mation (vgl.
(4.13)). Die Komponenten der Matrix T sind bekannt. Sie ergeben sich einfach
aus den Chebyshev-Polynomen und den gegebenen Kollokationdgan.

Die erste und zweite Ableitung an den Kollokationspunkter; lautet dann

@U _ Q) — X @v(X)  _ 1 a.
ox - u® = B 0k (t) “ox - DD @; (4.1483)
J ) | —{z—}
1. Abl: Mat:
@U — @ - X @Tk(x) — Nn®@ .
@, 7" _ 0 (t) @x .- D® a: (4.148b)
J ) | —{z—}
2: Abl: Mat:

Die Ableitungen erhalt man auch wieder durch eine einfache Matrix-Multiplikation
der Amplituden mit der jeweiligen Ableitungsmatrix DY bzw. D@ . Die Matrizen

T, DO, D@ etc. brauchen nur einmal zu Beginn einer jeden Simulation berech-
net werden. Ganz analog kann man auch beim Fourier-System die Ablagen als
Matrix-Multiplikationen darstellen.

Transformation in den spektralen Raum

Fur die Transformation der Werteu; in den spektralen Raum rassen die Amplitu-
den ¥\ berechnet werden. Nach4.147 erfordert dies im Prinzip die Inversion der

40Sjehe dazu das Kapitekiber Gau -Quadratur im Skriptum der Vorlesung Numerische Methoden
der Ingenieurwissenschaften(LVA-Nr. 322.036).
“IMan kann auch die sogenannten Chebyshev-Gau -Punktez; = cos[(j +1=2) =N ] mit j 2
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4. Raumliche Diskretisierung: Gewichtete Residuen

dichtbesetzten Matrix T = T (X;). Zwar kann man das lineare Gleichungssystem
(4.147) mit Hilfe der Gau -Elimination (siehe Kap.5.1.1) lesen, aber beN + 1
Unbekannten kostet dieses Verfahre® [(N + 1) ®] Rechenoperationen.

Wenn man die Chebyshev-Polynome jedoch an den Gau -LobattodRkten
(4.149 auswertet, kann man die Transformationsmatrix

. Ki
T =T k(X;) = cos[k arccosg; )] “2'9 cos karccos cos JW = CoS Wj
(4.149)

leicht invertieren. Zur Berechnung der Inversen baigt man (wie beim Fourier-
System) die diskrete Version der Orthogonalkttsbedingung ¢.143. Dazu wird
das Integral in der kontinuierlichen Orthogonaliatsrelation (4.143 mittels Gau -
Quadratur fur eine endliche AnzahN +1 von Stetzstellen approximiert. Man kann
zeigen, da diese Approximation bei Verwendung der Gau -Lobat-Punkte (4.149
exakt wird (Peyret, 2009. Man erhalt dann die diskrete Orthogonaligtsrelation

X . AN
_ & . , _ 2, k=0;N;
- —.Tk(XJ )T|(XJ) = EN kil s mit ¢ = 11 K N 1 (4150)
Damit kann man die Inverse vonT berechnen und erklt*?
2cosk j=N
T 1= 2C0SKIEN ), (4.151)
&GN

Die inverse Transformation braucht nur einmal zu Beginn einer Renhing ermit-
telt werden. Mit Kenntnis der Inversen kostet die Berechnung voti, = @ (d.h. die
Transformation in den spektralen Raum) mittels Matrixmultiplikation dann nur
noch O[(N + 1)?] Operationen. Fair N > 100 ist aber eine schnelle Chebyshev-
Transformation geinstiger (discrete Chebyshev Transformation: DCT). Dazu nutz
man die Darstellung der Chebyshev Polynome durch Cosinus-Funktien (4.149),
was zusammen mit den Gauss-Lobatto-Punktent (146 auf eine diskrete Cosinus-

[O;N 1] verwenden. An ihnen besitzt das Bchste Polynom seine Nullstellen: | (z;) = 0.
42\Wenn man (4.147 mit T |(xj)=¢; multipliziert und eberj =0 bis N summiert, wird die Kom-
ponente (Amplitude) 4 herausprojiziert. Man erhalt dann

X104 X X T ()T X C C
J%Qmm: oy KRN %N = I
j=0 k=0 1:0 iz } k=0
(4.150)
Also ist mit T ((x;) = cos(l j=N )
2 X 1% X' 2cos(j=N
o= o Ty m= " 2R )y,
=0 9 0 | 2%
T 1
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4.6. Pseudospektrale Methode

Reihe #ihrt, die man mittels FFT transformieren kann. Man bermtigt zur Berech-
nung vond dann nur nochO[(N +1) log,(N + 1)] Operationen (Canuto et al.,
1988 Peyret, 2002.

4.6.3. Ableitungsoperatoren f ur Chebyshev-Kollokation
Vollstandige Berechnung der Ableitungen im Ortsraum

In (4.148 hatten wir die raumliche Ableitung ausgeduckt durch eine lineare Trans-
formation (Matrixmultiplikation) der spektralen Komponenten 0x (Chebyshev-
Amplituden). Da auch die Transformation vonu in den spektralen Raum ¢) einer

Matrixmultiplikation entspricht, kann man die Ableitung vollst andig im Ortraum

als Matrixmultiplikation schreiben. Mit ( 4.149 und (4.147% erhalten wir

u® (4.149) DO ¢ (4.147) P(l){ZT }1 u: (4.152)

D

Damit ist
u® =D u: (4.153)

Nach einigen algebraischen Umformungen (sieffeyret (2009) erhalt man dann
den Ableitungsoperator &ir den Ortsraum (und fer die Gau -Lobatto-Punkte)

8
(1) . .
Di; =&( ) : fallsi 6 j; O (i;j) N;
G Xi X
D= N i : (4.154)
EDH 20 X)) falls1 i N 1;
2N2+1
© Doo = 6 = N;N -

Die zweite Ableitung ergibt sich dementsprechend als
u®=D (D u)= D? u: (4.155)

Die Matrizen sind in Canuto et al. (1988 und Peyret (20029 angegeben. Ganz ana-
log kann man die lineare Operation der Ableitung auch vollahdig in spektralen
Raum formulieren (siehe AnhangZ). Bei einem festen Gitter braucht die MatrixD
nur einmal zu Beginn der Rechnung ermittelt werden.

Als Beispiel ist in Abb. 4.17 die Approximation der ersten Ableitung mittels
Matrix-Multiplikation mit D entsprechend {.159 dargestellt. Fur N = 8 ist die
Ableitung sehr fehlerhaft. Far N = 16 ergibt sich fer das verwendete Beispiel schon
eine sehr genaue Darstellung der ersten Ableitung.

Rekursive Berechnung der Ableitungen

Der numerische Aufwand zur Berechnung von Ableitungenangt davon ab, ob die
Ableitungen im Orts- oder im spektralen Raum durchgehrt werden. Die direkte
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(@ N =8 (b) N =16

1 o5 o 05 1 1 o5 o 05 1
X X
Abbildung 4.17.: Kollokationsableitung von f(x) = e *sin(10x) mittels Matrix-

Multiplikation nach ( 4.153 und der Ableitungsmatrix ( 4.154). Die durchgezogenen Kur-
ven zeigen die exakte Funktionf (x) (schwarz) und ihre erste Ableitung f {x) (blau). Die
grenen Quadrate zeigenf = f; = f (x;) an den Gau -Lobatto-Punkten ( 4.146) und die
roten Quadrate zeigen die Chebshev-Ableitungd @ = D f fur N =8 (a) und N =16

(b).

Berechnung der ersten bzw. zweiten Ableitung im Ortsraum an alleN + 1 Kol-

lokationspunkten nach ¢.149 fur gegebene Amplituden kosteO[(N + 1)?] Ope-
rationen. Die Ableitungsmatrizen sind voll besetzt. Dies giltefr die Fourier- wie
auch die Chebyshev-Methode. Wenn die Ableitungemif die Fourier-Methode aber
vollstandig im Fourier-Raum durchgedihrt werden, sind nurO(N) Operationen re-
tig, denn die Ableitung im Fourier-Raum ist nur eine Multiplikation mit ik. Die
zugelorige Ableitungsmatrix ist diagonal!

Fur Chebyshev-Polynome ist die Ableitungsmatrix im Ortsraum voll bextzt und
die Ableitung kostet O[(N +1) 2] Operationen. Die Ableitungsmatrix im Chebyshev-
Raum ist jedoch eine voll besetzte obere DreiecksmatrixeFN < 100 verwen-
det man deshalb meistens4(149, wahrend man #r gre ere Werte von N die
Funktion u vor der Ableitung in den Chebyshev-Raum transformiert, dann abie
tet und dann wieder in den Ortsraum zusecktransformiert. Da die Ableitungsma-
trix im Chebyshev-Raum eine obere Dreiecksform hat, kann man dieh€byshev-
Amplituden der Ableitung mber eine Rekursion berechnen, die n@(N) Operatio-
nen erfordert. Der Aufwand skaliert also wie beim Fourier-SysteriVenn man daher
die Ableitung im Ortsraum bemstigt, verwendet man eine schnelle Transformation
in den Chebyshev-Raum, bildet dort die Ableitung und transformiertzureick in
den Ortsraum. Dies kostet dann nurO(N +1)+2  O[(N + 1)log,(N + 1)] =
O[(N +1)log,(N + 1)] Operationen im Vergleich zu den Operatione®[(N + 1) 2]
bei der Matrix-Multiplikation.

Zur Anwendung der Methode stellt man die Ableitungen als Summeber
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4.6. Pseudospektrale Methode

Chebyshev-Polynome dar

' @u_X? .
oOT (x);  bzw. 01 09T (x): (4.156)

k=0 k=0

@u_ X
@x

Die Koe zienten der ersten und der zweiten Ableitungu(kl) und O(kz) kann man dann
aus der allgemeinen Rekursionsforntél

6t = 60, +2(k s 60 kO (@.157)

fur die Koe zienten der p-ten Ableitung erhalten. Zusammen mit zwei Startwerten
kann man alle Koe zienten rekursiv berechnen. kir die Koe zienten der ersten
und der zweiten Ableitung ertlt man sd*

GO =, +2(k+D)Wes;  far 0k N2 (4.158a)
a0 = 4@, +2(k+ 1)l far 0 k N 3 (4.158D)

Mit den Startwerten o(Nl) und O(NI) L und mit & (fer die 1. Ableitung) bzw. L’J‘(NZ) . und
Oﬁ) , und &® (fur die 2. Ableitung) (vgl. die Rekursionsformel €.2) in Anhang
C)

OS) -0: o(Nl) L= 2NO0y; (4.158c)
0(;) — /U(NZ) . =0:; 0(NZ) ,=2(N 1)0(N1) L=4AN(N Doy (4.158d)

lassen sich alle Chebyshev-Koe zienten der ersten und zweiten Alileng in (4.159
rekursiv aus @.159 berechnen. Damit kostet die Berechnung z.B. der Koe zienten
o(k2> ausuy nur O(N + 1) Operationen.

Um die Ableitungen im Ortsraum zu erhalten, mu man das Ergebnis ndceiner
schnellen Transformation unterziehen. Die Hin- und &ktransformationen kosten
O[2(N + 1)log,(N + 1)] Operationen. Die rekursive Berechnung der Ableitung im
Chebyshev-Raum mitO(N ) Operationen #&llt also praktisch nicht ins Gewicht. Ein
Vergleich der beiden Methoden (Matrix-Multiplikation nach @.148 versus Trans-
formation und Rekursion) ist in Tabelle4.3 gezeigt®

43Die Ableitungsmatrix ( C.7) bzw. (C.6) im rein spektralen Raum D ist eine obere Dreiecksmatrix.

Hieraus kann man Rekursionsformelndr die Koe zienten ’\J(kp) gewinnen (Peyret, 2002.
44Fletcher (1991a) scheint hier mal wieder einen Druckfehler zu haben.
45Cyber waren in den 70er und 80er Jahren Supercomputer der Firm&ontrol Data Corporation
(CDC). Die Cyber 205 kam 1979 auf den Markt (Freon-Keihlung) und erreichte theoretisch 400
64-bit MFlops.

Ganz allgemein tihren Vektorprozessoren eine Operation gleichzeitig auf vielen Dan (einem
Vektor oder Array) aus, die in einer Pipe geladen sind. Bei Matrizeng@erationen sind Vektor-
prozessoren reinen Allzweck-Prozessoren (z. B. x86), die jedBsitum nacheinander bearbeiten,
weit eberlegen. Die legendren Cray-Supercomputer nutzten Vektorprozessoren (auckler Earth
Simulator mit Vektorprozessoren von NEC). Erhebliche Performarcegewinne ergeben sich auch
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4. Raumliche Diskretisierung: Gewichtete Residuen

Tabelle 4.3.: Vergleich der erforderlichen Rechenzeiten in ms (auf zweiarschiedenen
Rechnern) zur Berechnung der Ableitung an den Kollokationpunkten mittels der Matrix-
Multiplikation und mittels der Transformationsmethode (n ach Canuto et al., 1989.

Cyber 855 (skalar) Cyber 205 (Vektor)
N Matrix Transformation Matrix Transformation
8 0.11 0.18 0.0010 0.0018
16 0.38 0.39 0.0032 0.0044
32 1.54 0.91 0.0119 0.0091
64 5.74 1.92 0.0456 0.0215
128 24.02 4.20 0.1782 0.0442
256 93.49 9.40 0.7061 0.1015

Da die Ableitungskoe zienten mit gre tem Index (z.B. {)ﬁ) 1 O(Nl) », efc.) norma-
lerweise sehr klein sind, die anderen Koe zienten aber rekursiv ausiin berechnet
werden, lonnen sich kleine Fehler in den Koe zienten mit hohem Index u.U. stark
auf die Koe zienten mit niedrigerem Index auswirken. Um dies zu verimdern, gibt

es verschiedene Korrekturmglichkeiten, auf die hier aber nicht eingegangen werden
kann (siehe z.B.Peyret, 2009.

4.6.4. Nichtlineare Terme

Wenn man im Ortsraum arbeitet, ist die Berechnung der nichtlineareifierme kein

Problem. Das einfache Produkte zweier diskreter ®ren kostet nur O(N +1) Ope-
rationen.

Rein spektrale Behandlung

Wenn man alle Variablen spektral betrachtet, missen zur Berechnung von
Ortsraum-Produkten Faltungs-Summen(convolution sumg berechnet werden. Als
Beispiel betrachten wir die diskrete Fourier-Darstellung

X=2
u(xy) = 0™ mit k=1;::N; (4.159)

n= N=2

durch vektorisierende Algorithmen. Vergleiche beispielsweise den Warschied bei vektorisier-
ten numerischen Operationen in MATLAB gegereiber herkoemmlicher Numerik. Vektorrechner

haben in den letzten Jahren gro e Konkurrenz durch massiv paralleaufgebaute Rechencluster
bekommen, die aus vielen Tausend Standardprozessoren aufgeaind. Deshalb sind Vektor-

rechner heute ausgestorben.

Wegen der Vorteile, die sich durch die gleichzeitige Augfhrung einer Rechenoperation auf
mehreren Daten ergeben (Single Instruction, Multiple Data, SIMD) haben auch Standardpro-
zessoren seit den 1990er Jahren Erweiterungen der jeweiligen Aitektur erfahren, um die-
se Art von Berechnungen zu beschleunigen (z.B. der x86-Prozes3. Dies trit besonders auf
graphische Anwendungen zu (viele Matrizenoperationen auf 3D-Kordinaten, Antialiasing der
Bildschirmausgabe, gro e Datenmengen) weshalb heutige Gra kpozessoren gro eAhnlichkei-
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mit den Stetzstellen x, = 2 k=N fur 2 -periodische Funktionen. Dann lautet das
Produkt zweier Funktionenu und v im Ortsraum

0 10 1
SN S K2
u(xk)v(xk) = @ 0,e™A @ 0, d™KA = 0,0, (N mx
n= N=2 m= N=2 n= N=2
m= N=2
X X _
= On 0 €™k (4.160)
I= N jmjjnj N=2
mit n+m=1
und man erhalt fur die Amplituden des Produkts
X
W = On O (4.161)
jmj;jnj N=2

n+m=|

Allein zur Berechnung des Produkts W im spektralen Raum) sind alsoO (N?)
Operationen erforderlich. Auch bei Chebyshev-Kollokation ist einngsprechender
Aufwand netig.

Als weiteres Problem erkennt man in4.160Q das Aliasing (siehe unten): Durch
das Produkt werden spektrale Komponenten au erhalb des betthteten De niti-
onsbereichs N=2 | N=2 generiert.

Pseudospektrale Behandlung

Bei der pseudospektralen Methode geht man anders vor. Hier wen die beiden
Faktoren des nichtlinearen Terms zuerst in den Ortsraum transfimiert, dann dort
das Produkt berechnet und schlie lich wieder in den Fourier- bzw. &byshev-
Raum zuracktransformiert. Die pseudospektrale Prozeduref den nichtlinearen
Term u@u=@x.B. in der Burgers-Gleichung, lautet dann

1. Gegeben saii* Bestimme die erste Ableitungjff) im spektralen Raum (z.B.
eber Rekursion ¢.1589).

2. Berechne aus)/*und O(kl) die Gre en u; und (@u:@jxim Ortsraum.
3. Berechne das Produku; (@u=@xpunktweise im Ortsraum.

4. Transformiere das Produkt zuack in den Chebyshev-Raum und berechne den
nachsten Zeitschritt.

Bei der pseudospektralen Auswertung betigt man nur 3 FFTs: Transformation
von &, und &Y in den Ortsraum und Reicktransformation des Produktsu@ u=@r
den spektralen Raum. Das kostet nu©[3(N + 1)log,(N + 1)] Operationen sowie
eine Produktbildung im Orts-Raum mit O(N +1)-Operationen, die gegemnber denn
FFTs zu vernachkssigen ist.
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Konsequenz Der Unterschied im Rechenaufwand zwischen der Produktbildung
im spektralen Raum und derjenigen im Ortsraum (inklusive der FFTSs) iacht sich
bei gro en Werten von N entscheidend bemerkbar. Man mu diesen Aufwand je-
doch im Vergleich zu den nuO(N +1) Operationen sehen, die man zur Berechnung
mittels niter Di erenzen ben etigt.

Die Technik der Transformation zwischen Orts- und spektralem Raw ist nicht
auf die Kollokations-Methode besctenkt. Auch beim Galerkin-Verfahren wird die
pseudospektrale Methode verwendet. Dort bes@mnken sich die Ortsraumberech-
nungen aber nur auf die Berechnung der nichtlinearen Terme.

Bei der Lesung der Navier-Stokes-Gleichungen durch zeitliche Simulation wird
jedoch oft der nichtlineare Term nicht implizit behandelt, sondern gxizit. Fur
einen Integrationsschritt verwendet man zumindest einen Faktades nichtlinearen
Produkts aus dem alten Integrationsschritt. Damit wird die Gleichug linearisiert.
Falls der nichtlineare Term vollsendig explizit behandelt wird, taucht er als eine
bekannte G® e auf der rechten Seite der Gleichungen auf (siehe auch Kap6.6.

4.6.5. Aliasing

Mit der pseudospektralen Behandlung nichtlinearer Terme wie auchebder Be-
rechnung von Ausdeicken, deren Koe zienten von den unbekannten Feldgren
abhangen, sind spezielle Probleme verbunden. Denn bei der Produktloifd) wer-
den spektrale Komponenten generiert, deren Wellenzahlen Summand Di eren-
zen der Wellenzahlen der Ausgangsfaktoren siftiBei einem Galerkin-Verfahren,
bei dem man jakontinuierliche Ansatz- und Wichtungsfunktionen hat, ist dies kein
Problem. Denn bei Verwendung einer orthogonalen Basis wird durdie Projektion
des nichtlinearen Terms auf eine Wichtungsfunktion genau eine spete Kompo-
nente herausprojiziert. Die Komponenten, deren Wellenzahlen abalb des Cut-o
liegen, d.h. deren Indexk > N ist, haben keinen Ein u auf die Projektion der
tatsachlich bemicksichtigten Moden mit Wellenzahlenk  N. Bei einem pseudo-
spektralen Verfahren mit einemdiskreten Gitter im Ortsraum kennen aber nicht
alle Amplituden der relevanten Moden mitk N korrekt dargestellt werden. Ins-
besondere werden Amplituden von Moden mit hohen Wellenzahlen, abexmer
nochk N, verfalscht. Dieses Panomen wird Aliasing genannt. Es wird in Abb.
4.18 motiviert. Im Anhang D werden die bei Fourier-Kollokation durch Aliasing
erzeugten zuatzlichen Terme explizit berechnet.

Eine Meglichkeit, das Aliasing zu eliminieren, ist die sogenannt8=2-Regel
(Peyret, 2002. Dabei wird zur Berechnung der nichtlinearen Terme und von Ter-
men mit nichtkonstanten Koe zienten die Anzahl der betrachteten Moden nur fer

ten zu reinen Vektorprozessoren aufweisen (siehe Rechnen auPGs).
46Dies wird bei Harmonischen besonders Klar:

2 coskix) coskzx) = cos[(ky + ko)x] +cos[(ky  kz)X]:
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1 Vo NN )
0 02 04 0:6 0:8 1

X

Abbildung 4.18.: Eine Mode mit hoher Wellenzahl (gren) erscheint mit einer von Null
verschiedenen Amplitude bei einer niedrigeren Wellenzah(blau), wenn das Gitter (rot
gestrichelt) die Mode mit hoher Wellenzahl nicht au ®sen kann. Durch diesen E ekt wird
die eigentliche Amplitude der blauen Mode verfalscht.

diese Terme vorN auf N%= 3N=2 erweitert. Da diese Erweiterung der Modenzahl
nur fer den nichtlinearen Term notwendig ist, bleibt der zuatzliche Rechenaufwand
moderat.

Das Aliasing ist besonders strend bei der Simulation von Systemen mit gerin-
ger Dissipation, da es numerische Instabiten des Zeitintegrationsschemas ver-
ursachen kann. Bei ingenieurmigen Anwendungen #ir viskose Fluide ist dieser
Aliasing-E ekt oft nicht so wichtig.

4.6.6. Typische Strategien am Beispiel der Burgers-Gleich ung

Eine einfache Modellgleichung mit einer Nichtlinearét wie in der Navier-Stokes-
Gleichung ist die eindimensionale Konvektions-Di usionsgleichung

@u @u @u_

@t @x @%
Diese Gleichung heit Burgers-Gleichung®’ Als Anfangsbedingung kann man
u(x;t = 0) = up(x) annehmen. Je nach Situation &nnen die Randbedingungen
periodisch inx, homogen oder inhomogen sein.

0: (4.162)

Explizite Behandlung des nichtlinearen Terms

Nichtlineare Gleichungen lnnen i.a. nicht analytisch integriert werden. kir die
numerische Behandlung kann man als Zeitintegrationsschema zumidgeel ein ein-
faches halbimplizites Verfahren mit Vorwartsdi erenzen verwenden, bei dem der
di usive Term implizit und der konvektive Term explizit ausgewertet wird. Dann

4"Die Burgers-Gleichung sieht soahnlich aus wie die eindimensionale Navier-Stokes-Gleichung.
Ein wichtiger Unterschied ist jedoch die Abwesenheit des Druckgragknten-Terms.
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4. Raumliche Diskretisierung: Gewichtete Residuen

erhalt man n+1 ] o
u u" un@[] @u
t @x @x
oder nach Sortieren der Zeitniveaus
un+l @un+l _ u_n un@.
t @% t @x
Diese Gleichung ist vom Typus einer eindimensionalételmholtz-Gleichung®4° die
noch um eine Inhomogenét und einen Term der ersten Ableitung erweitert wurde.
Wenn man den Zeitindexn unterdreickt besitzt (4.164 die Struktur

=0; (4.163)

(4.164)

u%+ au’+ bu= f: (4.165)

Bezogen auf 4.169 istdann b=t 1, a=0 und alle expliziten Terme werden der
Inhomogeni®t zugeschlagenf = u"= u"@0=@x

Wenn wir den De nitionsbereich 1 x 1 betrachten, bemtigen wir fer diese
Gleichung zweiter Ordnung inx zwei Randbedingungen (neben der erforderlichen
Anfangsbedingung). Hier betrachten wir Robin-Randbedingungen

u D+ u{ =g; (4.166a)
du@)+ cud) = g (4.166b)
Wenn wir nun Gau -Lobatto-Punkte (4.146 betrachten, erhalten wir die
Chebyshev-Kollokations-Mherung gem (4.10 dadurch, da wir das Residu-
um an den Kollokationspunkten zu Null setzen. &r die inneren Gau -Lobatto-
Stutzpunkte liefert dies

u® aw’+ by =f;; i=1;::;N L (4.167)

Fur die beiden Randpunkte ergeben sich die zwei weiteren Gleichungen
Uy + u’% =g; (4168&)
sUg+ LU= g (4.168b)

Wenn wir die Ableitungen an den Kollokationspunkterx; mit Hilfe von (4.153 und
(4.159 durch die Funktionswerte an den Punkten ausarcken, erhalten wir

X @ ) .
D;j” +aDj” u+by="f; i=1;::N 1 (4.169a)
=0

48Die allgemeine Form der Helmholtz-Gleichung ist
ru+ u =0:

Sie beschreibt die Wellenausbreitung oder schwingende Membranen.
49 Auch spektrale Verfahren fir die Navier-Stokes-Gleichung werden in vielen Ellen auf die Lesung
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X 1)
uy + DnjUi =9 (4.169b)

+Ug+ 4 Dé})uj = O (4.169c)
j=0

wobei DY = D die Matrix der ersten Ableitung ist und D@ = D? diejenige der
zweiten Ableitung. Dieses Systemeéanen wir in Matrixform schreiben als

A utt=1f"m (4.170)

(N +1) (N +1)-Matrix A kann man aus der Matrix
Q= D@+ aD® + pl (4.171)
gewinnen, indem man die erste und die letzte Zeile vé@hdurch die Eintrage ersetzt,

die von den Randbedingungen stammen {Methode). Damit erhalten wir A fur
] =055 N

Aj = Qj = Di(,-z) + aDi(,-l) +bj; i=1;::5,N 1L (4.172a)
X\I 1
Ag = ++ . DY (4.172b)
=0
Anj =+ Dy : (4.172c)
Nj Nj .

Das System {.170 kann man mit unterschiedlichen Methodenesen. Es ist je-
doch zu beachten, da dieses diskrete Helmholtz-Problerarfjeden einzelnen Zeit-
schritt erneut gelbst werden mu, da sich die rechte Seite bei jedem Zeitschritt
andert. Deshalb ist ein e zienter Leser sehr wichtig. Alle Operationen, die man
nur einmal durchfethren mu , sollten vorab ausgedihrt werden. Auch sollte eine e -
ziente Methoden die Eigenschaften der Matrix ausnutzen. Leidet die vorliegende
Matrix voll besetzt, sie ist weder symmetrisch noch schief-symnmietch und sie ist
au erdem schlecht konditioniert.

Da die Matrix A jedoch konstant ist und sich im Laufe der Simulation nicht
andert, ist es sinnvoll, sie vorab zu invertieren und die Inverse im Spkeer zu halten.
Dann kann man jeden Zeitschritt berechnen, indem man lediglich eine atfix-
Vektor-Multiplikation durchf ehrt

utt =AM (4.173)

von Helmholtz-Gleichungen zurickgetihrt.
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Diese Operation &t sich sehr schnell mit Vektorrechnern ausfhren. Damit diese
Methode funktioniert, bermotigt man eine sehr genaue Inversion voA (z.B. mit den
Subroutinen LINRG von IMSL oder FO4AEF von NAG)>°

Dies allein reicht oft auch nicht aus, weilA schlecht konditioniert ist. Mittels
einer Vorkonditionierung mit einer einfachen MatrixAg, die man leicht invertieren
kann und die eine gute Mherung vonA sein sollte, er&lt man

fﬁ{lz_'? um™t = At M (4.174)

Fer Ap kann man zum Beispiel die Matrix der Finite-Di erenzen-Approximation
des AbleitungsoperatorsA (auf dem Kollokationsgitter der Gau -Lobatto-Punkte)
nehmen®! Die Matrix B = A,' A ist dann gut konditioniert und kann leicht
invertiert werden. Man erhalt dann

umt =Bt At M (4.175)

Die E zienz des Schemas kangt auch davon ab, wie schnell die rechte Seite
f " berechnet werden kann. Die rechte Seite involviert die Berechnuwgn @u
des nichtlinearen Terms. Hier kommen die beiden églichkeiten in Betracht, die
wir in Kap. 4.6.3diskutiert hatten, entweder Matrix-Multiplikation von ui mit D
(N < 100) oder Transformation in den Chebyshev-Raum, rekursive Bmhnung der
Ableitung und Recktransformation in den Ortsraum (N > 100). Es sei jedoch be-
merkt, da die Matrix-Multiplikation genauer sein kann und | auf Vekt orrechnern
| auch schneller ist.

Halbimplizite Behandlung des nichtlinearen Terms

Da implizite Verfahren in der Regel stabiler sind als explizite Verfahreand damit
eine gw ere Zeitschrittweite erlauben, ist man bestrebt, zumindest eimeTeil des
nichtlinearen Terms implizit zu behandeln. Dies kann man erreichen, we sich u
aufspalten Rt in einen zeitunabhangigen und einen zeitabéingigen Anteil

u(x;t) = u(x) + t(x;t): (4.176)

SONAG Numerical Libraries ist eine umfassende Software-Unterprogammbibliothek fur numeri-
sche und statistische Problemstellungen. Sie wird von der Numericahlgorithms Group Ltd
(NAG) aus Oxford vertrieben. Die Firma wurde 1971 als Nottingham Algorithms Group ge-
grendet. Heute ist NAG fur Fortran und C verf eigbar.

Auch IMSL (International Mathematical and Statistical Library) erfullt denselben Zweck
und wird als Lizenz von der Firma Visual Numerics, Inc. aus Houston,Texas vergeben. Die
urspreinglich in Fortran implementierte Bibliothek enth &lt etwa 1000 Unterprogramme. Sie ist
eine deraltesten und sicher eine der umfassendsten Programmbibliothekea die Ursprenge
der Programme schon aus den 70er Jahren stammen, gelten sie &8 erst robust und gut
getestet. Die IMSL Numerikbibliotheken sind auch fur C, Java, C#.NET erh altlich. F ur die
Programmierung in Python wurde durch PyIMSL Studio eine Schnittstelle zur Anwendung der
IMSL C-Bibliothek gescha en.

S1Die Matrix der Finite-Di erenzen-Approximation des Ableitungsoper ators A ist tridiagonal,
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4.6. Pseudospektrale Methode

Dann kann manu@u zerlegen in §i(x)@u]™™ + [4(x;t)@u]™, wobei der erste
Term implizit und der zweite Term explizit behandelt wird. Die Kollokationsiehe-
rung der Burgers-Gleichung lautet dann an den inneren Punkten

uin+1 @uin+l @pl+l uin . @ﬁ )

+ U = — o—7 1=1;::5;N 1L 4.177
t @% ' @x t ' @x ( )
Dieses Verfahren ist (bzgl. kleiner $irungen) uneingeschankt stabil, wenn juj
juj. Da von dem impliziten konvektiven Term nur der zeitunabkngige Termu; in
die Matrix A eingeht, kann man wie bei der expliziten Methode verfahren unél
vorab invertieren.

Implizite Behandlung des nichtlinearen Terms

Manchmal la t sich der nichtlineare Term nicht explizit behandeln oder wie oben
zerlegen. Dann mu man ihn implizit behandeln und entweder durch" (x) @u"*!
oderu"?! (x)@u"*! darstellen. Wir betrachten hier den ersten Fall

wto@ut L ep”
u'
t @% ' @x

Dann ist das resultierende System von Gleichungen zwar linear, aldie Matrix
A(u") ist nun mber u" zeitabhangig

= i=1;:::;N 1 (4.178)

u .
tl

A(u™) uMt =f" (4.179)

Um die Inversion der Matrix A in jedem Zeitschritt zu vermeiden, kann man ein
iterative Verfahren verwenden. Eine Mglichkeit besteht in dem Schema

AO um+1 = f n A(Un) Un+l;m; (4180a)
gnrLimeL = gnelm oy me (4.180b)

wobei m der lterationsindex ist. Hierbei ist Ap der Vorkonditionierer und ein
Relaxationsparameter. Die richtige Wahl der Vorkonditionierung issehr wichtig feir
einen e zienten Algorithmus. O enbar ist die rechte Seite in 4.1809 das Residuum
im m-ten Schritt. Aus diesem Residuum wird mittels der Approximatiord, von A
eine Korrektur u™*! berechnet und in ¢.180) zum alten Wert addiert.

aber die InverseA, ! ist vollbesetzt. Fur derartige einfache Matrizen kann man die Inverse aber
explizit berechnen.
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5. Lesung stationarer Probleme

In der Stremungsmechanik sind oft statioare Probleme zu ésen, die meist ellip-
tisch sind. Nach der Diskretisierung hat man dann gro e lineare oderichtlineare
algebraische Gleichungssysteme zoskn. Die Nichtlinearigten stammen meist von
den konvektiven Termenu r u oderu r T. Sie kwnnen auch durch Koe zienten
bedingt sein, die von den Feldgr en abhangen, wie zum Beispiel bei einer tempera-
turabhangigen Viskosiat (T). Nach der Diskretisierung durch nite Di erenzen,
nite Volumen, nite Elemente oder mittels einer spektralen Methodeerhalt man
das allgemeine nichtlineare Problem

A(x) x = b (5.1)

Hierbei ist x der Vektor der unbekannten Feldgo en an den Gitterpunkten oder
der Amplituden bei spektralen Galerkin-VerfahrenA ist eine Matrix, die durch die
Diskretisierung zustande kommt und deren Elemente von den Feldgen abhangen
kennen. Die Inhomogen#t b ist durch die Randbedingungen und durchau ere
Krafte bestimmt.
Wenn die Gleichungen nichtlinear sind, mssen sie durch eine iterative Methode

gebst werden. Dazu werden Gleichungen in jedem Schritt der Iterafioum die
Zwischenbsungx (" linearisiert. Das hei t, im Schritt n+1 mu das lineare Problem

A xM  x(*) =p (5.2)

gelst werden. Die Iteration wird so lange fortgesetzt, bis die Folge™ hinrei-
chend konvergiert ist. Fir numerische Probleme in der Semungsmechanik sind
drei Klassen von Matrizen wichtig:

1. Dunn besetzteMatrizen: Die meisten Matrixelemente besitzen den Wert 0.

2. Dunn besetzteund bandstrukturierte Matrizen: Die wberwiegende Zahl der
Elemente hat den Wert 0. Die von Null verschiedenen Elemente be ed sich
in der Nahe der Hauptdiagonalen.

3. Voll besetzteMatrizen: Die uberwiegende Anzahl der Elemente ist von Null
verschieden.

Je nach Typ der Matrix kann man mehr oder weniger e ziente Verfaren verwen-
den, um das System §.1) zu lesen. Verfahren déir vollbesetzte Matrizen lonnen
naterlich auch far denn besetzte Matrizen verwendet werden. & deinn besetzte
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Abbildung 5.1.: (a) 5-Punkt-Stern und geographische Bezeichnungen. (b) Aardnung der
Unbekannten innerhalb des Vektorsx. Die Gitterpunkte werden von unten links begin-
nend schnell von $id (S) nach Nord (N) durchlaufen und dann (langsamer Index) von
West (W) nach Ost (E).

Falle gibt es aber e zientere Methoden, welche die spezielle Struktued jeweiligen
Matrix ausnutzen.

Fur lineare Systeme %.2) gibt es iterative und direkte Verfahren der l®sung.
Oft sind iterative Verfahren e ektiver als direkte, die bei einer exlten Arithmetik
die exakte Losung liefern varden, da es keinen Sinn macht, ein Gleichungssystem
genauer zu ésen als ®tig. Denn schon das lineare System ist ja aufgrund der
Diskretisierung fehlerbehaftet (Diskretisierunsgfehler).

Fer denn besetzte Matrizen, in denen nur wenige Diagonalen von Null vehse-
den sind, macht es Sinn, nicht alle Matrixelemente zu speichern, sand nur die-
jenigen, die von Null verschieden sind. Dann braucht man nur alle Diagalen zu
speichern und nicht alle Matrixelementé.

Eine typische Struktur der Matrix, wie sie bei einer Diskretisierung ittels zen-
tralen niten Di erenzen auf einem zweidimensionalen Gebiet nach Ahlb.1a und
bei einer Anordnung der Variablen nach Abb5.1b entsteht, ist in Abb. 5.2 gezeigt.
Neben den drei Hauptdiagonalen sind nur noch 2 weitere Nebendiagten besetzt,
die sich in einem gewissen Abstand von der Hauptdiagonalen be nd&ie Matrix
ist denn besetzt und hat eineBandstruktur. Die genaue Struktur der Matrix hangt
davon ab, wie man die Gleichungeref jeden Knoten (Gitterpunkt, Unbekannte)
ordnet. Im Gegensatz dazu sind die Matrizen bei spektralen Vehigen typischer-
weise voll besetzt.

In zwei Dimensionen mitN;  N; Gitterpunkten sind dies bei 5 Diagonalen nur 3N;N; Werte
im Gegensatz zu NiN;)? Werten bei einer Speicherung der gesamten Matrix. Bei dreidimen-
sionalen Problemen ist die Speicherplatzersparnis noch eklatanter.
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Abbildung 5.2.: Anordnung der Koe zienten in der Matrix A fur zentrale nite Di eren-
zen wie in Abb. 5.1a bei Verwendung der geographischen Notation und Anordnungler
Variablen wie in Abb. 5.1b.

Fur die Numerierung der Gitterpunkte (Gleichungen) hat sich digeographische
Notation bewahrt. Dabei werden die Nachbarpunkte des zentralen Punk® nach
den Himmelsrichtungen bezeichnet (Abb5.1a). Dann bestimmen die IndizesN,
W, S und E die relative Lage der betre enden Punkte bezogen auf den Punk.

Wenn man nun die Gleichungen der Reihe nach aufstellt und die Konvéon
verwendet, da dabei die Gitterpunkte wie in Abb.5.1b von Sud (S) nach Nord
(N) durchlaufen werden (schneller Index) und dann von West (W) nach Ost (E)
(langsamer Indexi), ergibt sich bei einem 5-Punkt-Stern die Struktur der Matrix
wie in Abb. 5.2. Im dreidimensionalen Fall wird anschlie end auch noch von unten
(B, bottom) nach oben (T, top) durchnumeriert. Die Gleichung #r den Punkt P
mit den konventionellen Indizes i j; k ) erscheint dann ald-te Gleichung, wobei

I=(k DNiN;+(i DN +; (5.3)

und alle Indizes bei 1 beginnen. Der schnellste Index jstder langsamste isk. Der
zusammengesetzte globale Inddxnumeriert also die Gleichungen und entspricht
dem Zeilenindex der Matrix. Er ist aber auch der Index der Unbekaten xp im
Vektor x aller Unbekannten. Die Position der Unbekannten an den benachian
Gitterpunkten von P innerhalb des Spaltenvektors ist in Tabell&.1 aufgelistet.
Die Gleichung #r den Punkt P entsprechend dem globalen Indek kann man
nun in zwei Dimensionen in der konventionellen Form aufschreibehté Gleichung,
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Tabelle 5.1.: Zusammenhang zwischen den Indizesi;{; k ) der konventionellen Gitter-
punkte, der geographischer Notation, und dem Index im Spaknvektor aller Unbekann-
ten.

Gitterpunkt geogr. Notation Index im Spaltenvektor

i)k P | =(k IN;Nj+(i  I)Nj + ]
iij +1;k N | +1

] Lk S I 1

i+1;5;k E | + N;

i Lk W [ N;

ik +1 T I+ N;iN;

bk 1 B I NiN;

siehe auch Abb5.2)
A X Ny AL X 1t ApXt ApanXiss + Apen Xieny = b5 (5.4)
oder in der geographischen Notation
Aw (Dxw + As(Dxs + Ap(Dxp + An(Dxn + Ae(DXxe = bo(1); (5.5)

wobei neben die IndizesW, S, P, N und E die Numerierungebernehmen indem
sie dierelative Lage zum PunktP angeben.

Jede Diagonale der Matrix wird in einem Vektor der BngeN;N; Ny gespeichert.
Der Index | 2 [1; NiN;N] numeriert die Zeilen der Matrix. Im zweidimensionalen
Fallist | 2 [1; N;N;]. Am sudwestlichen Anfangspunkt der Numerierungl (= 1) gibt
es nur einen wrdlichen und einenestlichen Nachbarn unter den Unbekannten. Die
Werte von xy und Xs liegen au erhalb des Rechengebiets (au erhalb der in Abb.
5.1b gezeigten inneren Punkte) und mssen z.B. durch Dirichlet-Randbedingungen
bereitgestellt werden. Daher sind in der ersten Zeile der Matrix keir€intr age #ir
Aw(l = 1) und As(l = 1) vorhanden. Vielmehr werden die zugedrigen Terme
AwXw und Asxs (mit den bekannten Werten xy, und Xs) der rechten Seiteb
zugeschlagen. In analoger Weise wird mit allen vorgegebenen Randeve verfah-
ren. Deshalb treten die ersterN; Eintrage der Nebendiagonaléy in der Matrix
nicht auf. Weiter tragen entlang derestlichen Seite die PunkteE nicht bei, entlang
der Nordkante die PunkteN, und entlang der Sidkante die Punkte S. All diese
Randwerte nden sich inb.
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5.1. Direkte Verfahren f wr lineare Systeme

5.1.1. Gau -Verfahren

Das Gau -Verfahren ist ein universelles und direktes Verfahren zur ésung voll
besetzter linearer Gleichungssysteme

A x=bhb (5.6)

Das Gau -Verfahren beruht auf der Idee, das Problems sukzesgs auf kleinere Sy-
steme zouuckzufuhren. Dazu betrachtenlwir dieN N Matrix

Air A Az oo A —‘ ( A21=An) ( Azi1=An)
Azt A Ax 11 Axn +

A= : : Do : . (5.7)
Ani An2 Anz 111 Awn

Die der Gleichung 6.6) zugrundeliegenden Gleichungenskinen beliebig vertauscht,
mit Faktoren multipliziert oder voneinander subtrahiert werden. Daer kennen wir
die Matrix durch Zeilenoperationen in eine andere Matrixberfehren ohne da sich
die Lesungx andert. Dieselben Operationen mssen nasrrlich auch auf den Vektor
b angewandt werden.

Wie in (5.7) angedeutet,eberfehren wir A in eine neue Matrix, in der alle Ele-
mente in der Spalte unterhalb vorA;; gleich Null sind. Damit ist das System mit
N Unbekannten in ein System der DimensiolN 1 mberfuhrt worden, denn die

fahren wird nun weitergetihrt, wobei im zweiten Schritt mit Hilfe der zweiten Zeile
die Matrix-Elemente Azy;:::;; An2 auf Null gebracht werden. Wenn man dies fort-
setzt, hat man am Ende ein Problem, in dem nur diebere Dreiecksmatrixoesetzt

ISt: 0 1
Aun A il Al
A A
A= % 2 ?N§ = U (5.8)
AnN

Hierbei wurden #ir die obere DreiecksmatrixU dieselben Symbole\; verwendet,
obwohl nur die erste Zeile vonA und die Komponenteb, von b gleich geblieben
sind. Alle anderen Elemente wurden modi ziert. Da man die urspinglichen Ele-
mente aber nicht mehr bewtigt, kennen die entsprechenden Speichegtite mit den
neuen Eintrageneberschrieben werden. Dieser Teil des Algorithmus wirrward
elimination genannt.
Nun kennen wir das Problem leicht ésen, denn aus der letzten Gleichung von
(5.8) ergibt sich
by

Ann

XN = (59)
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Dieses Resultat kann in Gleichung\ 1 eingesetzt werden, um die Gleichuny 1
nach xy 1 aufzulesen. Wenn man dies sukzessive von= N reickwarts bisn = 1
weiterfehrt, erhalten wir aus dern-ten Gleichung

Xy
Ann Xn + Ankxk = b] (5.10)
=n+1
2z
bekannt
die Lesung P
N
_ Ank X
xy= P kene AnkXk. (5.11)
Ann

Alle Koe zienten sind aus der forward elimination bekannt und die Komponenten
der Lesungxx mit k > N wurden in den vorherigen Schritten berechnet. Dieser
Teil des Algorithmus wird back substitutiongenannt.

Die forward elimination kostet N3=3 Operationerf und ist damit wesent-
lich aufwendiger als dieback substitution mit N2=2 Operationen. Die Gau -
Elimination ist also sehr rechenintensiv, aberif vollbesetzte Matrizen gibt es prak-
tisch kein anderes Verfahren, das wesentlich bessesre.

Bei der Diskussion des Gau -Algorithmus haben wir angenommen, ddie Dia-
gonalelemente von Null verschieden sind. Falls dies einmal nicht dedIFsein sollte,
kann man die betre ende Zeilen mit einer anderen Zeilen > n vertauschen. Wenn
die Matrix regular ist, gibt es dort immer ein von Null verschiedenes Matrixelement.
Die Zeilenvertauschung entspricht nur einer Vertauschung der Gdéhungen.

Wenn die Gau -Elimination auf gro e voll besetzte Matrizen angewadt wird,
kann es zu einer Akkumulation von Fehlern kommenJolub and van Loan 1989.
Um dies zu vermeiden, sollten die Diagonalelementeiyot-Elemente betragsma ig
so gro wie meglich sein® Denn dann sind die Multiplikatoren in Gau -Verfahren
(5.7) meglichst klein und Rundungsfehler werden minimiert. Um die Pivot-Elenmte
betragsna ig zu maximieren, werden vor der Eliminierung einer Spalta die Zei-
len mit m n unterhalb des aktuellen Diagonalelements so vertauscht, da auéd
Diagonale das betragsenig gre tm egliche Element steht. Diese Strategie nennt
man Teilpivotisierung. Bei der Totalpivotisierung werden Zeilenund Spalten der
jeweilige Untermatrix vertauscht, so da das betragsmig gre te Element der Un-
termatrix auf die Diagonalposition kommt. Die vollsendige Pivotisierung ist aber
mit einem gro en Mehraufwand verbunden. Deshalb wir darauf ofterzichtet.

Gau -Elimination | & t sich nicht gut vektorisieren oder parallelisieren und wird
daher relativ selten bei CFD-Problemen verwendet.

2P ; i P 2 Ry 24k = N 3=

Die Anzahl der Operationen fur groe N ist/ | _; K o kedk= N°=3.
3Ansonsten kennen Di erenzen sehr gro er Zahlen auftreten, die sich fast konpensieren, was zu
den besagten numerischen Fehlerrethrt.
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5.1.2. LU-Zerlegung

Eine wichtige Variante der Gau -Elimination ist die LU-Zerlegung Sie ist vorteil-
haft, wenn man mehrere bsungen von %.6) fer verschiedene rechte Seiteh be-
rechnen mu .

Den erste Schritt der Gau -Elimination kann man auch als Matrix-Multiplikation

L; A schreiben, wobei 0 1
1
Iy 1
Ly = E@ o E (5.12)
INl 1

eine untere Dreiecksmatrixist mit 1,1 = An1=A11. Im n-ten Zwischenschritt kann
man die Elimination der n-ten Teilspalte als Matrix-Multiplikation mit der unteren
Dreiecksmatrix 0 1

L, = (5.13)

mit lon = Ann=Ann UNd N <m N au assen. Die Gau -Elimination, welche auf

eine obere Dreiecksmatrixefhrt, | & t sich also als eine Sequenz von Multiplikationen
mit unteren Dreiecksmatrizen darstellen

|_N 1 {z L, L} A= U: (5.14)

Alle Matrizen L, sind reguhr, da ihre Determinanten gleich 1 sind. Demnach ist
ihr Produkt £ auch reguér. Wenn wir beachten, da ein Produkt von unteren
Dreiecksmatrizen wieder eine untere Dreiecksmatrix ist, und da dikwverse einer
unteren Dreiecksmatrix auch wieder eine untere Dreiecksmatrix jslann lat sich
A schreiben als

A=L ! u=L U (5.15)

Da alle DreicksmatrizenL,, Einsen auf der Diagonale haben, hat audb Einsen auf
der Diagonale. Man kann zeigenTtefethen and Bau, Ill, 1997, da

0 1
1
1 1 1 |21 1
L=L" L° 2 Ly 1= By a1 ; (5.16)
||\| 1 IN 2 . lN;N 1 1
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5. Lesung statiorarer Probleme

Damit kostet die LU-Zerlegung genausoviel wie die Gau -Elimination, ehn die
Gau -Elimination liefert U und ganz nebenbelL ohne zustzlichen Aufwand. In der
Praxis werden die MatrizenL,, nie aufgestellt, auch nichtL und U. Denn man kann
fur L und U die Speicherphtze der Matrix A verwenden, weil die Zwischenergebnisse
nicht explizit gespeichert werden rassen.

Mit der LU-Zerlegung kann man das lineare Problem5(6) in zwei Stufen bsen

A x=1L H{Z?} =b (5.17a)
=y

, Ly=Db (5.17b)

U x = y: (517C)

Die beiden letzten Gleichungenénnen nun sukzessive mittelback substitutione -
zient gebst werden, erst .17 dann (5.179. Wenn man Lesungen @éir verschiedene
Werte von b sucht, ist die LU-Zerlegung vorteilhaft. Denn die LU-Zerlegung mu
nur einmal durchgetihrt werden, da die Kenntnis vonb dazu nicht erforderlich ist.
Dann erhalt man die verschiedenen @sungen jeweils mit nurO(N2) Operationen.

Nicht jede Matrix A kann LU-zerlegt werden. Wenn aberA regular ist, d.h.
detjAj & 0, dann existiert eine eindeutige LU-Zerlegung Golub and van Loan
1989.4

5.1.3. Tridiagonale Systeme

Eine besonders e ziente losung existiert #ir tridiagonale SystemeDiese ergeben
sich zum Beispiel bei der Diskretisierung einer g@nlichen Di erentialgleichung
(eindimensionales Problem) mittels zentraler niter Di erenzen (vgl.(2.4)),

0 1
bh o

1 —L( Dy (5.18)

ay 1 by 1 ov o1
ay by

Dirichlet-Randbedingungen gehen dabei in die Element# und dy ein. In der
Matrix sind nur die Hauptdiagonale und die beiden ersten Nebendiagalen besetzt.
Die untere Nebendiagonal@, kann man mit dem Gau -Schema eliminieren. Wenn
der Algorithmus schon bis zur Zeilen 1 durchge#ihrt wurde, d.h. wenna, = ::: =

4Wenn lediglich die Determinanten aller Untermatrizen detjA(1 : n; 1 : n)j & O nicht verschwin-
den fur alle n 2 [1;N 1], dann ist A LU-zerlegbar (hinreichende Bedingung). Die Zerlegung
mu aber nicht eindeutig sein.
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a, 1 = 0 schon eliminiert wurden, dann wird in der mchsten Zeilea, durch

Zeile(n) ! Zeile(n) Zeilleh 1) (5.19)

&
B 1

eliminiert. Die neuen Matrix-Elemente der Zeilen und d, ergeben sich dann zu

a, ! a, " h, ,=0; (5.20)
b1
L (5.21)
B 1
Ch ! G 0= (5.22)
b 1
d ! dy g, o (5.23)
b 1
Dieser sogenanntéorward sweepfuhrt auf die einfache obere Dreiecksmatrix
0 1
bh ¢
b c
bh 1 G2
=d; 5.24
b C X (5:24)
N 1 v o1
by

wodurch das Gleichungssystem miback substitutiongelost werden kann. Wenn
XNGXN 1500 Xn+1 Schon berechnet wurden, dann ergibt sick, aus

dn CnXn+1 .

Dieses Verfahren wird aucifhomas-Algorithmusoder TDMA (tri- diagonal m atrix
algorithm) genannt. Der Algorithmus ist besonder®konomisch, denn die erforder-
lichen Operationen skalieren linear mit der AnzahN der Unbekannten. E zienter
geht es praktisch nicht. Wenn immer reglich wird daher dieser Algorithmus bzw.
Varianten davon benutzt.

In dem Spezialfall, da alle Elemente einer Diagonale denselben Wert kieen,
kann man das System noch e zienterdsen. Dies kann man mikyklischer Reduktion
erreichen, die nurO(log, N) Operationen bemtigt.

Der Thomas-Algorithmus kann leicht auf Systeme mit mehreren Diagalen er-
weitert werden. Au erdem kann man damit Systemeedsen, deren Matrizen eine
Block-Tridiagonalstruktur besitzen Eletcher, 1991a). Dann sind alle obigen Opera-
tionen vektoriell zu verstehen.

Xp = (5.25)

SBeachte, da die modi zierten Werte auch hier wieder dieselbe Bezeienung haben.
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5. Lesung statiorarer Probleme

5.2. lterative L osung linearer Gleichungssysteme

Jedes lineare System kann im Prinzip mit dem Gau -Algorithmus bzw. mitL.U-
Zerlegung gedst werden. Die Dreiecksmatrizen der LU-Zerlegung sind normaler-
weise voll besetzt. Dies ist auch dann der Fall, wenn die Matri& denn besetzt
ist. Au erdem ist der Diskretisierungsfehler viel ge er als der Fehler der Compu-
terarithmetik. Es bringt also nichts, wenn man das lineare System gauer lost, als
durch den Diskretisierungsfehler vorgegeben.

Generell sind iterative Methoden zur Bsung nichtlinearer Systeme erforderlich.
Es ist aber aus den obigen @Gmnden sinnvoll, sie auch #r lineare Probleme zu
verwenden, deren Matrizen gnn besetzt sind. Iterative Methoden sind immer dann
e ektiv, wenn jede Iteration billig ist und man nicht zu viele Iterationen benetigt,
um zu einer hinreichenden Genauigkeit derdsung zu kommen. Das Buch voBaad
(2003 enthalt einen sehr gutentberblick uber iterative Verfahren.

5.2.1. Allgemeines Konzept

Wir betrachten hier wieder das lineare Systefn

A X=b (5.26)
und spalten die Matrix A auf als
A=M N: (5.27)
Damit lautet das Problem
M x=N x+ b (5.28)

Um zu einem allgemeinen linearen Iterations-Schema zu kommen setagr nun

M x™D =N xM+p (5.29)

Die Frage ist nur, wie manA in M und N aufspalten mu, um eine schnelle
Konvergenz vonx (" auf die Lesung von .26 zu erreichen.

Fur eine e ziente L osung sollte das Iterationsschem& (29 mit m eglichst weni-
gen Operationen mglichst schnell konvergieren. Dies erfordert

1. eineschnelleBerechnung der rechten Seite vorb(29),
2. eineeinfacheLesung des verbleibenden linearen Systems, und

3. eine Konvergenz nachvenigen Iterationen

8Ggf. ist eine Vorkonditionierung netig. Dies wird durch die Transformation (Multiplikation) mit

einer Matrix P erreicht A x =b ! P A x =P b. Mit dieser Vorkonditionierung kann man
eine Akkumulation von Rundungsfehlern vermeiden und u.U. die Konvegenz des iterativen
Verfahrens beschleunigen. Allerdings ist es nicht immer einfach, eingeeignete Form vonP zu
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5.2. Iterative Losung linearer Gleichungssysteme

Da wir davon ausgehen, daA denn besetzt ist, sind auchM und N denn besetzt
und N x™ ist schnell zu berechnen (Punkt 1). Um das System schnedisen zu
kennen (Punkt 2), sollteM schnell zu invertieren sein. Daher sollt® meglichst dia-
gonal oder tridiagonal sein, oder Dreiecksform haben. Um mit wemig Iterationen
auszukommen (Punkt 3), sollte schlie lichM eine meglichst gute Approximation
von A darstellen, wodurchN x in einem gewissen Sinnklein wird. Im Grenzfall
N x =0 ware man ja nach nur einer Iteration fertig.

Bevor wir uns einer theoretischen Konvergenzbetrachtung zuagen, wollen wir
noch einige weitere Go en de nieren und deren Beziehung untereinander &len.
Nachn Iterationen haben wir im allgemeinen nur eine Bherung der exakten bsung
X erhalten. Dann ist (5.26) nicht exakt erfullt, und es bleibt ein Residuum ™ wbrig

A xM=p O (5.30)
Wenn wir dies von der exakten Gleichung abziehen, erhalten wir

A Ix {Zx(”)}:A (= (), (5.31)

(n)

Hierbei haben wir denFehler ™ := x  x( de niert. Zwischen dem Fehler und
dem Residuum besteht ein linearer Zusammenhang. Wenn das Resitiuwerschwin-
det, dann verschwindet auch der Fehler.

Eine weitere nutzliche Gre e ergibt sich, wenn wirM x ™ von (5.29 abziehen.
Dann erhalten wir eine Gleichungdr die Korrektur (™ := x(*D)  x ()

M X(n+l) X(n) = ﬁ
| {z }

™ |—2 {2 }

(n)

N M; x(™M + p: (5.32)

Fur die Korrektur gilt also

M M= M (5.33)

5.2.2. Konvergenz iterativer L eser

Hier wollen wir mit einfachen Betrachtungen untersuchen, woraufseankommt,
wenn man eine schnelle Konvergenz eines iterativen Verfahrensadén mechte.
Dazu suchen wir zuachst eine Gleichungsr den Iterationsfehler ™M = x  x(™M,
Wenn man (.28 von der Iterationsgleichung 6.29 subtrahiert, erhalt man

VIR I N () ) ) =Mt N M (5.34)

nden.
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Fur Konvergenz mu nun gelten: limy; (™ = 0. Fur den Grenzwert der Iteration
(5.39 spielen nun dieEigenwerte und die Eigenvektoren der Matrix M * N
eine entscheidende Rolle. Sei daher

MtN W= . (5.35)

mit k 2 [1; K], wobeiK die Anzahl der Gleichungen (Gitterpunkte) ist. Wenn wir
annehmen, da die Eigenvektoren eiwvollsandiges Funktionensysterbilden, dann
kennen wir jeden beliebigen Anfangsfehler als Superposition von Eigektoren
darstellen

X
©="" a ®: (5.36)
k=1
Wenn man dies in 6.34) einsetzt, sieht man, da jeder Iterationsschritt lediglich
einen Faktor  vor ) ausspuckt. Somit erhalten erhalten wir

X
™= g ()" ®: (5.37)
k=1

Hieran sieht man: Wenn ™ furn!'1  gegen Null gehen soll, mu dr alle Eigen-
werte geltenj «j < 1, denn die Eigenvektoren sind linear unal®&ngig voneinander.

Nach einigen Iterationen wird derjenige Term in%.37 dominieren, der zum be-
tragsma ig gre ten Eigenwert gehort. Dies sei 0.B.d.A. ;. Dann ist

™ e ()" @ (5.38)

Wenn wir die Iteration bei einer Toleranzschwellg (Mj = O( ) fur den lIterations-
fehler abbrechen, erhalten wir als Abbruchbedingung [es $ei”j = O(1)]

arj 4" (5.39)

woraus wir durch Logarithmieren die Anzahh der erforderlichen Iterationen erhal-
ten

In(=ay),

Inj aj

Wenn also derspektrale Radius(gre ter Betrag eines EigenwertsR = maxyj j;
hier R = j 1j) gegen 1 geht, wirdn sehr gro und die Konvergenz ist langsam.
Umgekehrt ist die Konvergenz schnell, wenn der Betrag des betsaga ig gre ten
Eigenwerts vonM * N meglichst klein wird. Dies entspricht dem Fall, in denmN x
meglichst klein undM A ist. Denn fur M = A und damit N = 0 ware man ja
schon nach einer einzigen Iteration fertig.

Um entscheiden zu Bnnen, wann man eine Iteration abbrechen sollte, mu man
den Iterationsfehler (" kennen. Da man die Eigenwerte, aber meist nicht kennt
oder sie nur mit gro em Aufwand berechnen kann, mu der Iteratiosfehler anders
abgeschtzt werden.

(5.40)
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5.2.3. Einige elementare Methoden
Jacobi-Iteration

Eine der einfachsten iterativen Methoden ist dielacobi-Iteration. Hierbei ist M
diagonal und die Diagonalelemente werden identisch mit denjenigemva gewahlt.
Betrachte zum Beispiel die statiomre inhomogene Di usionsgleichungRoisson-

Gleichung
rz=o (5.41)

auf einem Quadrat. In beiden Koordinatenrichtungen werden jewg K Gitterpunk-
te verwendet. Die Diskretisierung mittels niter Di erenzen (4.43 kann man dann
schreiben als X

Ap p + A= be; (5.42)

I=W;S;N;E

wobei der IndexP alle K K Gitterpunkte durchlauft und die Summe nureber
die jeweiligen 4 physikalischen Nachbarpunkte des aktuellen Punk®&s zu nehmen
ist. Wir ordnen nun die K 2 Variablen wie in Abb. 5.1b in der Form an

=( 11 1Kk 210 2K UL K1: KK )T; (5.43)

wobei der zweite (schnelle) Index vertikal von untenS) nach oben () lauft, und
der erste (langsame) Index von linksW) nach rechts €). Wenn man nun dieK 2
Gleichungen #r alle Punkte aufstellt, erhalt man ein lineares Gleichungssystem,
in dem die Matrix Matrix A pentadiagonal ist, so wie in Abb.5.2 dargestellt. Bei
einemaquidistanten Gitter mit x = vy sind die Diagonalen vorA konstant und
haben die WerteAp = 4 sowieAy = As= Ay = Ag = 17

Wenn nun M = diag(A) identisch mit der Diagonalen vonA gewahlt wird (siehe
Abb. 5.3a), kann man das Iterationsschema5(29 sofort nach den Diagonalelemen-

ten au esen und erlalt
|

. 1 X
L Ao (5.44)
P
I=W;S;N;E

Dies nennt manJacobi-Iteration. Man kann zeigen, da die AnzahIN der fur die
Konvergenz erforderlichen Iterationen proportional ist zur Anahl der Unbekannten:
N K?2. Dies sind sehr viele Iterationen. Zusammen mit dem Aufwan@(N) fer
jeden Iterationsschritt berstigt man damit mehr Operationen (also N?2), als man
fur einen direkten Loser nach Art von TDMA ( N) benetigen weirde. Daher wird
die Jacobi-Iteration selten verwendet.

Gau -Seidel-lteration

Bei derGau -Seidel-Iteration wird fer M die untere Dreiecksmatrix vorA verwendet
(Abb. 5.30). Diese stellt eine bessere Approximation voA dar als die Diagonale.

"Dies gilt, nachdem man die Gleichung mit  x? multipliziert hat, vgl. ( 4.96).
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(a) Jacobi

\\_ | \\

A
(b) Gau -Seidel

N NN
NN N

A M N

Abbildung 5.3.: Symbolische Darstellung der Zerlegung der MatrixA in die Iterations-
matrix M und einen Teil N, der der rechten Seite der Gleichung zugeschlagen wird (vgl
5.29. (a) Jacobi-Iteration, (b) Gau -Seidel-Iteration.

Wir erwarten also eine Reduktion der Anzahl der erforderlichen Itationen im
Vergleich zum Jacobi-Verfahren. Damit lautet digGau -Seidel-Iteration (vergleiche

Abb. 5.2) « «

A M =y A M (5.45)
I=W;S;P I=N;E

Wenn man die Gleichungen beginnend mit der linken unteren Eck&\\V-Ecke) lost,
d.h. fur aufsteigenden globalen Index, sind fur jeden Punkt P die Werte an den
Punkten S und W jeweils schon zuvor berechnet worden und daher bekannt. Dann
kann man (5.49 nach (" au esen

+ 1 + +
= L p A G A AR AP G4

Wie man in Abb. 5.4 sieht, konvergiert die Gau -Seidel-Iteration doppelt so schnell
wie die Jacobi-Iteration, bemtigt aber immer noch N Iterationen und einen

Gesamtaufwand vonO(N2) Operationen. D.h., auch die Gau -Seidel-Iteration ist
noch zu langsant.

8Alternativ zu ( 5.45 bzw. (5.46) kann man in M auch die oberen Diagonalen vorA verwenden
(anstelle der unteren) und

X X
AI I(n+1) — bP AI I(n)

I=N;E;P I=W;S

fur absteigendeWerte von | lesen.
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(@) (b)
o 19 10° I\
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Iterationsschritt n Iterationsschritt n

Abbildung 5.4.: (a) Konvergenz des Jacobi-, Gau -Seidel- (GS) und des SOR-&ffahrens
in Abhangigkeit vom Relaxationsfaktor ! (als Zahlen angegeben) efr die Poisson-
Gleichung r 2T = 1, die aufK; Kj = 41 41 (inneren) Punkten mit zentralen
niten Di erenzen auf einem Quadrat mit Anfangsbedingung T(t =0) O diskretisiert
wurde (siehe @.78) und (4.96) mit =1). F wur! =1:9 ist man schon oberhalb des Opti-
mums, da die Konvergenz nicht mehr monoton ist. Das (langsam) Gau -Seidel-Verfahren
(GS) entspyicht ! =1 . (b) Logarithmische Auftragung des mittleren RMS-Inkre ments

PKiK.
(Kikp)

2
Tis = 7" (Ma f wr den Korrekturvektor (M),

Tl(n)

SOR-Methode

Durch eine Modi kation der Gau -Seidel-Methode kann man die Konvegenz we-
sentlich beschleunigen. Die Iteration mittelsukzessivetdberrelaxation(Successive
Over-R elaxation SOR) lautet (wieder beginnend im 8dwesten)

(n+1) _  (n) GS (n+1) (n)
P = p t! P P
|
— E bD Aw \(IU+1) As (Sn+1) An f\ln) Ae gn) +(1 !) |(3n):
(5.47)
Hierbei ist | der WUberrelaxationsfaktor Far ! = 1 erhalt man die Gau -Seidel-

Iteration (5.46. Fur ! > 1 wird der GS-artige Iterationstermelberma ig gewichtet
(Beitrage vonS, W, N und E), was durch einen alten Beitrag (1 !) (P”) vom
zentralen Punkt P kompensiert wird. Wenn man! > 1 wahlt, wird die Konver-
genz beschleunigt. kr einfache Probleme wie die Laplace-Gleichung kann man den
optimalen Wert ! ¢ von ! theoretisch berechnen. Fur kompliziertere Probleme

9Fletcher (1991a) gibt an
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@ n=0 (b) n=1
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Abbildung 5.5.: Gau -Seidel-Iteration von r 2T = 1 auf einem Quadrat mit einem Git-
ter von 41 41 inneren Punkten. Gezeigt sind die zuillige Anfangsbedingung 6 = 0)
mit T, 2 [0; 1] auf dem De nitionsbereich [0; 1] [0; 1] (a), sowie die Approximationen der
LesungT nachn =1 (b), n=2(c), n=4(d), n =50 (e) und n = 1000 (f) Iteratio-
nen. Man erkennt die guten Ghttungseigenschaften der Gau -Seidel-Iteration nach nur
wenigen Iterationsschritten. Beachte die unterschiedliben Skalen.
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kann man ihn nur empirisch nden. Dabei hilft es zu wissen, da die Kovergenz
monoton ist fur I <! ., und oszillatorisch &ir I > ! ;. Jur! =1,y ist die erfor-
derliche Zahl der Iterationen proportional zur Anzahl = N der Unbekannten, was
eine substantielle Verbesserung gegédrer der Gau -Seidel-Iteration darstellt, bei
der die Anzahl der Iterationen ja linear mit der Anzahl der Unbekanten ansteigt.
Das typische Konvergenzverhalten der drei elementaren Methem ist in Abb.
5.4 fur die Lesung vonr 2T = 1 auf dem Einheitsquadrat dargestellt. Abbildung
5.5 zeigt die Entwicklung der iterierten Losung #ir das Gau -Seidel-Verfahren. Ins-
besondere erkennt man, da kurzwellige Schwankungen schneldgmpft werden,
was den Gau -Seidel-Operator auch zu einem gutéplattungsoperatormacht (siehe
Kap. 5.2.9.

5.2.4. Unvollstandige LU-Zerlegung und SIP-Algorithmus

Wir haben in Kap. 5.1.2 gesehen, da die LU-Zerlegung ein sehr guter direkter
Leser #r lineare Probleme mit dichtbesetzter Matrix A ist. Da man bei der Ite-
ration immer wieder dasselbe lineare Gleichungssystemsén mu, ware auch bei
der iterativen Lesung eine LU-Zerlegung vo weinschenswert. WennA nun eine
Bandstruktur besitzt, sollte man annehmen, da sich die Bandstrktur auch auf
die LU-Zerlegung der MatrixA = L U genstig auswirkt. Leider ist dies nicht der
Fall und L und U besitzen keine Bandstruktur.

Auf der anderen Seite istM eine gute lterationsmatrix, wennM A ist. Man
kennte daher eine IterationsmatrixM durch Approximation von A konstruieren,
indem man

M=L U=A+N (5.48)

wahlt, wobei L und U nur die naherungsweise LU-Zerlegung voA darstellen. Die
Neherung besteht darin, da inL und U nur diejenigen Diagonalen besetzt sind,
die auch inA besetzt sind.

Wie aber sollten die Matrixelemente auf den Diagonalen geit werden? Eine
Meglichkeit besteht darin, die Eintmge auf den Diagonalen voh und U identisch
mit denjenigen der exakten LU-Zerlegung voA zu wahlen und die restlichen Ele-
mente auf Null zu setzen. Damit wren M, L und U nur auf wenigen Diagonalen
besetzt. Leider konvergiert diese Methode nur langsam.

Unvollstandige LU-Zerlegung

Eine Modi kation mit wesentlich besserer Konvergenz wurde voBtone (1968 ent-
wickelt. Wir nehmen zurachst an, da wir schon geeignete Dreiecksmatrizdnund
U haben, in denen nur jeweils die Diagonalen besetzt sind, die auchAnbesetzt
sind. Die genauen Eintage auf den Diagonalen werden wir sger bestimmen. Fr
eine eindeutige Zerlegung wird jedoch die Hauptdiagonale vhhauf 1 gesetzt. Die

wobei der gre te Eigenwert von | diag(A) ® A ist. Die Lesung dieses Problems kann aber
genau so aufwendig sein, wie das Ausgangsproblem selbst.
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LW

Abbildung 5.6.: Darstellung der Matrix-Multiplikation L U = M. Die gestrichelten Dia-
gonalen sind inA nicht besetzt.
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Abbildung 5.7.: Veranschaulichung der Multiplikation der Matrizen, die nur aus der Dia-
gonalenL\V bzw. UN bestehen plau). In LV sind die Elemente 1::;N; trivialerwei-
se Null. In U,N ist nur das Element N trivialerweise Null. Die Multiplikation ergibt
MM = LYUN (rot), wobei die Elemente 3::;N; 1 trivialerweise Null sind, aber
auch das Elementl = N;j ist Null.

Iterationsmatrix M ergibt sich dann aus dem Produkt vonM = L U. Fuer die
5-Punkt-Diskretisierung mittels zentraler Di erenzen wie in Abb.5.1a ist dieses
Produkt in Abb. 5.6 graphisch dargestellt.

Um zu verstehen, wie die Diagonalen iM von denjenigen inL und U abhangen,
betrachten wir das Produkt vonL und U. O ensichtlich werden die Diagonaler. "
und LS bei der Multiplikation mit der Einheits-Hauptdiagonalen U reproduziert.
Zur Hauptdiagonale inM tragen beiLP sowie die beiden Paare der symmetrisch
gelegenen Diagonaleh® und UN sowieL" und UE. Die DiagonaleM NV kommt
durch das Produkt vonLY mit UN zustande. Fur das erste von Null verschiede-
ne Element vonMNYW ist dies in Abb. 5.7 dargestellt. Die restlichen Diagonalen
ergeben sich in analoger Weise.

Das Produkt kennen wir formal darstellen. Wenn wir beachten, da der Zeilenin-
dex der Matrix U identisch ist mit dem globalen IndeX, der die Variablen numeriert
(vgl. (5.9), erhalten wir

M= My = Lij Ui
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= Lo+ g+t LY ey, gt U g 1+ UF
= e LP+LPUN + LYUR G + g LD+ i el UN
| {z ) | {2} l_:fZN_
MP
||<+ Ik N LPUE + eng 1LVUN G+ ik N LPUE ;0 (5.49)
{“z il S T i W il
M E M NW M SE

wobei wir die einzelnen Diagonalen leicht identi zieren énnen. Es sind also

MW =LV, (5.50a)
MM = LU (=0in A); (5.50b)
MS = L7, (5.50¢)
MP = L7+ LPUN  + LY UR (5.50d)
MN = LTUN; (5.50e)
MSE = LPUF (=0in A); (5.50f)
MEF =L UF: (5.50Q)

Die Frage ist nun, wie manL und U am besten vahlt. Damit M eine gute Ap-
proximation der pentadiagonalen MatrixA ist, sollten die in Abb. 5.6 gestrichelt
gezeichneten Diagonalen nicht iM vorkommen: Deshalb knnte man sieN zuschla-
gen undL und U so bestimmen, da die restlichen Diagonalen voM identisch sind
mit denjenigen vonA. Dann be# e N nur die beiden DiagonalerSE und NW . Die-
ses Vorgehensweise isteglich und entspricht der standardna igen ILU-Methode.
Doch es zeigt sich, da dieses Verfahren schlecht konvergiert.

Eine bessere Konvergenz estt man, wenn man auch inN alle sieben Diagonalen
zula t. Um eine schnelle Iteration zu erhalten, sollteN x 0 sein. Diese Forderung
verwenden wir nun, umL und U zu bestimmen. Formal gilt®

N x=(M A x
= NPXP+NNXN+NSXS+ NEXE+NWXW+NNWXNw+NSEX5E
(5.50)

W W W N
|_| A| Xw + |_| U| N; XNW

+ L7 AP xs+ LVUF +LPUN + LT AT xp

+ UYL AN xy+ LPUF, xse+ UFLY AT xg: (5.51)

An dieser Gleichung lonnen wir die Diagonalen vorN identi zieren und durch L, U
und A ausdricken. DamitN x 0 wird, ware es gut, wenn wir die bisher noch nicht
bestimmten 5 unbekannten Diagonalen der Matrizeh und U so wahlen kennten,
da alle 7 Koe zienten vor den Unbekannten x, verschwinden. Daran hindern uns

10Bei der SchreibweiseN Sxg gibt S immer den Index relativzu P an. Mit P, listdannS, | 1
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NW N
W P E
S SE

Abbildung 5.8.: Lage der Knoten NW und SE (gren) relativ zu den Punkten, die im
Di erenzenschema miteinander in Beziehung stehenrt).

noch die 2 Terme proportional zxyw und Xsg. Deshalb deicken wir sie durch die
Werte an dennormalen Punkten aus

XNW (XW + XN Xp); (552a)
Xsge (XS + Xg Xp) ; (552b)
wobei 1 sein sollte. kir =1 entspricht dies einer linearen Interpolation (Abb.

5.8).1! Eingesetzt erhalten wir

N x thw A+ LYUNG xw+ LY AP+ LPUF, xs  (5.53)
|
+ LYUF ST LPUN + LT AP LY Ul N, T LPUF,  xp

+ UNLT AN+ LYUNG xe+ UL AR+ LPUS Xe:
EsistN x 0, wenn alle 5 Koe zienten vor den gekoppelten Variablen verschwin-
den. Also setzen wir die Koe zienten formal gleich Null und ésen die resultierenden

5 Bedingungen nach den 5 Diagonalen vasiund L (rot in (5.53) auf. Wir erhalten
SO

L)V = AL (5.54a)
I~ 1% (N '
1+ U|N Nj
AS
5= —L _ . (5.54b)
1+ UF,
LP = AP+ LVUM £ LPUS,  LMUR, LPUN; (5.54¢)
ALY
uN = — Lp' L (5.54d)
|
AE  LSUE
Ut = = LP' L 1. (5.54¢€)
|

etc., gena Tabelle 5.1.
1An dieser Stelle setzen wir voraus, da x kontinuierlich variiert und in dieser Form approxi-
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Dies ist der Kern desSIP-Verfahrens(strongly i mplicit procedure) von Stone(1969
(siehe auch_eister and Pert, 1994.12 Der Clou an der Sache ist, da die Diagonalen
sequentiell berechnet werdendanen, wenn mandr jedes| (aufsteigend 1" N) die
Sequenz %.54) der Reihe nach ést, d.h. von (5.549 nach (5.54¢. Auf den rechten
Seiten stehen amlich nur bekannte Matrix-Elemente:A ist sowieso bekannt, und
die Matrixelemente vonL und U auf der rechten Seite sind entweder Null oder sie
wurden schon vorher berechnet (der Index ist kleiner al$. Auch die Terme mit
demselben Index sind bekannt, wenn man die Gleichungen in der angegebenen
Reihenfolge ést. Damit haben wir die unvollsandige LU-Zerlegung erreicht. Wir
meissen jetzt nur noch die Iteration durchéhren.

SIP-lteration

Der Zusammenhang %.33 zwischen Korrektur (™ und Residuum ™ lautet mit
M=L U
Lu M= O, (5.55)

was nach Multiplikation mit L ! auf

u M=t M= RrM (5.56)
fuhrt. Man kann R berechnen. Dazu betrachten wit. R™ = M was man in
der FormL R = LR+ LPR, 1+ L}YR, \; = | schreiben kann. Dann folgt

L|SR| 1 L?NR| N
R, = L: 5.57
| P (5.57)

Dieses Gleichungssystemekinen wir wieder sequentiell voih = 1 aufsteigendesen.
Wenn wir R berechnet haben, dann folgt aug) = |+ U 1.1 + UF 1y, = R
die Korrektur

= ROUY g UF (5.58)

Diese Gleichung mu in Richtungabsteigendeierte von | gelbst werden.
Abbildung 5.9 zeigt den Fortschritt der Iteration mittels SIP (zufallige Anfangs-
bedingungenT 2 [0; 1]) und SOR (Anfangsbedingungr’  0). Der Beginn der In-
stabilitat des SIP-Verfahrensdr zu hohe Werte von istin Abb. 5.9 zu erkennen.
Die besonders zu Beginn der Iteration auftretende Asymmetrie d8OR-Iteration
(Abb. 5.%c) resultiert aus der Asymmetrie von $.47). Sie kann vermieden werden,
wenn man alternierend $.47) und deren Modi kation fer absteigended verwendet.

Bemerkungen

miert werden kann. Aus diesem Grund ist der Algorithmus auch nur &ir Probleme geeignet, die
hinreichend glatte Lesungen besitzen, also typischerweisesisungen elliptischer PDEs.
2Die Bezeichnung SIP eihrt daher, da M "' A ist.
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(@) SIP, =0:94 (b) SIP, =0:96 (c) SOR,! =1:7

Abbildung 5.9.: Iterative L esung vonr 2T = 1 mittels niten Dierenzen auf 41 41
internen Punkten. Die lIterierte T(i;j ) ist in dem Schnitt y = y; mit j = 21 gezeigt. (a)
SIPmit =0:94fur N =0;1,2;:::;30, (b) instabiles SIP-Verfahren uir = 0:96 und (c)
SOR-Verfahren mit ! =1:7 fur N =20;40; :::; 200.

Fer gegebenen Wert von mu die LU-Faktorisierung nur einmal durchge-
fuhrt werden. Bei der Iteration werden immer nur dieselbe Matrizeh und U
verwendet. Bei jedem lIterationsschritt mu zurachst das Residuum nach
(5.30 berechnet werden, danrR und dann die Korrektur , woraus sich die
neue Approximationx ergibt. All diese Schritte erfordern lediglich die bsung
von tridiagonalen Systemen, was sehr schnell geht (Kap.1.3.

In der Praxis werden meist nur ein paar wenige lterationen betigt. Die

~ Konvergenz ist sehr schnell, wenn richtig gewahlt wird. Fer = 1 entspricht
(5.52 einer linearen Interpolation in zwei Dimensionen. Der SIP-Algorithims
ist fur =1 instabil (siehe Abb. 5.9). Deshalb mu man < 1 wahlen.

Die SIP-Methode kann auch auf Matrizen mit weiteren Diagonalen eeitert
werden. Schemata @herer Ordnung eihren zum Beispiel in zwei Dimensionen
auf einen 9-Punkt-Stern, ein dreidimensionales Schema mit zentnal®i e-
renzen #hrt auf 7 Diagonalen.

Der SIP-Algorithmus kann auch im Zusammenhang mitCG-Methoden
¥ (conjugategradient method9 als Vorkonditionierer und bei Mehrgitter-
Verfahren als Ghattungsoperator verwendet werden.

5.2.5. ADI-Methode

Elliptische Probleme, wie zum Beispiet 2T = 0, kennen dadurch gelst werden,
da man die erste Ableitung vonT nach einer anderen Variablen addiert. Die
Variable kann man als lunstliche Zeitskala interpretieren. Dadurch wird die Glei-
chung parabolisch. Man integriert dann@T=@= r 2T in -Richtung bis man einen
stationaren Zustand (@ T=@x= 0) erreicht hat. Da der kenstliche Term im statio-
naren Zustand verschwindet, hat er keinen Ein u auf diesen Zustad. Um einen
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stabilen Algorithmus mit hinreichend gro er Schrittweite zu erhalten mu ein sol-
ches Verfahren (teil-)implizit sein (Kap.3.3). Das kann aber numerisch sehr teuer
sein (zu viele Operationen), daefr jeden Zeitschritt ein elliptisches Problem geist
werden mu . Mit der ADI-Methode (alternating direction implicit method) kann
die Anzahl der erforderlichen Operationen aber sehr stark redag werden.

Mit der keinstlichen Zeitskala wandelt sich die Laplace-Gleichung in eine Di u-
sionsgleichung der Form

@T_ @1 @t

= 5.59
@~ ex' @ (559
Wenn wir diese Gleichung teilimplizit mit = 0:5 (vgl. (3.19) aufschreiben!?
erhalten wir
Tn+1 TN 2Tn 2Tn 2-|-n+1 2Tn+1
—_ = = + + + ; (5.60)
2 X2 y2 X2 y2
mit dem Verstandnis, da T" = T;} und der Notation
T_ Ty 2Ty + Ty
- v, ; (5.61)
sowie entsprechend ity-Richtung. Trennung der beiden Zeitniveaus liefert
2 2 1 2 2
_—— —— T"™= 14—+ —— T" 5.62
2 Xx?2 2 y? 2 Xx?2 2 y? ( )

Man kann nun die mumlichen Ableitungsoperatoren faktorisieren, indem man die
Gleichung in der Form schreibt

2

1
— T (5.63)
2 2 ( )2 )

2x21+22+47_2
y y

n+l Tn .

Hierbei kompensiert der letzte Summand gerade diejenigen Termdie aus den
Produkten der zweiten Ableitungen entstehen, aber nicht in5(62 enthalten sind.

WegenT"*t T @T=@= O( ) ist der letzte Summand von der Ge-
enordnung O(  3) und kann fer die hier verwendeten niten Di erenzen zweiter
Ordnung vernachassigt werden, wenn  hinreichend klein ist. Die verbleibende
Gleichung vierter Ordnung ist identisch enllllt, wenn man einen Zwischenwerl
in der folgenden Weise eimihrt:

2 2 1 2 2
1 — 1 ——— T = 1+ — 1+ —— T":
2 2 2 y? 2 x?2 2 y?
| {z } | {z }
2 2
= 1t 55 T =1 55T
(5.64)

B3Dies entspricht der Trapezregel in der Zeit "+ f"*1) =2, Bei partiellen Di erentialgleichun-
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(&) n=100 (b) n=1000 (c) n =2000

iy,
i

2705587 9%

{
/3;11"::"0""
£y

Abbildung 5.10.: Berechnung vonr 2T = 0 auf dem Einheitsquadrat [0; 1] [0;1] zu den
RandbedingungenT(x =0;y) =1 und T(x =1;y)= T(x;y =0) = T(x;y =1) =0. Die
Anfangsbedingung warT (x;y) = 0. Die Parameter sind =1, =10 4. Gezeigt ist
die Lesung durch ADI auf einem 20 20 Gitter nach n Iterationen (Zeitschritten) wie in
den WUberschriften angezeigt.

Die beiden De nitionen fuhren zu den beiden Gleichungen zweiter Ordnung

2 2
1 —— T = 1+ —— T 5.65a
2 X2 2 y? ( )

2 1 2
1 — T = 1+ —— T: 5.65b
2 y? 2 X2 ( )

In beiden Gleichungen treten lediglich tridiagonale Matrizen auf. Die Giehun-
gen lonnen daher schnell mit dem Thomas-Algorithmus ohne irgendeinestation
gebst werden " ! T ! T"?1). Man kann zeigen, da dieser Algorithmus un-
eingeschankt stabil und von zweiter Ordnung GenauigkeitO( x?; y?) ist. Trotz
der uneingeschainkten Stabilitat gibt es eine optimale Zeitschrittweite . Denn
die Schrittweite darf nicht zu gro werden, damit die Fehler durch dievernach-
lassigten Terme der Ordnundgd( ) hinreichend klein bleiben. Ist andernfalls die
Schrittweite zu klein, wird die Konvergenz verlangsamt. In Abb5.10ist ein Beispiel
gezeigt!4

Im ersten Halbschritt (5.659 ist die rechte Seite T") aus dem vorherigen Zeit-
schritt bekannt. Es wird lediglich in x-Richtung integriert, und zwar implizit. Die
Zeitschrittweite ist  =2. Im zweiten Halbschritt (5.650 wird dann in y-Richtung
integriert, wobei die zweite Ableitung inx-Richtung aus dem ersten Halbschritt
(T ) verwendet wird. Daher stammt die Bezeichnung ADI. Beim ADI-Vdahren
wird das zweidimensionale Problem auf diedsung eindimensionaler Probleme zu-

gen wird dies auch Crank-Nicolson-Schema genannt.

14Die Stremungu = w(x;y)e, in einem unendlich langen Kanal mit quadratischem Querschnitt,
die durch eine tangential Bewegung einer Wand mit konstanter Gedowvindigkeit in z-Richtung
angetrieben wird, gerugt auch einer Di usionsgleichung far w(x;y) (viskose Impulsdi usion)
mit Randbedingungen wie im Beispiel Abb.5.10
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ruckgedihrt. 1°

5.2.6. Mehrgitterverfahren

Die Konvergenz von lIterationsverfahren éngt ab vom spektralen Radiug ;j (be-
tragsma ig gr e ter Eigenwert) der Iterationsmatrix M 1 N (Kap. 5.2.9. Die Struk-
tur des Fehlers wird nach hinreichend vielen Iterationen bestimmt durch den zuge-
herigen Eigenvektor ; vonM ! N. Bei einigen Verfahren (Gau -Seidel, SIP) ist der
Fehler schon nach wenigen Iterationen eine glatte Funktion des Orts (sielfAbb.
5.5.%% In diesem Fall ist auch das Residuum glatt. Damit ist es syglich, den glat-
ten Fehler sehr e zient weiter zu reduzieren, indem man di&orrektur-Gleichung
(5.33 M (M = (M kostengunstig auf einem relativgroben Gitter lost. Der Vorteil
eines groben Gitters besteht in einer drastischen Reduktion der 2ahl der Unbe-
kannten. Bei einer Verdopplung der Gitterweite hat man in 3 Dimensieen schon
eine Reduktion der Anzahl der Variablen um einen Faktor (2)3. Dareber hinaus
konvergieren iterative Verfahren auf gsberen Gittern schneller. Bei Verdopplung
des Gitterabstands macht dies bei der Gau -Seidel-Iteration eineweiteren Faktor
von 1/4 aus.

Die Strategie beiMehrgitterverfahren zielt daher darauf, den Fehler auf einem
feinen Gitter zurachst zu ghatten und ihn dann auf einem groben Gitter sehr e zient
zu reduzieren, um schlie lich wieder zu dem feinen Gitter zeckzukehren. Dazu
meissen die Gitter und die Operatoren, die zwischen den Gittern verrtein, geeignet
de niert werden. Speziell mu das Residuum von dem feinen auf das grobe Gitter
ebertragen werden Restriktion) und umgekehrt mu die Korrektur der Lesung

vom groben auf das feine Gitter gebracht werdenP(olongation). Dabei gibt
es viele Mbglichkeiten, die zugebrigen Operatoren zu de nieren. Typischerweise
wird bei niten Dierenzen bei einer Vergreberung des Gitters nur jeder zweite
Gitterpunkt verwendet. Bei niten Volumen wird das Kontrollvolumen in jeder
Dimension verdoppelt (Abb.5.17).

S Auf dieser Idee beruht die ganze Klasse deBplitting-Methoden. In der Stremungsmechanik wird
speziell die Druck-Korrektur-Gleichung (Poisson-Gleichung) oft nit der ADI-Methode gelest.
Bei der Implementierung der Randbedingungen mu man aufpassendamit die Genauigkeit
zweiter Ordnung erhalten bleibt; siehe Kap.6.2.1.

6Bei ADI und SOR hat der Fehler eine relativ komplizierte Struktur.

4+“—>
i 3 i 2 i 1 i i+1 i+2 i+3
- e e e e e e
I 1 | | +1
4+—>
X

Abbildung 5.11.: Feine und grobe Gitterpunkte fur nite Volumen in einer Dimension.
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Im folgenden soll ein eindimensionales Beispiel gegeben wertleBetrachte
d2
dx2

Die Approximation durch nite Di erenzen lautet

= f (x): (5.66)

i1 27t

- BT (5.67)

Nach N Iterationen auf dem feinen Gitter mit Abstand x erhalt man dann die
Naherungsbsung ™ und das Residuum (. Fur sie gilt

M 5 M, M

i+1 )l(2 i1 fi i(n): (568)
Wenn man dies von der Gleichungeir die exakte Losung 6.67) subtrahiert, erhalt
man fer den Fehler nach dem-ten Iteration (™ = ; (" die Gleichung
(n) (n) (n)
) 27+
1+1 i1 - I(n) (569)

X2

Diese Gleichung soll nun auf dem groben Gitter mit X = 2 x weiter iteriert
werden. Auf dem groben Gitter gilt formal (siehe Abb5.11)

41 21+t 1 _
X 2

wobeil die Punkte des groben Gitters numeriert. Um, und | durch die entspre-
chenden Gw en des feinen Gitters ; und ; auszudeicken, kann man zur Gleichung
(5.69 fur das feine Gitter jeweils die Hilfte der Gleichungen dér die beiden benach-
barten feinen Gitterpunkte addieren (Abb.5.11). Wenn wir den Iterationsindexn
unterdreicken, ihrt dies auf

. 2.+.
i+1 i |l+

i+2 2i+1+i+i 21+ 2 Lot i
X2

X2 X2 - 2 ’

(5.71)
wobei sich dieroten und die grenen Terme kompensieren. Nach Division durch 2
erhalten wir

NI =

1

W(HZ = _( i1 +2 i+ 1) (5.72)

2)
I—{ —}I {Z } I {z }

141 21+ 1 1 I

Hieran kann man sofort die Beziehung zwischen den Fehlern und deasRluen auf
dem groben und auf dem feinen Gitter durch Vergleich mit570 ablesen. Wir

17Die eindimensionale Poisson-Gleichung kann man am e zientesten mit TIMA | esen, daher
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erhalten also konsistent dasselbe Di erenzenschema. Insbesemdstellt

o n +24i + i1 (5.73)

eine Glattung bzw. Filterung des Residuums ; des dem feinen Gitters dar, und
de niert damit den Glattungsoperator(restriction operator). Mit Kenntnis des Re-
siduums 6.73 auf dem groben Gitter kann man nun die Korrekturgleichungq.33
fur das Inkrement | auf dem groben Gitter iterieren. Um die auf dem groben Git-
ter nach einigen lIterationen erhaltene &sung , wieder auf das feine Gitter zu
ebertragen (prologation) ist es am einfachsten, eine lineare Interpolation zu ver-
wenden, wobei die Werte an kongruenten Punkten direktbernommen werden. Ein
2-Gitter-Verfahren weirde dann folgenderma en ablaufen:

1. Iteriere auf dem feinen Gitter mit einer Methode, die eine glatte
Fehlerfunktion liefert,

2. berechne das Residuum auf dem feinen Gitter,

3. fehre eine Restriktion des Residuums auf das grobe Gitter durch

(i! )

4. iteriere die Korrekturgleichung 6.33 M,; ; = |, aufdem groben
Gitter,

5. interpoliere die Korrektur | der Lesung vom groben auf das feine
Gitter ( ! i),

6. berechne die korrigierte bsung ; + ; auf dem feinen Gitter,

7. wiederhole die Prozedur bis zur gewmmschten Genauigkeit.

Dieses 2-Gitter-Schema wird zweckeigerweise sukzessive auf immer gbere
Gitter erweitert. Auf dem grebsten Gitter kann das Residuum in wenigen Schrit-
ten bei minimaler Anzahl von Operationen exakt zu Null gemacht wden. Durch
die Korrektur der langwelligen Fehler auf den groben Gittern (billig) wid auch
die Anzahl der erforderlichen Operationen auf dem feinsten Gittgteuer) stark
vermindert.!® Die fur eine gegebene Genauigkeit erforderliche Anzahl von Iteratio-
nen auf dem feinsten Gitter ist bei Mehrgitterverfahren propoibnal zur Anzahl

macht MG im Eindimensionalen in der Praxis wenig Sinn. Der eindimensionald-all dient hier
nur zur Demonstration.

8An Abb. 5.5sieht man, da die Gau -Seidel-lteration schon nach wenigen & 10) lterationen die
kurzwelligen Fluktuationen eliminiert hat. Andererseits dauert es mindestens 1000 Iterationen
bis man auf dem gewhlten (feinen) Gitter eine gute Approximation der L esung erhalten hat.
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N der Unbekannten. Dies ist ein signi kanter Vorteil gegember den Standard-
Iterationsverfahren. Die Beschleunigung macht sich besondersi lbreidimensiona-
len Rechnungen mit hoher Auesung bezahlt. Auch ist es oft sinnvoll, mit der Itera-
tion auf dem gmbsten Gitter zu beginnen, damit mandr die Fein-Gitter-Iteration
schon eine gute Mherung hat. Dies nennt marFMG (full multi grid).

Mehrgitter ist eher eine Strategie als ein eigenes Verfahrens .
Voraussetzung ist eine Iterationsmatrix, die gute @ttungsei-
genschaften hat. Auer GS und SIP gibt es noch andere é4-
lichkeiten. .

In zwei Dimensionen gibt es viele Mglichkeiten der Restrik-
tion auf das grobe Gitter. Die obige Methode der anteilmigen
Addition der Gleichungen #ir die Nachbarpunkte #ihrt auf ein 9-
Punkt-Schema #r |.; . Wenn die Gewichtung der Punkte entsprechend der &the
erfolgt, denen sie zugeordnet werderoknen (/4, ~ ,1/16), erhalt man

1
1y = 7 i + (et i 1t agtoio1)
1
+ 1_6( 141 o 1t et o1 1): (5.74)

Jedoch liefert auch das vereinfachte Schema
1
3 = 5(4 it eyt it et o o1) (5.75)
sehr gute Ergebnisse. & die Prolongation in zwei Dimensionen kann man eine

bilineare Interpolation verwenden. Rir Details der Mehrgitter-Verfahren sei auf
Hackbusch(1985 verwiesen.
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6. Zeitliche Diskretisierung:
Konvektions-
Di usionsgleichungen

In der Stremungsmechanik realer Fluide hat man es fast immer mit Gleichungen
des Typs

@T .
@ el AR (6.1)

Konvektion Di usion Quellen
Anderungsrate

zu tun.! Wenn wir zum Beispiel T als Temperatur au assen, beschreibt die Glei-
chung die Entwicklung der Temperatur an allen Punkterx des betrachteten Ge-
bietes und #r alle Zeitent > t o nach der Pmparation eines Anfangszustandes
To(X) = T(X;tp). Dann ist (6.1) eine Warmetransportgleichung. Die zeitlicheAn-
derung der Temperatur an jedem festen Ort zur Zeit t ist gegeben durch@ T=@t
Der Termu r T, in einer Dimensionu@ T =@ keschreibt die negativeAnderungs-
rate der Temperatur durch Konvektion mit der Geschwindigkeitu (Abb. 6.1a).
Die Rate der Anderung durch Diusion r 2T (Abb. 6.1b) hatten wir ja schon
kennengelernt. Die Ge e F(x;t) beschreibt die Quellen bzw. Senken des Feldes
T(x;t). Dies kennen zum Beispiel Vdrmequellen aufgrund chemischer Reaktionen
(Verbrennung) sein oder Verluste aufgrund von Strahlung.

Die Konvektion von T wird vom Geschwindigkeitsfeldu be-
wirkt, das seinerseits durch die Navier-Stokes-Gleichung (hiernf
ein Newtonsches Fluid)

@ _ 1 2
@t+u ru= -—-rp+ r“u+F(T) (6.2)

bestimmt ist. Die Navier-Stokes-Gleichung ist im wesentlichen
auch eine Konvektions-Di usionsgleichundg. Nur wird hier die
vektorielle Gre e u (Impuls pro Masse) transportiert® Der kon-
vektive Transportterm u r u stellt einen nichtlinearen Term dar,
der das Verhalten der Stemung ganz entscheidend beein ussen

Claude Louis Ma-
rie Henri Navier
1785{1836

LEigentlich treten noch weitere Terme auf, die aber sehr oft vernaklassigt werden lennen.

2In der Navier-Stokes-Gleichung tritt jedoch zusatzlich noch der Druck auf, der einer besonderen
Behandlung bedarf.

3Bei einem inkompressiblen Fluid ist = const:, so da der Geschwindigkeitsvektor proportional
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

(a) (b)

0:8-

0:6

0:4-

Abbildung 6.1.: lllustration der zeitlichen Entwicklung einer Gree T durch Konvek-
tion (a) oder durch Diusion (b). Hier wurde als Ausgangsfunktion das Gau paket
T(x;tg) =exp( 2:5x2) gewmhlt. Als Besonderheit bleibt das Gau -Pro | bei der Di usio n
(b) erhalten, nur die Skalenandern sich. DennT(x;t) = (4 t ) expf x2=4t gist eine
exakte Lesung der Di usionsgleichung #ir eine konzentrierte WarmequelleT (x; 0) = (x)
bei x = 0 zum Zeitpunkt t = O (Landau and Lifschitz, 1991). Die Lesungen sind dar-
gestellt fur t = tg (gestrichelt) und t = 2=u fur reine Konvektion (a) sowie fur t = 2tg
( ), t =4tp (blau), t = 9tg (gren) und t = 25t; (rot) fer reine Di usion (b).

kann. Physikalisch bedeutet der gesamte Termuddt = @i=@t u r u die Trag-
heitskraft pro Masse. Aber auchu r T in der Warmetransportgleichung 6.1) ist
ein nichtlinearer Term, wennu in irgendeiner Weise vonT abhangt (gekoppelte
Gleichungen). Falls dies nicht der Fall ist, wenn alsa fest vorgegeben ist, dann ist
u r T ein linearer Term.

Bevor wir die Lesung der gekoppelten Navier-Stokes und &k
metransportgleichung unter Einbeziehung aller Terme betrach- ¢ .
ten, ist es zweckm ig, verschiedene zeitliche Diskretisierungen :
an einfachen Modellproblemen zu testen und die Eigenschaften
(Genauigkeit) der Verfahren durch einen Vergleich mit exakten
Lesungen zu untersuchen. #F die Di usionsgleichung hatten
wird dies ja teilweise schon in Kap2 durchgetihrt.

Fer die Analyse von Zeitintegrationsschemata ist es am ein
fachsten, eindimensionale Modellgleichungen zu verwenden,
sie das prinzipielle Verhalten in den meisten dilen sehr gut wi-
derspiegeln. Zuachst werden wir Verfahren éir die parabolische

Sir George Gabri-

. - . el Stokes
Gleichung i usionsgleichung (1.50) 1819{1903
@T @T _
@ @’ ©9

betrachten. Der zugrundeliegende physikalische Proze ist die Risgerung eines
thermodynamischen Gleichgewichts durch einen Entropiestrom vdBebieten mit
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6.1. Diusion

hoher Temperatur zu Gebieten mit niedriger Temperatur. Im Mikrokopischen ge-
schieht dies durch Austausch der kinetischen Energie zwischen ddolekellen. Im
Fall der Konzentration c einer SpeziesT! c¢) wird das thermodynamische Gleich-
gewicht durch die Vermischung unterschiedlicher Molelke aufgrund des chemischen
Potentials und der thermischen Bewegung realisiert. Einfach gesagirkt die Dif-
fusion gkttend. Je scharfer die Spitzen, d.h. je go er j@T=@Xj, desto schneller
werden sie abgebaut.

Danach werden wir dieAdvektionsgleichunty

@T+ UQT:
@t @x

betrachten, wobeiu > 0 konstant vorgegeben sei. Sie ist vom
hyperbolischenTyp. Bei gegebener Anfangsbedingungjo(x;to)
. kann man ihre Lesung sofort angeben. Sie lauteT (x;t) =
Sir Isaac Newton Tp(X ut;tg). Die Anfangsverteilung wird lediglich in positiverx-
1642{1727 Richtung verschoben. Es handelt sich um eine reine Translation,
bei der keineAnderung der Form des Pro IsT(x; ) statt ndet.
Schlie lich werden wir uns auch mit dem kombinierten E ekt im Rahmen de
Konvektions-Di usionsgleichung (Kap.6.4) und mit Nichtlinearit aten besclaftigen
(Kap. 6.5 bevor wir Lesungsmethodentfr die Navier-Stokes-Gleichung §.2) be-
trachten.

0 (6.4)

6.1. Diusion

Zunachst betrachten wir die eindimensionale Di usionsgleichund.(50. Zur Lesung
kommen explizite oder implizite Verfahren in Betracht.

6.1.1. Explizite Verfahren
FTCS-Algorithmus

Das einfachste explizite Verfahrerelr die Di usionsgleichung ist das FTCS-Schema
(siehe Kap.2.1). Es verwendet mumlich zentrale Di erenzen und zeitlich einseitige
Vorwartsdi erenzen

T T 2T+ T L

t L (6.5)

Aufgelest nach der unbekannten Go e Tjn+l erhalten wir den FTCS-Algorithmus
(2.23
T = sTh +(1 29T + sT" 4 (6.6)

ist zum Vektor der Impulsdichte: u u.
“Man kann diese Gleichung auch Konvektionsgleichung nennen. Nur in & Meteorologie wird
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

(a) FTCS (b) Richardson (c) Du-Fort-Frankel  (d) 3-Niveau-explizit
n+1 n+1 n+1 PY n+1
._I_, n n n e—e¢——eo 1N
I j+1
n 1 n 1 e e e N 1
o1 j+1 o1 j+1 o1 j+1
(e) Crank-Nicolson (f) allg. 3-Niv.-impl. (g) 3-Niveau-implizit
n+1 e o e Nt 1 n+1
n o—o —o I n
o j+1
Y n 1 n 1
o1 j+1 o1 j+1

Abbildung 6.2.: Di erenzensterne verschiedener expliziter (a{d) und impliziter (e{g) In-
tegrationsschemata zur losung der Di usionsgleichung.

wobeis = t= x? ist. Die involvierten Gitterpunkte sind in Abb. 6.2a dargestellt.
In Kap. 3.2 hatten wir gesehen, da das Verfahren konsistent, von ersterr@ung
in der Zeit O( t) und von zweiter OrdnungO( x?) im Raum ist. Fur s = 1=6
ist der Fehler sogar nur von der Go enordnung O( t?; x*). Die von-Neumann-
Stabilitatsanalysdieferte fur die Di usionsgleichung und kleine Serungen den Ver-
starkungsfaktor

G=1 4ssin 5 (6.7)

Fer Stabilitat mu jGj 1 sein, was auf die Bedingung  1=2 felhrt.

Heuristisches Stabilit atskriterium  Einen Hinweis auf dieStabilitat liefern auch
die Koe zienten von T, T" und T, auf der rechten Seite von Z.23: Aus
physikalischen Genden sollte eine Strung, welche nur die Temperatur vonr;" ,,
T" oderT/",, erheht, auf jeden Fall auch zu einer Erbhung vonTjn+l fuhren. Falls
einer der Koe zienten von T" ;, T oder T/,; in (2.23 negativ ist, kann diese
positive Stwrung jedoch unter Umsenden eine Erniedrigung vonTjn+l bewirken,

was keinen Sinn machen wde. Daher ist ein negativer Koe zient in (2.23 ein

zwischen Konvektion und Advektion unterschieden. Konvektion beeichnet dort das vertika-
le Aufsteigen von Warmluft. Advektion bezeichnet hingegen dashorizontale Aufgleiten von

Warmluft wber kaltere Luftschichten.

SZur Erinnerung: Bei der von Neumann-Stabilitatsanalyse setzt man ér die Abweichungen
" von der exakten diskreten Lesung auf dem Bereich [01] den Ansatz ' (G)" €! mit
=m x (falls x 2 [0; 1]) in die lineare Di erentialgleichung ein, um den komplexen Vers#r-

kungsfaktor G fur einen Schritt der Zeitintegration zu erhalten (siehe Kap. 3.3.2). Dabei ist m
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6.1. Diusion

Warnzeichen #r eine megliche Instabilitat des Verfahrens. In der Tat verschwindet
der Koe zient von T genau auf der von-Neumann-Stabilettsgrenze.

Richardson- und DuFort-Frankel-Schema

Beim FTCS-Schema ist die zeitliche Diskretisierung mit einseitigen Voeats-
Di erenzen nur von erster Ordnung. Symmetrische Di erenzerefr die erste zeitliche
Ableitung weirden von zweiter Ordnung sein. Daher &re dasRichardson-Schema
fur die Di usionsgleichung naheliegend (Abb6.2b)

L P T, 2T+ T,

= L : (6.8)

Mittels Neumann-Stabilitatsanalyse kann man aber zeigen, da dieses Schemaa f
alle s > 0 instabil ist. Das bedeutet aber nicht, da das Richardson-Scheamauch
fur andere Di erentialgleichungen instabil sein mu ©

Durch eine leichte Modi kation kann man das Richardson-Verfahrestabilisieren.
Dazu wird T durch den zeitlichen Mittelwert Tjn+l + Tjn 1 =2 ersetzt. Damit
erhalten wir dasDuFort-Frankel-Schema(Abb. 6.2c, Du Fort and Frankel, 1953

Tjn+l TJn 1 _ Tjn+]_ Tjn+l + TJn 1 + Tjn 1 (6 9)
2t X2 '

oder, aufgebst nachT"**,

2s n n 1 2s_, ;.
1+2s T * 770 * 1+2$Tj

+1 —
T = (6.10)

Das DuFort-Frankel-Schema umfat 3 Zeitniveaus. Nur dr s = 0:5 entfallt das
Niveau bein 1. Dann ist das DuFort-Frankel-Schema identisch mit dem FTCS-
Schema. Bei Verwendung eines 3-Niveau-Schemas ist es erfdickerjeweils zwei
vorhergehenden Niveaus im Speicher zu halten. Au erdem mu mam Beginn der
Rechnung zuerst ein zweites Niveau mittels eines 2-Niveau-Scherhasechnen.
Die von Neumann-Stabilimtsanalyse liefert WachstumsfaktorenGj 1 fer alle
und s > 0. Das DuFort-Frankel-Schema ist damit uneingescankt stabil. Eine
Prufung der Konsistenz durch Taylorentwicklung aller auftretendeferme T" um
den zentralen Punkt f;j) nach Kap. 3.2 liefert fur das DuFort-Frankel-Schema

n n 2 n
a er ", 17 @ o t?; x* =0: (6.11)
@t | @x | x @
I —fz——} | {2 }
entspr: Di erentialgleichung Fehler Ejn

die Wellenzahl undj x die Ortskoordinate.
5Fur die Advektionsgleichung kann man zum Beispiel ein stabiles Verfaten erhalten; siehe Kap.
6.3.3
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

Damit der Fehler t?>= x?= s tnichtzugro wird, mu trotz uneingeschrank-

ter Stabilitat man die Zeitschrittweite t bzw.s begrenzen. Wenn wit@T =@t mit

Hilfe der Di usionsgleichung wie in Kap. 3.2 allein durch die Ortsableitung aus-
drecken, nden wir den feuhrenden Fehler

@Tn 2. 2 _ 2 2 1 @Tn 2. 4 .
st@j+0t,x—xsl—2@-+0t,x.
1|z
2(eT=01)

(6.12)
Fur den speziellen Werts = 1:p1_2 0:2887 haben wir damit ein Verfahren
4. Ordnung im Raum und 2. Ordnung in der Zeit.

Allgemeines explizites 3-Niveau-Schema

Das allgemeineexplizite 3-Niveau-Schem#Abb. 6.2d) fur die Di usionsgleichung
kann man schreiben als

aT"™ + bT" + cT" * = dL T + eLuT" % (6.13)

wobeil,, der raumliche Ableitungsoperatorzweiter Ordnung mittels zentraler Dif-
ferenzen ist, d.h.
Tj +1 2TJ + Tj 1,
X2 '
Zur Bestimmung der Koe zienten a, b, ¢, dund e mu man alle diskreten TermeT™
als Taylor-Entwicklung um den zentralen Punkt ;] ) schreiben und verlangen, da
die resultierende Gleichung konsistent mit der Di usionsgleichung isK@ap. 2.2) und
da meglichst viele Fehlerterme verschwinden. Wenn man so velit, kann man
zeigen, da sich die Anzahl der unbekannten Koe zienten auf 2 reakiert. Man
erhalt dann die Form

L T, = (6.14)

T n+1 Tjn T'n -I-Jn 1

a+ )- : J —= MG Eeqit (6.15)
oder, nachT,"** aufgebst,
1+2 s x?
= o= T 37— T 7 @ LT+ LT
(6.16)
Der Abbruchfehlerbetragt
T 1 1
En= s XZ% Leov Lo e (6.17)
Damit hat man fur 1 1
= 5 + 15 (6.18)
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6.1. Diusion

0:6
instabil
0:5¢
S 0:4f
Abbildung 6.3.: Stabilit atsbereich (unterhalb der 0:3! stabil
blauen Kurve) fur das explizite 3-Niveau-Schema
(6.15) berechnet durch Lesen von 6.19) unter der

Bedingung (6.18). Die gepunktete Linie deutet die "0 2 4 6
Stabilitatsgrenze ir !'1  an.

ein Verfahren 4. Ordnung. Eine Stabiliatsanalyse nach von Neumann liefert eine
quadratische Gleichungdr den Verswrkungsfaktor G( ; ;s; )

(1+ )G? [1+2 +2s(1 )(cos 1)]G+[ 2s(cos 1)]=0: (6.19)

Fur nach (6.189 erhalt man fur ! 0 einen stabilen Algorithmus, wenrs  1=3
(Abb. 6.3). Fur 11 erhalten wir einen stabilen Algorithmus éir s  0:5, was
der Stabilitatsgrenze des FTCS-Schema entspricht. Tatshlich sieht man leicht,
da fur !'1 (6.15 die Summe zweier aufeinanderfolgender FTCS-Schritte ist
(wegen 6.19 geht in diesem Limes ! 1 ). Das explizite 3-Niveau-Schema
mit (6.18 ist genauer als das FTCS-Schema, besitzt aber einen etwas gesnen
Stabilitetsbereich.

Man kann nun die obigen expliziten Verfahren implementieren unaif spezielle
Falle mit einer exakten Losung der Di usionsgleichung vergleichen (Hausaufgabe).
Die E zienz der Verfahren hangt von dem Schrittweitenparametes ab. Fer s = 0:3
ndet Fletcher (1991a), da das DuFort-FrankeI-V%rfihren am genauesten ist, was
daran liegt, da s =0:3 nahe an dem Werts = 1= 12 = 0:2887 liegt, an dem das
DuFort-Frankel-Verfahren von 4. Ordnung ist. Bei dem go erem Wert s = 0:41
ist das 3-Niveau-Schema 4. Ordnung (d.h6(195 mit (6.18 und = 1) uberlegen,
insbesondere bei dherer mumlicher Au esung.

6.1.2. Implizite Verfahren

Bei impliziten Verfahren werden die aumlichen Ableitung zumindest teilweise auf
dem jeweils neu zu berechnenden Zeitniveaut+ 1 gebildet. Damit sind die Unbe-

kannten miteinander gekoppelt und man mu in jedem Fall ein lineares I&ichungs-

system bsen.

Voll-implizites Verfahren

Das einfachste implizite Verfahren ist die voll-implizite Diskretisierung

j+1
t X2

Tjn+l Tjn T-n+l 2Tjn+l + Tjn+j|-_
= : (6.20)
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

Wenn man nach dem Zeitniveawn + 1 au est, ergibt sich
STV +(1+29T™ ST = T, (6.21)

wobei wiewblich s = t= x2. Per Taylor-Entwicklung kann man wieder zeigen,
da das Verfahren von 2. Ordnung im Raum ist, §ir s = 1=6 sogar von 4. Ordnung.
Aufgrund des Verstrkungsfaktors

1

- 1+2s(1 cos) (6.22)

istimmer jGj 1, weshalb das Schema uneingesehkte Stabilitat besitzt.
Wenn man das Gleichungssystem nack .@1) aufstellt, ergibt sich fur die internen
Punkte T;** bis TJ*]

10 1 0
(1+29) s T TS + ST
s (1+2s) s T T
S S T & T
s (1+2s) T T8+ ST

(6.23)
Die rot gekennzeichneten Randwert&** und TJn+l sind ewber die Randbedingun-
gen fest vorgegeben. Da das Gleichungssystem tridiagonal istnkaes leicht mit
dem Thomas-Algorithmus(Kap. 5.1.3 gelost werden.

Die Lesung dieses Systems mit Hilfe des Thomas-Algorithmus kostet nunge-
fahr den zweifachen Rechenaufwand wie di@éung der Di usionsgleichung mittels
explizitem FTCS-Verfahren. Beim impliziten Verfahren kann aber die &tschritt-
weite gro er gewahlt werden. Der Verge erung der Zeitschrittweite sind jedoch
Grenzen gesetzt. Denn bei gro en Zeitschritten bleibt das Veffimen zwar stabil, es
wird aber ungenau’

Crank-Nicolson-Verfahren

N
=

Das Crank-Nicolson-SchemaAbb. 6.2e) ist teilimplizit, wobei
die raumlichen Ableitungen bein+1 und n gleichstark gewichtet
werden,

<
:

e

-I-_n+1 TN
a1 =
t 2
Die Konsistenzpeifung mittels Taylor-Entwicklung um (j; n + %) John Crank
liefert einen Abbruchfehler der Ge enordnung O( t2; x2). 1916{2006

Damit ist das Crank-Nicolson-Verfahren immer von 2. Ordnung in deEZeit, was
einen signi kanten Vorteil gegemiber dem voll-impliziten und dem FTCS-Verfahren

Lo T+ LT (6.24)

4

"Diese Ungenauigkeiten spielen keine Rolle, wenn man nur an der statiaren Lesung #&ir t ! 1
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6.1. Diusion

darstellt. Au erdem ist es uneingeschankt stabil. Aus diesen Genden ist das
Crank-Nicolson-Verfahren sehr popalr. Durch Trennen der Zeitniveaus ergibt sich
der Algorithmus

St (6.25)

S S S
ST +(@+ 9T ST = ST +(@ 9T+ 5T,

> j+1 2 j 1 é j+1
Dies fuhrt wiederum auf ein tridiagonales System, das man e -
zient mit dem Thomas-Algorithmus bsen kann.

Das Crank-Nicolson-Schema kann man nun verallgemeinern,
indem man die Wichtung der beiden Zeitniveaus deeumlichen &
Ableitung variiert (siehe Fletcher (1991)). Wenn sich das Sy-
stem, d.h. die exakte osung, auf stark unterschiedlichen Zeits-
kalen entwickelf (steifes System), besitzt das Crank-Nicolson-
Verfahren den Nachteil, da es unphysikalische, oszillierendedL

sungen liefert. In solchen Ellen sind einige 3-Niveau-SchemataPhyllis Nicolson
besser. 1917{ 1968

Verallgemeinertes 3-Niveau-Schema

In Anlehnung an das explizite 3-Niveau-Schem& (15 kann man das implizite 3-
Niveau-Schema (Abb.6.2f)

-I-_n+l TN TN T_n 1
(1+ ) J J J J
t t

= L xx Tjn+l + (l ) L xx Tjn (6-26)

konstruieren, das beiFletcher (1991a) 3LFI ( 3-level-fully-implicit) genannt wird.
Ein besonders e zientes Verfahren erélt man fur =1=2und =1 (Abb. 6.29).
Bei dieser Wahl der Parameter ist das Verfahren, wie das Crankiddlson-Verfahren,
von zweiter Ordnung in der ZeitO ( t?; x2). Es besitzt aber bessere Eigenschaften
bei steifen Problemen. Unphysikalische Oszillationen werden @adpft. Auch die
Gleichungen #&r das 3LFI-Schema kann man mit dem Thomas-Algorithmusken.

Fer
1 1

+ o+ —
2 12s
erhalt man sogar eine Genauigkeit 4. Ordnung im Raum.

(6.27)

Fazit: Wenn man die obigen impliziten Schemata implementiert, ndet man, da
alle Verfahren aufgroben Gittern in etwa gleich gut bzw. gleich schlecht sind. Auf
feinen Gittern wird aber die Bberlegenheit der Verfahren aherer (4.) Ordnung
deutlich sichtbar.

interessiert ist. Die Dynamik wird aber nicht richtig wiedergegeben.
8Ein Problem wird steif genannt, wenn die Losung zeitweise extrem schnell variiert und dann
wieder sehr langsam. Dann wird die maximale Zeitschrittweite durch dieschnellsteAnderungs-
rate bestimmt, was sehr restriktiv sein kann.
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

(©)
(@) (b)
n+1 Tn+1 n+1
[
n n

Abbildung 6.4.: Dierenzenstern fur das 2D-FTCS-Verfahren (a), dessen Erweiterung
nach (6.32) (b) und fur das ADI-Verfahren (6.37) (c).

Ahnliches gilt fur den Vergleich von expliziten und impliziten Verfahren. Auf
groben Gittern sind sie etwa gleich gut bzw. schlecht. Auf feinen Gétn besitzen
jedoch die impliziten Verfahren in der Regel einedihere Genauigkeit.

6.2. Mehrdimensionale Di usion

Meist lassen sich reale Problemstellungen nicht auf eine Raumdimensieduzie-
ren. Dann mu man zwei- oder dreidimensionale Rechnungen dureihfen. Fer die
zweidimensionale Di usionsgleichung

@T_ @1 a@r
ot @>°< @y

liefert die direkte Erweiterung des eindimensionalen FTCS-Verfahuie das explizite
Verfahren (Abb. 6.4a)

(6.28)

Tn+1 n
ik ik _ n n .
I - L xx Tj;k + Lnyj;k ' (6.29)

was nach Au esen als
Thaw 2T+ T g N The 2T+ Tk 1
2 y2
(L 2s¢ 25)Th + scThau t ST e+ Sy T + STk 10 (6.30)

TRt = TR+ ot

geschrieben werden kann, mis, = t= x?unds, = t= y2.° Der Abbruch-
fehler ist von der OrdnungO( t; x2; y?).
Die Stabilitat dieses Verfahrens ist gegeiber der eindimensionalen Version re-

Hier kennte man auch unterschiedliche Di usionskonstanten  und  in x- und y-Richtung
einbauen.
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6.2. Mehrdimensionale Di usion

duziert, denn man mu die Bedingung

Sy + Sy % (6.31)

erfullen. Far s = s, = s, entspricht dies s 1=4. Im dreidimensionalen Fall
reduziert sich der stabile Bereich der Schrittweite sogar asf 1=6.

Eine Modi kation des FTCS-Verfahrens #ir s = s, = s, durch einen Zusatzterm
stellt das 9-Punkt-Verfahren dar (Abb. 6.4b)

n+1 n
T Tk

— = LT + Ly T + |2 tL?XZLnyj;”l}: (6.32)

1 0fur t!' O

Nach T} aufgebst

T =Th+  t LaTh +LyTh + 2 tPLulyTh (6.33)
(1+ tLXX)f1+ tLyy) ,}- (6.34)

= TJ;k

Jetzt erkennt man den Grund #r die Wahl des Zusatzterms: Die rechte Seite kann
faktorisiert werden. Dadurch kann die Gleichung sehr einfach in zi8chritten

T =(1+  thyy) T (6.35a)
TOL =L+ th) Ty (6.35b)

implementiert werden. In jedem Teilschritt jeweils nur 3 Werte beetigt. Au erdem
besitzen die so modi zierten Gleichungen den erweiterten Stab#itsbereichs
1=2.

Bisher waren alle Schritte explizit. Die naheliegendste implizite Diskreterung
besteht darin, alle mumlichen Ableitungen bein +1 zu berechnen (vgl. 6.30), was
auf

(L+25+2s) TR™ T T 8T ST =Tk (6.36)

fuhrt. Hierbei sind alle NNy Variablen gekoppelt zu ésen. Man kann die Varia-
blen im Vektor der Unbekannten so anordnen, da die drei Hauptd@onalen besetzt
sind. Aus der Ableitung in der zweiten Raumrichtung resultieren abemoch zwei
weiter au en liegende Diagonalen im AbstandN, bzw. Ny von der Hauptdiago-
nalen, wie in Abb. 5.1 (Kap.5.1). Daher kommt eine Losung mit dem einfachen
Thomas-Algorithmus nicht in Frage. Andere direkte Verfahren, wietwa das Gau -
Verfahren, sind zu teuer. Zu ern&gen ist dann die mherungsweise asung mit dem
SIP-Verfahren (Kap. 5.2.4).
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

6.2.1. Splitting-Methoden

Um die starke Kopplung der Variablen beim einfachen impliziten Verfalen (6.36

zu verringern und um tridiagionale Matrizen zu erhalten, kann man veuchen, das
implizite Problem ahnlich wie im expliziten Fall (6.33 in zwei Teilschritten zu lesen.
Dabei wird im ersten zeitlichen Teilschritt nur die Ableitung in einer Raumichtung

implizit behandelt, im darauf folgenden zweiten Teilschritt die andere &imrich-

tung, und so weiter alternierend. Bei dieser Vorgehensweise kanmran fer jeden
einzelnen Teilschritt den Thomas-Algorithmus nutzen.

ADI

Die am hau gsten verwendete Splitting-Methode ist die Alternating D irections
I mplicit Method (ADI-Methode). Diese Methode hatten wir schon in Kap5.2.5
betrachtet. Sie lautet

T. Th
A= LaTo+ Ly T (6.37a)
T T

Hier wird im ersten Schritt die x-Richtung und im zweiten Schritt die y-Richtung
implizit behandelt. Die Gleichungen @r die beiden Halbschritte kann man ausihr-
lich schreiben als

s S
2Tkt @+ 8Ty =T 1 = iTj;nk at@ ST+ ﬂTi?k 1
2 2 2 2
(6.38a)
s S
ITRL+ A+ TR 2THN = 2T+ (@ )Ty + 2T e
(6.38b)

Es treten nur tridiagonale Matrizen auf.

Der Verstarkungsfaktor G von Sterungen #ir das ADI-Verfahren ergibt sich als
Produkt der VerstarkungsfaktorenG; und G, fur die beiden Teilschritte. Mit dem
Ansatz fur die Sterungen §, = GiGhé ey und , =1 xund y=m vy
erhalt man aus den Von-Neumann-Stabil#tsgleichungen

1 2s,sin?(y=2) 1 2s.sin?( x=2)

G=GG, = — — : (6.39)
1+2s,s5in°( x=2), 1+2s,sin“( y=2)
Pt AR /A Yo D AR
Gl G2
Wegen

. 1 2s,sin’( y=2) 1 2s,sin’( (=2
JGJ — Sy : 2( y_ ) X : 2( X_ ) 1 (640)

1+2s,sin”( y=2) 1+ 2s,sin”( x=2)
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6.2. Mehrdimensionale Di usion

(@) (b) (©)
2

15 / 58
: / i
1 N -V 13 /// /
I =

0.5\ S 0.5

8 / 3
N > P

<m
=
(61]

Z0
2
\0.2‘
\oq
\0
06’

Lx L Sy & 18 o, s

S s 8 e | _

0 05 1 15 2 0 05 1 15 2 0 0.5 15 2
SX sX SX

Abbildung 6.5.: Verstarkungsfaktoren max . jGij (a), max,. jGzj (b) und
max . , jG1G2j (c) nach (6.39) fur das ADI-Schema 6.37).

ist das gesamte ADI-Verfahrendr alle s,;s, stabil. Jedoch ist jeder Teilschritt nur
bedingt stabil (siehe Abb.6.5). Das ADI-Verfahren besitzt eine Fehlerordnung von
O( t2; x?; y?). Die Genauigkeit zweiter Ordnung resultiert aus der zeitlich sym-
metrischen Formulierung (siehe auch Abls.4c), ahnlich wie beim Crank-Nicolson-
Schema aus Kap6.1.2

Damit diese Genauigkeit aber tatachlich realisiert wird, mu man auch die Rand-
bedingungen @ér die ZwischenwerteT;, so formulieren, da sie kompatibel mit dem
Algorithmus sind. Wenn zum Beispiel die Funktion bej = Ny durch T{ , = I
vorgegeben ist, dann kann man nicht einfachy ., = (g** + B)=2 verwenden. Der
Fehler ware dannO( t). Die korrekte Randbedingung erklt man vielmehr durch
Einsetzen vonT{ = T{ ., = b in (6.379 und (6.378 und Subtraktion der beiden
Gleichungen (S|ehe auch Abb6.6). Dann fallt der Term Ly T, auf der rechten
Seite weg und man eralt*°

+1
bETJ'bE % tLy 7 B (6.41)

TNX;k =
Man kann das ADI-Schema auch in naheliegender Weise auf drei Dirsamen
erweitern, wobei man drei Teilschritte zu jeweils t=3 macht und in jedem Schritt
nur je eine Raumrichtung implizit behandelt. Die Genauigkeit zweiter Qinung
und die schnelle bsbarkeit der Gleichungen bleiben erhalten, nur ist das ADI-
Verfahren in drei Dimensionen nicht mehr uneingesaankt stabil. Es gilt dann die
Beschenkung sy;sy;s, 3=2.

Verallgemeinertes 2-Niveau-Schema

Beim ADI-Verfahren hatten wir einfach ad hoc ein zustzliches Zeit-Niveau bei
n + 1=2 eingedihrt, wobei der explizite und der implizite Anteil in jedem Schritt

OWenn man in (6.37) zuerst die y- und dann die x-Richtung implizit behandelt, also in umge-
kehrter Reihenfolge vorgeht, dann erlalt man fur die Randwerte beik = Ny einen entsprechen-
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

(@) (b)

n+1

. <1 e .

Abbildung 6.6.: Den unbekannten Randwert in (a) erhalt man aus den anderen Rand-
punkten (gren) durch Di erenzbildung der ADI-Gleichungen ( 6.378 und (6.37b) fur die
Punkte in (b), d.h. fur j = Ny. Dadurch werden dieroten Punkte eliminiert (Lyy fallt
heraus).

gleich gewichtet wurden. Wir wollen nun ein allgemeines 2-Niveau-Scheableiten,
wobei wir den Algorithmus #ir das Inkrement

TR =T T (6.42)

der gesuchten Funktion schreiben. Wir gehen zachst von dem allgemeinen teil-
impliziten Verfahren

n+1
TJ';k

= Lo TR+ Ly TR +(1 ) LT+ Ly T (6.43)

aus. Mittels (6.42 eliminieren wir nun auf der rechten SeiteTj?k+1 zugunsten von
T . Dann ergibt sich

t

= Lo TR+ Ly TR+ LT + Ly Th (6.44)
Wenn wir nun alle Terme zur Zeitn + 1 auf die linke Seite bringen, erhalten wir
1t (Latly)] TR =t (Lt Ly) Ti: (6.45)

Um die linke Seite in Faktoren zerlegen zudnnen, machen wir nun einen kleinen
Fehler { ahnlich wie in (6.32 { und schreiben
(1 tL XX)?1 t L{Zyy) Tj?kﬂ} = ot (Lux + Ly) Tk (6.46)

= TJ;K

den Ausdruck, nur mit Ty = (" + 1)=2 ( t=4)L x §** o , wobeil = Tfy  der
Randwert auf k = Ny ist.
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6.2. Mehrdimensionale Di usion

Hierbei haben wir den Fehler t? 2 2L, L,y Tn+1 gemacht. Er ist von der Ord-
nung O( t?). Das macht aber nichts, solange das Verfahren selbst nur vorstr
Ordnung in der Zeit ist!! In der Tat ist das aus (.46 resultierende Verfahren
lediglich far = 1=2 von zweiter Ordnung.

Die Di erenzengleichung 6.46 wird nun in zwei Schritten gebst

1 tL xw) Tu= t (Le+Ly)Th; (6.47a)

(T tL ) T = Ty (6.47Db)

Beide Teilschritte kennen mit dem Thomas-Algorithmus e zient ausgeéihrt wer-
den.

Die Methode der Faktorisierung des impliziten Operators auf der linkeSeite der
Gleichung kann auch auf drei Dimensionen erweitert werden. In drBimensionen
hat das allgemeine Zwei-Niveau-Schema gegéer dem normalen ADI-Verfahren
(entsprechend = 1=2) den Vorteil, da es uneingeschankt stabil ist, wenn der
implizite Anteil uberwiegt, also &r 1=2. Daruber hinaus kann man die Strategie
des Splitting durch Addition eines kleine Fehlerterms auch auf Schemata mit drei
Zeitniveaus (beispielsweise5(26) anwenden (siehe~letcher (1991)).

Bei den oben beschriebene8plitting-Schematawurde die Di erentialgleichung
zuerst diskretisiert. Danach wurde versucht, die Operatoren,elkche die verschie-
denen Raumrichtungen miteinander koppeln, zu faktorisieren. Dieaktorisierung
erlaubte dann ein schrittweise Berechnung, wobei in jedem Teilsdhjeweils nur ei-
ne einzige Raumrichtung behandelt wird. Damit lassen sich die Gleichusgysteme
ekonomisch ésen.

Eine gewisse Modi kation desSplitting ist die Fractional-Step-Methode Hierbei
wird schon die Di erentialgleichung, z.B. die zweidimensionale Di usionsgichung

@T_ @ @
@t @>°< @%

in zwei Gleichungen aufgespalten. Erst danach erfolgt die Diskreésung. Dazu
schreibt man

T (6.48)

10T @T.
2@t @k (6.493)
1@T. @T.

In dieser Form sind die Gleichungen nairlich nicht korrekt, da sie im allgemeinen,
d.h. fur @T=@% 6 @T=@3, widersprichlich sind. Deshalb sind diese Gleichun-
gen lediglich algorithmisch zu verstehen, im Sinne einer sukzessivassing. WWenn

wenn das VerfahrenO( t) ist, dann ist der Fehler in der Gleichung (6.46) fur das Inkrement
O( t?). Der durch die Faktorisierung zusatzlich gemachte Fehler ist demnach von derselben
Fehlerordnung wie das urspengliche Verfahren ohne Splitting. Die Di erenzengleichung bleibt
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

0=(L)H + ;x0/L,00—10/ L 01 Jus[eAInba
SI WaYds ore1qad[e ay) sny, (7' 6 UON0SS) poylaw uonenba payipou 9y} Ul S SOATJBALIOP-X PUB X[7 JO SULIA) UT A[9]0S passardxa useq sey I0119 uoreoun) ayJ, ,

]

SE€—1)9S00+(S¢ + X 7 £
(259 =y . (se—1o s¢+2) e Ty ol (¢ I E— v o DORIORINY yuer)/
(s +1)9s0d+(s¢—7) L2 \ XV veul +ul 1wl V W' Tesur]
S e [(esoo—T1)s$+1]¢ e T o= Ly P T T .l_ .
—ul—ul=u - — % = 14u T orduwr A
1 ail(@s0o—T1)s+3J1EF Ly0 \ XV T+ T :h&_wm yorduwr Aoy
[OAQ[-291Y ],
(@/g) uissT+1 »X0 [ T1 ¢ w _
QuON —_— —(—)0— O | P ot
(@/g)zutsst—1 L0 \ XV 1ol Faul reull  UOSIOIN-YUBID
0=["*L+G bl + i)~ A \.
. . . (sz+71) +X0 (T1 P 4 we
ul =y pud =y udV SUON — 8 | XD wl]l——————r— [oyuel-10,4ng
010 UIS Sy — 1)+ 980057 L2\ 1 O yud T ygud
Xy
(17— ,zw =7 .I_I.
NRQ n= N QX@ O £ y%x, uﬂ
— 0= S0Ss — | uIssy—1 —(=—5 )@/ xp)0 0=hl" TP~ SOLA
w 0 L2 \1 1+ullV
SYIBWOY  SUOIJOLIISAI (xprw=g)n (wio) Furpeay) w10j o1e1qagd|y QuIdYdS
Lqels 10308) uoneoydury (i) ,210110 uOBOUNI],

0= ¢X0/ L,00—1¢/ Lo uonenba uosnyip oy} 10§ sowWaYos (pasie1osip) o1eIqad[y ‘I'L dJqeL

H C K"'ﬁll‘.UQ‘lJlJ

emungs- und W armetechnik

Numerische Methoden der Str

Abbildung 6.7.: Verfahren fur die Di usionsgleichung (Fletcher, 1991a).
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6.3. Advektion

man die beiden Gleichungen in diesem Sinne diskretisiert, kann man dapleite
Verfahren (6.35 erhalten oder, bei impliziter Diskretisierung, das ADI-Verfahren
(6.39.

Abschlie end sei noch einmal betont, da es wichtig ist, auch die Ralbedingun-
gen konsistent mit derselben Fehlerordnung zu implementieren, wigedles Integra-
tionsverfahrens. Ansonsten wird die Genauigkeit der Verfahremggnerell reduziert.
Eine Ubersicht mber die wichtigsten Eigenschaften deremgigsten Integrationsver-
fahren fur die Di usionsgleichung ist in Abb. 6.7 gezeigt.

6.3. Advektion

In diesem Abschnitt wollen wir die Eigenschaften verschiedener lggationsver-
fahren fur hyperbolische Gleichungen am Beispiel deuif die Stremungsmechanik
wichtigen Advektionsgleichung 6.4) untersuchen. Wie zu Beginn dieses Kapitels
erwahnt, erhalt man die Lesung der Advektionsgleichungefr ein unendlich ausge-
dehntes Gebiet einfach durch die Translation der Anfangsbedinggium die Lange
L = u(t to). Die Kenntnis dieser exakten Bsung ernoglicht eine leichtetberpre-
fung der numerischen Ergebnisse verschiedener Verfahren. Werusatzlich auch
Di usionsterme in der Di erentialgleichung auftreten (siehe Kap.6.4), ist die Le-
sung natirlich nicht mehr so einfach darzustellen.

Zunachst werden wir die lineare Advektionsgleichung betrachten. Die hitineare
Advektionsgleichung wird smter behandelt. Die Advektionsgleichung ist von erster
Ordnung im Raum. Wir werden sehen, da eine symmetrische 3-PuniBerechnung
der ersten mumlichen Ableitung zu unphysikalischen Oszillationerehrt. Anderer-
seits wird die Ordnung des Verfahrens meist verringert, wenn marne stabilere
asymmetrische aumliche Diskretisierung verwendet.

6.3.1. FTCS-Schema

Wir betrachten die Advektionsgleichund6.4)
@T @T
— 4 — =
et Vex °

auf der reellen Achsex 2 [1 ;1 ] mit u = const. > 0. Die einfachste Diskretisie-

rung stellt das explizite FTCS-Schema dar

(6.50)

-I-_n+1 T_n -|-_n+ T'n
' n ‘ +u'l2 xJ L=0: (6.51)
Wir schreiben es in der Form
n+l _— n C n n .
Tj = Tj 5 Tj+l Tj 1" (6.52)
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

Hierbei ist

t
C=u— (6.53)

die Courant-Zahl? Die Courant-Zahl ist das Verhaltnis der Ge-
schwindigkeit u des tatschlichen physikalischen Transports der
Greo e T zu der Geschwindigkeit x= t, mit der sich eine Infor-
mation bei einemexpliziten Verfahren auf dem Gitter ( x; t)
ausbreiten kann. Aus dieser Betrachtung folgt, da Werte G 1
keinen Sinn machen. Denneifr C > 1 reicht die numerisch maxi-
mal megliche Ausbreitungsgeschwindigkeit nicht aus, um die die
Gre e T mit der erforderlichen physikalischen Geschwindigkeit
u auf dem gegebenen Gitter zu transportieren. Wir mssen also
verlangen

Kurt Otto
Friedrichs
1901{1982 cC 1 (6.54)

Diese Bedingung wirdCourant-Friedrichs-Lewy-Bedingung(CFL-Bedingung) ge-
nannt. Sie besagt, da sich ein physikalisches Fluidelement innerhallines Zeit-
schritts t nicht weiter bewegen darf als dieaumliche Gitterweite x.

Der Abbruchfehler des FTCS-Verfahrens isD( t; x2). Eine
Untersuchung der Von-Neumann-Stabil#t ergibt den Verstr-
kungsfaktor von Serungen innerhalb eines Zeitschritts

p__
G=1 iCsin ) j Gi= 1+C?%si® 1. (6.55)

WegenjGj 1 ist das FTCS-Schemaeir alle Werte von C un-

Hans Lewy eingeschankt instabil.** Die Auswirkung der Instabilitat auf die
1904{1988 Entwicklung von T sind in Abb. 6.8a,b zu sehen. In der Bhe

von starken Gradienten kommt es zu Oszillationen, deren Amplitudexplodiert.
Aus diesem Grund ist das FTCS-Schemaurf reine Advektionsgleichungen nicht zu
gebrauchen.

6.3.2. Upwind-Verfahren

Die Instabilitat tritt bei einseitigen Di erenzen nicht auf. Wenn man mumliche
Reckwartsdi erenzen bildet, ergibt sich

Tjn+l = Tjn C Tjn Tjn 1 = (1 C) Tjn + CTJn 1- (656)

also konsistent.

12Sje wird auch Courant-Friedrichs-Lewy-Parameter genannt.

13Fwr die Di usionsgleichung war das FTCS-Schema bedingt stabil. Durchdie Modi kation !
(T% + T 1)=2 kann das FTCS-Schema stabilisiert werden. Diesehrt auf das Lax-Friedrichs-
Schema c

1
n+l _ n+l n 1 n n .
= T 2 hm T
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6.3. Advektion

(@) FTCS,C=0:9,n=23 (b) FTCS, C=0:05,n=50
1,
T 05/
0
0 05 1
X
(c) Upwind, C=0:9, n =250 (d) Upwind, C=0:9,n =50
1 N 1
T o5/ T 05/
0 0
0 0:5 1 0 0:5 1
X X
(e) Lax-Wendro, C =0 :9,n =580 (f) Lax-Wendro, C=0 :9,n=50
1 1
T 05/ T 05/
0 0
0 0:5 1 0 1

Abbildung 6.8.: Numerisch berechnete losungen plau) im Vergleich mit der exakten

Lesung (ot) fur die beiden Anfangsbedingungen drein) eines Gau -Pakets und eines
Rechteckpulses. Gezeigt sind Ergebnissarfdas FTCS-Schema (a,b), dasJpwind-Schema
(c,d) und das Lax-Wendro -Schema (e,f) fur den angegebenen Zeitpunktn. Mit der

raumlichen PeriodenkngeL =1 und mit x = 1=N ist die zeitliche PeriodeT = L=u =

1=u= t=( xC)=(N=C) t. Nach ny = N=C Zeitschritten nimmt die exakte L esung
also wieder die Ausgangskon guration an. In allen Fllen ist N = 100 die Anzahl der
raumlichen Stutzstellen. Damit ist fur alle Falle nt = 111, nur fur (b) ist nt = 2000.

165

H' C’ Knpjusuy .
umerische Methoden der Str  emungs- und W armetechnik



6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

(g) Leapfrog (Euler), C=0:9,n =120 (h) Leapfrog (Euler), C=0:9,n =20

Leapfrag: inistep: Euler, Courant=0.9, N=100, period~=111, time=120 Leapfrag: ini-step Euler, Courant=0.9, N=100, period~=111, time=20
l L
T o5}
0
0 05 1 0 05 1

X X

(i) Leapfrog (Upwind), C=0 :9,n =120 () Leapfrog (Upwind), C=0 :9,n =20

Leapfrag: inistep: upwind, Courant=0.9, N=100, period~=111, time=120 Leapfrag: inistep: upwind, Courant=0.9, N=100, period~=111, time=20

0 05 1 0 05 1
X X

Noch Abbildung 6.8.: Beschreibung siehe oben. Hier sind die Ergebnisseurf das
Leapfrog-Verfahren gezeigt, wobei in (g,h) zu Beginn der Rechnung ai FTCS-Schritt
gemacht wurde, und in (i,j) ein Upwind-Schritt. Die zwei unabhangigen numerischen Io-
sungen sind durch gestrichelte bzw. durchgezogene blauerién gekennzeichnet.

Wegenu > 0 werden die Di erenzen also zur Luv-Seite gebildet. Man spricht dah
auch von Upwind-Verfahren'* Falls u < 0 ist, mu man die raumliche Ableitung
nach rechts nehmen

+ 0 . . R .
T 1= T CcTy T "= TG T T =@ jCT+CT !
(6.57)
Die Von-Neumann-Analyse von .56 liefert
G=1 C+Ce ': (6.58)
Dies ergibt
iGj?’=1 2C (1. C) (1 cos): 6.59
e e gy (659)

0furC 1 2[0;2]

¥Manchmal wird das Upwind-Verfahren auch Upstream-Verfahren oder Donor-Cell-Schema ge-
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6.3. Advektion

Wir erhalten also einen stabilen Algorithmus dr C 1. Das
ist gerade die Courant-Friedrichs-Levy-Bedingung. In der Regel
ndet man diese Stabilitatsbedingung &r alle expliziten Verfah-
ren fur hyperbolische Systeme. Interessanterweise althman fer
C=1das SchemaTjn+l = T," ;. Dies entspricht gerade der ex-
akten Lesung der Advektlonsglelchung

Zur Bestimmung der Fehlerordnung dedJpwind-Verfahren
setzen wir die Taylorentwicklungen der exakten ésungT um
den Punkt (n;j)

Richard Courant

1888{1972 a 2 @T
T = T+ t—+———+0 3 6.60a
J @t 2 @ ( )
_ a x> @T 3 .
Tjn 1~ Tjn X@X-'- T@ + O X y (660b)

in das Upwind-Schema 6.56 ein und erhalten

@' @ t @T X @T
@t "ex 2@ "2 ez
Das Upwind-Verfahren ist also von erster Ordnund ( t; x). Durch abermalige

Zeitableitung der Advektionsgleichung §.50 folgt @T=@% = u>@T=@% Daher
kann man den Fehler auch schreiben als

+0 t% x®: (6.61)

(1 C)=—+0 t% x%: (6.62)

Da der fuhrende Fehlerterm proportional zur zweiten Ortsableitung ist, &t er die-
selbe Wirkung wie ein Di usionsterm. Diesekunstliche Diusion wird durch die
Diskretisierung verursacht. Die zugebrige Di usivit atist °= u x(1 C)=2. Die

di usive Wirkung des Fehlers kann man sehr gut in Abb6.8c,d sehen: Der Gau -
Peak wird im Laufe der zeitlichen Entwicklung abgebaut und die Eckened Recht-
eckimpulses werden verschmiert.ef C! 1 verschwindet die kanstliche Di usion.
Dann ist die Lesung desUpwind-Schemas ja auch identisch mit der exaktene-
sung. Bei Stemungsproblemen kann man leider nicht einfach C = 1 setzen, da die
Geschwindigkeitu(x; t) im allgemeinen im Raum variiert. Die Courant-Zahl nimmt
dann lokal unterschiedliche Werte an.

6.3.3. Leapfrog-Verfahren

Um ein stabiles Verfahren dér die Advektionsgleichung zu erhalten, kann man al-
ternativ versuchen, den zeitlichen Operator des FTCS-Verfahme zu modi zieren.
Es liegt dann nahe, die zeitlichen Di erenzen wie beim Richardson-Vafiren fur

nannt.
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

_ Abbildung 6.9.: Schachbrettmuster der beim Leapfrog-
| Verfahren miteinander in Verbindung stehenden Punkte.

die Diusionsgleichung (Kap. 6.1.1) symmetrisch zu bilden, was gleichzeitig die
Genauigkeit in der Zeit ertohen wirde. Mit dieser Anderung erhalten wir

n+l n 1 n n
T T T

> 1 u > x =0; (6.63)
was auf dasLeapfrog-Verfahrenfehrt
=Tt CcTy T, (6.64)

Wenn man die Konsistenzeberpreft, stellt man fest, da dieses Verfahren von
zweiter OrdnungO ( t2; x?2) ist. An dem Verstarkungsfaktor von Serungen

L P—a—
G= iCsin 1 C?sir? (6.65)

sieht man sofort, da das Leapfrog-Verfahrenefr C = 1 neutral stabil ist, denn es
ist JG(C = 1)j = 1. Das Verfahren ist aber auch ér alle C 1 neutral stabil, was
recht vorteilhaft ist. Denn neutrale Stabilitat bedeutet, da kleine Abweichungen
weder versarkt noch gedampft werden. Dies entspricht genau dem Verhalten der
exakten Advektionsgleichung. Sie ist trivialerweise energieerhaltkn

Wenn man sich das raum-zeitliche Gitter schachbrettartig (schwafwei, Abb.
6.9 vorstellt, erkennt man, da durch das Leapfrog-Verfahren®.64) nur die Gitter-
stellen einer Farbe miteinander in Beziehung stehen. Die wei en Gitjgunkte ent-
wickeln sich wllig unabhengig von den schwarzen. Daher kann es sein, da sich die
Lesungen auf den beiden Teilgittern @llig unterschiedlich entwickeln (Abb.6.89{
j).*° Dies kann man vermeiden, wenn die beiderpkungen in gewissen periodischen
Zeitabstanden schwach miteinander gekoppelt werden (z.B. durch Mittelungper
zwel Zeitschritte).

Man kann analytisch zeigen, da das Leapfrog-Verfahrer(64) zwei Losungen be-
sitzt, eine physikalisch sinnvolle und eine unphysikalischekung €purious modg.1®
Die unphysikalische losung kann durch eine geeignete Wahl der Anfangsbedingung

151n Abb. 6.8 wurden die beiden unabmngigen Funktionswerte mit durchgezogenen beziehungs-
weise gestrichelten Linien verbunden.
®Der Grund dafur sind die drei Zeitniveaus.
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6.3. Advektion

auf den beiden ersten Zeitniveaus vermieden werden. Falls die ungitalische Lo-
sung bei der Implementierung der Anfangsbedingungen nicht eliminievird, ent-
wickeln sich die losungen auf den wei en und schwarzen Raum-Zeit-Punkten unter
schiedlich und die Di erenz mu zum Beispiel durch die oben genannte iltelung
ausgeglichen werden.

Beim Leapfrog-Verfahren erfolgt die Berechnung auf 3 ZeitniveauDaher braucht
man zu Beginn der Rechnung zuachst ein zweites Zeitniveau, das man zum Beipiel
mit dem Euler-Verfahren (FTCS) oder demUpwind-Verfahren berechnen kann.

6.3.4. Lax-Wendro -Verfahren

Eine andere Mbglichkeit zur Konstruktion eines Verfahrens zweiter Ordnung in de
Zeit besteht darin, den Fehlerterm zweiter Ordnung, welcher die mite Zeitablei-
tung enthalt, durch die zweite Ortsableitung auszudicken und ins Di erenzen-
schema einzubeziehen. Dazu betrachten wir die Taylorentwicklungpn/Tjn+l um
den Punkt (n;j), aufgebst nach@r =@t

a@_T" T ot@t , LT, @t 2

at " 7@2("’0 t = u?@+0 t° : (6.66)

Damit erhalt man das Lax-Wendro -Verfahren

C c?
> T T+ >

Es ist von der Fehlerordnungd ( t?; x2)und stabil fur C 1. Fer C = 1 wird das
Lax-Wendro -Verfahren exakt. Numerische Ergebnisse sind in Ab 6.8e,f gezeigt.

Man kann noch viele weitere Schemata untersuchen. Insbeson-
dere kann man auch implizite Verfahren, wie das Crank-Nicolson-
Schema, betrachten. kr hyperbolische Gleichungen, wie der Ad-
vektionsgleichung, bieten die impliziten Verfahren aber keine we-
sentlichen Vorteile gegember den expliziten. Das liegt daran, da
sich numerische Fehler bei impliziten Verfahren innerhalb nur ei-
nes Zeitschritts (also sofortleber das gesamte Raumgebiet aus-
breiten. Aus physikalischen Ganden propagieren Sirungen bei
tAo Wendro hyperbolischen Gleichungen aber nur mit endlicher Geschwin-
(Burt) digkeit. Obwohl die impliziten Verfahren in der Regel sehr stabil
1930{ sind (auch #ir C > 1), produzieren sie bei gro en Zeitschritten

recht gro e Fehler. Bei kleinen Zeitschritten (C 1) kann man
dann auch die schnelleren expliziten Verfahren verwenden. Im

eibrigen sollte man nicht vergessen, da das Upwind- und auch dasx-&Vendro -
Schema #ir C = 1 die exakte Lesung der Advektionsgleichung reproduzieren. Im-
plizite Methoden sind dazu nicht in der Lage.

Generell kann man sagen, da es wesentlich einfacher ist, genawsiuingen @r
parabolische Gleichungen (Di usion) zu erhalten, alf hyperbolische Gleichungen
(Advektion).

T =T T 2T+ T, (6.67)
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

Abbildung 6.10.: (a) Verfahren fur die Advektionsgleichung (Fletcher, 1991a).
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Noch Abbildung 6.10.: (b) Verfahren fur die Advektionsgleichung (Fletcher, 1991a).
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

@) (b)

Abbildung 6.11.: (a) Wellen verschiedener Wellendnge auf einer Wasserobemche (Pho-
tographie: Andrew Davidhazy) und (b) Dispersionsrelation fur Ober achenwellen #r
Bondzahl Bo = gd?= = 1, wobei d die Langenskala ist. Die Bondzahl ist ein Ma
fur die relative Bedeutung von Gravitationskraften zu Ober achenspannungskaften.

6.3.5. Dispersion und Dissipation

Als Dispersion bezeichnet man die Tatsache, da die spektralen Komponenten
(Fourierkomponenten) eines Signals unterschiedlich schnell praparen. Nicht-
monochromatische Wellemndern sich deshalb mit der Zeit. Neben der reinen Form-
anderung wird die Abschwchung eines Signals aBissipation bezeichnet’

Die Dispersion kann man zum Beispiel beobachten, wenn man einenistms
Wasser wirft. Far Wasserwellen unter dem Ein u von Kapillarit &t und Schwerkraft
(capillary-gravity waves gilt unter Vernachlassigung der Dichte der Luft dieDis-
persionsrelation(Landau and Lifschitz 199

&=

2
= g+ LS (6.68)

!
k

Euﬂasser/Luft hat die Phasengeschwindigkeitc ein Minimum bei Ky, =

g= 366cm?! (4,0 =72:8 10 °N/cm, 4,0 = 1g/cm?3, g = 9:8m/s?).
Dies entspricht einer Wellerdnge von i,  1.71cm. Far Wellenlangen < i,
dominieren kapillare E ekte und man hat Kapillarwellen. Im Bereich der Kpil-
larwellen nimmt die Phasengeschwindigkeit mit der Welleahge ab. Dies ist der
normale Fall bei einem Steinwurf ins Wasser. s Wellen mit > i, nimmt die
Phasengeschwindigkeit mit der Welleminge langsam wieder zu. In diesem Bereich
hat man Schwerewellen. In der Seefahrt sind die sehr langwelligieeak wavesso
gemhrlich, weil sie am schnellsten propagieren.

17Die Dissipation im strengen st®mungsmechanischen Sinn bezeichnet die Umwandlung von ki-
netischer Energie in Warmeenergie. Sie ist mathematisch genau de niert.
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6.3. Advektion

Ausbreitung von Wellen in linearer N aherung

Wenn Wellen eine kleine Amplitude besitzen, kann man die zugrundeliegiem Glei-
chung beazglich der Amplitude linearisieren. Dies ermaglicht eine analytische Be-
handlung. Dispersion und Dissipation sollen daher an zwei Beispielem die lineare
Wellenausbreitung demonstriert werden. Wir betrachten einersaidieKonvektions-
Di usions-Gleichung (Transportgleichung)

@T, et @r_
ot @x @%

und andererseits die linearisiert&orteweg-De Vries-Gleichung

0; (6.69)

T T T
ot o % -0 (6.70)
Diederik
i%?;w:gs In beiden Fallen kennen wir die Losung als Fourier-Reihe dar-
1848{1941 stellen «
Txt)=  Tidt Dtycc (6.71)
k
mit k; ;! 2 R und c.c: als Bezeichnungdr das konjugiert Komplexe. Da die linea-

ren Wellen entkoppeln, brauchen wir nur eine repisentative Fourier-Komponente
zu betrachten?®

Wenn wir diesen Ansatz in die obigen Di erentialgleichungen
einsetzen, erhalten wir éir die Transportgleichung

il +iuk+ k2=0 ) ,EB : uk‘fz;

(6.72)

Die Wachstumsrate 0 ist negativ. Je kleiner die Wellerdnge

ist, desto gm® er ist die Dampfungsrate (Dissipation). Die

Frequenz der Welle ist proportional zur Wellenzahl. Damit ist die
Phasengeschwindigkett = !=k = u konstant und unabhangig

von k. Dies wird auch oft alsDispersionsfreiheitbezeichnet. Die
Welle wird also im Laufe der Zeit nur abgeschacht.

Fur die linearisierte Korteweg-De Vries-Gleichung erhalten wir

Gustav de Vries
1866{1934

I 3 (k) 0;
il +iuk 1k°=0 ) uk K3

(0 (6.73)

8Eine megliche Form der Korteweg-De Vries-Gleichung ist
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

0:5
0

Abbildung 6.12.: Dispersion ¢,

durchgezogen) und Dissipation (,

| | gestrichelt) fur die Transportglei-

05 e chung (rot) und die linearisierte

0 0:25 0:5 KdV-Gleichung (blau). Es wurde

k u= = =1 gesetzt.
Wellen erfahren hier keine Versirkung/Dampfung: = 0. Die lineare KdV-

Gleichung besitzt jedoch eine kubische Dispersion. Die Welle zerie Die ent-
sprechenden Kurven sind in Abb6.12 gezeigt.

Aufgrund des Zusammenhang® ! ik tragen die geradzahligen Orts-
ableitungen immer zur Dissipation, ungeradzahlige Orstableitungen
immer zur Dispersion bei.

In Abb. 6.13ist die Wirkung von Dispersion und Dissipation auf einen Rechteck-
puls gezeigt. Angenommen wurden die Relatione®.72 und (6.73 mit verschie-
denen Werten &ir  und

In analoger Weise kann man die Dispersion und Dissipation der diskrédiden
Form der Gleichungen untersuchen. Die Dispersion und Dissipationlisen derjeni-
gen der exakten Gleichungen eglichst nahekommen. Wir wollen dies am Beispiel
des Leapfrog-Verfahrens demonstrieren.

Dispersion und Dissipation des Leapfrog-Verfahrens

Es ist leicht zu sehen, da die Advektionsgleichung keine Dispersiondizt, d.h. alle

Fourierkomponenten einer beliebigen Anfangsbedingung propagemit derselben
Phasengeschwindigkeiu. Auch ist die Advektionsgleichung frei von Dissipation,
die Amplituden der Fourierkomponenten sind ungeimpft. Um das Verhalten des

@f+(1+ f)@f+ @ =0:

@t @x @R
Sie beschreibt die Ausbreitung nichtlinearer Wellen in einer
achen Flussigkeitsschicht (Flachwasser). Man kann die KdV-
Gleichung auch noch in verschiedenen anderen Formen aufschrei-
ben (Drazin, 1983. Insbesondere erlaubt sie trotz der Dispersi-
on Wellen, die ihre Form nicht verandern (Solitonen und Cnoidal-
Wellen). Hierbei wird die Dispersion gerade durch die Nichtlinea-
rit at kompensiert.
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6.3. Advektion

(a) ohne Dispersion (b) =0:001, =0 (c) =0:01, =0
1 1 1
0.5 fiannmnnaf ) 0.5 A 0.5
o My AR
0 ‘\ \ 0 | \ 0
05 J I L -05 ) } \ 05
1 -1 1
2 0 2 2 0 2 2 0 2
X X X

() =0:01, =0:01

Xo

Abbildung 6.13.: Zeitliche Entwicklung eines 2 -periodischen Rechteckpulses nactt(71)

unter dem Einu von Disperion ! = uk k3 (6.73 und von Dissipation =
kP2 (6.72. Der anfangliche Puls laue Kurve) wurde durch T(x;t = 0) =
49

<[i =1 exp(imx)=m] (m ungerade) approximiert. Die roten Kurven zeigen den Puls
nach t=2und fur u=1. Alle anderen Parameter sind in den®berschriften angegeben.

1
05
Cph=U,
Ph _ 0
Cor=u
0.5+
1 . I . | . \\T\\——;r;,:\]\:::i:::\,
0 0:2 04 0:6 0:8 1

k:kNyquist

Abbildung 6.14.: Dispersion des Leapfrog-Verfahrens §.64). Gezeigt ist die normierte
Phasengeschwindigkeitcpr, (blau) und die normierte Gruppengeschwindigkeitcg, (rot).
Die Courant-Zahl C ist als Parameter angegeben. Die Wellerghlen sind durch die Grenz-
wellenzahlknyquist = = X skaliert.
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

(@ k=0:1 kNyquist (b) k=0:25 I(Nyquist
Leapfrag: inistep: Lax-Wendroff, Courant=0.1, N=512, period-=5120, time=2000 Leapirag: inistep: Lax-Wendroff, Courant=0.1, N=512, period~=5120, ime=2000
1 1 \
\
0:5¢ 0:5¢
T 0 T O VAVAU ‘/\;
J/
0:5¢ 0:5¢ |
\ J“‘
1t | 1t J oo
0 0:2 04 0:6 0:8 1 0 0:2 04 0.6 0:8 1
X X
(c) k=0:5 I(Nyquist (d) k=0:6 kNyquist
Leapfrag: inistep: Lax-Wendroff, Courant=0.1, N=512, period~=5120, time=2000 Leapfrag: inistep: Lax-Wendroff, Courant=0.1, N=512, period~=5120, time=2000

0O 02 04 06 08 1
X
(e) Spektrum fur (c)

20
10
TO 0

10

20
0 50 100 150 200 250
k=2

Abbildung 6.15.: Advektion eines Wellenpakets bei periodischen Randbedinghgen mit-
tels Leapfrog-Verfahren und C = 01. Die Anfangsbedingung (@ren) ist To =
exp N(x 1=2)? sin[sknyquist (X 1=2)], mit Nyquist-Wellenzahl knyquist = N =
= X (vgl. Abb. 6.14). Der erste Zeitschritt wurde mit Lax-Wendro durchgef ehrt. Die
Au esung betmgt N = 512. Die Einhullende der exakten Losung (ot) und die numeri-
sche Losung (lau) sind zur Zeit n = 2000 gezeigt. Die Gruppengeschwindigkeit Bngt
von der Wellenzahl ab:s = 0:1 (a), s =0:25 (b), s=0:5 (c) und s = 0:6 (d). (e) zeigt
das Spektrum #ir den Fall (c).
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6.3. Advektion

Leapfrog-Schemas zu untersuchen, setzen wir den Ansafz7(l) in (6.64) ein und
erhalten fur die Welle T" gk 1)t

e( i!)t:e( i) t Ceikx eikX : (674)
Trennen von Real und Imagimrteil liefert!®

e 'cos( t)=e ‘'cos( t); (6.75a)
e 'sin(l t)=e ‘'sin( t) 2Csink Xx): (6.75b)

Aus dem Realteil folgt = 0. Das Leapfrog-Schema besitzt also
keine Dissipation, genau wie die Advektionsgleichung. Mit = 0
folgt aus dem Imagimrteil

sin(!/' t)=Csin(k x): (6.76)

Die Dispersionsrelation lautet also

. 1 _ .
Harry Nyquist I (k)= —arcsin[Csink X)]: (6.77)
1889{1976 t

Daraus folgt fur die Phasen- ¢p) und fur die Gruppengeschwindigkeit ¢g,)?°

| | =

Cph = E = k—ltarcsin [Csink X)] 1 —)t( <y (6.78a)
@! X Ccosk x) o1 X ca

Cor= — = —9P I — = u 6.78b
@k t" 1 CZsiP(k x) t ( )

Fur C 6 1 hat das Leapfrog-Verfahren eine Dispersion, die nicht in der Aek-
tionsgleichung vorhanden ist. Dies@umerische Dispersionist in Abb. 6.14 durch
Kurven fur Phasen- und Gruppengeschwindigkeit illustriert. Die kleinste aufie
nem Gitter darstellbare Wellenknge ist i, = 2 X. Dies entspricht einer maxi-
malen Wellenzahl, derNyquistwellenzahknyquss = = X. Far C ! 1 fallt die
Phasengeschwindigkeitefr k=kyyquist = K Xx= > 1=2 stark ab und verschwindet
fur K = Knyquist - FoIr Wellenlangen, die kleiner sind als< 4 x, wird die Gruppen-
geschwindigkeit sogar negativ. Dieses Verhalten ist konkret in Abls.15 gezeigt.
Die langwelligen Strukturen werden gut transportiert. Wenn sich diaVellenzahl
der Tragerwelle erlht, bleibt das Wellenpaket aber hinter der exakten ésung zu-
reick. Bei der halben Nyquist-Wellenzahl bleibt das Wellenpaket sogatehen. Eine
weitere Erhohung vonk fehrt dann zu einer Propagation in die entgegengesetzte
Richtung.

9Es gilt € =cos' +isin ' .

20Beachte: arcsif(x) = 1 x2 2.
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

6.3.6. Erhaltungsgre en

Meist gibt es bei partiellen Di erentialgleichungen gewisse ®ren, im Laufe der
zeitlichen Entwicklung erhalten bleiben. Die diskrete Version der PDEofite nateir-
lich auch meglichst viele dieser Go en erhalten. Dies ist besonders wichtig bei der
Advektionsgleichung.

Eine o ensichtliche Erhaltungsg® e der Advektionsgleichung ist die Fache unter
der Funktion T(x;t). Wir kennen diese al8/lasseau assen. Als Beispiel betrachten
wir das FTCS-Verfahren 6.52. Wenn wir das Integral mittels Trapezregel appro-
ximieren, erhalten wir (den gemeinsamen Faktor x kennen wir keirzen)

|

J
j j j j jo joo
I {z }
=0
P (6.79)

Damit bleibt .Tjn von einem Zeitniveau zum anderen konstant. Das FTCS-
Verfahren ist als massenerhaltend.

Naterlich kann es noch weitere Erhaltungs@ren geben (zum Beispiel den Im-

puls). Bei der KdV-Gleichung existieren sogar unendlich viele Erhalhgsg® en,
deren Erhaltung man beim Diskretisieren jeweilsberprafen sollte.

X c X X c X X
i~ i 2 Tjn+1 T, = T 2 Ut J'Q’0

6.4. Lineare Konvektions-Di usionsgleichungen

6.4.1. Station are Konvektion und Di usion

In vielen stromungsmechanischen Problemen trete@renzschichtenauf. Die ma-
thematische Ursache hiesfr ist das Auftreten eines kleinen Koe zienten vor der
hechsten Ableitung in der Di erentialgleichung. Beim Impuls- bzw. Wrmetrans-
port sind dies die Di usivitaten von Impuls ( ) bzw. Warme ( ). Wenn diese klein
sind, ist die Di usion in der Nahe derjenigen Rnder besonders gro, an denen der
Impuls (Geschwindigkeit) bzw. die Temperatur aufgemgt werden.

Als einfachstes Beispielefr ein derartiges Verhalten kann man diestationare
Konvektions-Di usions-Gleichung

daT d’T
ud_x = oz (6.80)
betrachten. Hierbei steht der konvektive Transport vonT in positiver x-Richtung
(u> 0, linke Seite) im Gleichgewicht mit dem di usiven Transport vonT (rechte
Seite). Fur die RandbedingungenT (0) = 0 und T(1) = 1 kann man leicht eine
analytische Losung dieser linearen geatinlichen Di erentialgleichung nden.?! Mit

2! Diese Randbedingungen entsprechen der homogene Durchetmung eines Gebiets, bei dem die
permeablen Wande beix = 0; 1 auf verschiedenen Temperaturen gehalten werden.
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1
/
N/
L4
O3e-av-f-onay- “/S\Qﬁ
%% "2 w4 06 08 1
X

Abbildung 6.16.: Lesungen der statiomren Konvektions-Di usions-Gleichung fur u= =
20. Gezeigt sind die exakte Bbsung (ot) und numerische Lesungen mittels zentralen
Di erenzen auf Gittern mit  x = 0:05 (Reg =1, gren), x =0:1 (Reg = 2, magenta)
und x =0:2 (Reg = 4, blau). Zusatzlich ist auch die Lesung ®ir x =0:2 (Reg = 4,
cyan) dargestellt, wobei der advektive Terme mit Upwind-Verfahren diskretisiert wurde.

T eX erhalten wir
u 2=0; (6.81)

mit den Wurzeln { =0 und , = u= . Die Linearkombination der beiden Moden
e X, welche die beiden Randbedingungen alit, lautet

g g

T(X) = ﬁ:

(6.82)
Diese exakte osung ist in Abb. 6.16als rote Kurve gezeigt.

Bei Verwendung von zentralen Di erenzensfr dieses elliptische Problem erhalten
wir

UTj+l Tj 1_ Tj+1 2TJ + Tj 1.

6.83
2 X X2 ( )
Dies kann man auch schreiben als
lu x
> Tiao T 1)=Twa 2N+ T g (6.84)
| {z.}
=Re g
bzw.
R R
1+%‘G T, . 2T+ 1 %‘G Tjs =0; (6.85)
wobei
u x
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1 :
0:5¢
=()
0 e o L[] L[] ] L[] o o
0.5}
1 15 2 2.5 3

<()

Abbildung 6.17.: Eigenwerte der Matrix des linearen Systems 6.85) fur u= = 20. Fur

die unterkritische Bedingung N = 11 (blau) sind alle Eigenwerte reell. Bei der kritischen
Bedingung N = 10 entsprechend Rg; = 2 (schwarzes Quadrat) sind alle Eigenwerte
entartet und es sind alle ; = 2. Fur uberkritische Verheltnisse N = 9 (rot) sind alle

Eigenwerte komplex.

die Gitter-Reynoldszahist.??2 Man kann leicht nachpeifen, da die Rekursionsformel
(6.85 die Lesung
1+Reg=2 '

T=A+B ——_—~>"
y 1 Re=2

(6.87)
besitzt. An der Form dieser exakten bsung der diskretisierten Gleichung sieht man,
da T; oszilliert, wenn Res > 2 ist.?®

Aber man kann auch das lineare GleichungssystemarfT; aufstellen, das 6.89
entspricht. Dann erhalt man

0 1 0 1 0 1
b c T, aTy
ab c Ts 0
o = ::: ; (6.88)
a b c T; » 0
ab T; 1 cT;

mit a= (1+Reg=2),b=2und c= (1 Resz=2). Die Eigenwerte der Tridiago-
nalmatrix lassen sich sofort angeben (siehe Anharg

i
J 1

; = b+ Zp%cos j=1;:33 2 (6.89)

22Djes ist eine Reynoldszahl, die mit der Gitterweite x als Langenskala gebildet wurde. Eigent-
lich ist es eine Gitter-Peclet-Zahl, da wir die nicht weiter spezi zierte Di usivit &t verwenden,
und nicht etwa die kinematische Viskositt

ZDer Grenzfall Reg = 2 ist singular. Dann fallt T;.; aus (6.85 heraus und es bleibtT; =0, bis
auf den Randwert Ty = 1.
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6.4. Lineare Konvektions-Di usionsgleichungen

Falls ac 0 wird, werden alle Eigenwerte komplex (Abb6.17). Der Einsatz oszil-
latorischen Verhaltens ér

Reg > 2 (6.90)

fallt o enbar mit dem Auftreten von komplexen Eigenwerten zusamme

Die Bedingung Re 2 an die Gitter-Reynoldszahl zur Vermeidung von os-
zillatorischem Verhalten kann man auch bei vielen anderen Methoddar Grenz-
schichtprobleme nden. Es ist aber nicht allgemein zwingend, daef Reg > 2
die numerische bsung oszilliert. Sie oszilliert zwarefr die abgebremste Swmung
vor einem Hindernis, nicht aber z.B. dr die beschleunigte S®mung hinter einem
Hindernis.

Wenn man die zentralen Di erenzen dr die erste Ableitung in (6.89 durch un-
symmetrische Di erenzen ersetzt, erilt man das Upwind-Verfahren

Reg (T Tj 1)= T 2+ Ty 4 (6.91)

und somit

R
(1+Reg)T; 1+2 1+%’G T, Tju =0: (6.92)

Mit a= (1+Reg), b=2(1+Reg=2)undc= 1in (6.89 hat die Matrix nur
reelle Eigenwerte und wir erwarten die Abwesenheit von Oszillationewas durch
die Rechnung begitigt wird. Das Verfahren ist dann jedoch nur noch von erster
Ordnung und deshalb nicht sehr genau (siehe Abb.16).

Die Taylor-Entwicklung der exakten Losung um den Punktj zeigt, da der in
der ersten Ableitung beim Upwind-Schema vernadsigte Term ein di usiver Term
ist. Das Upwind-Schema §.92 entspricht dann einem Di erenzenschema zweiter
Ordnung der Di erentialgleichung

dT _ Res d’T
— = + — :
u ix 1 > A2 (6.93)
Daraus kann man schlie en, da das Upwind-Schema erster Ordngreine kinstliche
Diusivit atder Gre e p; = (Reg=2) besitzt (vgl. auch (6.62). Dies erklart auch
den Verlauf der numerischen asung (yan) in Abb. 6.16 der wesentlich acher ist
als derjenige der exakten ésung.

6.4.2. Zeitabh angige Konvektion und Di usion

Als nachstes betrachten wir die sogenannt&ansportgleichung

a, a @ar.

@t @X @z (6.94)

Die Gre e T (z.B. die Temperatur) wird durch das Geschwindigkeitsfeld transpor-
tiert und sie di undiert. F ur = 0 hat man die Advektionsgleichung undT ware
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

dann ein passiver Skalar* Diese Art von Gleichung ist typisch &ér den Transport
von Temperatur (Warme) und Konzentrationen (Sto en). Sie ist parabolisch, und
man mu Anfangs- und Randbedingungen vorgeben.
Die mit der Langenskalal., GeschwindigkeitsskaldJ und der
Zeitskala L=U dimensionslos gemachte Gleichung lautet, wenn
wir dieselben Symboleefr die dimensionslosen Variablen verwen-
den,
@, g_1er
@t ~@x Pe@X%’

wobei Pe =UL= die Peclet-Zahlist. Fer Pe 1 dominiert der

(6.95)

Jean Claude konvektive Transport (U) mber den di usiven Transport (=L ).
Eugene Reclet Dann erwarten wir einahnliches Verhalten wie bei der Advekii-
1793{1857 onsgleichung (Wellencharakter) sowie ein Grenzschichtverhalten.

Umgekehrt sollte tir Pe 1 das Verhalten vonT nahezu di usiv
sein.

Explizite Verfahren

FTCS Die einfachste Diskretisierung ist das FTCS-Verfahren. Angewanduf
(6.99 und mit u = const: lautet es

n+1 n n n n n n
Tj Tj +uTj+l Tj 1 Tj+1 2Tj +Tj 1

t 2 X X2

0: (6.96)

Au esen nachT"** ergibt

TR T, T 2T,

+1 _—
A T x2
= CT”+1 25)T" + +CT”' 6.97
mit s = t= x?2und C = u t= x. Die Gitter-Reynoldszahl ist von diesen beiden

Gre en abhangig: Res = C=s Durch Taylor-Entwicklung kann man leicht prefen,
da dieses Verfahren von der Ordnungd( t; x?) ist. Der fuhrende Fehlerterm ist
3 t@T=@% Das heit, da durch das FTCS-Verfahren (6.97) die Gleichung

a, @ @r, t@r_
—+ U— —+ ———=0
@t @x @% 2 @

in Ordnung O ( t2; x?) gelost wird. Man kann nun die zweite zeitliche Ableitung

mit dem kleinen Vorfaktor durch raumliche Ableitungen ausdacken, indem man die

Transportgleichung ©.95 nach der Zeit ableitet und in den gemischten Ableitungen

(6.98)

24Die hau g zur Visualisierung von Stremungen eingesetzten kleinen Partikel sollten idealerweise
diese Eigenschaft besitzen.
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@ =@entsprechend 6.95 ersetzt. Dann ertalt man

2 2

a,.g Wt er 0T, LP0T 5 2 z0: (699)
@t @x 2 @% @>°< 2 @%

Die im Vergleich zur Transportgleichung 6.94 auftretenden Terme aus demefh-
renden Fehler der zeitlichen Diskretisierung sindot dargestellt. Man sieht, da

das FTCS-Schema eine vaafschte (verringerte) Di usion liefert. Au erdem wird

ein dispersiver Term ( @T=@3% generiert und eineDi usion h eherer Ordnung
( @T=@%. Um diese E ekte zu minimieren sollte die Zeitschrittweite mglichst

gering sein, genauer gesagttu?=2 bzw. G 2s.
Eine Stabilitatsanalyse zeigt, da genau danpGj 1 ist (siehe Abb.6.18, wenn
2 .
| &}2 | {%i 1 (6.100)
t

Damit wird die Stabilit atsgrenze des FTCS-Verfahrenaif die Di usionsgleichung
reproduziert. Fer die reine Advektion war FTCS immer instabil. Im Fall der Trans-
portgleichung erhalten wir zumindest ein stabiles Verfahren, wenn Ginreichend
klein ist. Die Stabilitatsbedingung kann man auch durch die Gitter-Reynoldszahl

ausdricken

C 2 c1
ReG:uzg = 2 (6.101)

DuFort-Frankel Um eine where Genauigkeit in der Zeit zu erhalten, sind auch
symmetrische Dierenzen be#glich t von Interesse. Wenn man das Richardson-
Verfahren mit Zeitniveaus bein+1 und n 1 (siehe ©.9)) auf die Transportgleichung
anwendet, ertmlt man wie bei der Di usiongsgleichung ein instabiles Verfahreruf
s> 0. Fur s=0 mit C 6 0 wird die Di usion vollst andig verhindert man erlalt in
diesem Limes das Leapfrog-Verfahrerb (63 fur die Advektionsgleichung.
Abhilfe schat eine Modikation des Richardson-Verfahrens zum Déort-
Frankel-Verfahren, bei welchemT im diusiven Term durch den Mittelwert
Tjn+l + Tjn 1 =D ersetzt wird, wie beim DuFort-Frankel-Verfahren dér die reine
Di usionsgleichung. Dann erhalt man
Tjn+l -I-jn 1 Tjn+1 TN 1 . -|-Jn+:L Tjn+l + Tjn 1 + Tjn 1)

- j

2t ) 2 X X2
Solange C 1 ist, ist das DuFort-Frankel-Verfahren #r alle s stabil. Da der Ab-
bruchfehler von der Gp enordnung O(C?) ist, mu die Zeitschrittweite hinreichend

klein gewahlt werden,  t2 x2bzw. G 1 (bei ;u = O(1)), damit das Ver-
fahren konsistent ist.

(6.102)

Upwind Das Upwind-Verfahren ¢ > 0)

T =sTl,+(1 25 C)T"+(s+C)T", (6.103)
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

besitzt nur eine Genauigkeit vonO( t; x). Es hat dieselbe knstliche Di usion
wie das Upwind-Verfahren 6.62 fur die Advektionsgleichung. Die zustzliche Di u-
sivitatist u x (1 C)=2. Fur hinreichend genaue bsungen mu diese Di usivitat
klein sein gegember der wirklichen Di usivit at . Diese Bedingung entspricht

2
Res = =% — (6.104)

Die Stabilitatsanalyse liefert
2s+C 1, (6.105)

was eine wesentlich strkere Einschmnkung der Zeitschrittweite darstellt als #r die
Di usionsgleichung (s 1).

Auch diese Stabilimtsgrenze bestigt wieder das heuristische Argument, das
wir schon in Kap. 6.1.1 benutzt hatten, wonach kein Koe zient auf der rechten
Seite negativ werden sollte, wenn Stabiktt gewahrleistet sein soll. Denn auch eine
positive Sorung von T," ; oder T," im Advektionsterm sollte beiu > 0 (Upwind)
zu einer Ertwhung vonTjn+l fuhren 2

Lax-Wendro  Um ein Verfahren zweiter Ordnung zu erhalten, énnte man versu-
chen, wie bei der Advektionsgleichung in6(67) die zweite Zeitableitung im Fehler
von @ =@entsprechend 6.99 zu bericksichtigen. Wegen der Terme dherer Dis-
sipation und Dispersion gelingt dies nicht. Zumindest kann man aber nd=ehler
zweiter Ordnung in der normalen Dissipation eliminieren, wenn man ihn wia der
Lax-Wendro -Methode fer die Di usionsgleichung mitnimmt. Man mu also die zu
geringe Di usion des FTCS-Verfahren entsprechend eohen. Dies #éihrt auf

. C c?
=T ST T+ T 210+,
+s T 2T+ T, (6.106)
C C?
= Tjn E Tjn+l Tjn 1 + S+ ? Tjn+l 2TJn + TJn 1 .

Der korrigierende di usive Term ist rot dargestellt. Das Verfahren hat formal die-
selben Stabilimtsgrenzen wie das FTCS-Verfahren, nur mit der modi zierten Dif-
fusivitat = + tu?=2.

Implizite Verfahren: Crank-Nicolson

Einfaches Crank-Nicolson-Verfahren Eines der e zientesten impliziten Verfah-
ren fur die Diusionsgleichung ist das Crank-Nicolson-Verfahren. Wenn iw das
Konzept auf die Transportgleichungelbertragen und alle mumlichen Ableitungen

25Bei Diskretisierung des Konvektionsterms mit zentralen Di erenzen (6.97) kann man das nicht
fordern, weshalb die Stabilitatsbedingung 6.100 nicht mit der Nullstelle von s C=2 zusam-
menfallt.
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Abbildung 6.18.: (a) Verfahren fur die Transportgleichung (Fletcher, 1991a).
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Noch Abbildung 6.18.: (b) Verfahren fur die Transportgleichung (Fletcher, 1991a).
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6.4. Lineare Konvektions-Di usionsgleichungen

eber die Zeitniveausn + 1 und n mitteln, erhalten wir aus dem FTCS-Schema das
implizite Crank-Nicolson-Verfahren #&ir die Transportgleichung
|

n+1 n n+l n+1 n n
T o u T T Ta T

+
t 2 2 X 2 X

|

n+1 n+l n+l n n n

B Tj+l 2TJ- + Tj L, Tj+l 2TJ- + Tj 1
2 X2 X2

=0: (6.107)

Wenn wir alle Terme zum neuen Zeitpunkn +1 auf die linke Seite bringen, erhalten
wir

C
Tjn::-]_l +2 (1 + S) Tjn+l S+ E Tjn+j|-_

= S

NO NO

C
Th+2(1 )T '+ s+ 5 T (6.108)

Durch Taylorentwicklung kann man leicht zeigen, da das Verfahrewon der Ord-
nung O( t2; x?)ist, also nicht die starke kinstliche Di usion zeigt, wie die Ver-
fahren erster Ordnung. Auch ndet man, da das Crank-NicolsofVerfahren fr alle
Werte von C unds stabil ist. Um Oszillationen zu vermeiden, mu jedoch Re 2
sein.

Im allgemeinen verhalten sich die impliziten Verfahreref die Transportgleichung
gutmetig. Die starke Dispersion, die bei der Advektionsgleichung insbewtere #ir
sehr kleine Wellendngen viele Probleme macht, kommt bei der Transportgleichung
nicht in dem Umfang zum Tragen, da die spektralen Komponenten mitléiner
Wellenlangen durch die reale Diusion sehr schnell gedhpft werden. Trotzdem
kennen starkeUberschwinger auftreten, wenn die Gitter-Reynoldszahl zu grast
(siehe Abb.6.19unten).

Crank-Nicolson-Verfahren mit Massenoperator Das einfache Crank-Nicolson-
Verfahren kann erweitert werden, so da die mit der Dispersion vbundenentber-
schwinger bei starker Variation vonT (siehe Abb. 6.19 verringert werden. Ein
Meglichkeit besteht darin, die Zeitableitung aumlich zu verteilen. Die geschieht
mit dem MassenoperatoM, =( ;1 2; ), wobei wir de nieren

foj = fj 1+(1 Z)fj + fj+1: (6109)

Eine derartige Verschmierung der Zeitableitung tritt in nadrlicher Weise bei ge-
wichteten Residuen auf ( niten Elementen, siehe Kap. 4.4.3 in Teil Damit lautet
das modi zierte CN-Verfahren

Tjn+l TJn .\ E Tjn.:Ll Tjn+jl-_ N Tjn+]_ TJn 1

t 2 2 X 2 X

My

n+1 n+l n+1l n n n
Tj+1 2TJ- + Tj L, Tj+1 2TJ- + TJ- 1

5 = . =0: (6.110)
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Und nach dem Sortieren der Terme erhalten wir

C + + C +
s 5 2 TV +20 2 +9 T s+ 2 T

C C
= g E+2 Tj”+l+2(1 2 s)Tj”+ s+§+2 Tjnl: (6.111)

Man kann zeigen, da dieses Verfahren stabil istf 1=4. Formal ist (6.117)
von zweiter Ordnung. Aber wenn man = 1=6 + C?=12 wahlt, kann man den
fuhrenden Term im Dispersionsfehler eliminiereff. Wenn man so wahlt, erfordert
die Stabilitatsbedingung 1=4 jedoch C 1.

Crank-Nicolson-Verfahren mit Upwind-Verfahren h eherer Ordnung Ein bes-
seres Dispersionsverhalten kann man auch erhalten, wenn man @aank-Nicolson-
Verfahren mit einemUpwind-Verfahren herer Ordnungfer den advektiven Term
kombiniert. Die Vier-Punkt-Upwind-Formulierung der ersten Ableitung lautet?’

8
T T, T ST+3T T o
@T - L@Tn = 2 x 3 x ’ ’
x
@ 2T T, gz ST *3T0 T g
' 2 X 3 x ’ '
(6.112)

Der Faktor q 2 [0; 0:5] reguliert zwischen reinen zentralen Di erenzeng(= 0) und
reinem Upwind-Verfahren ¢ = 0:5). Fur g 6 0:5 ist dieses Schema von zweiter
Ordnung. Im Grenzfall g = 0:5 hat man genau das 4-Punkt-Upwind-Verfahren,
was die FehlerordnungD (  x3) besitzt. In Kombination mit dem Crank-Nicolson-
Verfahren erhalt man
n+l n
Q + % LY L T +T =0 (6.113)

Sortieren der Terme liefert das implizite Verfahreny > 0)

C
—T1"3 s+ > *+Cq T +2 1+s+ T

S
3 2

26Es bleibt aber noch ein Term hoherer Dissipation (- @) wbrig.

2"Man erhalt dies Schema wie in Kap. 2.2 von Teil |, indem man ansetzt@® T =@x aT; 2+DbT 1+
cT; + dTj+1, alle Terme um den Punkt x; entwickelt und fordert, da der Koe zientvor @ =@x
gleich 1 ist und weitere drei Koe zienten verschwinden. Dies liefert vier Gleichungen #ir a, b,
c und d mit dem Ergebnis

@T _ T, 6T +3T"+2T,

@x 6 X +0( %)
=T T, T2 STa*3T T | .
2 X 6 x '
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C.Cq —i _ Cg C
S §+? Tj”+l = ?Tj”2+ s+§+Cq Tj”1
+2 1 s % T+ s %+ C—;' Th:  (6.114)

Dies fuhrt auf Matrizen mit vier Diagonalen. Zur Lesung mu daher die vierte Dia-
gonale mit einem zuatzlichen Sweep eliminiert werden (siehe Kap. 5.1, Teil 1), da-
mit die Matrix tridiagonal wird. Danach kann man dann den Thomas-Algrithmus
verwenden. Fr g = 0 erhalt man das normale Crank-Nicolson-Schema.

Beipielrechnungen

Benchmark und analytische Lesung Um einige der obigen Verfahren zu testen,
betrachten wir den eindimensionalen Temperaturtransport. Geggen sei eine an-
fangliche Temperaturverteilung in Form der Stufenfunktion

1
T(x0)= 0 x O

(6.115)
Diese scharfe Stufe wird im Laufe der Zeit durch Advektion verschen und gleich-
zeitig durch Di usion verschmiert.
Mit der L angenskalaL und X = x ut lautet die exakte Lesung (siehe Anhang
E)
1 R

T=3 ﬁsin[(% 1) X=L Je @ V7T (6.116)
k=1

Parameter In der Regel sind die physikalischen Parameterund gegeben. Au-
erdem gibt man x und t vor. Daraus berechnen sich die wesentlichen numeri-
schen Parameters und C. Von ihnen hangt auch Re; = C=s ab.

Bei den Rechnungen geben wir die konvektive Geschwindigkeit 1 vor, damit
wir den Sprung zum Zeitpunktt = 1 immer an der Stellex = 1 haben. Damit
die Front innerhalb dieser Zeit nicht zu sehr verschmiert, mhlen wir = 0:001.
Mit dem Parameter s steuern wir die Zeitschrittweite t. s mu bei den gegebe-
nen physikalischen Parametern und Auwsung hinreichend klein sein, da sonst die
Courant-Zahl C=u t= x gre er wird als 1 (siehe ©.54).

Ergebnisse sind in Abb6.19fer verschiedene Verfahren dargestellt.sf C = 0:1
und s = 0:001 (Abb. 6.1%) sind alle Verfahren ungenau und zeigen oszillatori-
sches Verhalten (Re = 100). Am schlimmsten wirkt sich dies aus beim FTCS-
Verfahren, dem einfachem Crank-Nicolson, dem Lax-Wendro undem explizi-
tem Upwind-Verfahren 4. Ordnung. Eine Erfehung der Zeitschrittweite um einen
Faktor 10 zu C = 1 und s = 0:01 (Abb. 6.1%) fehrt dazu, da das implizite

An der letzten Form sieht man, da man einen Term abspalten kann, cer genau den zentralen
Di erenzen entspricht. Wenn man den Rest weg & t, ist das Verfahren 2. Ordnung, ansonsten
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(8 N =40,C=0:1,s=0:001, Re; =100 (b) N =40,C=1, s=0:01, Res =100
T T T T 177 H‘w‘

[ |

|

LN T
/\ | 7y

|l
1 b \‘ ’\ v\‘ g
“ ] |
N \‘ !
T T 05 il
|
| Jl
||l
Or ‘
1t
2 1
(c) Explizite Verfahren, (d) Implizite Verfahren,
N =400,C=0:1,s=0:01, Re; =10 N =400,C=0:1,s=0:01, Re; =10

(e) Legende

+é_r|1_féus193prol Abbildung 6.19.: Vergleich verschie-
Lax-Wendro denen Verfahren zur Llesung der
e n. Di., 4-Punkt-Upwind, ¢q=0:5 Transportgleichung @T + u@T
Crank-Nicolson, n. Di. @« T =0 fur eine anfanglich stufen-
——Crank-Nicolson, Massen-Op., =0:25 formige Front bei x = 0 (gren). Die
Crank-Nicolson, 4-Pkt.-Upwind, q=0:5 exakte Lesung nacht = 1 ist blau dar-
—+—exakte Lesung gestellt.

Crank-Nicolson-Verfahren mit Massenoperator und = 0:25 (schwarz) die Front
sehr genau wiedergibt. Dies ist gerade die Stabdilsgrenze #@r dieses Verfahren.
Auch das Lax-Wendro -Verfahren (cyan) zeigt nur einen kleinen®berschwinger.
Alle anderen Verfahren zeigen jedoch inakzeptable Oszillationen.

Wenn man die mumliche Gitterweite um einen Faktor 10 verringert, werden al-
le Verfahren genauer und wegen der reduzierten Gitter-Reynomdtl nehmen die
Oszillationen ab. Explizite (Abb. 6.1%) und implizite Verfahren (Abb. 6.19d) sind
separat dargestellt. Auch hier schneidet FTCS am schlechtesteb.a8ei den expli-
ziten Verfahren ist Lax-Wendro am genauesten. Implizite Verfaken sind deutlich

3. Ordnung. Den Korrekturterm kann man deshalb mit einem Faktor 2q wichten mit q 2 [0; 0:5].
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besser. Hier schneidet das Crank-Nicolson-Verfahren mit drittédrdnung Upwind
am besten ab. Es ist aber auch das aufwendigste Verfahren (4 Doaglen). Eine
Ubersicht mber Verfahren zur Diskretisierung der Transportgleichung ist in Bb.
6.18,b gezeigt.

6.5. Nichtlineare E ekte: Die Burgers-Gleichung

Bisher hatten wir die lineare Transportgleichung betrachtet. Der Transport des
Impulses, der durch die Euler- bzw. die Navier-Stokes-Gleichungdelrieben wird,
ist jedoch nichtlinear (siehe Kap. 1.1, Teil 1). Dies kann man der sutantiellen
Ableitung der Geschwindigkeit di=dt = @ =@#% u r u sofort ansehen.

Ein Paradebeispiel @éir den nichtlinearen Transport ist die
Burgers-Gleichung in einer Dimension. Im reibungsfreien Fall

lautet sie
du @u @u
— = — 4+ U— =
d @t @x

Die Nichtlinearitat ist quadratisch. Die Lesungen der reibungs-

freien Burgers-Gleichung besitzen o enbar die Form = u(x

ut), bei welcher Funktion und Argument implizit gekoppelt sind.

Dies sieht man leicht, wenn man die partiellen Ableitungen bil- Johannes

det und in (6.117 einsetzt. Martinus Burgers

Physikalisch bedeutet 6.117, da sich die Geschwindigkeitu 1895{1981
eines substantiellen Fluidelements entlang seiner Trajektorie nichhdert (du=dt =
0). Jedes Fluidelement bedit seine urspeingliche Geschwindigkeit bei und bewegt
sich mit konstanter Geschwindigkeit. Falls nun die amsingliche Geschwindigkeit
u(x; 0) raumlich variiert, dann werden Fluidelemente mit einer hohen Geschwin-
digkeit diejenigen mit einer niedrigeren Geschwindigkeit ein- und everdll sogar
eiberholen lonnen.

Dieser Proze #ihrt dazu, da sich eine Welleu(x;t) im Laufe der zeitlichen Ent-
wicklung aufsteilt und, falls Fluidelementesiberholt werden, sogar mehrdeutig wird.
Dieser Proze entspricht einer Generierung von Fourierkompontam mit sehr hoher
Wellenzahl im Signalu(x;t). Ursache hier#r ist die Nichtlinearitat der Gleichung
(6.117. Als Beispiel ist die zeitliche Entwicklung vonu fer die Anfangsbedingung
u(x; 0) = sin(x) in Abb. 6.20 gezeigt. Beit = 1 besitzt die Welle an den Stellen
X=(2n 1) eine unendliche Steigung. & t > 1 wird die Welle mehrdeutig?®

Die eigentlicheBurgers-Gleichungenthalt noch einen viskosen Term. Sie lautet

0: (6.117)

@Qu, @u_ @u

=i (6.118)

@x @%

Die Di usion der Geschwindigkeitu mit Di usivit at bewirkt eine Dampfung aller
Variationen von u und verhindert gleichzeitig das Entstehen der Mehrdeutigkeit.

28Die Aufsteilung kann man auch bei Wellen sehen, die auf einen achent@nd au aufen bevor sie
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x=2

Abbildung 6.20.: Aufsteilung und Entwicklung der Mehrdeutigkeit einer anfanglich har-
monischen Welle als ®sung der nichtlinearen reibungsfreien Burgers-Gleichug fer t = 0
(gren), t =0:5 (blau gestrichelf), t =1 (rot) und t = 2 (blau gestrichelt).

Denn je oher jedoch die Wellenzahk ist, desto swrker wird die entsprechende
spektrale Komponente durch Di usion gedmpft. Bei der Fourier-Transformation
geht @ in k2 wber.

Oft ist es sinnvoll, die Burgers-Gleichung in sogenanntéonservativer Formzu

schreiben
@Qu @F_ @u, (6.119)
@t @x @%

Hierbei ist F = u?=2.

Eine wichtige Konsequenz eines nichtlinearen Terms ist dasiasing, das wir
schon in Kap. 4.6.5 angesprochen hatten. Das Problem de&liasing wird durch
den dissipativen Term verringert, wenn die Bmpfung von Moden bei der Nyquist-
Wellenzahl hinreichend stark ist. Dann werden die spektralen Kompenten auf
gro en Langenskalen nur unwesentlich veafscht.

Die Lesung des Anfangswertproblemsuf die Burgers-Gleichung 6.119 kann
man ghkicklicherweise exakt angeben

Z, «
— G(9exp  ( s)’=4t ds
u(x;t) = 2+ ; (6.120)
G(s)exp (x s)?=4t ds
1

Wie man dieses Ergebnis e#tlt, ist in Anhang F beschrieben. kir die weiter unten
verwendete Anfangsbedingungi(x;0) = [1  sign(x)]=2, also #rr eine Stufe bei
X =0,ist G(x) = e ¥? fallsx < 0, und 1 r x 0. Die exakte Losung ist

sich brechen. Dabei istu nicht die Geschwindigkeit eines substantiellen Fluidelements, sondern
die Amplitude einer Welle.
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sehr hilfreich bei der Untersuchung der verschiedenen numerisohVerfahren. Im
folgenden sollen nun die schon bekannten Verfahren auf die nichtiéme Burgers-
Gleichung angewandt und ggf. modi ziert werden.

6.5.1. Explizite Verfahren

Das FTCS-Verfahren &t sich problemlos auf die eindimensionale Burgers-
Gleichung anwenden. Es ergibt sich

u™tooud o D un un 2uM + u"
i [ B b j 1 i+1 12 I -0 (6.121)
t 2 X X
Die konservative Variante lautet
n+1 n n n n n n
Weoow R R Wa 2R U, (6.122)
t 2 X X2

Leider kann man die Stabilimt hier nicht so einfach mit der von-Neumann-
Methode untersuchen wie bei linearen Gleichungen, denn durch diehMlinearit at
sind alle Fourierkomponenten miteinander gekoppelt. Daher kann malie Wellen-
zahl nicht als einen einfachen Parameter behandeln. Ein Ausweg teds in der
Neherung, den Faktoru vor der ersten Ableitung @ u=@als konstant zu betrach-
ten (frozen coe cient). Diese Vorgehensweise liefert oft eine brauchbareherung
fur die Stabilitatsgrenze. Da der eingefrorene Koe zient abeertlich und zeitlich
variiert, ist die Stabilit at lokal zu verstehen.

Oft erhalt man eine Verbesserung der FTCS-Diskretisierung, wenn man dieste
Ableitung mittels 4-Punkt-Upwinding nach (6.119 diskretisiert. Der nichtlineare
Term ist dann fur g 6 0:5 von zweiter Ordnung Genauigkeit under g = 0:5 von
dritter Ordnung O ( x3).

Da die reibungsfreie Burgers-Gleichung der Advektionsgleichumdpnelt, ist man
geneigt, das Lax-Wendro -Schema auf die Burgers-Gleichung abertragen, da
Lax-Wendro fur die Advektionsgleichung auf jeden Fall besser ist als FTCS.
Kern des Lax-Wendro -Verfahren ist es, den dhrenden Term im Fehler in der
ersten Zeitableitung bei Diskretisierung in Vonartsrichtung ( ( t=2)@u=@?)
durch aquivalente Raumableitungen auszueicken und mit Zweiter-Ordnung-
Diskretisierung in das Di erenzenschema aufzunehmen (sietteq6). Fur die nicht-
lineare reibungsfreie Burgers-Gleichung ist es jedoch mahst unklar, wie man die
zweite Zeitableitung durch Ortsableitungen ausaicken kann. Dies ist aber folgen-
derma en meglich.

Wir betrachten die reibungsfreie Burgers-Gleichung in konservagy Form @u +
@F =0 mit F = F[u(x;t)] = u?=2. Fur die zweite Zeitableitung gilt

@Gu_ @@F¢ e a_ @ &

Diskretisierung 1 I:jn+l an an an 1
I — Ajiip ———— I —

- . (6.123)
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Wenn wir diesen Teil des Fehlers (mit dem Koe zienten t=2) wie beim Lax-
Wendro -Verfahren in die Di erenzengleichung #ir den reibungsfreien Fall einbe-
ziehen, erhalten wir

untt ooy Fn Fn o t

! " ! = J+12 < | =4 552 Aji1= an+1 an A 1= an an 1
(6.124)
Fur die Burgers-Gleichung istAj 11 - = Uj+1=2 = (Uj + Uj+1) =2. Das Schema besitzt
den Abbruch-FehlerO ( x?; t?)und es ist stabil #ir unax t= X 1 entsprechend
der Courant-Friedrichs-Levi-Bedingung 6.53 fer die Advektionsgleichung.
Um die Auswertung vonA an den mumlichen Zwischenstellen 1=2 zu vermei-
den, kann man die obige Gleichung durch diequivalente Form

n n t

1
Usiop = 5 UM+ Uy X% Flho R (6.125a)

2
+ t .
urt =g — Flan By (6.125h)

ersetzen, die etwamkonomischer ist. DieAquivalenz kann man leicht durch Ein-
setzenwuberprafen. Mit F = u ist dieses Schema identisch mit dem Lax-Wendro -
Verfahren (6.67) fur die Advektionsgleichung.

Man kann das Verfahren auch auf den viskosen Fall erweitern. Dastsprechende
Schema lautet dan@’

t

Uu==5 U +ul  5— Fl F
S 1 n n n 1 n n n .
+ 5 5 U1 0+ U, + 5 U 0, +uly (6.126a)
t
ujn+1 = u — Fiaam F 1 +suly 207+uly; (6.126b)
Hierbei ist wiewblich s = t= x2. Die angegebene viskose Version des Verfahrens

hat jedoch den Nachteil, da es nur nochO( t; x?) ist.%0 Stationare Lesungen
sind zwar von zweiter Ordnung Genauigkeit. Um aber auch die DynamiiZeit-
abhangigkeit) genau zu berechnen, mu der Zeitschritt sehr klein seirbareiber
hinaus beretigt man auch noch eine weitere Randbedingung, da der viskose ifer
vier Gitterpunkte involviert. F ur Stabilitat kann man Bedingung

t A2 t+2 x2 (6.127)

ableiten  (Fletcher, 1991a). Fwur praktische Berechnungen schlagen
Peyret and Taylor (1983 das Kriterium t x?=(2 + jAj X) vor.

29Im ersten Term auf der rechten Seite der ersten Gleichung haFletcher (1991a) einen kleinen
Druckfehler ujn *1_ Au erdem scheint dieses Lax-Wendro -Schema gar nicht so schieht zu sein,
wie in Fletcher (1991a) implizit behauptet. Die abweichenden numerischen Werte in Tabelle 18
von Fletcher (1991a) kennen so nicht nachvollzogen werden. Siehe auch Abl6.21 und 6.22.

300 enbar wird in dieser Version der Fehlerterm in der Zeitableitung nicht mit zweiter Ordnung

194

) H' C’ KNpWsuy
Numerische Methoden der Str emungs- und W armetechnik



6.5. Nichtlineare E ekte: Die Burgers-Gleichung

6.5.2. Implizite Verfahren

Wenn wir nach der Crank-Nicolson-Methode vorgehen, werden smw der kon-
vektive wie auch der diusive Term je zur Halfte dem Zeitniveaun und n + 1
zugeschlagen. & die Burgers-Gleichung ergibt sich so

u_n+1 u_n 1 . .

7 Sb FTAR A Sbe ut ) =0 (6.128)
Um diese Gleichung dsen zu lennen, wirden wir sie gerne in einlineares tri-
diagonales Systenuberfuhren. Der Term Fjn+1 ist fur die Burgers-Gleichung je-
doch quadratisch in un+l Man kann ihn aber mit Hilfe einer zeitlichen Taylor-
Entwicklung auf elnen berglich des Zeitpunktst,;; linearen Term zumrickfehren.

Dazu entwickeln wir Fjn+1 um den Zeitpunkt t, und erhalten mit F = u?=2 und

(@u=@t=u"= t+O( 1)

n n
s ¢ @F o g2 o Fh+u) ot Quio ¢
J J @t j J @t
| —{z—}
n+1+o( tz)
=F"+u utt ou) +0 P (6.129)
Dieser Term ist linear in un+l Damit kennen wir die Burgers-Gleichung schreiben
als
u_n+l u'n 1
J ] - n n n+1 n n+1 n —n-
- ELX|2FJ- + U, {gj uj }+§LXX u' +u =0: (6.130)
uJ an+1
Wenn wir nun die Zeitniveaus trennen, erhalten wir
t t
uMtt + > Ly uluM? Loocuf™ = u + TLxxan: (6.131)

Mit den Operatoren® L, =( 1;0;1)=2 x und Ly =(1; 2;1)= x? erhalten wir
dann die gewinschte tridiagonale Form

a] uJn+i + q1un+l + qnujnl'll = dn (6132)
mit
N S
A = 5 5 +s (6.133a)
f=1+s; (6.133b)
1 uy, t
= X 1
o 5 o s (6.133c)
& = ;ujn @ U+ ;ujnﬂ; (6.133d)

Genauigkeit diskretisiert.
31Hier bedeuten z.B. ( 1;0;1) die Wichtung der raumlichen Komponentenj 1,j undj +1 (in
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6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

Das Verfahren ist von der OrdnungO( t?; x?) und es ist uneingeschankt stabil.
Dieses Crank-Nicolson-Verfahren kann jetzt wie in Kapb.4.2 weiter verbessert

werden; zum Beispiel durch Verteilung der zeitlichen Ableitung auf dieenach-

barten Raumpunkte mittels MassenoperatoM, = ( ; 1 2; ) oder/und durch

Verwendung des 4-Punkt-Upwind-VerfahrensL(§<4) nach (6.119). Ein allgemeines
Crank-Nicolson-Verfahren, das beide Modi kationen emlt, kann man schreiben als

H 1 + +
Mo ——— = SLY uy™ +obe g™ +u) =00 (6134)

Man erhalt so das quadridiagonale System#f u > 0)
d'uMs + a'u T + Jultt + Q= d (6.135)

mit den Koe zienten

& = g_)t(ujn , (6.136a)
2 = % 1og Y L tvs 2 (6.136b)
=1 2 +s+ qj Xt; (6.136¢)
q.n:% % q “J';”Xt s+2 (6.136d)
o=+ g w1 2 gut+ 4 g TARE (6.136¢)

Die Lesung erfolgt wieder durch Gau -Elimination der durchel' beschriebenen vier-
ten Diagonale durch einerbweepund anschlie endem Thomas-Algorithmuser das
verbleibende tridiagonale System.

6.5.3. Numerische Ergebnisse

Numerische Ergebnisse sind in AblG.2) 6.23dargestellt. Bei moderaten Parame-
tern, wie in Abb. 6.21, sind alle untersuchten Verfahren gut zu gebrauchen. Eine
genauere Inspektion zeigt, da bei den expliziten Verfahren dasTES- und bei den
impliziten Verfahren das Crank-Nicolson-Verfahren mit 4-Punkt-igwinding am ge-
nauesten sind.

Wenn die Gitter-Reynoldszahl anwchst, werden zumchst die expliziten Verfah-
ren ungenau (Abb.6.22). Auch das einfache Crank-Nicolson-Verfahren zeigt Schw
chen. Die Crank-Nicolson-Verfahren mit Massenoperator bzw.Rinkt-Upwind bie-
ten hier noch die genauesten Ergebnisse.

Fur sehr hohe Gitter-Reynoldszahlen kommt es auch bei Verwendumon impli-
ziten Crank-Nicolson-Verfahren zu Oszillationen in der &he der Front. Um diese
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@Jd =20, x=02,s=025Re =1, (b)J =20, x =0:2,5s=0:25 Re =1,
: =0:2,t=1

0:145
u 014
0:135
0:13;
0:22 0:2 0:18 016 096 0:98 1 1:.02
X X
(c) exakte Lesung, =0:2,t=1 (d) Legende
1 ‘ ‘ ‘ Anfangspro |
—o-FTCS
Lax-Wendro
——n.Di., 4-P.-Upw., q=0:5
Crank-Nicolson, n. Di.
—eo—Crank-N., Mass.-Op., =0:25
Crank-N., 4-P.-Up., g=0:5
—exakte Lesung

u 05

Abbildung 6.21.: Vergleich verschiedenen Verfahrenefr die Burgers-Gleichung mit =
0:2 und t = 1. Die Gitter-Reynoldszahl, gebildet mit der Referenzgeshwindigkeit u = 1,
ist Reg = 1. Auf der vollen Skala (c) sind die Ergebnisse nicht zu untescheiden. In (a)
und (b) sind Vergre erungen gezeigt.

Oszillationen zu vermeiden, wird manchmal eine zaliche kenstliche Di usion
eingedhrt. Die kenstliche Di usion soll die Oszillationen aampfen, die durch das
numerische Verfahren ensteherizletcher (1991a) schlagt vor, den kenstlichen Dif-

fusionsterm
a +1 F=u?=2 a
E tL XX FJn + an - ?
zur rechten Seite von §.139 zu addieren. Dies #@ihrt auf
!

thoo U™ uf (6.137)

un+! un 1
Y . B

t 2 Lo U

n+1 n a n+l, n _
A tLy Uy =0

2
(6.138)
mit entsprechender Modi kation der Koe zienten (6.139.
Die Ergebnisse, die damit erzielt werdendanen, sind in Abb.6.23 gezeigt. Fr
alle Crank-Nicolson-Verfahren wurde hier , = 0:25 verwendet, so da sich dr
C =1 der Wert s, = ,C? = 0:25 ergibt, wobei hier C = t= x eine Referenz-

dieser Reihenfolge).

HLG s 197

erische Methoden der Str emungs- und W armetechnik



6. Zeitliche Diskretisierung: Konvektions-Di usionsgleichungen

—

J=30, x=0:2,s=0:2,Reg =2, =0:1,
6 (b) Legende
‘ ‘ ‘ Anfangspro |
—-—FTCS
Lax-Wendro
- n.Di., 4-P.-Upw., =05
Crank-Nicolson, n. Di.
—o—Crank-N., Mass.-Op., =0:25
o Crank-N., 4-P.-Up., q=0:5
—exakte Lesung

(a
t

0:01

0:1

Abbildung 6.22.: Vergleich verschiedenen Verfahrenefr die Burgers-Gleichung mit =
0:1 und t = 6. Die Gitter-Reynoldszahl ist Reg = 2 (u = 1). Die blau gestrichelten
Kurven zeigen die zeitliche Entwicklung der exakten losung. Die Zeiten sind als Zahlen
angegeben.

(@ J =40, x =0:1,s=0:02,C =1, Reg = 50,
=0:002, ,=0:25,t=2 (b) Legende

Crank-Nicolson, n. Di.
—o—Crank-N., Mass.-Op., =0:25
Crank-N., 4-P.-Up., q=0:5
| Crank-N., n.Di., s;=0:25
u ) —><CN, MO, =0:12,s,=0:25

0:4! ~#-CN, 4-PU, q=0:5,5,=0:25
0:2- — exakte Lesung

0,
0:2-

05 0 05

Abbildung 6.23.: Einfu der k mnstlichen Diusion auf die verschiedenen Varianten des
Crank-Nicolson-Verfahrens #ir die Burgers-Gleichung bei kleiner Viskosiat, entsprechend
einer hohen Gitter-Reynoldszahl von Rg = 50. Die Ergebnisse ohne knstliche Di usion
sind durch o ene Symbole gekennzeichnet.

Courant-Zahl ist, die mit dem Referenzwertu = 1 gebildet wird. Fer das Crank-
Nicolson-Verfahren mit Massenoperator wurde = 0:12 verwendet und @r das
Crank-Nicolson-Verfahren mit 4-Punkt-Upwindqg = 0:5. Man sieht, da man die
Oszillationen durch eine geeignete Wahl von, sehr stark unterdricken kann, ohne
da sich die Front zu sehr verschmiert. Im betrachteten Fall funkoniert die keinst-

liche Viskositat recht gut, weil die Funktion u au erhalb des Sprungs konstant ist.

198 T KNPuwsuy

. H C J
Numerische Methoden der Str emungs- und W armetechnik



6.6. Ausbreitung eines Verdichtungssto es

Im konstanten Bereich macht eine zuszliche Di usion naterlich nichts aus. Man
kann auch Schemata konstruieren, bei denen dierstliche Di usion erst ab einem
gewissen Gradienten der Funktiou wirksam wird.

6.6. Ausbreitung eines Verdichtungssto es

Als stromungsmechanisches Beispiel betrachten wir Ausbreitung eineslgechten
Verdichtungssto es unter der Annahme einer reibungsfreien Stmung. Bei Abwe-
senheitau erer Krafte und Warmequellen gelten hiesfr die Kontinuit ats-, Euler-
und Energie-Gleichungen

%ﬁ r (u)=0; (6.139a)
@(@‘1) +ro(uw)=r p (6.139b)
gt u—22+e +r u u—22+h =0: (6.139¢)
Mit der Zustandsgleichung @r ein ideales Gas
h=ze+ P=cT= —19; (6.140)
wobei = c¢,=G, = 1:4 das Verhaltnis der spezi schen Warmen ist, erhalten wir #ir
den eindimensionalen Fall
% @@( u)=0; (6.141a)
@(@;t) @@X u2+p =0: (6.141b)
@@t%er p1 +@@Xu “72+—1p =0: (6.141c)

Alle Gleichungen sind Advektionsgleichungen, die im vorliegenden Fall hitnear
und gekoppelt sind.

Aus der integralen Form der Gleichungen werden normalerweise die rfRane-
Hugoniot-Relationen hergeleitet, welche die Propagation von Verdiwingss® en
beschreiben. Hier gehen wir davon aus, da sich das Gas auf der 8€litin Ruhe
be ndet (u; = 0) und bei dem Druck p; die Dichte ; besitzt. Aus der Zustands-
gleichung folgt die TemperaturT,; = c¢,( 1) p;= 1. Aus einem Gebiet 2 mit
einem Druckp, > p; breite sich nun eine Verdichtungswelle in das Gebiet 1 des
ruhenden Fluids aus. Die Sirke des damit verbundenen Sto es kann man durch
den Drucksprung

=P _Psy (6.142)
P1
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auch Sto starke genannt, charakterisieren. kr den senkrechten Verdichtungssto
lassen sich dann aus den Erhaltungsgleichungen Masse, Impuls- und Energie die
Dichte », die Geschwindigkeitu, und die GeschwindigkeitU, mit der der Sto pro-
pagiert, als alleinige Funktionen des Parametemsausdricken (siehe z.BChapman
2000

+1
1+ 5 z
2= B (6.143a)
1
1+ ——
5 z
u z=
C—2 — (6.143b)
' 1+ z
U r 1
+
—= 1+ z: (6.143c)
C1

Hierbei ist ¢; = p 1= 1 die Schallgeschwindigkeit im ruhenden Medium 1.
Zur Darstellung ist es bequem, den Druch, die Dichte und die Geschwindigkeit
u auf die Geen p;, ; und c¢; des ruhenden Mediums zu beziehen. Wenn wir
au erdem die Langenskala. einfehren, ergeben sich die dimensionslosen Variablen
o_ P. 0_ o_ U. o_ X

pP= = . uw= - x0= 2. 0= t
P’ 1 c L’ L=c;’

(6.144)

Wenn wir den Strich wieder weglassen, lauten die skalierten Gleichunge

@ @
—+ — =0; 14
at @X( u)=0; (6.145a)
@u) @ 2, P 4.
@t + @x u-+ - =0; (6.145b)
@ u? p @ u®> P .
@t7+ﬁ +@Xu 7+—1 =0: (6.145c)
Man kann die Gleichungen nun als eine einzige Advektionsgleichung derta
@, @ _
@t+ ax 0 (6.146)
schreiben, und zwar ér die vektoriellen Gre en
0 1 2 3
u
2 —
q:% , § und F:§ u T p= Z: (6.147)
ur, P y Y,
2 ( 1) 2 1

Beachte, da (6.146 nichtlinear ist, da F und g keine unablangigen G® en sind.
Vielmehr sind sieeber , u und p nichtlinear miteinander gekoppelt.
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6.6. Ausbreitung eines Verdichtungssto es

Eine Lesungsneglichkeit besteht in der Anwendung des zweistu genLax-
Wendro -Schemas (6.125. Fur die hier auftretenden vektoriellen Ge en lautet

es
t

1

> ' + g 2 x Fioo FJ s (6.148a)
t

qt = qf Y Fian= Fj = (6.148D)

qj +1=2

Da F und g mber , uund p zusammenk&ngen, mu man in jedem Teilschritt , u
und p ausq berechnen und darau§ bestimmen (und umgekehrt).
Alternativ dazu wird auch das MacCormack-Schem#

t
q = q — Fla Fj (6.149a)

n+l _ t

1
q't = > an"' q; 5 F. F (6.149b)

x j
eingesetzt. Im Gegensatz zu Lax-Wendro werden bei MacCor-
mack einseitige Di erenzen verwendet. Der dadurch verursachte
fuhrende Fehler der OrdnungO( x) hebt sich aber bei den bei-
den Schritten gerade auf, so da das Schema ebenfalls zweiter
Ordnung im Raum und Zeit ist. Fur lineare Probleme F = Q)
reduziert sich das MacCormack-Schema auf das einstu ge Lax-kékro -Verfahren
(6.67).

Als Stabilit atsbedingung kann mandr das Lax-Wendro - und das MacCormack-
Verfahren

Robert W.
MacCormack

A |
jkj—x 1 (6.150)

ableiten, wobei | die Eigenwerte der Jacobi-Matrix@F=@qsind. Fer das vor-
liegende Problem erhlt man die 3 Eigenwerteu, u+ ¢ und u c (siehe
Richtmyer and Morton, 1967. Daher lautet die Stabilitatsbedingung hier

(juj+ © —)t( 1 (6.151)

Ein Beispiel fur die Sto starke z = 1:5 ist in Abb. 6.24gezeigt. Dabei wurde die
Skalierung 6.149 verwendet. Beide Schemata zeigen einen starken Dispersionsfeh
ler durch die hohen Harmonischen, die in der spektralen Darstellungs Sprungs
enthalten sind.

Man kann den Dispersionsfehler gtten, indem man eine lnstliche Viskosiw®t
einfuhrt. Diese sollte nur dort wirken, wo sehr hohe Gradienten der Fejdo en
auftreten. Dazu hat sich die Erweiterung der Grundgleichungen &u

@ & ,0 @@ .
o ox  “ax exox ~° (6152)

32Gleichungen (14.49) und (14.50) inFletcher (1991b) enthalten Druckfehler.
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@) (b)

. —
3r 0 .
: 0:8 o
2! ol ] 0:6(
5 y
] 04+
1 u e i q
0:2r
0 ~.
Ot ‘ ‘ ‘
0:5 0 0:5 0:1 0:2 0:3 0:4
X X

Abbildung 6.24.: Entwicklung eines Verdichtungssto es fur Sto st arke z = 1:5. Die An-
fangsbedingung zur Zeitt = 0 ist grein und die exakte Lesung beit = 0:2 ist blau darge-
stellt. Numerische Ergebnissedir x =0:01 und t =0:002 sind inrot (Lax-Wendro )
und in (MacCormack) gezeigt. (a) zeigt dentberblick, (b) Details fur u.

bewahrt. Wegen der Betragsstriche &ngt die keinstliche Viskosi@t nicht von der
Richtung des Sprungs ab. Au erdem wird der Gradient quadratisclvestraft Bei
der Implementierung der kinstlichen Viskosi#t wird diese dem Lax-Wendro - oder
MacCormack-Verfahren als dritter Schritt nachgeschaltet. Ausem Lax-Wendro -
Verfahren ertalt man so das modi zierte Schema

t

q,-+1:z=% o+ 5 Fla FJ (6.153a)

q =g —)t( Fin= Fj 1= (6.153b)

gt =g + —)t( Qo1 Gt (6.153c)
=q * —)t( Oj+1 O G+ G q; g, 1 Q q; 1

Nach Richtmyer and Morton (1967 wird durch die kenstliche Viskosi®t der stabile
Bereich der zeitlichen Schrittweite aber weiter eingesdamkt (siehe auchFletcher,
1991). Der E ekt der k mnstlichen Viskosit ist fur das obige Beispiel an Hand
des Lax-Wendro -Verfahrens in Abb. 6.25 fur die Werte = 0, 0:5 und 1 illu-
striert. Hierbei wurde die kenstliche Viskosi®t auf alle drei Komponenten vonq
angewandt. Man sieht, da die knstliche Viskosi#t einen geringen Ein u auf die
Stremung weit weg vom Sto hat. In der Dichte werden jedoch einige deveiter
entfernten keinstlichen Oszillationen noch etwas verstkt.

Fur starke Sw® e liefert das sogenannte u -korrigierte Transport-Schema FCT-
Schemaflux correctedtransport schemé bessere Ergebnisse. Dieser Ansatz beruht
darauf, in einem ersten Schritt eine relativ gro e knstliche Di usion zu verwenden
und dies dann im zweiten Schritt durch eine fast gleich gro Anti-Di usion wieder
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(a) (b)
‘ 1 ‘
3 L
P 0:8¢
2] e it 1 0:67 "
' B u |
I 0:4t
1 EA—— .
u 0:2; .
0 s
Ot ‘ ‘ ‘
0:5 0 0.5 0:1 0:2 0:3 0:4
X X

Abbildung 6.25.: Einu der k wmnstlichen Viskositat auf die numerische Llosung des
Verdichtungssto -Problems mittels des nach 6.153 modizierten Lax-Wendro -
Verfahrens. Der Wert der kenstlichen Viskositat betragt = 0 ( ), = 0:5 (cyan)
und =1 (rot). Die Parameter sind identisch mit denen aus Abb.6.24.

zu kompensieren. Dabei wird die Anti-Di usion so gestaltet, da sie lintiert ist
und da keine neuen Extrema auftreten lbnnen. Dies ist in Kap. 14.2.6 und 14.2.7
von Fletcher (1991) genauer beschrieben.
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A. Eigenwerte einer tridiagonalen
Matrix

Zur Berechnung von Eigenwerten mu man Determinanten bereclen. Daher be-
trachten wir zunachst die DeterminanteD, einer tridiagonalen Matrix A der Ord-
nung n
a b
c ab
D, = det jAj = det : (A.1)

cab
c a

Wenn man die Determinante nach Spalten entwickelt, esit man

Hierbei sind D,, ; und D, , Unterdeterminanten der Ordnungn 1 undn 2.
Sie haben dieselbe Form wi®,,, nur mit verringerter Ordnung. Gleichung (A.2)
ist eine Rekursionsformelefr D,,, wobei wir die Anfangsbedingungen

Do=1 und D;=a (A.3)
beachten nussent Die Rekursionsgleichung4.2) kann man mit dem Potenzansatz
Dy= " (A.4)
losen. Eingesetzt erhalten wirefr
2=z a bc (A.5)

Die Lesungen dieser quadratischen Gleichung lauten
r

2
= g az bc: (A.6)

Da wir zwei Wurzel haben, lautet der vollsandige Ansatz &r D,

D, = 2 + n. (A?)

!Die bekannteste derartige Rekursionsformel isF, = F, 1+ F, 2. Mit Fg = F; = 1 generiert
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A. Eigenwerte einer tridiagonalen Matrix

wobei und aus den Anfangsbedingungen bestimmt werdenessen. Man kann
leicht veri zieren, da die Anfangsbedingungen Q.3) von der Lesung

n+1 n+1

Dp= — (A.8)

+

erfullt werden.
Wir betrachten nun das eigentliche Eigenwertproblem

A I=0: (A.9)
Die Lesbarkeitsbedingung erfordert

a b
c a b

D, = det

0: (A.10)

C a b

Nach der allgemeinen bsung #ir die Determinate tridiagonaler Matrizen (A.8) folgt
dann

o= ne (A.11)
Mit entsprechend A.6) (a! a ) ist diese Bedingungaquivalent zu
(a )+ P (a )2 4bc#n+l
p =1: (A.12)

a ) (a )2 4bc

Mit der Substitution

a
cos' = p— A.13
2 bc ( )
lautet die Lesbarkeitsbedingung dann
h I + ' . [ n+1 i’ n+l
ST —COS, +I.Sl.n, = el— =2 (D = 1. (A.14)
cos  isin el
Diese Gleichung hat die Wurzeln
- n + 1 ] - y sy . .

Wenn wir nun (A.13) nach au esen, erhalten wir die Eigenwerfe

p__
k= a+2 bccos

+1 ; k=1;:;n: (A.16)

sie die Fibonacci-Zahlen und steht im Zusammenhang mit ‘1?@ goldenencBnitt, der durch die
positive Lesung von A.6) fur a= b= <c¢=1als . =(1+ 5)=2) gegeben ist.
2Das Vorzeichen vor dem zweiten Summanden spielt keine Rolle, da die Eigwerte symmetrisch
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B. Ritz-Verfahren

Bei dem Ritzschen Verfahrensuch man ein Minimum einer skalaren Gre E, die
von einer Funktionf (x) (die auch vektorwertig sein kann) ablngt, wobei die Funk-
tion als Variable fungiert. Eine derartige Gp e nennt man Funktional E[f (x)]. Die
Abhangigkeit von der Funktion wird in eckigen Klammern geschrieben. lhsson-
dere will man wissen, wie die Funktiorf(x) aussieht, bei der das FunktionaE
minimal wird.

Fur das Rechnen mit Funktionalen gelterahnliche Regeln wie #r die normale
Di erentiation (Produkt- und Kettenregel). Insbesondere gilt fr die erste Variation
(die Variation wird mit dem Symbol bezeichnet)

E(f) = OI—Ef (B.1)

Die formale Ableitung dE=df nennt man Funktionalableitung Fer ein Minimum
von E mu die erste Variation des Funktionals E = O verschwinden. Dies #@ihrt
im allgemeinen zu derEuler-Lagrange-Gleichungerfeir das Minimierungsproblem.
Die Euler-Lagrange-Gleichungen sind Di erentialgleichungeref f, deren Losung
die gesuchte Funktionf o(x) ist.

Wenn aber die Variation f eingeschankt ist, indem man fest vorgegebendn-
satzfunktionen (x) verwendet mit

XN
fax)= & i(x) (B.2)

i=1

und nur die Parameterg; variiert, erhalt man mit

X X
fa= g i(X)= i(X) a (B.3)
i=1 i=1
die Extremal-Bedingung
dE dg X
E(fa) = . fa= o i(x)a;=0: (B.4)

i=1
Da die Parametera; unabhangig voneinander geehlt werden kennen, mu jeder

Summand einzeln gleich Null sein. Deshalb erhalten wii Gleichungen zur Be-
stimmung dera; (und damit der minimierenden Funktion) in der Form

dE -
g, () =0: (B.5)
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B. Ritz-Verfahren

Hierbei ist zu beachten, da dE=df o natuerlich von den vorgegebenen Ansatzfunk-
tionenf ;g und den zu bestimmenden Koe zientenf a;g abhangt.

Das obige GleichungssystenB(5) ist ein spezieller Fall, der éir den Ansatz (B.2)
gilt. Im allgemeinen nussen die Unbekannten nicht in Form von Koe zienten in ei-
ner Linearkombination von Ansatzfunktionen auftreten. Die Unbkannten kennten
z.B. auch Exponenten sein. Welche Koe zienten man bestimmen willdngt einzig
und allein von dem jeweiligen Ansatz ab, bei dem man eine gro e Freihdiat.

Das Variationsproblem E = 0, bei dem die Funktionf variiert wird, fehrt mit
dem Ansatzf = f, bei bekannten Ansatzfunktionen und variablen (zu bestimmen-
den) Parameterna; zu den allgemeinen Bestimmungsgleichungen der Form

dE[f A]

da. da =0; (B.6)

a; E[fA] =

bei unabhangigen Parameterrg; also auf

dE[fa] _ .
da, =0:

(B.7)
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C. Ableitungsoperatoren im
Chebyshev-Raum

Wenn wir die Chebyshev-Polynome ableiten, erhalten wir

. d _dcosk )d _ . darccosx _  sin(k ).
T(x) = &[cosk )] = g a " k sin(k )|_‘€%_} = kg (C.1)

Wegen sin[k+1) ] sin[(k 1) ]=2sin cosk ) kann man die Rekursionsformel

Tear  Tig
k+1 k 1

= 2T (C.2)

leicht veri zieren. Wenn man diese Rekursionsformel nach{T, au est und umnu-
meriert (k! k 1), dann erhalt man fur die Ableitung

(ky1)=2

11 Tk 1 2n(X)
TR(X) =2k Ty 1+ >—— T =2k —=2 (C3
() 1T 2k 2 |4ed 0 G (C3)
=2(k 2)[Tx 3+::]
Nun schreiben wir die Ableitung unserer unbekannten Funktion foral als
X X
u) = AT = 60 Ti(X) (C.4)

k=0 k=0

und setzen C.3) fur T{(x) ein. Dann erhalten wir, bei Umbenennung des Lau ndex
k! p,

X c.3 X le):ZT X
00T ()= 0T E T a,2p To 1 an(X),

(C.5)
k=0 p=0 p=0 n=0 C 1 2n

Wenn wir jetzt die Koe zienten von T (x) vergleichen, erhalten wir die Ableitungs-
koe zienten 4. Insbesondere liefert auf der rechten Seite der Gleichung festes
p nur der Wert von n einen Beitrag, #irdenp 1 2n = k ist. Also fallt die innere

Summe weg, und wir mrassen @r p fordern: p = k+ 1 + 2n. Dies fhrt auf die

Darstellung

X 2
o = Po, (C.6)

p=k+1; p+k odd G
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C. Ableitungsoperatoren im Chebyshev-Raum

Dieses Gleichungssystem entspricht aber einer Darstellung der Koenten der
ersten Ableitung mittels einer Matrixmultiplikation der Koe zienten “uy selbst. Dies
de niert die Ableitungsmatrix D. Sie besitzt eine obere Dreiecksstruktur. Damit
erhalten wir die Ableitung im spektralen Raum als einfache Matrixmultipliltion

o® =D 0 (C.7)
Die zweite Ableitung ergibt sich dementsprechend als

0@ =p D @& =D? 0 (C.8)
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D. Aliasing bei Fourier-Kollokation

Um das Aliasing zu demonstrieren, betrachten wir wieder den nichtlineen Term
u@u. Der Einfachheit halber wahlen wir hier die Fourierdarstellung vonu und
folgen der Darstellung vonPeyret (2002

X .
u(x;t) = O (t)e'**: (D.1)
k= K

Bei der Galerkin-Behandlung der in der Zeit diskretisierten Burger&leichung
(4.169 hatten wir im Fourier-Raum fur jede Fouriermodek = K;::;; K die Glei-
chung

1
—* k2 optt = X w, (D.2)

zu lesen, wobewg die spektrale Darstellung des nichtlineare Term& = u@u ist.
Im Ortsraum lautet der Term

@) _
@x

. X .
Op(t)e’™ ighg(t)e'? (D.3)
p= K g= K

w(x) := u(x)

Galerkin-Methode Im Fourier-Raum lautet der nichtlineare Term (Fourier-
Transformation) im Rahmen einerGalerkin-Darstellung bei der die Nichtlinearitat
auf die kontinuierlichen Gewichts- bzw. Ansatzfunktionen &* projiziert werden,

Z, X X Z 2

Wy = zi u%“e ikx gk = 00,0 1 g(Pra kx gy (D.4)
0 X p= Kg= K 0 {Z }
kip +q
also
X

Wy = iq0,0q: (D.5)
p;g= K
p+ o=k

Bei der Produktbildung werden Produkte und Di erenzen der Wellemahlen gene-
riert (e'(P*9%). Die Wellenzahlen, die au erhalb des betrachteten Spektrums liege
(p+ qg>K oderp+ q < K) werden beim kontinuierlichen Galerkin-Verfahren
herausge Itert. Beim diskreten pseudospektralen Verfahrenekinen diese Moden
aber Amplituden von Moden innerhalb des betrachteten SpektrumsK k K
verfalschen.
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D. Aliasing bei Fourier-Kollokation

Kollokation Um diesesAliasing zu demonstrieren, betrachten wir nun die diskrete
Darstellung vonw. Da w(x;) durch die pseudospektrale Methode veafscht wird,
nennen wir die pseudospektralen Amplitudenv,;im Gegensatz zu den korrekten
Galerkin-Amplituden W . Es sei also

X .
w(x;) = Wh ek (D.6)
k= K
die diskrete Fourierdarstellung vorw(x) mit w(x;) = u(x;)@u(X;). Um zu sehen,
woher der Fehler inwg kommt, gehen wir die Berechnung der pseudospektralen

Methode rackwarts durch. Die umgekehrte diskrete Fouriertransformation lawt
(siehe auch 2.36 und (2.37)

X

1 .
W @ N w(x;)e i (D.7)
=1 | |
1 XX D
@ = 0,67 iq0E™ e W (D.8)
j=1  p= K = K
g XXX .
= — qQl0petPtd X (D.9)

j=1 p= Kg= K

Dabeiist (1) die diskrete Fourier-Transformation vorw(x; ) , (2) die Produktbildung
von u(x;) und @u(x;) im Ortsraum und (3) die Transformation in den Fourier-
Raum. Mit der diskreten Orthogonalitatsrelation (x; =2 j=N )

b\ ) _ ) )
dk nziv - Niok o 1=mN;m 2 Z; (D.10)
=1 0; sonst
erhalten wir
X X X
Wy = 100,04 + i00g0p + 1000y : (D.11)
sl Pl FEK
Tz | {z }
Wy aliasing

Durch Vergleich mit (D.5) kennen die Aliasing-Terme identi ziert werden. Sie &n-
nen mit Hilfe der 3=2-Regel eliminiert werdenPeyret (2002. Dazu wird das Spek-
tren nur fur die Terme im nichtlinearen Ausdruck formal bis auK ° erweitert:
0 if jg K;
0 = q ’
%= o i K<ijg K° (0.12)
Dann laufen die Summenuber p und g in den Aliasing-Termen in ©.11) von K?©
bisK°mit p+ q= k N%und N°=2K %+ 1. Man kann sich danneberlegen, da
immer ein Faktor &3 oderdf in (D.11) Null ist, wenn K°® 3K=2 ist (siehe S. 35 in

Peyret, 2002.
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E. Exakte Lesung der
eindimensionalen
Transportgleichung

Um eine exakte losung der Transportgleichung §.94) zu nden, nehmen wir eine
konstante Advektionsgeschwindigkeitu = const: an und transformieren die Trans-
portgleichung

a . @T @t
E.1l
@t @x @x (E1)
zunachst in das mitu mitbewegte Koordinatensystem
X =x ut =t (E.2)

Im bewegten Koordinatensystem ist die Konvektionsgleichung nuiogh eine Di u-
sionsgleichung. Man eralt*

a et
= = _=0: E.
@ @x 0 (E-3)
Mit dem Separationsansatz
T(X; )= f()aX) (E.4)
erhalten wir nach Division durchfg
)~ g%tx)
= : E.5
fO 7 ox) (£9)

Jetzt hangt die linke Seite der Gleichung nur von und die rechte nur vonX ab.
Damit diese Gleichung aberr beliebige Werte vonX und gelten mu, messen
beide Seiten konstant und identisch sein. Dann erhalten wierf f ( ) die Form

f(h)=e : (E.6)

1Beachte, da sich die Ableitungen nach den alten Koordinaten §; t) dann folgenderma en durch
die Ableitungen nach den neuen X; ) ausdrecken lassen

@_@@@X@@

@x @x @x
85° 184
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E. Exakte Lesung der eindimensionalen Transportgleichung

Die resultierende Gleichungefr g(X) lautet
9%= g (E.7)

Der Exponentialansatzg(X) = e?**- (p : Zahlenwert, L : Referenziinge) ergibt

= 2p?=L2. Aus Symmetriegunden kennen wir hier aufg(X) = sin(p X )
spezialisieren. Damit lautet die ®sung #r eine mumliche Fourier-Mode mit Wel-
lenzahlp =L

T=A(e P " ’sin(pX=L )= A(p)e P ““sinp (x ut)=L]: (E.8)

Wegen der Lineariat der Di usionsgleichungen lennen wir nun beliebige Fourier-
Moden superponieren, um die ésung #r unser antngliches Stufenpro | zu erhal-
ten. Dazu nutzen wir die spektrale Darstellung des Stufenpro Is6(119

1 X 2 1 X 2
T(X;0)= <+ — sin(pX=L )= - ——sin[(zk 1) X=L ]:
2 2k 1)

=1
ppodd l _gp_}

(E.9)

Wenn wir dies einsetzen, erhalten wir die &sung der Transportgleichungefr ein
anfangliches Stufenpro |

b3

% ___sin[(2k 1) X=L Je @k D* =L (E.10)
o @k )

1
T=2
2

_@ = @ _@+ @( _@: _@ Q
t t t X X
oL gLl I ghe @ @
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F. Exakte Lesungen der
Burgers-Gleichung

F.1. Anfangswertproblem in einer Dimension

Die Ableitung folgt dem Buch von Kevorkian and Cole (198]) bzw. Whitham
(1979. Die Burgers-Gleichung ist die einfachste partielle Di erentialgleichog, in
der Nichtlinearitat und Dispersion zusammenwirken. Sie ist ein elementares Beispiel
auch fur Struktur von Verdichtungsste en. Sie besonders von Interesse, da man ihre
Lesungen explizit angeben kann.

Eine Lesung der Burgers-Gleichung

@u+ u@u @u _

@t @x @%
kann man erhalten, wenn man sie auf eine Di usionsgleichung transfoiert. Zu-
nachst schreiben wir

0 (F.1)

@
= — F.2
U= o (F-2)
Einsetzen und Integration der Gleichung liefert dann die Gleichung
1 2
@ + = @ g =0 (F.3)
@t 2 @x @%
fur . Den nichtlinearen Term kann man nun durch die Transformation
= 2 Inv (F.4)
eliminieren. Wenn man dann
2
@_ 2@ @_ 2@ @ _ 2@ ,62 @v° (F.5)

@ vet @x vex @ vexr v @x '
in (F.3) einsetzt, vereinfacht sich die Di erentialgleichung zu der Di usionglei-
chung

@v @V_O

= = = F.
ot @x (F.6)
Der Zusammenhang zwischen und v ist dabei gegeben durch
_ 20w , @ .
u= v ax 2 @Xln V. (F.7)
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F. Exakte Lesungen der Burgers-Gleichung

Dies nennt man auch die Cole-Hopf-Transformation. Wenn nun die Aangswerte
fur uin der Formu(x;0) = F(x) aufx 2 [1 ;1 ] gegeben sind, dann e#it man
v(x; 0) durch Integration von (F.7) zu
1 Z x
v(x; 0) = exp > F(s)ds := G(x): (F.8)
0
Die Integrationskonstante wurde dabei so geahlt, da v(0;0) = 1 ist. Diese will-
kerliche Wahl macht aber nichts aus, denn die ésungu(x;t) hangt nicht davon
ab. Nun kennen wir die bekannte sung des Anfangswertproblemaf die Di usi-
onsgleichung z,
1 _
V(1) = p—  G(s)e (x s)°=4t g (F.9)
1
verwenden, um daraus mittels .7) die gesuchte bsung

G(s)exp (x s)?°=4t ds
u(x;t) = -2 ; (F.10)
G(s)exp (x S)?=4t ds

1

Zu erhalten.

F.1.1. Station are Lesung in einer Dimension

In einer Dimension kann man statioare Lesungen der Burgers-Gleichung dadurch
nden, indem man sie einmal integriert

d u? du

!Die Leosung der Di usionsgleichung zu der Anfangsbedingung/(x; 0) = (x s) (anfanglicher
Delta-Peak beix = s) lautet (siehe z.B. Landau and Lifschitz, 1997

v(x;t) = B—_41t g (x 9=t

Wir hatten sie in Abb. 6.1 schon verwendet. Eine allgemeinere Anfangsbedingung kann man
darstellen als Z,

v(x;0) = G(x) = G(s) (x s)ds:
1

Aufgrund der Linearit at der Di usionsgleichung kann man daher die obige l®sung #ir einen
anfanglichen Delta-Peak mit Wichtungsfaktoren G(s) zu der allgemeinen losung superponieren.
Denn im Limest ! 0 erhalt man aus der allgemeinen bsung (F.9) unter Beachtung der
Darstellung der Delta-Funktion

Z VA 2_ Z
1 1 ) 1 e (x s)*=4t 1
Hmo pﬁ G(s)e (x 9"t ds= Itilr’n0 G(s) —pti ds = G(s) (x s)ds:
: 1 : 1 1
| —z—}
I (x s)
218 T KNPuwsuy

. H C J
Numerische Methoden der Str emungs- und W armetechnik



F.2. Stationare Lesung in zwei Dimensionen

p—
2C o]

10 2 1 0.5
101 1.00009 0.50009
1 15434 1.1910
10 4.50975 10.1689
100 14.1539 100.166

Tabelle F.1.: Werte fur die Integrationskonstante c in Abh angigkeit von fur die statio-
naren Lesung der 1D Burgers-Gleichung zu den Randbedingungeam(0) = 1 und u(1) = 0.

Eine Meglichkeit, diese Gleichung zu ewflen ist u = const. Die andere Moglichkeit
besteht darin, da der Ausdruck in der Klammer konstant ist. Dies éhrt auf

du_ u?> ¢ dx du
—_=_ =z = : F.12
dx 2 oder 2 uz 2c’ ( )
mit der Integrationskonstantec. Wenn man dies integriert, erlt man
X Xo 1 u
= p—arctanh p— (F.13)
2 2c 2c
bzw. . "p = #
u=2ctanh 2—(x0 X) : (F.14)

Hierbei sind ¢ und X, zunachst beliebige Integrationskonstanten. Sie mssen so
festgelegt werden, da die Randbedingungen eitft sind. Sei zum Beispielu(0) = 1
und u(1) = 0, dann folgt xo = 1 und cist Lesung der transzendenten Gleichung

"o #

1 2c
p— =tanh ——

— 5 (F.15)

Die Lesungen sind dir einige Werte von in Tabelle F.1 angegeben. Einige der
zugelorigen statiomraren Lesungen sind in Abb.F.1 gezeigt. Man sieht, da #r

1 die Diusion dominiert und das Prol im Limes !1 zu einem lineare
Pro | wird. Umgekehrt ist das Pro | konvektiv dominiert, wenn 1 ist.

F.2. Station are Lesung in zwei Dimensionen

Die Methode der Cole-Hopf-Transformation kann man auch auf diewei-
dimensionale Burgers-Gleichung

%t+ uru r?u=0 (F.16)
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F. Exakte Lesungen der Burgers-Gleichung

1:2

1
0:8f

u 0:6; 1
0:4/ 100

0:01
0:1

0:2r

b 02 04 06 08 1
X

Abbildung F.1.: Exakte Lesungen der statiomren Burgers-Gleichung zu den Randbedin-
gungenu(0) =1 und u(l) = 0. Die Werte fur sind als Parameter angegeben..

mit u = (u;v)" erweitern. Dann #ihrt die Transformation

2 @ 2 @
u= ——; v —— F.17
@Xx Q@y (F17)
und fehrt auf die 2D-Di usionsgleichung
@ C + @ =0: (F.18)

@t @%x @y

Man kann jetzt durch Kenntnis exakter Losungen der 2D-Di usionsgleichung wieder
exakte Losungen der Burgers-Gleichung nden. Hier besamnken wir uns auf den

stationaren Fall
@ + Q =0: (F.19)
@x @Y
Durch den Separationsansatz =f (x)g(y) kann man leicht die allgemeine bsung

= @+ aX+ agy+axy+a e x)+e X x) cosg(y) (F.20)

nden. Die Lesung #r u ergibt sich dann als

0
a+ ayy+ as e X x) g Xx) cos(y)
u %aﬁ X + agy + ayxy + ag[e x xo) +e (x x]cos(y) E
= 2 :
v .
ag+ ax as e X 4e X X) gin(y)

a; + aX + agy + ayxy + as[e x X0 +e (x xI]cos(y )
(F.21a)
Abbildung F.2 zeigt das Beispiel, das auch ifrletcher (1991) abgedruckt ist. Es
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F.2. Stationare Lesung in zwei Dimensionen

@) (b)

Abbildung F.2.: Lesungen der zwei-dimensionalen Burgers-Gleichung nach-@1). Die
Parameter sind identisch mit denjenigen, dieFletcher (1991a) verwendet: a; = ap =
1:3 108, a3=a4=0, as=1, =25 xp=1und =0:04.

wurden dieselben Parameter verwendétFur gre ere Werte von y als die in der
Abbildung gezeigten erlalt man Singularitaten und eine dramatische Variation von
u und v die sich in Abb. F.2b schon andeutet. Dies angt mit den Nullstellen

des Nenners in [£.21) zusammen. Beachte auch, da esf diese Losungen keine
Kontinuit atsgleichung gibt. Insbesondere istH21) nicht divergenzfrei.

2Trotzdem besteht bei der Skala vonu eine Diskrepanz (Faktor 2).
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