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Vorbemerkungen

Ziel des Kurses ist die Vermittlung grundlegenden Kenntnisse und F•ahigkeiten zur
numerischen L•osung einfacher Ingenieurprobleme. Die Veranstaltung ist auch eine
n•utzliche Grundlage f•ur die weiterf•uhrenden Kurse

ˆ 302.017 VO Grundlagen der numerischen Methoden der Str•omungs- und W•ar-
metechnik,

ˆ 302.042 VO Numerische Methoden der Str•omungsmechanik.

Die vorliegende erste Version, die im Laufe der Vorlesung des SS 2008entstan-
den ist, wird sicher noch etliche Korrekturen und Verbesserungenerfahren. Dies
bezieht sich auch auf eine bessere Motivation der einzelnen Problemklassen sowie
auf die Hinzunahme weiterer Beispielrechnungen. F•ur Hinweise und Verbesserungs-
vorschl•age w•are ich dankbar.

H. C. K.
im Juni 2008

In der zweiten Version wurden die algebraischen Grundlagen in einen Anhang
verschoben. Es wird dem Leser geraten, sich diese Grundlagen in Erinnerung zu
rufen. Desweiteren wurden kleine Passagen zu Beginn der ersten Kapitel eingef•ugt,
welche die jeweilige Fragestellungen motivieren sollen. Au�erdem wurde das Litera-
turverzeichnis aktualisiert, kleinere Fehler im Text korrigiert und der Index erstellt.
Weitere laufenden Revisionen werden sich•uber das SS09 erstrecken. Geplant sind
auch noch die weiteren ThemenFouriertransformation und, falls es die Zeit erlaubt,
Wavelets.

H. C. K.
im M•arz 2009

In der aktuellen Version wurden weitere Korrekturen ber•ucksichtigt.

H. C. K.
im Juni 2010

Im SS 2012 wurden weitere Korrekturen des Skriptums vorgenommen und ein
kurzes Kapitel •uber symplektische Integration eingef•ugt.

H. C. K.
im Juni 2012

Ab dem SS 2013 wird das Skriptum•uber das Gra�sche Zentrum der TU Wien
vertrieben.

H. C. K.
im Dezember 2013
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1. Vorbetrachtungen

1.1. Motivation und numerischer Ansatz

Computer werden bei der L•osung von wissenschaftlichen und ingenieurm•a�igen Pro-
blemen in praktisch allen Bereichen standardm•a�ig eingesetzt. Als Beispiele seien
nur die Berechnung von Satellitenbahnen genannt, die gesamte Luftfahrttechnik,
die Auslegung von Br•ucken und Geb•auden oder die Simulation komplexer elek-
tronischer Komponenten und deren thermisches Verhalten (K•uhlung). Um solche
Probleme l•osen zu k•onnen, m•ussen zun•achstmathematische Modelleentwickelt wer-
den. Diese bestehen in vielen F•allen aus partiellen Di�erentialgleichungen. F•ur de-
ren numerische L•osung existieren teils umfangreiche Software-Pakete, die f•ur viele
Situationen fertige L•osungsmethoden bereitstellen. Der Ingenieur mu�nur noch als
Operator t•atig werden. Dabei kann es mehr oder weniger zeitaufwendig sein, sich in
m•achtige Softwarepakete einzuarbeiten. Die Einarbeitung in die Prozeduren an sich
bereitet bei guter Software meist jedoch keine gro�en intellektuellen Schwierigkei-
ten. Schwieriger ist es dagegen, zu verstehen, wie die numerische L•osung gewonnen
wird. Ein detailliertes Verst•andnis ist oft nicht mit vertretbarem Aufwand zu er-
reichen, da die Software sehr komplex sein kann und zwecks Optimierung nicht
selten auf ausgekl•ugelte Algorithmen zur•uckgreift. Die meisten Verfahren basieren
jedoch auf gewissen Grundlagen. Deren Verst•andnis ist wichtig, wenn man auf Pro-
bleme st•o�t, f •ur die es keine fertigen Programme gibt und f•ur die man die L•osung
selbst programmieren mu�. Grundlegende Kenntnisse•uber numerische Methoden
sind auch dann wichtig, wenn die Qualit•at (Genauigkeit) eines numerischen Ergeb-

Abbildung 1.1.: Sequenz der Approximation nat•urlicher
und technischer Vorg•ange durch numerisch berechnete Da-
ten. Bei jedem der drei Schritte entstehen Fehler.

Natur/Technik

mathematisches Modell

(DGL)

numerisches Modell

(Algebra)

numerische L•osung

(Daten)
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1. Vorbetrachtungen

nisses beurteilt werden soll. Denn die Abbildung der nat•urlichen bzw. technischen
Vorg•ange auf ein numerisches Resultat erfolgt in verschiedenen Schritten. In der
Regel entstehen bei jeder Stufe der Approximation gewisse Fehler (Abb. 1.1).

Die Anwendung numerischer Methoden in den Natur- und Ingenieurwissenschaf-
ten, oft auch wissenschaftliches Rechnengenannt, basiert auf Techniken dernume-
rischen Analysis. Sie entstand schon vor der Er�ndung des Computers als Teilgebiet
der Mathematik. Die praktische Umsetzung der Methoden der numerischen Ana-
lysis erfordert Hilfsmittel wie Computer, Betriebssysteme, Programmiersprachen,
etc. Die beiden letztgenannten Gegenst•ande fallen in das Gebiet der Informatik und
sind nicht (bzw. nur peripher) Gegenstand unserer Betrachtungen.

In den meisten F•allen werden die Probleme in Form von Di�erentialgleichungen
formuliert, auf algebraische Probleme zur•uckgef•uhrt und schlie�lich n•aherungswei-
se gel•ost (Abb. 1.1). Das wichtigste Hilfsmittel der numerischen Analysis ist daher
die Algebra. Darum ist es erforderlich, die Grundlagen der Algebra zubeherrschen.
Zur Erinnerung sind im AnhangA die wichtigsten Regeln der Algebra zusammenge-
stellt. Es w•are n•utzlich, diese mathematischen Grundlagen zu Beginn dieses Kurses
zu wiederholen.

1.2. Aspekte der Modellierung

1.2.1. Modellbildung

Um ein naturwissenschaftliches oder ein technisches Problem zu l•osen, ben•otigt
man zun•achst die Kenntnis allerEin
u�faktoren . Zus•atzlich werden diephysika-
lischen Gesetzeben•otigt (z.B. die Newtonschen Gesetze, die ihrerseits eine nicht-
relativistische N•aherung darstellen), welche die Ein
u�faktoren mit einer Reaktion
des Systems verbinden, z.B. mit der zeitlichen Entwicklung (Dynamik). Bei der ma-
thematischen Formulierung des Problems k•onnen manche Ein
u�faktoren eventuell
vernachl•assigt werden, wenn man keinen wesentlichen Ein
u� dieser Gr•o�en auf das
Ergebnis erwartet. Das Resultat einer derartigen Modellentwicklung besteht meist
aus einer oder mehrerenpartiellen Di�erentialgleichungen sowie gewissenAnfangs-
und Randbedingungen.

Beispiele: Wie reagiert eine d•unne eingespannte Platte, wenn sie seitlich belastet
wird (Abb. 1.2)? Zur L•osung des Problems ben•otigt man die Di�erentialgleichungen,
welche die Deformationen mit den Kr•aften in Zusammenhang bringen. Au�erdem
spielen die Einspannbedingungen eine Rolle (Randbedingungen) sowie die anf•ang-
lich vorhandene Deformation (Anfangsbedingungen). Ein anderesBeispiel ist das
Absinken einer schweren Kugel in einem viskosen Fluid (Abb.1.2b).

1.2.2. Diskretisierung

Bei kontinuierlichen Problemen besteht das Modell in der Regel aus partiellen Dif-
ferentialgleichungen. Dann sucht man im Prinzip die L•osung (zum Beispiel die

2 H. C. Kuhlmann
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1.2. Aspekte der Modellierung

(a)

~F

(b)

~g

� 1

� 2

Abbildung 1.2.: (a) Belastung und Deformation einer d•unnen Platte (nur eine H•alfte ist
blau dargestellt), die an drei Seiten fest und horizontal eingespannt ist (dicke schwarze
Umrandung) und entlang einer Seite homogen belastet wird (rote Linie). Die Deformation
entlang der Mittellinie ist •ubertrieben dargestellt. (b) Eine Kugel, die in einem viskosen
Fluid unter dem Ein
u� der Schwerebeschleunigung absinkt (� 2 > � 1).

Auslenkung der Platte in Abb.1.2a) an allen (unendliche vielen) Raumpunkten als
Funktion der (unendlich vielen) Zeitpunkte.

In vielen F•allen l•a�t sich die exakte L•osung aber nicht in geschlossener Form
angeben. Deshalb versucht man, die exakte L•osung mit numerischen Mitteln zu
approximieren. Bei derDiskretisierung werden die unendlich vielen Freiheitsgrade
des Systems (Auslenkung der ungest•orten Platte an allen Punkten in der Ebene,
bzw. Geschwindigkeitsvektor des Fluids an alle Raumpunkten) auf einige wenige
zur•uckgef•uhrt, womit das Problem endlich wird. Bei diesem Schritt entstehenDis-
kretisierungsfehlernoch bevor mit der eigentlichen numerischen Rechnung begonnen
wurde.

1.2.3. Numerische L•osung und m•ogliche Fehlerquellen

Das diskretisierte Problem mit nunmehr endlich vielen Unbekannten kann in einem
n•achsten Schritt numerisch gel•ost werden. Da die Darstellung von Zahlen im Com-
puter eine endliche Genauigkeit besitzt (es lassen sich nicht unendlichviele reelle
Zahlen darstellen), entstehen bei diesem Schritt weitere Fehler. Dies sind dieRun-
dungsfehler. Die Art der Fehler wird klar, wenn man sich verdeutlicht, da� noch
nicht einmal die Zahl

� = 3:141592653589793238462643383279502884197169399375105820974944: : :

exakt numerisch darstellbar ist.
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1. Vorbetrachtungen

Fehlerakkumulation

Auch wenn der Rundungsfehler bei einer einzelnen Operation (z.B. einer Multipli-
kation) klein ist, so kann es doch sein, da� sich die Fehler bei vielen Operationen
(und das ist die Regel) nicht kompensieren sondernakkumulieren. Bei fehlerbehaf-
teten Daten entstehen bei einer exakten Multiplikation Fehler erster und zweiter
Ordnung

(x + � x)(y + � y) = xy + x� y + y� x
| {z }

1: Ordnung

+ � x� y
| {z }

2: Ordnung

: (1.1)

Wenn die beiden Fehlerterme erster Ordnung immer dasselbe Vorzeichen haben, ak-
kumuliert der Fehler bei wiederholter Multiplikation und kann sogar gr•o�er werden
als das Ergebnis.

Fatale Ausl•oschung

Ein •ahnliches Problem ist diefatale Ausl•oschung. Wenn sich zwei Zahlenx und
y nur um die letzte darstellbare Dezimale unterscheiden, dann steht f•ur die Zahl
z = x � y nur eine Dezimalstelle zur Verf•ugung, was fatal ungenau ist. Bei der
Subtraktion selbst entsteht kein Rundungsfehler. Aber alle Ergebnisse, die sich aus
der Multiplikation mit z ableiten lassen sind dann nur auf einer Dezimalstelle genau.
Sei zum Beispiel bei einer Genauigkeit von 8 Dezimalstellen

a � z = a � (x � y) =
�
7:4992123� � � � 104

�
� (1:8488409� � � � 1:8488406: : : )

=
�
7:4992123� � � � 104

�
�

�
3: � � � � 10� 7

�
= 2:24976369� � � � 10� 2: (1.2)

Hierbei ist nur die erste Dezimale des Ergebnisses richtig. Man wird also versu-
chen, durch geeigneteAlgorithmen (Rechenvorschriften), die fatale Ausl•oschung zu
vermeiden.

Schlechte Kondition

Ein anderes Problem, das auftreten kann, ist eine extrem starke Abh•angigkeit des
Resultats von Fehlern in den Eingangsdaten. Man sagt dann, das Problem ist
schlecht konditioniert. Durch geeignete Umformungen (Skalierungen), dieVorkon-
ditionierung genannt werden, l•a�t sich dieses Problem in vielen F•allen vermeiden.
Wir werden darauf noch in Kap.2.1.4zur•uckkommen.

Konvergenzfehler

Manchmal kann man das diskretisierte Problem nicht in einem einzigen Schritt nu-
merisch l•osen, sonder mu� die L•osung durch wiederholtes Anwenden einer bestimm-
ten Abfolge von Operationeniterativ gewinnen. Dabei wird davon ausgegangen,
da� nach unendlich vielen Iterationen die exakte L•osung des diskreten Problems
vorliegt. Da man die Iteration aber nach endlich vielen Schritten abbrechen mu�,
verbleibt ein gewisserAbbruchfehleroder Konvergenzfehler.

4 H. C. Kuhlmann
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1.2. Aspekte der Modellierung

E�zienz

Bei umfangreichen Rechnungen spielt dieE�zienz der Verfahren eine wichtige Rol-
le. Daher gilt es, mit m•oglichst wenigen Operationen das beste Ergebnis zu erzielen.
Als Beispiel betrachten wir die Berechnung der L•osung eines linearen Gleichungs-
systems mitN = 20 Unbekannten

A � ~x = ~b: (1.3)

Zur L•osung k•onnte man dieCramersche Regelverwenden, wonach die Komponenten
xn des L•osungsvektors durch

xn =
det An

det A
(1.4)

Gabriel Cramer*

1704{1752

gegeben sind, wobei die MatrixAn dadurch entsteht, indem man
die n-te Spalte von A durch den Vektor ~b ersetzt. Bei dieser
Methode m•ussenN + 1 Determinanten berechnet werden. Die
Determinante einer 20� 20 Matrix A (was sehr klein ist) kann
man mit Hilfe der Leibniz-Formel aus den Matrixelementenai;j

berechnen

det A =
X

� 2 SN

sgn(� ) a1;� (1) ::: aN;� (N ) ; (1.5)

wobei � eine Permutation vonf 1; :::; Ng ist und SN die Menge aller Permutationen
von f 1; :::; Ng. Da esN ! verschiedene Permutationen vonf 1; :::; Ng gibt, sind zur
Berechnung einer Determinante� N ! Operationen erforderlich. Mit N = 20 ist
N ! > 1018. Der Intel Core i7 980 XE (ca. 2010) machte bestenfalls ca. 100 GFLOPS
(= 1011 Flie�komma-Operationen pro Sekunde). Damit ergibt sich eine gesamte
Rechenzeit vonT > 100 d.

Gottfried Wil-
helm von Leibniz
1646{1716

Wenn man andererseits dasGau�sche Eliminationsverfahren
(Kap. 2.1.1) verwendet, bei dem keine Determinante berechnet
werden mu�, kann man die L•osung~x in ca. N 3 = 8000 Opera-
tionen erhalten, was mit dem Intel Core i7 980 XE in� 10� 7 s
erfolgen w•urde. F•ur sehr gro�e Systeme (N > 106) ist dieser
Aufwand aber immer noch zu hoch und man sucht Verfahren,
die mit N 2 oder noch weniger Rechenoperationen skalieren. Da-
bei mu� man allerdings die Struktur der Matrix ausnutzen. Je
gr•o�er die Zahl der Unbekannten ist, desto wichtiger wird die
E�zienz der Berechnung.

* Gabriel Cramer war ein Schweizer Mathematiker. Im Jahr 1750 ver•o�entlichte er das Buch
Introduction a l'analyse de lignes courbes alg�ebriques. In einem der Anh•ange �ndet sich eine
Formel zur L•osung linearer Gleichungssysteme, die sp•ater als Cramersche Regel bekannt wird.
Sie gab den Ansto� zur Entwicklung der Determinantentheorie.
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1. Vorbetrachtungen

1.3. Programmierung

Beim Schreiben von Programmen sollte man von vorn herein einige Regeln beach-
ten, die zwar zun•achst etwas Mehraufwand bedeuten, auf l•angere Sicht aber viel
Arbeit ersparen k•onnen. Die Regeln werden umso wichtiger, je umfangreicher die
Programme werden. Hierzu z•ahlen

ˆ Zuverl•assigkeitDas Programm sollte frei von Fehlern sein. Dazu
mu� man es ausgiebig testen. Dabei werden die numerischen Er-
gebnisse mit exakten oder anderen bekannten numerischen Daten
(Benchmarks) f•ur alle repr•asentativen Parameter verglichen. Die
wichtigsten Test sollten dokumentiert werden.

ˆ Robustheit Das Programm sollte zuverl•assig und robust sein. Das
hei�t, es sollte f•ur alle relevanten Eingangsdaten hinreichend ge-
naue Ergebnisse liefern. Falls gewisse Eingangsdaten zu singu-
l•arem Verhalten oder ungenauen Ergebnissen f•uhren, sollte der
Nutzer gewarnt werden.

ˆ Portierbarkeit Das Programm sollte so geschrieben sein, da� die
Eingangs- und Ausgangsdaten klar•ubergeben werden. Es sollte
eine h•ohere Programmiersprache verwendet werden. Auf maschi-
nenabh•angige Tricks sollte verzichtet werden.

ˆ Wartungsfreundlichkeit Das Programm sollte gut strukturiert
und modular aufgebaut sein. Die Variablennamen sollten sinnvoll
sein. Die einzelnen Teilschritte sollten im Programm selbst gut
kommentiert sein, so da� ein anderer Nutzer sofort versteht, was
in jedem Schritt gemacht wird. Bei umfangreichen Programmen
mit vielen Ein- und Ausgabeoptionen ist eine separate Dokumen-
tation wichtig.

Es gibt eine exzellente frei verf•ugbare Programm-Bibliothek, welcheL•oserf•ur die
wichtigsten elementaren Probleme zur Verf•ugung stellt. Sie hei�t LAPACK (Line-
ar Algebra PACKage), ist in FORTRAN geschrieben und wird von international
renommierten angewandten Mathematikern gewartet und weiterentwickelt.1 LA-
PACK greift auf die noch elementareren Routinen zur•uck, die von BLAS (Basic
Linear Algebra Subprograms) zur Verf•ugung gestellt werden.

Eine sehr n•utzliche h•ohere Umgebung stelltMATLAB dar (MATrix LABora-
tory). Dies ist eine kommerzielle, plattformunabh•angige Software, mit deren Hilfe
mathematische Probleme komfortabel gel•ost und graphisch ansprechend dargestellt

1Vorl •aufer von LAPACK waren LINPACK und EISPACK.
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1.4. Flie�komma-Arithmetik

werden k•onnen. Das Besondere an MATLAB ist die matrix-orientierte Programmie-
rung. Hierdurch kann die Kodierung in vielen F•allen sehr einfach erfolgen, da man
nicht alle Indizes immer explizit anf•uhren mu�. Nicht-kommerzielle Alternativen
zu MATLAB sind Scilab und Octave. In letzter Zeit ist Python immer beliebter
geworden.

Ein weiteres n•utzliches Hilfsmittel ist das symbolische Rechnen. Softwarepakete
MACSYMA, REDUCE, MAPLE und MATHEMATICA erm •oglichen, gewisseex-
akte Operationen mit mathematischen Ausdr•ucken durchzuf•uhren. Dazu z•ahlt zum
Beispiel das Vereinfachen von komplizierten Formelausdr•ucken, exaktes Integrie-
ren oder exaktes Dividieren von rationalen Ausdr•ucken. Die Ergebnisse sind immer
exakt im Gegensatz zum numerischen Rechnen, das prinzipiellfehlerbehaftetist.

Wenn man ein Problem numerisch l•osen will, gibt es zwei Aspekte zu beach-
ten. Die Veri�kation und die Validierung. Die Veri�kation ist die •Uberpr•ufung des
numerischen Codes hinsichtlich einer fehlerfreien Implementierung (s.o.). Zur Ve-
ri�kation werden normalerweise bestimmte Testf•alle (benchmarks) berechnet und
die Ergebnisse mit denjenigen anderer Autoren verglichen. Handeltes sich um ei-
ne numerische Approximation (zum Beispiel einer Str•omung), dann mu� au�erdem
gezeigt werden, da� das numerische Ergebnis bei einer beliebigen Erh•ohung der
Genauigkeit (Gitterverfeinerung) gegen den korrekten Grenzwert konvergiert. Die
Validierung bezieht sich auf ein physikalisches Modell. Zur Validierung eines Mo-
dells (Approximation der Realit•at) mu� gezeigt werden, da� die Ergebnisse der
Modellrechnung f•ur alle m•oglichen Bedingungen hinreichend genau der Realit•at
entsprechen. Dies macht in der Regel einen Vergleich mit Experimenten erforder-
lich (siehe dazu auchRoache, 2009).

1.4. Flie�komma-Arithmetik

Zahlen werden im Computer bin•ar dargestellt. Dies ist durch die elektronische Rea-
lisation bedingt (leitender/nicht leitender Zustand). Die elementareEinheit ist ein
Bit . Es kann die beiden Werte 0 und 1 annehmen. Mit 8 Bit kann man daher
28 = 256 Werte (0 bis 255) darstellen. 8 Bit werden zu 1Byte zusammengefa�t.2

Eine Untermenge der ganzen ZahlenZ kann exakt dargestellt werden. Die Be-
schr•ankung wird durch die Anzahl der zur Darstellung zur Verf•ugung stehenden
Bits diktiert. Bei integer*4 3 stehen 4 Byte = 4� 8 Bit = 32 Bit zur Verf •ugung.
Damit kann man 232 = 4 294 967 296 Werte darstellen, also den Bereich von 0 bis
4 294 967 295. Wenn man ein Bit f•ur das Vorzeichen verwendet, lassen sich mit 4
Byte die ganzen Zahlen aus dem Intervall [� 2 147 483 647; 2 147 483 648] darstellen.
Dies sind 10 Dezimalstellen.

Bei der Darstellung der reellen und der komplexen ZahlenR bzw. C ist neben
der Gr•o�enbeschr•ankung auch zu beachten, da� zwischen den darstellbaren Zahlen

22 Byte stellen ein Wort (16 Bit) dar und 4 Byte stellen ein Doppelwort(32 Byte) dar.
3Die 4 bezeichnet hier die zur Verf•ugung stehenden Bytes.
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1. Vorbetrachtungen

00 0252 � 12047

1

1

11 52

s e f

Abbildung 1.3.: Aufteilung der 8 Bytes einer real*8 Flie�kommazahl in ein Vorzeichen-
Bit s, 11 Exponent-Bits e, und 52 Mantissen-Bits f . Die untere Zeile gibt den Wertebe-
reich an, dens, e und f annehmen k•onnen.

L•ucken entstehen. Die Gr•o�enbeschr•ankung ist meist nicht das Problem | au�er
eventuell bei der Berechnung von Determinanten.

Bei den Flie�komma-Zahlen F � R wird die Position des Kommas separat ab-
gespeichert und man hat eine gewisse Anzahl von Dezimalen f•ur den Wert zur
Verf•ugung. Daher skaliert der Abstand der Zahlen auch mit ihrer Gr•o�e.4 F•ur ein-
facheund doppelte Genauigkeitwerden f•ur reelle Zahlen 4 bzw. 8 Bytes verwendet.
Dies sind 4� 8 = 32 bzw. 8� 8 = 64 Bits. Wenn man eine exponentielle Dar-
stellung verwendet und f•ur das Vorzeichen und den Betrag des Exponenten 8 bzw.
12 Bits verwendet, so verbleiben zur Darstellung der Mantisse 24 Bits (einfache
Genauigkeit) bzw. 52 Bits (doppelte Genauigkeit).

Einfache Genauigkeit ist oft nicht ausreichend. Daher betrachtenwir eine Flie�-
kommazahl mit doppelter Genauigkeitreal*8 , wof•ur 64 Bit zur Verf•ugung stehen.
Dies sind 264 = 18 446 744 073 709 551 616 Werte. Nach demIEEE-Standard 7545

wird eine reelle Zahl in der Form

x = ( � 1)s2(e� 1023)

�
1 +

f
252

�

| {z }
m=1+ f 0

(1.6)

dargestellt, wobei von den 64 Bit 1 Bit f•ur das Vorzeichen (s = 0; 1), 11 Bits f•ur
den Exponentene (Basis 2) und 52 Bits f•ur die Mantissem verwendet werden, die
meistens normiert alsm = 1+ f 0dargestellt wird. Hierbei regelt 0� f 0 = f=252 < 1
die Nachkommastellen (Abb.1.3). Die reellen Zahlen aus dem Intervall [1; 2) werden
nach dem IEEE-Standard 754 dargestellt als

m = 1 + f 0 = 1 + 0 ; 1 + 2� 52; 1 + 2 � 2� 52; 1 + 3 � 2� 52; :::; 1 + (252 � 1)2� 52

| {z }
252 Werte

;

(1.7)
diejenigen aus dem Intervall [2; 4) w•aren dann

m � 21 = 2 + 0 ; 2 + 2� 51; 2 + 2 � 2� 51; 2 + 3 � 2� 51; :::; 2 + (252 � 1)2� 51

| {z }
252 Werte

; (1.8)

4Bei sogenannten Festkommazahlen ist der Abstand zwischen zweiZahlen immer gleich gro�.
5Siehehttp://754r.ucbtest.org/standards/754.pdf . Der Link hat sich zwischenzeitlich ge•andert.
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1.4. Flie�komma-Arithmetik

und so weiter. Derrelative Abstand benachbarter Zahlen ist also nie gr•o�er als
2� 52 � 2:22 � 10� 16. In Matlab ist dies identisch mit der relativen Genauigkeit
eps.6 Die ZahlenF scheinen also relativ dicht zu liegen.7

F•ur den Exponentene stehen im Prinzip 211 = 2048 Werte zur Verf•ugung. Die
Werte e = 0 und e = 2047 werden aber zu Darstellung von 0, NaN und INFINITY
folgenderma�en verwendet:8

1. Falls e = 2047 und f 6= 0, dann ist x = NaN, unabh•angig vons,

2. Falls e = 2047 und f = 0, dann ist wie in (1.7) x = ( � 1)s INFINITY,

3. Falls 0< e < 2047, dann istx = ( � 1)s 2e� 1023 (1 + f 0),

4. Falls e = 0 und f 6= 0, dann ist x = ( � 1)s 2e� 1022 (0 + f 0) (denormalisierte
Zahlen),

5. Falls e = 0 und f = 0, dann ist x = ( � 1)s 0 (Null mit Vorzeichen).

Damit verbleibt ein ganzzahliger Bereiche 2 [1; 2046], womit f•ur den Exponenten
e � 1023 der Bereich [� 1022; 1023] zur Verf•ugung steht. Folglich ergibt sich der
Betrag der gr•o�ten darstellbaren Zahl zu [1 + (1 � 2� 52)] � 21023 � 1:798� 10308.
Die vom Betrage her kleinste darstellbare Zahl ist (1 + 0)� 2� 1022 � 2:225� 10� 308.

Wenn man die exakten Rechenoperationen +; � ; � und = allgemein mit � und
deren diskrete Versionen mit~ bezeichnet, dann sollte im Idealfall immer gelten

x ~ y = ( x � y)(1 + � ); (1.9)

mit einem relativen Fehler � � � maschine. F•ur die meisten heutigen Computer ist
dies der Fall. Die Maschinengenauigkeitsollte dann im Bereich� maschine � 2� 24

(einfache Genauigkeit, 32 Bit) bzw. 2� 52 (doppelte Genauigkeit, 64 Bit) liegen.
Dies sind� 6 � 10� 8 bzw. � 10� 16.9 Dieselbe Relation sollte auch f•ur Operationen
mit komplexen Zahlen gelten, wobei jedoch� maschine f•ur die Multiplikation und die
Division um einen Faktor von 23=2 bzw. 25=2 zu vergr•o�ern sind.

Durch die Rundung bei Rechenoperationen geht im allgemeinen auch die Asso-
ziativit •at der Addition verloren, d.h.

(a � b) � c 6= ( b� c) � a: (1.10)

Das Ergebnis h•angt davon ab, welche Zahlen zuerst miteinander verkn•upft werden.
•Ahnliches gilt auch f•ur das Distributivgesetz.

6Matlab rechnet intern mit real*8 , zeigt die Zahlen aber normalerweise mit nur 4 Nachkomma-
stellen dar. Wenn man eine genauere Anzeige m•ochte, kann man dies mit format long oder
format long e erreichen.

7Bei einigen Algorithmen kann dies trotzdem problematisch sein, so da� man zu einer noch
h•oherer Genauigkeit•ubergehen mu�.

8F•ur die Details, siehehttp://754r.ucbtest.org/standards/754.pdf .
9Der Intel Pentium von 1994 lieferte f•ur doppelte Genauigkeit zun•achst nur ein � maschine �
6:1� 10� 6. Dies ist 11 Gr•o�enordnungen zu gro�. Der Fehler konnte aber durch Korrektur einer
Datentabelle behoben werden.
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2. L•osung linearer
Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme tauchen in sehr vielen Problemen auf. Eintypisches
Beispiel ist die L•osung eines linearen Randwertproblems (Kap.5.3). Die Matri-
zen werden insbesondere bei dreidimensionalen Randwertproblemen und bei einer
hohen Gitterau
 •osung sehr gro�. Nichtlineare Probleme werden meistens iterativ
gel•ost. Auch hierbei ist in jedem Iterationsschritt ein lineares Problemzu l•osen
(siehe z.B. Kap.3.5.6).

Lineare Gleichungssysteme mit geringer Dimension kann man mit einemdirekten
L•oser behandeln. Ist die Anzahl der Unbekannten aber sehr gro�, so wird man eine
numerische N•aherung mit Hilfe eines schnellen iterativen Verfahrens anstreben.

2.1. Direkte Verfahren f •ur lineare Systeme

2.1.1. Gau�-Verfahren

DasGau�-Verfahren ist ein universelles und direktes Verfahren zur L•osung linearer
Gleichungssysteme

A � ~x = ~b (2.11)

mit voll besetzter MatrixA. Das Gau�-Verfahren beruht auf der Idee, das Problem
sukzessive auf kleinere Systeme zur•uckzuf•uhren. Dazu betrachten wir die Matrix

A =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

A11 A12 A13 : : : A1N

A21 A22 A23 : : : A2N

: : : :
: : : : :
: : : : :
: : : : :

AN 1 AN 2 AN 3 : : : ANN

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

 �
� ( � A 21 =A11 )

+

 ����������

� ( � A 31 =A11 ) :::

+

: (2.12)

Die der Matrix-Gleichung (2.11) zugrundeliegenden Gleichungen f•ur die Kompo-
nenten des L•osungsvektors k•onnen beliebig vertauscht, mit Faktoren multipliziert
oder voneinander subtrahiert werden. Daher k•onnen wir die Matrix durch Zeilen-
operationen in eine andere Matrix•uberf•uhren, ohne da� sich die L•osung~x •andert.
Dieselben Operationen m•ussen nat•urlich auch auf den Vektor~b angewandt werden.

Wie in (2.12) angedeutet, •uberf•uhren wir A in eine Matrix, in der alle Elemen-
te in der Spalte unterhalb vonA11 gleich Null sind. Damit ist das System mit

H. C. Kuhlmann
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2. L•osung linearer Gleichungssysteme

N Unbekannten in ein System der DimensionN � 1 •uberf•uhrt worden, denn die
Gleichungen entsprechend den Zeilenn = 2; : : : ; N enthalten nun nicht mehr die
Unbekanntex1. Dieses Verfahren wird nun weitergef•uhrt, wobei im zweiten Schritt
mit Hilfe der zweiten Zeile die Matrix-ElementeA32; :::; AN 2 auf Null gebracht wer-
den. Wenn man dies fortsetzt, hat man am Ende ein Problem, in dem nur die obere
Dreiecksmatrixbesetzt ist:

A =

0

B
B
@

A11 A12 : : : A1N

A22 : : : A2N
. . .

...
ANN

1

C
C
A =: U: (2.13)

Hierbei wurden f•ur die obere DreiecksmatrixU dieselben SymboleA ij verwendet,
obwohl nur die erste Zeile vonA und die Komponenteb1 von ~b gleichgeblieben
sind. Alle anderen Elemente wurden modi�ziert. Da man die urspr•unglichen Ele-
mente aber nicht mehr ben•otigt, k •onnen die entsprechenden Speicherpl•atze mit den
neuen Eintr•agen •uberschrieben werden. Dieser Teil des Algorithmus wirdforward
elimination genannt.

Nun k•onnen wir das Problem leicht l•osen, denn mit (2.13) ergibt sich aus der
letzten Gleichung von (2.11)

xN =
bN

ANN
: (2.14)

Dieses Resultat kann in GleichungN � 1 eingesetzt werden, um die GleichungN � 1
nach xN � 1 aufzul•osen. Wenn man dies sukzessive vonn = N r•uckw•arts bis n = 1
weiterf•uhrt, erhalten wir aus dern-ten Gleichung (n-te Zeile vonU)

Ann xn +
NX

k= n+1

Ank xk = bn

| {z }
bekannt

; (2.15)

mit der L•osung

xn =
bn �

P N
k= n+1 Ank xk

Ann
: (2.16)

Alle Koe�zienten Ank und bn sind aus derforward elimination bekannt und die
Komponenten des L•osungsvektorsxk mit k > n wurden in den vorherigen Schritten
berechnet. Dieser Teil des Algorithmus wirdback substitutiongenannt.

Die forward elimination kostet � N 3=3 Operationen1 und ist damit wesent-
lich aufwendiger als dieback substitution mit � N 2=2 Operationen. Die Gau�-

1Die Anzahl der Operationen f•ur gro�e N ist /
P N

k=1 k2 �
RN

0 k2 dk = N 3=3, weil in jedem
Eliminationsschritt Untermatrizen der Gr •o�e k � k neu berechnet werden m•ussen. F•ur die back
substitution ben•otigt man dagegen nur/

P N
k=1 k �

RN
0 k dk = N 2=2 Operationen.

12 H. C. Kuhlmann
Numerische Methoden der Ingenieurwissenschaften



2.1. Direkte Verfahren f•ur lineare Systeme

Elimination ist also sehr rechenintensiv, aber f•ur vollbesetzte Matrizen gibt es prak-
tisch kein anderes Verfahren, das wesentlich besser w•are.2

Matlab: Algorithmus und Skalierung der Vorw•arts-Elimination

Bei der Diskussion des Gau�-Algorithmus haben wir angenommen, da� die Dia-
gonalelemente von Null verschieden sind. Falls dies einmal nicht der Fall sein sollte,
kann man die betre�ende Zeilen mit einer anderen Zeilem > n vertauschen. Wenn
die Matrix regul•ar ist, gibt es dort immer ein von Null verschiedenes Matrixelement.
Die Zeilenvertauschung entspricht nur einer Vertauschung der Gleichungen.

Wenn die Gau�-Elimination auf gro�e voll-besetzte Matrizen angewandt wird,
kann es zu einer Akkumulation von Fehlern kommen (Golub and van Loan, 1989).
Um dies zu vermeiden, sollten die Diagonalelemente (Pivot-Elemente) betragsm•a�ig
so gro� wie m•oglich sein.3 Denn dann sind die Multiplikatoren im Gau�-Verfahren
(siehe (2.12)) m•oglichst klein und Rundungsfehler werden minimiert. Um die Pivot-
Elemente betragsm•a�ig zu maximieren, werden vor der Eliminierung einer Spalten
die Zeilen mit m � n unterhalb des aktuellen Diagonalelements so vertauscht, da�
auf der Diagonale das betragsm•a�ig gr •o�tm •ogliche Element steht. Diese Strategie
nennt man Teilpivotisierung. Bei der Totalpivotisierung werden Zeilenund Spalten
der jeweilige Untermatrix vertauscht, so da� das betragsm•a�ig gr •o�te Element der
Untermatrix auf die Diagonalposition kommt. Weil die vollst•andige Pivotisierung
mit einem gro�en Mehraufwand verbunden ist, wird meist darauf verzichtet.4

Die Gau�-Elimination l •a�t sich nicht gut vektorisieren oder parallelisieren. Sie
wird daher relativ selten bei Problemen mit sehr vielen Unbekannten (z.B. CFD-
Problemen) verwendet.

2.1.2. LU-Zerlegung

Eine wichtige Variante der Gau�-Elimination ist die LU-Zerlegung. Hierbei wird
A = L � U in ein Produkt aus einer unteren (L) und einer oberen Dreiecksmatrix (U)
zerlegt. Diese Zerlegung ist vorteilhaft, wenn man mehrere L•osungen von (2.11) f•ur
verschiedene rechte Seiten~b berechnen mu�.

Den ersten Schritt der Gau�-Elimination, bei welcher alle Elemente unter dem
Element A11 zu Null gemacht werden, kann man auch als Matrix-Multiplikation

2Die Verwendung der Cramerschen Regel (1.4) ist ausgeschlossen, da hierzuO(N !) Operationen
n•otig w•aren. Die erforderliche aufwendige Berechnung von Determinanten sollte also tunlichst
vermieden werden.

3Ansonsten k•onnen fatale Fehler auftreten, zum Beispiel wenn eine kleine Zahl von einer sehr
gro�en Zahl abgezogen wird, deren absolute Ungenauigkeit gr•o�er ist als der kleine Subtrahend.
Dann •andert sich die gro�e Zahl nicht, was zu singul•arem Verhalten f•uhren kann.

4Bei diagonaldominanten oder symmetrischen positiv de�niten Matrizen ist keine Teilpivotisie-
rung erforderlich. Trotzdem kann die Genauigkeit bei positiv de�nit en Matrizen durch Teilpi-
votisierung etwas verbessert werden.

H. C. Kuhlmann
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2. L•osung linearer Gleichungssysteme

L1 � A schreiben, wobei

L1 =

0

B
B
B
@

1
1

.. .
1

1

C
C
C
A

| {z }
I

�

0

B
B
B
@

0
l21 0
...

. . .
lN 1 0

1

C
C
C
A

| {z }
C1

=

0

B
B
B
@

1
� l21 1

...
. . .

� lN 1 1

1

C
C
C
A

(2.17)

ist, mit lk1 = Ak1=A11, k = 2; : : : ; N . Da in der Matrix C1 nur die erste Spalte
von Null verschieden ist, gehen in das ProduktC1 � A nur die Elemente der ersten
Zeile von A ein.5 Im n-ten Zwischenschritt kann man die Elimination als Matrix-
Multiplikation mit

Ln = I � Cn =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

1
.. .

1
� ln+1 ;n 1

...
. . .

� lN;n 1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

(2.18)

au�assen, wobei

lk;n =
Akn

Ann
; k = n + 1; : : : ; N: (2.19)

Alle Matrizen Ln sind untere Dreiecksmatrizen. Die Gau�-Elimination, welche auf
eine obere Dreiecksmatrix f•uhrt, l •a�t sich also als eine Sequenz von Multiplikationen
mit unteren Dreiecksmatrizen darstellen

LN � 1 � ::: � L2 � L1| {z }
L̂

�A = U: (2.20)

Damit haben wir U. Wenn manL̂ invertieren k•onnte, so da� A = L̂� 1 � U, und wenn
diese Inverse eine untere Dreicksmatrix w•are, dann h•atte man die LU-Zerlegung
erreicht. Dazu beachten wir, da� alle MatrizenLn regul•ar sind, da die Determinanten
gleich 1 sind. Demnach ist ihr ProduktL̂ auch regul•ar. Es ist leicht zu sehen, da�
ein Produkt zweier unterer Dreiecksmatrizen wieder eine untere Dreiecksmatrix ist.
Au�erdem kann man Ln leicht invertieren. Die Inverse erh•alt man einfach durch
Vorzeichenwechsel vor den Elementenlk;n , denn

L� 1
n � Ln = ( I + Cn ) � (I � Cn ) = I + Cn � Cn � Cn � Cn| {z }

=0

= I: (2.21)

Damit kann man die Inverse von̂L sofort angeben, denn mit

L� 1
1 � L� 1

2 � ::: � L� 1
N � 1| {z }

L̂� 1

� LN � 1 � ::: � L2 � L1| {z }
L̂

= I (2.22)

5Mit C(1) � A =
P

j C(1)
ij A jk = C(1)

i 1 A1k tr •agt nur j = 1 zum Ergebnis bei.

14 H. C. Kuhlmann
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2.1. Direkte Verfahren f•ur lineare Systeme

erhalten wir die gesucht untere Dreiecksmatrix der LU-Zerlegung

L := L̂� 1 = L� 1
1 � ::: � L� 1

N � 1: (2.23)

Die InverseL̂� 1 ist also auch wieder eine untere Dreiecksmatrix.6 Damit kann man
(2.20) nach A au
 •osen

A = L̂� 1 � U = L � U: (2.24)

Da alle DreicksmatrizenLn Einsen auf der Diagonale haben, hat aucĥL Einsen auf
der Diagonale.

Man kann nun zeigen (siehe unten), da�7

L = L� 1
1 � L� 1

2 � ::: � L� 1
N � 1 =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1

A21

A11
1

A31

A11

A32

A22
1

...
...

. . . . . .
AN 1

A11

AN 2

A22
: : :

AN;N � 1

AN � 1;N � 1
1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

: (2.25)

In die Matrix L gehen also gerade jene Faktoren ein, die bei der Gau�-Elimination
berechnet werden m•ussen. Damit kostet die LU-Zerlegung genausoviel wie die Gau�-
Elimination. Die Gau�-Elimination liefert U und ganz nebenbeiL ohne zus•atzlichen
Aufwand. Au�erdem kann man f•ur L denselben Speicherplatz wie f•ur die untere
Dreiecksh•alfte von A verwenden, denn die Zwischenergebnisse m•ussen nicht explizit
gespeichert werden.

Um (2.25) zu zeigen, de�nieren wir denn-ten Spaltenvektor

~ln :=

0

B
B
B
B
B
B
B
@

0
...
0

ln+1 ;n
...

lN;n

1

C
C
C
C
C
C
C
A

: (2.26)

Sei~en der Einheitsvektor, der eine 1 in dern-ten Zeile besitzt und 0 sonst. Dann
ist Ln = I � ~ln~en = I � Cn .8 Damit erhalten wir f•ur das Produkt

L� 1
n � L� 1

n+1 =
�

I + ~ln~en

�
�
�

I + ~ln+1 ~en+1

�
= I + ~ln~en + ~ln+1 ~en+1 ; (2.27)

6Ganz allgemein kann man zeigen, da� die Inverse einer unteren (oberen) Dreiecksmatrix auch
wieder eine untere (obere) Dreiecksmatrix ist.

7Beachte, da� nur die Koe�zienten An 1 aus der urspr•unglichen Matrix stammen. Die Elemente
An 2, ... werden im Laufe der Gau�-Elimination wiederholt •uberschrieben.

8Mit ~ln~en ist das dyadische Produkt gemeint. Dann ist die Reihenfolge der Faktoren wichtig und

der zweite Faktor ist eigentlich transponiert zu nehmen. Also
h
~ln~en

i

ij
=

h
~ln

i

i
[~en ]j .

H. C. Kuhlmann
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2. L•osung linearer Gleichungssysteme

denn es ist~en � ~ln+1 = 0. Damit ist

L = L� 1
1 � :::�L� 1

N � 1 = I+ ~l1~e1+ : : :+ ~lN � 1~eN � 1 =

0

B
B
B
B
B
@

1
l21 1
l31 l32 1
...

...
. . . . . .

lN 1 lN 2 : : : lN;N � 1 1

1

C
C
C
C
C
A

: (2.28)

Mit der LU-Zerlegung (2.24) kann man das lineare ProblemA � ~x = L � U � ~x| {z } = ~b
in zwei Stufen l•osen, wenn manU � ~x =: ~y de�niert, also

L � ~y = ~b;

U � ~x = ~y:

(2.29a)

(2.29b)

Die beiden Gleichungen k•onnen nun sukzessive mittelsback substitutione�zient
gel•ost werden, zuerst (2.29a) und dann (2.29b). Wenn man L•osungen f•ur verschie-
dene Vektoren~b auf der rechten Seite sucht, ist die LU-Zerlegung vorteilhaft. Denn
die LU-Zerlegung mu� nur einmal durchgef•uhrt werden, da die Kenntnis von~bdazu
nicht erforderlich ist. Dann erh•alt man die verschiedenen L•osungen jeweils mit nur
O(N 2) Operationen.

Nicht jede Matrix A kann LU-zerlegt werden. Wenn aber die Determinanten aller
Untermatrizen detjA(1 : n; 1 : n)j 6= 0 f •ur alle n 2 [1; N � 1] von Null verschieden
sind, dann istA LU-zerlegbar (hinreichende Bedingung). WennA au�erdem regul•ar
ist, d.h. det jAj 6= 0, dann ist die LU-Zerlegung eindeutig (Golub and van Loan,
1989).

In MATLAB kann man mit [L,U] = lu(A) die Matrizen L und U erhalten,
welche die LU-Zerlegung vonA darstellen. Dann kann man das Gleichungssystem
A � ~x = ~b l•osen, indem man es mit Hilfe des MATLAB-Befehlsn nach ~x au
 •ost: x
= Un(Lnb) .

2.1.3. Tridiagonale Systeme

Eine besonders e�ziente L•osung existiert f•ur tridiagonale Systeme. Diese ergeben
sich zum Beispiel bei der Diskretisierung einer gew•ohnlichen Di�erentialgleichung
zweiter Ordnung (eindimensionales Problem) mittels zentraler �nitenDi�erenzen.
So hat (5.389) in Kap. 5.3.1die Form

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

b1 c1

a2 b2 c2
. . . . . . . . .

an� 1 bn� 1 cn� 1

an bn cn
. . . . . . . . .

aN � 1 bN � 1 cN � 1

aN bN

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

 �
� (� an =bn � 1 )

+
� ~x = ~d: (2.30)
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2.1. Direkte Verfahren f•ur lineare Systeme

Dirichlet-Randbedingungen der DGL gehen dabei in die Elemented1 und dN ein.
In der Matrix sind nur die Hauptdiagonale und die beiden ersten Nebendiagonalen
besetzt. Die untere Nebendiagonalean kann man mit dem Gau�-Schema eliminie-
ren. Wenn der Algorithmus schon bis zur Zeilen � 1 durchgef•uhrt wurde, d.h. wenn
a2 = : : : = an� 1 = 0 schon eliminiert wurden, dann wird in der n•achsten Zeilean

durch
Zeile(n) �! Zeile(n) �

an

bn� 1
� Zeile(n � 1) (2.31)

eliminiert. Die neuen Matrix-Elemente der Zeilen von A und das neue Elementdn

ergeben sich dann zu

an �! an �
an

bn� 1
bn� 1 = 0; (2.32)

bn �! bn �
an

bn� 1
cn� 1; (2.33)

cn �! cn �
an

bn� 1
� 0 = cn ; (2.34)

dn �! dn �
an

bn� 1
dn� 1: (2.35)

Dieser sogenannteforward sweepf•uhrt auf die einfache obere Dreiecksmatrix9

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

b1 c1

b2 c2

:::
bn� 1 cn� 1

bn cn

:::
bN � 1 cN � 1

bN

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

� ~x = ~d; (2.36)

Llewellyn Hilleth
Thomas
1903{1992

wodurch das Gleichungssystem mitback substitutiongel•ost wer-
den kann. Wenn xN ; xN � 1; :::; xn+1 schon berechnet wurden,
dann ergibt sichxn aus

bnxn + cnxn+1 = dn ) xn =
dn � cnxn+1

bn
: (2.37)

Dieses Verfahren wird auchThomas-AlgorithmusoderTDMA
(T ri- D iagonalM atrix A lgorithm) genannt. Der Algorithmus ist
besonders•okonomisch, denn die erforderlichen Operationen ska-
lieren linear mit der Anzahl N der Unbekannten. E�zienter
geht es praktisch nicht. Wenn immer m•oglich wird daher die-
ser Algorithmus bzw. Varianten davon benutzt. Der Thomas-
Algorithmus kann leicht auf Systeme mit mehreren Diagonalen

9Beachte, da� die modi�zierten Werte hier dieselbe Bezeichnung haben.

H. C. Kuhlmann
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2. L•osung linearer Gleichungssysteme

erweitert werden. Au�erdem kann man damit Systeme l•osen, deren Matrizen eine
Block-Tridiagonalstruktur besitzen. Dann sind alle obigen Operationen vektoriell zu
verstehen.

Im dem Spezialfall, da� alle Elemente einer Diagonale denselben Wert besitzen,
kann man das System noch e�zienter l•osen. Dies kann man mitzyklischer Reduktion
erreichen, die nurO(ln N ) Operationen ben•otigt.

2.1.4. Kondition eines linearen Problems

Das Gau�-Verfahren mit Teilpivotisierung ist ein robuster direkter L•oser. Ohne
Pivotisierung ist es aber f•ur gro�e Matrizen instabil. Auch k•onnen Probleme ent-
stehen, wenn ein Gleichungssystemschlecht konditioniertist. Eine schlechteKondi-
tion bedeutet, da� die numerische L•osung•au�erst sensitiv von den Matrixelementen
oder von der rechten Seite der Gleichung abh•angt. Im Extremfall ist eine numerische
L•osung gar nicht m•oglich.

Ein Beispiel

Das Verhalten sei an einem Beispiel demonstriert. Dazu nehmen wir an, da� die
verwendete Arithmetik nur eine Genauigkeit von 3 signi�kanten Dezimalstellen be-
sitzt. Wir betrachten das Problem

0:832x1 + 0:448x2 = 1:00; (2.38a)

0:784x1 + 0:421x2 = 0: (2.38b)

Mit

l21 =
A21

A11
=

0:784
0:832

= 0:942308: : : � 0:942; (2.39)

wobei die roten Zi�ern der Rundung zum Opfer fallen, erhalten wir die neuen
Matrixelemente

A(1)
22 = 0:421� 0:942� 0:448 = 0:421� 0:422016: : : � � 0:001; (2.40)

b(1)
2 = 0 � 0:942� 1:00 = � 0:942: (2.41)

Dies f•uhrt auf das System

0:832x1 + 0:448x2 = 1:00; (2.42a)

� 0:001x2 = � 0:942: (2.42b)

Backsubstitutionergibt die berechnete L•osung

x1 = � 506 (� 439) und x2 = 942 (817): (2.43)

In Klammern ist die auf drei Stellen genaueexakteL•osung angegeben. Der Fehler
der L•osung durch das Gau�-Verfahren betr•agt � 15 %.

18 H. C. Kuhlmann
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2.1. Direkte Verfahren f•ur lineare Systeme

Um der Ursache f•ur diese Abweichung auf den Grund zu gehen, kann man sich
fragen: Wie sieht denn das Gleichungssystem aus (Koe�zienten~A ij ), dessen exakte
L•osung (2.43) ist? Dazu setzen wir das erhaltene Ergebnis (2.43) r •uckw•arts in die
Gleichungen ein, wobei wir

ˆ dieselbe rechte Seite~b verwenden,

ˆ dasselbeA11 = 0:832 = ~A11 verwenden, da diese Gr•o�e im Gau�-Verfahren
nicht ver•andert wurde, und

ˆ denselben Faktorl21 = 0:942 verwenden wie in (2.39). Dadurch wird ~A21 =
l21

~A11 = 0:942� 0:832 = 0:783744 festgelegt.

Mit ( x1; x2) nach (2.43) k•onnen wir dann die noch fehlenden Matrixelemente~A12

und ~A22 bestimmen. Die erste Gleichung (2.38a) liefert

0:832� (� 506) + ~A12 � 942 = 1; (2.44)

mit dem Ergebnis ~A12 = 0:447974. Die zweite Gleichung (2.38b) ergibt

0:783744� (� 506) + ~A22 � 942 = 0; (2.45)

was auf ~A22 = 0:420992 f•uhrt. Insgesamt man also das Gleichungssystem mit~A

0:832x1 + 0:447974x2 = 1:00; (2.46a)

0:783744x1 + 0:420992x2 = 0: (2.46b)

Seine exakte L•osung ist (2.43). Die •Anderungen der Koe�zienten ~A ij gegen•uberA ij

(2.38) sind blau hervorgehoben. Die maximale Abweichung der Koe�zienten von
denjenigen aus (2.38) betr•agt � 0:03 %. Diese kleine Variation f•uhrt auf eine gro�e
Variation (15 %) der exakten L•osung, was einer Verst•arkung um einen Faktor von

x1

x2

� 507 � 506 � 505
940

941

942

943

944

Abbildung 2.1.: Die L•osungen der beiden Gleichungen (2.38) in der N•ahe des Punktes
(2.43) (blau), den man als Schnittpunkt mittels Gau�-Verfahren und drei signi�kanten
Stellen erh•alt. Die beiden Geraden sind fast parallel.
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2. L•osung linearer Gleichungssysteme

ca. 500 entspricht! Diese Sensitivit•at liegt daran, da� die Matrix in ( 2.38) beinahe
singul•ar ist. F•ur ein 2� 2-System l•a�t sich die Singularit•at geometrisch interpretie-
ren. Die beiden Geraden, die durch die beiden Gleichungen in (2.38) beschrieben
werden, sind fast parallel. Eine kleine•Anderung der Steigung oder des Achsenab-
schnitts einer der Geraden hat dann eine extreme Verschiebung des Schnittpunkts
zur Folge. Beide Geraden aus (2.38) sind zusammen mit dem berechneten (falschen)
Schnittpunkt in Abb. 2.1 gezeigt.

Wenn man das gegen•uber (2.38) leicht ver•anderte System

0:832x1 + 0:448x2 = 1:00; (2.47a)

0:784x1 + (0 :421+ � ) x2 = 0; (2.47b)

betrachtet, dann •andert sich die Steigung einer der beiden Geraden mit� . Es gibt
dann einen Wert � � = 0:00115384615: : :, f•ur den beide Geraden parallel sind. Das
System ist dann singul•ar. In der Umgebung von� � gibt es jedoch unendlich viele
Werte � , f•ur welche (2.47) nahezu singul•ar ist.

Im allgemeinen (d.h. bei zuf•alligen Matrizen) ist es relativ unwahrscheinlich, da�
eine Matrix singul•ar ist. Normalerweise ist es daher kaum m•oglich, allein von der
Problemstellung darauf zu schlie�en, ob eine Matrix singul•ar oder nahezu singul•ar
ist oder nicht. Man kann aber die resultierende Matrix hinsichtlich ihrer Konditio-
nierung untersuchen. Ein Ma� f•ur die Kondition ist die Konditionszahl.

Kondition einer Matrix

David Hilbert
1862{1943

Ein klassisches Beispiel f•ur eine schlecht konditionierte Matrix
ist die Hilbert-Matrix

HN =

0

B
B
B
@

1 1=2 : : : 1=N
1=2 1=3 1=(N + 1)

...
. . .

...
1=N 1=(2N � 1)

1

C
C
C
A

: (2.48)

Bei Verwendung einfacher Genauigkeit (ca. 8 Dezimalstellen) un-
terscheidet sich die numerisch berechnete Inverse vonH8 schon
in der ersten Dezimalstelle von der exakten InversenH � 1

8 .10

Die Determinante einer Matrix A kann eine Aussage•uber die Kondition des
zugeh•origen linearen Problems machen. Dazu beachten wir, da� die Determinante
das Volumen des Parallelepipeds angibt, das durch ihre Spaltenvektoren im RN

aufgespannt wird. Wenn wir alle Spaltenvektoren mit Hilfe ihrer L•ange � n auf 1

10Die Inverse vonHN lautet

(HN )� 1
i;j =

(� 1)i + j

(i + j � 1)
(N + i � 1)!(N + j � 1)!

[(i � 1)!(j � 1)!]2(N � i )!(N � j )!
:
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2.1. Direkte Verfahren f•ur lineare Systeme

normieren, erhalten das normierte Volumen des Parallelepipeds

V =
det A

� 1 : : : � N
; mit � n =

q
A2

1n + : : : + A2
Nn : (2.49)

Wenn nun alle Spaltenvektoren orthogonal zueinander sind, dann ist die Matrix
A optimal konditioniert und das normiert Volumen (2.49) ist V = 1. Falls aber
zwei Spaltenvektoren nahezu parallel sind (fast linear abh•angig sind), dann ist die
Matrix A schlecht konditioniert und das Volumen des Parallelepipeds tendiert zu
Null. Je kleiner V also ist, desto schlechter ist die Kondition der MatrixA.

Unabh•angig von dieser geometrischen Interpretation mi�t man die Kondition
einer Matrix am besten dadurch, da� man untersucht, wie emp�ndlich die L•osung
~x des linearen Problems

A � ~x = ~b (2.50)

von einer Variation der Matrix A abh•angt. Dazu betrachten wir eine kleine Variation
� A von A. Dann wird sich auch die L•osung~x etwas•andern. F•ur die ge•anderte L•osung
~x + �~x mu� gelten

(A + � A) � (~x + �~x ) = ~b; (2.51)

oder
A � ~x + A � �~x + � A � (~x + �~x ) = ~b: (2.52)

Mit ( 2.50) erhalten wir
A � �~x = � � A � (~x + �~x ) : (2.53)

Daher mu� f •ur die gesuchte•Anderung �~x der L•osung gelten

�~x = � A� 1 � � A � (~x + �~x ) : (2.54)

Um die Gr•o�e der •Anderung zu bezi�ern, sch•atzen wir k�~x k mit Hilfe der Norm
ab. Dies f•uhrt auf11

k�~x k �



 A� 1




 k� Ak k~x + �~x k : (2.55)

F•ur die relative •Anderung der L•osung im Vergleich zur relativen•Anderung der
Norm der Matrix erhalten wir so

k�~x k
k~x + �~x k

� kAk



 A� 1






| {z }
cond(A)

k� Ak
kAk

: (2.56)

Das Verh•altnis der relativen •Anderungen de�niert die Konditionszahlder Matrix A

cond(A) = kAk



 A� 1




 : (2.57)

Es ist leicht zu zeigen, da� cond(A) � 1 ist.12 Wenn cond(A) dicht bei 1 liegt, so
ist die L•osung nicht sehr sensitiv gegen•uber einer Variation der Matrixelemente.
11Wenn die Matrix-Norm ( A.667) auf der verwendeten Vektornorm basiert, gelten die Absch•at-

zungenkA � Bk � k AkkBk (Submultiplikativit •at ) und kA � ~xk � k Akk~xk (Vertr •aglichkeit).
12Aufgabe: Zeige unter Verwendung der De�nition der Matrix-Norm ( A.667), da� cond( A) � 1.
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2. L•osung linearer Gleichungssysteme

Die Matrix ist gut konditioniert. Je gr•o�er die Konditionszahl ist, desto sensitiver
verh•alt sich die L•osung und die Matrix ist schlecht konditioniert. Die praktische
Bedeutung der Konditionszahl h•angt von der Genauigkeit der Daten und der Zah-
lendarstellung im Computer ab. Eine Konditionszahl von 106 kann beispielsweise
den Verlust von 6 Dezimalstellen bedeuten. Dies ist kein Problem bei doppelter
Genauigkeit (15{16 Stellen genau), kann sich aber bei einfacher Genauigkeit (7{8
Stellen genau) katastrophal auswirken. Man kann dieselbe Konditionszahl (2.57)
auch aus der Sensitivit•at der L•osung~x bez•uglich einer Variation der rechten Seite
~b herleiten.13

Es ist normalerweise schwierig, die Konditionszahl genau zu berechnen, ohne die
Matrix zu invertieren. Die Programmpakete LAPACK und LINPACK bieten jedoch
Werkzeuge, mit deren Hilfe sich die Konditionszahl absch•atzen l•a�t. Man �ndet,
da� die Konditionszahl ungef•ahr mit dem Quadrat der Matrix-Dimension � N 2

anw•achst.14

Die Konditionszahl nach (2.57) h•angt von der gew•ahlten Norm ab. Nimmt man
die l2-Norm (Euklidische Norm) so ist

cond(A) =

�
�
�
�
� max

� min

�
�
�
� ; (2.58)

wobei � max und � min die betragsm•a�ig gr •o�ten und kleinsten Singul•arwerte von A
sind (siehe (A.661)). Dies gilt f •ur den allgemeinen Fall, bei dem Eigenvektoren von
A mehrfach auftreten k•onnen. Ist die Matrix A normal, dann sind alle Eigenvektoren
orthogonal zueinander und es gilt in derl2-Norm

cond(A) =

�
�
�
�
� max

� min

�
�
�
� ; (2.59)

wobei � max und � min die betragsm•a�ig gr •o�ten und kleinsten Eigenwerte von A
sind. Falls schlie�lich A unit•ar ist, dann hat A orthonormale Spaltenvektoren (vgl.
(A.612)) und das Volumen des zugeh•origen Parallelepipeds nach (2.49) ist V = 1.
In diesem Fall ist cond(A) = 1.

Die nach (2.58) de�nierte Konditionszahl kann in MATLAB durch den Befehl
cond(A) berechnet werden, denn der betragsm•a�ig gr •o�te und kleinste Singul•arwert
l•a�t sich iterativ ermitteln (f •ur die Bestimmung von Eigenwerten siehe Kap.6.2).
Mit cond(A,p) berechnet man die Konditionszahl in derp-Norm und condest(A)
berechnet eine untere Grenze f•ur die l1-Norm einer Matrix, was insbesondere bei
gro�en d•unn-besetzten Matrizen hilfreich ist.
13Aufgabe: Betrachten Sie die Sensitivit•at der L•osung~x ! ~x + �~x des linearen Problems

A � ~x = ~b

bez•uglich einer Variation der rechten Seite~b ! ~b + �~b. Dr •ucken Sie die Gr•o�e der relativen
•Anderung der L•osung k�~x k =k~xk durch diejenige der rechten Seite aus und stellen Sie einen
Zusammenhang her mit der Konditionszahl der Matrix A.

14F•ur Tridiagonal-Matrizen mit konstanten Diagonalen kann man die Konditionszahl explizit
berechnen und auch ihre Abh•angigkeit � N 2 best•atigen (sieheGolub and Ortega, 1996).
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2.2. Iterative L•osung linearer Gleichungssysteme

2.1.5. Vorkonditionierung

Um dem Problem einer schlechten Kondition zu begegnen, kann man das lineare
System (2.50) mit einer regul•aren Matrix P� 1 von links multiplizieren, genau wie
bei einer •Ahnlichkeitstransformation (siehe Kap.A.5.3). Man erh•alt dann dieselbe
L•osung~x aus dem Problem

P� 1 � A � ~x = P� 1 � ~b: (2.60)

Hierbei sollte die Matrix P� 1 so bescha�en sein, da�P� 1 � A eine deutlich geringere
Konditionszahl besitzt alsA.

Zwei Extremf•alle sind sofort klar. SeiP = I, dann •andert sich die Kondition
nicht. Falls andererseitsP = A, dann ist cond(P� 1 � A) = cond(A� 1 � A) = cond( I) =
1. Um dies zu erreichen, m•u�te man A aber invertieren, was einer L•osung des
Ausgangsproblem gleichk•ame. Aus diesem Grund versucht man, f•ur die Matrix P
eine leicht invertierbare N•aherung von A zu �nden. Leider ist dies nicht immer
einfach und nat•urlich auch vom jeweiligen Problem abh•angig.

2.2. Iterative L •osung linearer Gleichungssysteme

Jedes lineare System kann im Prinzip mit dem Gau�-Algorithmus bzw. mitder
LU-Zerlegung gel•ost werden. Die Dreiecksmatrizen der LU-Zerlegung sind norma-
lerweisevoll besetzt. Dies ist auch dann der Fall, wenn die MatrixA d•unn besetzt
ist. Der Gau�-Algorithmus ist jedoch mit einem erheblichen numerischen Aufwand
verbunden (Anzahl der Operationen� N 3).

In den allermeisten F•allen stellt das zu l•osende lineare Problem eine diskretisierte
Version eines kontinuierlichen Problems dar. Der bei der Diskretisierung entstehen-
de Diskretisierungsfehler ist normalerweise sehr viel gr•o�er als der Rundungsfehler
der Computerarithmetik. Es macht daher keinen Sinn, das lineare System genauer
zu l•osen als durch den Diskretisierungsfehler vorgegeben. Dies legt eine iterative
L•osung des linearen Problems nahe, auch f•ur d•unn besetzte Matrizen.15 Iterative
Methoden sind immer dann e�zient, wenn jede Iteration billig ist und wenn nicht
zu viele Iterationen ben•otigt werden, um zu einer hinreichenden Genauigkeit der
Approximation der exakten L•osung zu kommen. Das Buch vonSaad(2003) enth•alt
einen sehr guten•Uberblick •uber iterative Verfahren.

2.2.1. Allgemeines Konzept

Zur Demonstration des allgemeinen Konzeptes betrachten wir das lineare System

A � ~x = ~b (2.61)

und zerlegen die MatrixA in
A = M � N: (2.62)

15Nichtlineare Systeme erfordern generell iterative Methoden.
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2. L•osung linearer Gleichungssysteme

Damit lautet das Problem
M � ~x = N � ~x + ~b: (2.63)

Um zu einem Iterationsschema zu kommen, setzen wir einfach

M � ~x(n+1) = N � ~x(n) + ~b (2.64)

Die entscheidende Frage ist, wie manA in M und N aufspalten mu�, um eine
schnelle Konvergenz von~x(n) gegen die L•osung von (2.61) zu erzielen. F•ur eine e�-
ziente L•osung sollte das Iterationsschema (2.64) mit m •oglichst wenigen Operationen
m•oglichst schnell konvergieren. Dies erfordert

1. eine schnelle Berechnung der rechten Seite von (2.64): Wenn wir davon aus-
gehen, da� A d•unn besetzt ist, dann sind auchM und N d•unn besetzt (im
Gegensatz zur LU-Zerlegung) undN � ~x(n) ist schnell zu berechnen.

2. eine einfache L•osung des verbleibenden linearen Systems: Um das System
schnell l•osen zu k•onnen, sollteM schnell zu invertieren sein. Daher sollteM
m•oglichst diagonal, tridiagonal oder von Dreiecksform sein.

3. eine Konvergenz nach wenigen Iterationen: Um mit wenigen Iterationen aus-
zukommen, sollte schlie�lichM eine m•oglichst gute Approximation von A
darstellen, wodurchN � ~x in einem gewissen Sinneklein wird. Im Grenzfall
N � ~x = 0 w•are man ja nach nur einer Iteration fertig.

Bevor wir uns einer theoretischen Konvergenzbetrachtung zuwenden, wollen wir
noch einige weitere Gr•o�en de�nieren und deren Beziehungen untereinander kl•aren.
Nachn Iterationen haben wir im allgemeinen nur eine N•aherung der exakten L•osung
~x erhalten. Dann ist (2.61) nicht exakt erf•ullt, und es bleibt einResiduum~� (n) •ubrig

A � ~x(n) = ~b� ~� (n) : (2.65)

Wenn wir dies von der exakten Gleichung abziehen, erhalten wir

A �
�
~x � ~x(n)

�

| {z }
~� ( n )

= A � ~�(n) = ~� (n) : (2.66)

Hierbei haben wir denFehler~�(n) := ~x� ~x(n) de�niert. Zwischen dem Fehler und dem
Residuum besteht ein linearer Zusammenhang. Wenn das Residuum verschwindet,
dann verschwindet auch der Fehler. Eine weitere n•utzliche Gr•o�e ergibt sich, wenn
wir M�~x(n) von (2.64) abziehen. Dann erhalten wir eine Gleichung f•ur die Korrektur
~� (n) := ~x(n+1) � ~x(n)

M �
�
~x(n+1) � ~x(n)

�

| {z }
~� ( n )

= ( N � M)
| {z }

� A

�~x(n) + ~b

| {z }
~� ( n )

: (2.67)

F•ur die Korrektur gilt also

M � ~� (n) = ~� (n) : (2.68)
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2.2. Iterative L•osung linearer Gleichungssysteme

2.2.2. Konvergenz iterativer L •oser

Hier wollen wir mit einfachen Betrachtungen untersuchen, worauf es ankommt,
wenn man eine schnelle Konvergenz eines iterativen Verfahrens erhalten m•ochte.
Dazu suchen wir zun•achst eine Gleichung f•ur die Entwicklung desIterationsfehlers
~�(n) = ~x� ~x(n) . Wenn man von der Ausgangsgleichung (2.63) die Iterationsgleichung
(2.64) subtrahiert, erh•alt man

M � ~�(n+1) = N � ~�(n) ) ~�(n+1) = M� 1 � N � ~�(n) : (2.69)

F•ur ein konvergentes Verfahren mu� gelten: limn!1 ~�(n) = 0. F •ur den Grenzwert
der Iteration (2.69) und die Konvergenzgeschwindigkeit spielen dieEigenwerte� k

und die Eigenvektoren~ k der Matrix M� 1 � N eine entscheidende Rolle. Sei daher

M� 1 � N � ~ k = � k � ~ k ; (2.70)

mit k = 1; : : : ; K , wobei K die Anzahl der Gleichungen (Dimension der MatrixA)
ist. Wenn wir annehmen, da� die Eigenvektoren einvollst•andiges Funktionensys-
tem bilden, dann k•onnen wir jeden beliebigen Anfangsfehler als Superposition von
Eigenvektoren darstellen

~�(0) =
KX

k=1

ak
~ k : (2.71)

Wenn man dies in (2.69) einsetzt, sieht man, da� jeder Iterationsschritt lediglich
einen Faktor � k vor ~ k ausspuckt. Somit erhalten wir

~�(n) =
KX

k=1

ak (� k)n ~ k : (2.72)

Wenn~�(n) f•ur n ! 1 gegen Null gehen soll, mu� f•ur alle Eigenwerte gelten:j� k j < 1,
denn die Eigenvektoren sind linear unabh•angig voneinander.

Nach einigen Iterationen wird derjenige Term in (2.72) dominieren, der zum be-
tragsm•a�ig gr •o�ten Eigenwert geh•ort. Dies sei o.B.d.A.� 1. Dann ist

~�(n) � a1 (� 1)
n ~ 1: (2.73)

Wenn wir die Iteration bei einerToleranzschwellek~�(n)k = O(� ) f •ur den Iterations-
fehler abbrechen, erhalten wir als Abbruchbedingung (es seik~ 1k = O(1))

� � a1 j� 1jn ; (2.74)

woraus wir durch Logarithmieren die Anzahln der erforderlichen Iterationen erhal-
ten

n �
ln j�=a1j
ln j� 1j

: (2.75)
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2. L•osung linearer Gleichungssysteme

Wenn also derspektrale RadiusR (gr•o�ter Betrag eines Eigenwerts:R = max k j� k j;
hier R = j� 1j) gegen 1 geht, wirdn sehr gro� und die Konvergenz ist langsam.
Umgekehrt ist die Konvergenz schnell, wenn der Betrag des betragsm•a�ig gr •o�ten
Eigenwerts vonM� 1 � N m•oglichst klein wird. Dies entspricht dem Fall, in demN� ~x
m•oglichst klein und M � A ist. Denn f•ur M = A und damit N = 0 w•are man ja
schon nach einer einzigen Iteration fertig.

Um entscheiden zu k•onnen, wann man eine Iteration abbrechen sollte, mu� man
den Iterationsfehler ~�(n) bestimmen. Da man die Eigenwerte� k von M� 1 � N aber
meist nicht kennt oder sie nur mit gro�em Aufwand berechnen kann,mu� der
Iterationsfehler anders abgesch•atzt werden. Hierbei kann man ausnutzen, da� die
Betr•age des Fehlers~�(n) , des Residuums~� (n) und des Inkrements~� (n) nach einer
Anfangsphase in•ahnlicher Weise mit dem Iterationsindexn skalieren.

2.2.3. Einige elementare iterative Methoden

Um iterative Verfahren zu demonstrieren, betrachten wir als Beispiel die inhomo-
gene station•are Di�usionsgleichung in zwei Dimensionen (Poisson-Gleichung)

r 2� =
@2�
@x2

+
@2�
@y2

= b: (2.76)

Sie beschreibt u.a. das station•are Temperaturfeld in einer d•unnen Platte, die einer
homogenen W•armezufuhr (z.B. durch Strahlung) ausgesetzt ist. Zus•atzlich m•us-
sen noch eine Anfangsverteilung der Temperatur und Randbedingungen (z.B. die
Funktionswerte auf der Berandung des Gebiets) vorgegeben werden.

Die Poisson-Gleichung (2.76) wird nun diskretisiert. Dazu •uberziehen wir die
(x; y)-Ebene mit einem•aquidistanten Gitter der Gitterweiten � x in x-Richtung
und � y in y-Richtung. Die Gitterlinien werden mit Indizesi (in x-Richtung) und j
(in y-Richtung) numeriert. An den diskreten Schnittpunkten (i; j ) der Gitterlinien
i und j wird die endliche Anzahl von Unbekannten� i;j de�niert (Abb. 2.2a). Wenn
man die in der Poisson-Gleichung (2.76) auftretenden zweiten Ableitungen durch
zentrale �nite Di�erenzen approximiert, erh•alt man die diskretisierte Version der
Poisson-Gleichung

� i � 1;j � 2� i;j + � i +1 ;j

� x2
+

� i;j � 1 � 2� i;j + � i;j +1

� y2
= bi;j : (2.77)

Sie mu� f•ur jeden inneren Gitterpunkt (i; j ) erf•ullt sein. Wenn wir in jeder Raum-
richtung K Punkte verwenden, sind diesN = K 2 Gleichungen f•ur K 2 Unbekannte
� i;j .

Wir f •uhren nun diegeographische Notationein, wobei die Punkte in der Umge-
bung des jeweiligen zentralen PunktesP b= ( i; j ) entsprechend ihrer Himmelsrich-
tung benannt werden (Abb.2.2). Dann kann man Gleichung (2.77) schreiben als

AP � P +
X

l= W;S;N;E

A l � l = bP ; (2.78)
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2.2. Iterative L•osung linearer Gleichungssysteme

(a)

N

S

W EP

i � 1 i i + 1

j � 1

j

j + 1

(b)

j

iSW

NE

Abbildung 2.2.: (a) 5-Punkt-Stern und geographische Bezeichnung der Gitterpunkte. (b)
Anordnung der Unbekannten � i;j innerhalb des Vektors ~� . Die Gitterpunkte werden von
unten links beginnend schnell von S•ud (S) nach Nord (N ) durchlaufen und dann (lang-
samer Index) von West (W ) nach Ost (E). Die Werte am Rand (blau) sind vorgegeben.

wobei der IndexP alle N = K � K Gitterpunkte durchl •auft und die Summe jeweils
nur •uber die 4 physikalischen Nachbarpunkte des aktuellen PunktsP zu nehmen
ist. Wir ordnen nun die N Variablen wie in Abb. 2.2b in der Form

~� = ( � 1;1 : � 1;K ; � 2;1 : � 2;K ; :::; � K; 1 : � K;K )T ; (2.79)

wobei der zweite (schnelle) Index vertikal von unten (S) nach oben (N ) l•auft, und
der erste (langsame) Index von links (W) nach rechts (E). Dann ist der globale
Index n des Vektors~� = � n gegeben durchn = ( i � 1)K + j .

Wenn man nun dieN Gleichungen f•ur alle inneren Punkte (grau in Abb.2.3b)
aufstellt, erh•alt man ein lineares Gleichungssystem, wobei die MatrixA penta-
diagonal ist, so wie in Abb. 2.3 dargestellt. In unserem speziellen Beispiel eines
•aquidistanten Gitters sind die Diagonalen konstant mit den WertenAP = 4 und
AW = AS = AN = AE = � 1 (bis auf einen gemeinsamen Faktor �x � 2 = � y� 2,
vgl. (2.77)).

Jacobi-Iteration

Eine der einfachsten iterativen Methoden ist dieJacobi-Iteration. Hierbei ist M
diagonal und die Diagonalelemente werden identisch mit denjenigen von A gew•ahlt.

Wenn nun M = diag(A) identisch mit der Diagonalen von A ge-
w•ahlt wird (siehe Abb. 2.4a), lautet die Jacobi-Iteration entsprechend (2.64)
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=A NA SA W A P A E

� N

� S

� W

� E

� P bP

K j

K i � K j

Abbildung 2.3.: Anordnung der Koe�zienten in der Matrix A f•ur �nite Di�erenzen wie
in Abb. 2.2a bei Verwendung der geographischen Notation und Anordnungder Variablen
wie in Abb. 2.2b. Die leeren Matrixelemente auf den beiden ersten Nebendiagonalen
symbolisieren Werte von den Randbedingungen. Sie werden dem Vektor ~bzugeschlagen, so
da� diese Eintr •age in der Matrix Null sind. Genauso werden die bekannten Funktionswerte
am Rand behandelt, die in die erstenK Gleichungen und die letzten K Gleichungen
eingehen.

Philipp Ludwig
Ritter von Seidel
1821{1896

� (n+1 )
P =

1
AP

 

bP �
X

l= W;S;N;E

A l �
(n)
l

!

: (2.80)

Der Aufwand zur L•osung in jedem Iterationsschritt ist O(N ).
Man kann zeigen, da� die Anzahl der f•ur die Konvergenz erfor-
derlichen Iterationen proportional ist zur Anzahl der Unbekann-
ten N = K 2. Daher ben•otigt man zur L•osung des Systems� N 2

Operationen. Dies sind mehr Operationen als man f•ur einen di-
rekten L•oser nach Art von TDMA (Aufwand � N ) ben•otigen
w•urde. Daher wird die Jacobi-Iteration selten verwendet.

Gau�-Seidel-Iteration

Bei derGau�-Seidel-Iteration wird f •ur M die untere Dreiecksmatrixvon A verwendet
(Abb. 2.4b). Diese stellt eine bessere Approximation vonA dar als die Diagonale al-
lein. Wir erwarten also eine Reduktion der Anzahl der erforderlichenIterationen im
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2.2. Iterative L•osung linearer Gleichungssysteme

(a) Jacobi

= +

A M � N

(b) Gau�-Seidel

= +

A M � N

Abbildung 2.4.: Symbolische Darstellung der Zerlegung der MatrixA in die Iterations-
matrix M und einen Teil � N, welcher der rechten Seite der Gleichung zugeschlagen wird
(vgl. (2.64)). (a) Jacobi-Iteration, (b) Gau�-Seidel-Iteration.

Vergleich zum Jacobi-Verfahren. Damit lautet dieGau�-Seidel-Iteration (vergleiche
Abb. 2.3)

X

l= W;S;P

A l �
(n+1)
l = bP �

X

l= N;E

A l �
(n)
l : (2.81)

Wenn man die Gleichungen beginnend mit der linken unteren Ecke des Gitters
(SW-Ecke) l•ost, sind f•ur jeden Punkt P die Werte an den PunktenS und W
jeweils schon zuvor berechnet worden und daher bekannt. Dann kann man (2.81)
nach � (n+1)

P au
 •osen

� (n+1 )
P =

1
AP

�
bP � AW � (n+1 )

W � AS� (n+1 )
S � AN � (n)

N � AE � (n)
E

�
: (2.82)

Wie man in Abb. 2.5 sieht, konvergiert die Gau�-Seidel-Iteration doppelt so schnell
wie die Jacobi-Iteration, ben•otigt aber immer noch � N Iterationen und einen
Gesamtaufwand vonO(N 2) Operationen. D.h., auch die Gau�-Seidel-Iteration ist
noch zu langsam.

SOR-Methode

Durch eine Modi�kation der Gau�-Seidel-Methode kann man die Konvergenz we-
sentlich beschleunigen. Die Idee dabei ist, die in jedem Schritt durchgef•uhrte Kor-
rektur k•unstlich zu vergr•o�ern und damit die aktuelle N•aherungsl•osung� (n) st•arker
zu korrigieren. Die Iteration mittels sukzessiver•Uberrelaxation (SuccessiveOver-
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2. L•osung linearer Gleichungssysteme
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Abbildung 2.5.: (a) Konvergenz des Jacobi-, Gau�-Seidel- (GS) und des SOR-Verfahrens
in Abh •angigkeit vom Relaxationsfaktor ! (als Zahlen angegeben) f•ur die Poisson-
Gleichung r 2� = � 1, die auf K i � K j = 41 � 41 (inneren) Punkten mit zentra-
len �niten Di�erenzen auf einem Quadrat mittels �niter Di�ere nzen nach (2.77) dis-
kretisiert wurde. Die Anfangsbedingung und Randbedingungen sind � (0) � 0 und
� (Rand) = 0. F •ur ! = 1 :9 ist man schon oberhalb des optimalen Relaxationsfak-
tors, da die Konvergenz nicht mehr monoton ist. Das (langsame) Gau�-Seidel-Verfahren
(GS) entspricht ! = 1. (b) Logarithmische Auftragung des mittleren RMS-Inkre ments

� � (n)
RMS :=

r

(K i K j ) � 1 P K i K j
l=1

�
� (n+1)

l � � (n)
l

� 2
.

R elaxation, SOR) lautet (wieder beginnend im S•udwesten)

� (n+1 )
P = � (n)

P + !
�

GS� (n+1 )
P � � (n)

P

�

(2.82)
=

!
AP

�
bP � AW � (n+1 )

W � AS� (n+1 )
S � AN � (n)

N � AE � (n)
E

�
+ (1 � ! ) � (n)

P :

(2.83)

Hierbei ist GS� (n+1)
P der Wert, der sich aus dem Gau�-Seidel-Verfahren (2.82) ergibt

und ! der •Uberrelaxationsfaktor. Er gibt an um welchen Faktor die Gau�-Seidel-
Korrektur

� GS
� (n+1 )

P � � (n)
P

�
verst•arkt wird ( ! > 1). Damit wird die Konvergenz

beschleunigt. F•ur ! = 1 erh•alt man die urspr•ungliche Gau�-Seidel-Iteration (2.82).
F•ur einfache Probleme wie die Poisson-Gleichung kann man den optimalenWert
! opt > 1 theoretisch berechnen.16 F•ur kompliziertere Probleme kann man ihn nur
empirisch �nden. Dabei hilft es zu wissen, da� die Konvergenz monoton ist f•ur

16Fletcher (1991) gibt an

! opt =
2

1 +
p

1 � � 2
;

wobei � der gr•o�te Eigenwert von I � diag(A)� 1 � A ist. Die L•osung dieses Problems kann aber
genau so aufwendig sein, wie das Ausgangsproblem selbst.
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2.2. Iterative L•osung linearer Gleichungssysteme

! < ! opt und oszillatorisch f•ur ! > ! opt . F•ur ! = ! opt ist die erforderliche Zahl
der Iterationen proportional zur Wurzel aus der Anzahl der Unbekannten (�

p
N ),

was eine substantielle Verbesserung gegen•uber der Gau�-Seidel-Iteration darstellt,
bei der die Anzahl der Iterationen ja linear mit der Anzahl der Unbekannten (� N )
ansteigt. Das typische Konvergenzverhalten der drei elementaren Methoden ist in
Abb. 2.5 f•ur die L•osung vonr 2� = � 1 auf dem Einheitsquadrat dargestellt.

Die raum-zeitliche Entwicklung der iterierten L•osung f•ur das Gau�-Seidel-
Verfahren ist in Abb. 2.6gezeigt. Man erkennt, da� kurzwellige Schwankungen sehr
schnell ged•ampft werden. Das macht den Gau�-Seidel-Operator zu einem guten
Gl•attungsoperatorf•ur sogenannte Mehrgitterverfahren.
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2. L•osung linearer Gleichungssysteme
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Abbildung 2.6.: Gau�-Seidel-Iteration von r 2� = � 1 auf einem Quadrat mit homogenen
Dirichlet-Randbedingungen und einem Gitter von 41� 41 internen Punkten. Gezeigt sind
die zuf•alligen Anfangsbedingung (n = 0) auf dem De�nitionsbereich [0; 1] � [0; 1] mit
Funktionswerten � ij 2 [0; 1] (a), sowie die Approximationen der L•osung � nach n = 1
(b), n = 2 (c), n = 4 (d), n = 50 (e) und n = 1000 (f) Iterationen. Nur die L •osung •uber
den inneren Punkten ist dargestellt. Man erkennt die guten Gl•attungseigenschaften der
Gau�-Seidel-Iteration nach nur wenigen Iterationsschritten. Beachte die unterschiedlichen
Skalen.
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3. Interpolation und Approximation

Interpolation Zur Berechnung des elastischen Verhaltens von K•orpern oder der
Str•omung um einen K•orper herum (z.B. Rotorblatt, Trag
 •ugel, etc.) mu� man meist
ein r•aumliches Rechengitter erstellen, welches der gegebenen Kontur der K•orpero-
ber
 •ache angepa�t ist (siehe Abb.3.1). Um bei der Gittergenerierung hinreichend

exibel zu sein, ist es erforderlich, die Kontur an jedem beliebigen Punkt m•oglichst
genau mathematisch beschreiben zu k•onnen. Dazu verwendet man einen endlichen
Satz von Punkten auf der Kontur. Alle unendlich vielen Punkte zwischen den dis-
kreten St•utzstellen werden dann durch Funktionen beschrieben, die man durch
Interpolation erh•alt.

Ein •ahnliches Problem liegt vor, wenn man die Trajektorie eines Partikels inei-
ner Str•omung ~u(~x; t) verfolgen m•ochte. Oft ist das Teilchen so klein, da� es die
Str•omung nicht beein
u�t. Dann kann man die Str•omung vorab numerisch an dis-
kreten St•utzpunkten berechnen. Da man zur Berechnung der Trajektorie~X (t) des
Teilchens entsprechend

•~X (t) = ~F [~u( ~X; t ); _~X ] (3.84)

das Geschwindigkeitsfeld aber anallen Raumpunkten ben•otigt, mu� auch hier zwi-
schen den Gitterpunkten interpoliert werden.

Approximation Ein verwandtes Problem ergibt sich, wenn man eine sehr gro�e
Anzahl von gegebenen Funktionswerten (z. B. fehlerbehafteteMe�werte) als Funk-
tion einer unabh•angigen Variablen durch eine einfache (glatte) Funktion ann•ahern
m•ochte. Dies nennt manApproximation. Hierzu kommen zum BeispielPolynomein
Betracht. Sie besitzen den Vorteil, da� sie sich mit Hilfe der Grundrechenarten aus-
werten lassen und einfach di�erenziert und integriert werden k•onnen. Damit lassen
sich sehr leicht N•aherungen f•ur Ableitungen und Integrale der betrachteten Funk-
tion �nden. Ein Nachteil der Polynome ist jedoch, da� sie f•ur x ! �1 divergieren,
die zu approximierende Funktion meist jedoch nicht.

Abbildung 3.1.: Angepa�tes Gitter nach
Numerische Methoden der Thermo- und
Fluiddynamik von T. Rung, L. Xue,
J. Yan, M. Schatz und F. Thiele (2002).
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3. Interpolation und Approximation
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Abbildung 3.2.: Entwicklung der Exponentialfunktion ex (schwarz) um den Punkt x0 =
0. Die Abbruchordnung der Reihe ist farbig gekennzeichnet (bis zur vierten Ordnung).

3.1. Approximation durch eine Taylorreihe

Zun•achst betrachten wir die Taylorreihe einer Funktionf (x), entwickelt um den
Punkt x0

f (x) = f (x0) + f 0(x0)(x � x0) +
1
2

f 00(x0)(x � x0)2 + : : : +
1
n!

f (n)(x0)(x � x0)n

+
1

(n + 1)!
f (n+1) (z)(x � x0)n+1 : (3.85)

Wenn man die Taylor-Reihe bein abbricht, verbleibt ein Fehler (Lagrangesches
Restglied), der durch den blauen Term gegeben ist. F•ur den Fehler mu� man die
(n + 1)-te Ableitung an einer Zwischenstellez 2 [x0; x] (falls x > x 0 ist) auswerten.

Brook Taylor
1685{1731

Bei der Approximation einer Funktion durch eine Taylor-
Reihe, werden nur Informationen (Funktionswert und Ableitun-
gen) an einer einzigen Stellex0 ausgewertet. Als Beispiel sind
in Abb. 3.2 die ersten Approximationen (oskuliernde Polynome)
der Exponentialfunktion ex gezeigt, die um den Punktx0 = 0
entwickelt wurde.

Bei der Approximation bekannter Funktionen kann man den
Fehler mit Hilfe des Restglieds absch•atzen. Da man aber den
exakten Zwischenwertz nicht kennt, mu� man den Fehler (das
Restglied) •uber dem Intervall maximieren,•uber welches die Ap-
proximation verwendet wird. Wenn man die (n + 1)-te Ableitung nicht berechnen
kann, wird es sehr schwierig, den Fehler genau zu quanti�zieren. Oft ist dies sogar
unm•oglich.
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3.2. Polynom-Interpolation

3.2. Polynom-Interpolation

Alexandre-
Th�eophile
Vandermonde
1735{1796

Bei der Approximation durch eine Taylor-Reihe stammt die In-
formation nur von einem einzigen Punkt, dem Entwicklungs-
punkt. Nur dort ist die Approximation exakt. Bei der Interpola-
tion stehen Informationen anmehrerenPunkten zur Verf•ugung.
Typischerweise m•ochte man eine kontinuierliche Funktionp �n-
den, welchen+1 vorgegebene Wertef i = f (x i ) an n+1 verschie-
denen Stellenx i exakt annimmt. Bei der Polynom-Interpolation
sucht man dann ein Polynomp(x) mit dieser Eigenschaft.

Das Polynomp(x), das dien + 1 Bedingungen

p(x i ) = f i ; i = 0; : : : n; (3.86)

erf•ullt, wird Interpolationspolynomgenannt. F•ur n = 1 wissen wir, da� durch zwei
verschiedene vorgegebene Punkte (beix0 und x1) genau eine Ausgleichsgerade

p(x) = f 0 +
f 1 � f 0

x1 � x0
(x � x0) (3.87)

gelegt werden kann. Dies ist ein Polynom ersten Grades.
Um die Bedingungen (3.86) im allgemeine Fall vonn + 1 Punkten zu erf•ullen,

ben•otigt man ein Polynom vom Graden und macht daher den Ansatz

p(x) = a0 + a1x + : : : + anxn : (3.88)

Die n + 1 unbekannten Koe�zienten ai kann man mit Hilfe der Bedingungen (3.86)
�nden. Die Bedingungen

p(x i ) = a0 + a1x i + : : : + anxn
i

!= f i ; i = 0; : : : n; (3.89)

kann man als ein lineares Gleichungssystem f•ur den Vektor der unbekannten Koef-
�zienten ai schreiben und erh•alt so

0

B
B
B
@

1 x0 x2
0 : : : xn

0

1 x1 x2
1 : : : xn

1
...

...
1 xn x2

n : : : xn
n

1

C
C
C
A

�

0

B
B
B
@

a0

a1
...

an

1

C
C
C
A

=

0

B
B
B
@

f 0

f 1
...

f n

1

C
C
C
A

: (3.90)

Die blaue Koe�zienten-Matrix in ( 3.90) wird Vandermondesche Matrixgenannt.
Wenn die Vandermondesche Matrix regul•ar ist (siehe AnhangA.4.4), d.h. wenn
die Spalten (bzw. Zeilen) linear unabh•angig voneinander sind, dann existiert eine
eindeutige L•osung und das Interpolationspolynom kann eindeutig bestimmt werden.
In der Praxis gibt es jedoch e�zientere Methoden, das Interpolationspolynom zu
erhalten.1

1In MATLAB kann man mit dem Befehl A=vander(x) eine n � n Vandermondsche Matrix
erzeugen, wobeix ein Vektor der L•angen ist.
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3. Interpolation und Approximation
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Abbildung 3.3.: Die 5 Lagrange-PolynomeL j (x) vierter Ordnung zu den 5 Punkten x j 2
f 0; 1; 2; 4; 5g. Jedes Polynom ist Eins am betre�enden Knoten und verschwindet an allen
anderen Knoten.

3.2.1. Lagrange-Interpolation

Bei der Methode der �niten Elemente f•ur stuktur- oder str•omungsmechanische
Berechungen wird die unbekannte FunktionF (gesuchtes Verr•uckungs- oder Ge-
schwindigkeitsfeld) h•au�g als •Uberlagerung (gewichtete Summe) von gewissen fest
vorgegebenen Ansatzfunktionen� j (x) dargestellt. Im eindimensionalen Fall macht
man den Ansatz

F (x) =
nX

j =0

f j � j (x): (3.91)

Hierbei ist jede der Ansatzfunktionen� j (x) einem vorgegebene Gitterpunkt (Kno-
ten) x j zugeordnet. Es w•are nun sch•on, wenn die L•osungF (x) an den Knotenpunk-
ten x j genau durch die Koe�zienten f j in (3.91) repr•asentiert w•urde: F (x j ) = f j .
Um dies zu erreichen, ist es zweckm•a�ig, Ansatzfunktionen zu verwenden, f•ur wel-
che � j (x j ) = 1 und � j (xk) = 0 f •ur k 6= j . F•ur die Ansatzfunktion � j (x) sollte
also gelten� j (xk) = � j;k . Funktionen � j mit dieser Eigenschaft lassen sich mit Hil-
fe von Polynomen konstruieren. F•ur paarweise verschiedene2 Punkte x0; x1; : : : ; xn

de�niert man f •ur jeden Punkt x j ein zugeh•origesLagrange-PolynomL j (x)

L j (x) =
nY

k=0
k6= j

x � xk

x j � xk
; j = 0; 1; : : : ; n: (3.92)

2D.h. alle x-Werte m•ussen verschieden sein. Beispielsweise sind die Punktef 1; 2; 3; 3; 4g nicht
paarweise verschieden.
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3.2. Polynom-Interpolation

Wenn man das Produkt ausschreibt
nY

k=0
k6= j

x � xk

x j � xk
=

(x � x0) : : : (x � x j � 1) (x � x j +1 ) : : : (x � xn )
(x j � x0) : : : (x j � x j � 1) (x j � x j +1 ) : : : (x j � xn )

; (3.93)

sieht man leicht, da� L j an allen St•utzpunkten x = xk mit k 6= j verschwindet
und nur am Punkt x = x j gleich eins ist. Die Lagrange-Polynome besitzen also die
gesuchte Eigenschaft

L j (xk) =
�

1 xk = x j ;
0 sonst:

(3.94)

Entweder ist in (3.92) ein Faktor gleich Null, oder alle Faktoren k•urzen sich zu 1.
Die Lagrange-Polynome sind im allgemeinen vom Graden. Als Beispiel sind in Abb.
3.3 die Langrange-PolynomeL j (x) zu den 5 Punktenx j 2 f 0; 1; 2; 4; 5g gezeigt.

Joseph-Louis
Lagrange
1736{1813

Mit den Eigenschaften der einzelnen Lagrange-Polynome de�-
niert man nun dasLagrangesche Interpolationspolynomals

p(x) :=
nX

j =0

f j L j (x): (3.95)

Das Polynom p(x) interpoliert die an den Knotenpunkten x j

vorgegebenen Wertef j . F•ur jeden der vorgegebenen Punktex j

verschwinden alle Lagrange-PolynomeL j , bis auf ein einziges,
welches den Wert 1 annimmt. Dieses wird mit dem Wertf j mul-
tipliziert. Damit sind die n + 1 Bedingungen (3.86) erf•ullt.

Wenn man also in (3.91) die Langrange-Polynome (3.92) als Ansatzfunktionen
verwendet, kann man die L•osung F (x) = p(x) als Polynom darstellen. Bei der
Methode den �niten Elementen verwendet man meist eine recht niedrige Ordnung
(erste oder zweite Ordnung) f•ur die Ansatzfunktionen. Dabei werden nur die (weni-
gen) Knoten verwendet, die sich in einem gewissen Raumgebiet (Element) be�nden.
Das gesamte Rechengebiet besteht dann aus einer sehr gro�en Anzahl von Elemen-
ten.

Ein Beispiel ist in Abb. 3.4 gezeigt. Hier wurde die Funktionf = tanh( x) durch
14 •aquidistante St•utzstellen im Intervall x 2 [� 6; 6] mittels (3.95) interpoliert.
Man erkennt, da� die Fehler im Randbereich relativ gro� werden. Diesh•angt damit
zusammen, da� jeder Funktionswertf i an einem einzelnen Punktx i einenglobalen
Ein
u� auf den gesamten Kurvenverlauf hat.

3.2.2. Newton-Interpolation

Die Lagrange-Interpolation (3.95) ist nicht komfortabel, wenn die Anzahl der ge-
gebenen Wertepaare (x j ; f j ) nicht konstant ist. Denn die Lagrangeschen Polynome
(3.92) h•angen von allenn+1 Punkten ab. Deshalb m•ussen sie allesamt neu gebildet
werden, wenn sich die Punktzahl•andert.

H. C. Kuhlmann
Numerische Methoden der Ingenieurwissenschaften

37



3. Interpolation und Approximation
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Abbildung 3.4.: Interpolation
von f = tanh( x) (schwarz)
mittels Lagrangescher Interpo-
lation ( blau) nach (3.95) an
14 •aquidistanten St•utzstellen
x i (blau). Man erkennt die
schlechte Darstellung im Rand-
bereich. Durch Verwendung von
Chebyshev-Knoten (3.107) (rot )
lassen sich die Oszillationen stark
reduzieren.

Sir Isaac Newton
1642{1727

Eine Alternative stellt die Newton-Interpolation dar. Sie lie-
fert ein Interpolationspolynom, das mit dem Lagrangeschen In-
terpolationspolynom (3.95) identisch ist. Bei der Newtonschen
Formulierung l•a�t sich die Anzahl der Punkte sehr einfach er-
weitern. Voraussetzung f•ur die Newton-Interpolation ist jedoch
eine•aquidistanteAnordnung der Punkte im Abstandx j +1 � x j =
h = const.

Die Konstruktion des Newtonschen Interpolationspolynoms
erfolgt folgenderma�en. Wir de�nieren die�niten Di�erenzen in
Vorw•artsrichtung

� f j := f j +1 � f j : (3.96)

Finite Di�erenzen h•oherer Ordnung werden de�niert als

� k f j := �
�
� k� 1f j

�
= � k� 1f j +1 � � k� 1f j : (3.97)

Dann ergeben sich die Di�erenzen h•oherer Ordnung des ersten Funktionswertesf 0

als

� f 0 = f 1 � f 0; (3.98a)

� 2f 0 = � (� f 0) = � f 1 � � f 0 = f 2 � 2f 1 + f 0; (3.98b)

� 3f 0 = � 2f 1 � � 2f 0 = � f 2 � 2� f 1 + � f 0 = f 3 � 3f 2 + 3f 1 � f 0; (3.98c)
...

� n f 0 = f n �
�

n
1

�
f n� 1 +

�
n
2

�
f n� 2 � : : : + ( � 1)n f 0: (3.98d)

Hierbei sind
�

n
k

�
=

n!
k!(n � k)!

=
n(n � 1)(n � 2) : : : (n � k + 1)

k!
(3.99)
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3.2. Polynom-Interpolation

Abbildung 3.5.: Sukzessive Newton-
Interpolation von f •unf •aquidistanten
Punkten im Abstand h = 0 :2. x

f
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die gew•ohnlichenBinomialkoe�zienten .
Mit den soeben de�nierten Vorw•artsdi�erenzen lautet das Newtonsche Interpo-

lationspolynom

pn = f 0 +
x � x0

h
� f 0 +

(x � x0)(x � x1)
2h2

� 2f 0 + : : : +
(x � x0) : : : (x � xn� 1)

n! hn
� n f 0:

(3.100)
Um zu beweisen, da�pn (x) nach (3.100) tats•achlich die Interpolationsbedingungen
(3.86) erf•ullt, pr •uft man zun•achst leicht, da� pn (x0) = f 0, da alle anderen Summan-
den in (3.100) an der Stellex0 verschwinden. Dann betrachtet manpn (x1)

pn (x1) = f 0 +
x1 � x0

h| {z }
=1

� f 0 = f 1; (3.101)

und so weiter. Den Beweis kann man durch Induktion f•uhren (Freund et al., 2007).
Das Newtonsche Interpolationspolynom (3.100) entspricht einer Taylorentwicklung
um x0, wobei die diskreten Ableitungen am Punktx0 mittels �niter Vorw •artsdi�e-
renzen berechnet werden �f 0=h; � 2f 0=h2, etc.

Bei Erh•ohung der Anzahl der St•utzpunkte ergibt sich das Newton-Polynom ein-
fach durch Hinzunahme weiterer Summanden bzw. h•oherer Di�erenzen. Wir k•onnen
(3.100) daher leicht auf pn+1 erweitern

pn+1 (x) = pn (x) +
(x � x0) : : : (x � xn )

(n + 1)! hn+1
� n+1 f 0: (3.102)

Diese Flexibilit•at ist manchmal von Vorteil. Man sieht, da� der (n+1)-te Summand
an den St•utzstellen beix0; : : : ; xn verschwindet und deshalb die Funktionswerte an
diesen Stellen nicht ver•andert. In Abb. 3.5 ist ein Beispiel gezeigt.

Da man durch n + 1 Punkte nur ein Polynom vom Graden legen kann, ist das
Interpolationpolynom eindeutig festgelegt. Daher sind die Newtonschen Interpola-
tionspolynome identisch mit den Lagrangeschen Interpolationspolynomen!
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3. Interpolation und Approximation

3.2.3. Eindeutigkeit der Polynom-Interpolation und
Verallgemeinerung

Die bisher beschriebenen drei Verfahren zur Erzeugung eines Polynoms vom Grade
n (Vandermonde, Lagrange, Newton), welchesn + 1 vorgegebene Punkte genau
reproduziert, liefern ein und dasselbe Interpolationspolynom, nurin einer jeweils
anderen Darstellung.

Zu n + 1 beliebigen paarweise verschiedenen Punktenx0; : : : ; xn und
zugeordneten Wertenf 0; : : : ; f n existiert ein eindeutigesPolynom vom
H•ochstgraden, welches genau durch diese Punkte geht, d.h., welches
(3.86) erf•ullt.

Diesen Satz kann man durch Widerspruch beweisen (siehe z.B.Golub and Ortega,
1996): Angenommen es g•abe zwei Interpolationspolynomep(x) und q(x). Dann ist
auch r = p � q ein Polynom vom H•ochstgraden, welches an denn + 1 St •utzstellen
x i gerade seine Nullstellen hat. Aus dem Fundamentalsatz der Algebra3 ergibt sich
dann, dassr � 0 das Nullpolynom ist, womit p = q. Damit ist auch der Beweis
erbracht, da� die Vandermondesche Matrix (3.90) regul•ar ist (eindeutige L•osung),
wenn die Punktex0; : : : ; xn paarweise verschieden sind.

Alle bisher betrachteten Interpolationen waren von der Form

p(x) = a0� 0(x) + : : : + an � n(x); (3.103)

wobei die f � j (x)g lediglich verschiedeneBasisfunktionensind. In den obigen Bei-
spielen bestanden die Basisfunktionen aus verschiedenen S•atzen von Polynomen
vom H•ochstgraden. Dies waren� j = x j im Standardfall (Vandermonde), � j =
L j (x) bei der Lagrange-Interpolation und� j = ( x � x0) : : : (x � x j ) bei der Newton-
Interpolation.

Auch andere Polynome k•onnen verwendet werden, zum Beispiel die bekannten
Chebyshev-Polynome(siehe Kap.4.5.3). Hierf•ur ben•otigt man die Funktionswerte
an ganz bestimmten St•utzstellen eines festen Intervalls. BeiHermite-Polynomen
kann man zus•atzlich neben den Funktionswerten auch verlangen, da� die ersten
Ableitungen an den St•utzstellen vorgegebene Werte annehmen. Manchmal ist es
auch g•unstiger keine Polynome, sondern andere Funktionensysteme f•ur die Inter-
polation zu verwenden, z.B. Exponentialfunktionen� j = e � j x (� j fest vorgegeben)
oder trigonometrische Funktionen sin(� i �x ).

Unter Verwendung allgemeiner Basisfunktionenf � j (x)g lautet die Interpolati-
onsbedingung o�enbar

a0� 0(x i ) + : : : + an � n(x i ) = f i ; i = 0; : : : n; (3.104)
3Der Gau�sche Fundamentalsatz der Algebra, spezialisiert auf Polynome mit reellen Koe�zien-
ten, lautet: Jedes reelle Polynomr (x) l •a�t sich in reelle Polynomfaktoren vom Grade eins oder
zwei zerlegen, z.B.r = ( x � a)(x2 + b). Eine Polynom vom Grade n mit reellen Nullstellen kann
dann nur maximal n verschiedene Nullstellen besitzen, nicht abern + 1. Das einzige Polynom
vom Grade n mit n + 1 Nullstellen ist das Nullpolynom.
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3.2. Polynom-Interpolation

was in Analogie zu (3.90) auf das Gleichungssystem

A � ~a =

0

B
B
B
@

� 0(x0) � 1(x0) � 2(x0) : : : � n (x0)
� 0(x1) � 1(x1) � 2(x1) : : : � n (x1)

...
...

� 0(xn ) � 1(xn ) � 2(xn ) : : : � n (xn )

1

C
C
C
A

�

0

B
B
B
@

a0

a1
...

an

1

C
C
C
A

=

0

B
B
B
@

f 0

f 1
...

f n

1

C
C
C
A

(3.105)

f•uhrt. Auch hier mu� man f •ur die Existenz und Eindeutigkeit der L•osung (der
Interpolation) fordern, da� die Koe�zienten-Matrix regul •ar ist, d.h. detA 6= 0.

Bei der polynomialen Interpolation hat jeder Wertf i einen globalen Ein
u� auf
das Verhalten des Interpolationspolynoms. Dies kann zu gro�en Fehlern f•uhren,
insbesondere, wenn die zu approximierende Funktion lokal stark variiert.

•Ahnlich wie f•ur das Restglied bei der Taylorreihe kann man den Fehler bei einer
Polynom-Approximation pr•azisieren (ohne Beweis).

Fehler bei der Polynominterpolation: Im Falle einer zu interpolieren-
den Funktion f (x) kann der Fehler durch Polynominterpolation ange-
geben werden. Es seif (x) auf dem Intervall, das die Punktex0; : : : ; xn

enth•alt, (n+1)-mal di�erenzierbar. Wenn pn (x) das eindeutige Interpo-
lationspolynom vom H•ochstgraden ist, das (3.86) erf•ullt, dann lautet
der Fehler

f (x) � pn (x) =
(x � x0) : : : (x � xn )

(n + 1)!
f (n+1) (z); (3.106)

wobei z 2 [x0; xn ] eine vonx abh•angige Zwischenstelle ist.

Carl David
Tolm�e Runge
1856{1927

Wenn die (n + 1)-te Ableitung f (n+1) an irgendeiner Stelle gro�
wird, kann demnach an einer anderen Stelle des Intervalls ein
sehr gro�er Fehler auftreten. Diese unter Umst•anden ung•unstige
Eigenschaft h•angt mit dem oben angesprochenen globalen Ein-

u� eines jeden Punktes zusammen. Daher erscheint es w•un-
schenswert, zur Interpolation einer Funktion an einer Stellex
auch nur Funktionswerte an benachbarten St•utzstellen zu ver-
wenden. Dieses Konzept werden wir in Kap.3.3 verfolgen.

3.2.4. Lagrange-Interpolation
auf Chebyshev-St•utzpunkten

In Kap. 3.2.1 hatten wir gesehen, da� es am Rand des Gebiets der•aquidistanten
Lagrange-Interpolation zu •uberm•a�ig starken Oszillationen des Interpolationspo-
lynoms kommt (Abb. 3.4). Dies wird auch alsRunge-Ph•anomen bezeichnet. Die
Oszillationen am Rand k•onnen vermieden werden, wenn man die Interpolations-
punkte zum Rand hin verdichtet.
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3. Interpolation und Approximation

iy

x
� 1 � 0:5
0

0

0:5

0:5

1

1

Abbildung 3.6.: Chebyshev-Punkte (rot ) als Projektion gleichverteilter Punkte ( gr•un)
auf dem halben Einheitskreis f•ur i = 0 ; 1; : : : ; 20.

Eine M•oglichkeit der Verdichtung besteht in der Verwendung sogenannter
Chebyshev-Knoten. Die Verteilung der Punkte ergibt sich, wenn man dien + 1
Interpolationspunkte •aquidistant auf dem halben Einheitskreis in der komplexen
Ebene verteilt, die Punkte auf die reellex-Achse projiziert und dann das Intervall
[a; b], •uber welchem interpoliert wird, dem Durchmesser [� 1; 1] des Einheitskreises
anpa�t (Abb. 3.6). Man erh•alt damit die Chebyshev-Knoten (mit den Randpunk-
ten)

x i =
a + b

2
�

b� a
2

cos
�

i
n

�
�

; i = 0; 1; : : : ; n: (3.107)

Wie die rote Kurve in Abb. 3.4zeigt, werden mit dieser Punktwahl die Oszillationen
am Rand stark unterdr•uckt.4

3.3. Splines

Trotz Verwendung von Chebyshev-Punkten kann das Runge-Ph•anomen nicht im-
mer unterdr•uckt werden. Um diese Nachteile der Interpolation mit Polynomen ho-
hen Grades zu vermeiden, kann man zu einer st•uckweisen Interpolation niedri-
gen Grades•ubergehen. Diese Art der Interpolation �ndet vielfache Anwendung im
CAD-Bereich.

Eine einfache Interpolation, die nur Funktionswerte an benachbarten St•utzstellen
verwendet, ist die st•uckweise lineare Approximation. Ein Beispiel ist in Abb.3.7
gezeigt. Dieser Ansatz kann verallgemeinert werden. Dabei wird das gesamte In-
tervall in Teilintervalle unterteilt, die jeweils dieselbe geringe Anzahl von Punkten
enthalten. Dann wird nur innerhalb eines jeden Teilintervalls separatinterpoliert.

4Eine alternative Chebyshev-Verteilung mit denselben Konvergenzeigenschaften ist (ohne Rand-
punkte)

x i =
a + b

2
�

b� a
2

cos
�

(2i + 1)
2n + 2

�
�

; i = 0 ; 1; : : : ; n:
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3.3. Splines

Abbildung 3.7.: St•uckweise lineare
(schwarz) und st•uckweise quadrati-
sche (rot ) Approximation der sechs
Punkte (x; f ) = (0 ; 1), (1=6; 3),
(1=3; 2), (0:5; 1), (2=3; 0), (5=6; 2) und
(1; 1) (blaue Punkte). x

f

0
0 0:5

1

1

2

3

4

Normalerweise besitzt die st•uckweise Interpolation eine sehr niedrige Ordnung, ab-
h•angig von der Punkteanzahl eines jeden Teilintervalls.

Punkte au�erhalb eines Intervalls haben deshalb keinen Ein
u� auf die lokale Ap-
proximation. Ein gro�er Nachteil der st•uckweisen Interpolation besteht darin, da�
die Interpolation i.a. nicht glatt ist. D.h., sie ist an den Grenzen der Teilintervalle
i.a. nicht di�erenzierbar.

3.3.1. Quadratische Splines

Damit die st•uckweise Polynomapproximation di�erenzierbar wird, mu� man ver-
langen, da� die rechts- und linksseitigen Ableitungen an den St•utzpunkten und
Intervallgrenzen identisch sind.

Wir betrachten die Interpolation, bei der jedes Intervall nur zwei St•utzpunkte
enth•alt. Um die genannten Zusatzbedingungen zu erf•ullen, setzen wir die Interpo-
lationsfunktion jedoch nicht linear sondern quadratisch an. Als Beispiel betrachten
wir die quadratische Interpolation zwischen den vier Punkten (x1; x2; x3; x4). Auf
jedem der drei Intervalle [x i ; x i +1 ] de�nieren wir dann die quadratischen Funktionen

qi (x) = ai 2x2 + ai 1x + ai 0; i = 1; 2; 3: (3.108)

Damit die Bedingung qi (x i ) = f i (linker Randpunkt des i -ten Intervalls) und
qi (x i +1 ) = f i +1 (rechter Randpunkt des i -ten Intervalls) erf•ullt ist, m •ussen wir
fordern

x1 x2 x3 x4

q1(x1) = f 1; q1(x2) = f 2; q2(x3) = f 3; (3.109a)

q2(x2) = f 2; q3(x3) = f 3; q3(x4) = f 4: (3.109b)

Dies sind 2� 3 = 6 Bedingungen. Damit die Ableitungen an den beiden inneren
Intervallgrenzenx2 und x3 stetig sind, m•ussen auch noch die zwei weiteren Bedin-
gungen

q0
1(x2) = q0

2(x2); q0
2(x3) = q0

3(x3); (3.110)
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3. Interpolation und Approximation

x

f

0
0 0:2 0:4 0:6

2

3

4

1
Abbildung 3.8.: St•uckweise quadratische
Interpolation der ersten 4 Punkte aus Abb.
3.7 f•ur die Anfangssteigungenq0

1(x1) = 1,
10 und 20.

erf•ullt sein. Insgesamt m•ussen also 8 Bedingungen erf•ullt werden. Dies ist m•oglich,
da wir nach (3.108) insgesamt 3� 3 = 9 Koe�zienten zur Verf •ugung haben. Um die
Interpolation eindeutig zu bestimmen, haben wir sogar noch eine weitere Bedingung
frei. Diese k•onnen wir verwenden, um die Anfangssteigung festzulegen:q0

1(x1) = d1.
Die resultierenden 9 Bedingungen ergeben ein lineares System von 9 Gleichungen
f•ur die 9 Unbekanntenaij . In Abb. 3.8 ist ein Beispiel gezeigt, in dem die ersten 4
Punkte aus Abb. 3.7 st•uckweise quadratisch interpoliert wurden.

Wenn man diese Betrachtungen aufn Knoten erweitert, hat man n � 1 Inter-
polationsfunktionen, d.h. 3(n � 1) Unbekannte aij zu bestimmen. Die Stetigkeit
der st•uckweisen Interpolationen liefert 2(n � 1) Bedingungen und die stetige Dif-
ferenzierbarkeit an den inneren Punkten weiteren � 2. Man hat also insgesamt
2(n � 1) + ( n � 2) = 3n � 4 = 3(n � 1) � 1 Bedingungen. Im allgemeinen Fall bleibt
also immer eine Bedingung frei, die man zu Festlegung der Anfangssteigung q0

1(x1)
verwenden kann.

3.3.2. Kubische Splines

Bei vielen physikalischen Problemen reicht die einfache Di�erenzierbarkeit nicht aus.
Man m•ochte lieber eine zweifach-di�erenzierbare Approximationen haben. Diese
Forderung f•uhrt auf die kubische Spline-Interpolation. Die kubischen Splines stellen
eine sehr wichtige und vielfach verwendete Klasse von Interpolationspolynomen dar.

Sei die Funktion f (x) an den n St•utzstellen x i durch f i = f (x i ), i = 1; :::; n,
vorgegeben. Die Interpolationsfunktion im Intervallx 2 [x i ; x i +1 ] setzen wir dann
als Polynom dritten Grades an

Pi (x) = f i + bi (x � x i ) + ci (x � x i )2 + di (x � x i )3; i = 1; :::; n � 1: (3.111)

Wir m •ussen also insgesamt 3(n � 1) Koe�zienten ( bi ; ci ; di ); i = 1; :::; n � 1 bestim-
men.

Per constructionem gilt am linken Rand eines jeden IntervallsPi (x i ) = f i . Die
drei freien Koe�zienten bi ; ci und di werden so bestimmt, da� das Interpolations-
polynom an allen inneren Intervallgrenzen zweifach stetig di�erenzierbar ist. F•ur
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3.3. Splines

f

x

f (x i +1 )

x i +1

Pi (x) Pi +1 (x)

x i

hi

Abbildung 3.9.: Notation bei der kubischen Spline-Interpolation (Beispiel: xfig ).

die inneren Punkte bedeutet dies (Abb.3.9)

Funktion stetig: Pi (x i +1 ) = f i +1 ; i = 1; :::; n � 2 (3.112a)

1. Ableitung stetig: P0
i (x i +1 ) = P0

i +1 (x i +1 ); i = 1; :::; n � 2 (3.112b)

2. Ableitung stetig: P00
i (x i +1 ) = P00

i +1 (x i +1 ); i = 1; :::; n � 2: (3.112c)

Dies sind erst 3(n � 2) Bedingungen. Hinzu kommt noch die Bedingung f•ur den
rechten RandpunktPn� 1(xn ) = f n . Es bleiben also noch zwei Bedingungen frei, die
man an die gesuchten Koe�zienten stellen kann.

Sei hi = x i +1 � x i der Abstand der St•utzstellen. Mit P00
i (x) = 2 ci + 6di (x � x i )

folgt dann aus (3.112c)

2ci + 6di (x i +1 � x i )| {z }
= h i

= 2ci +1 + 6di +1 (x i +1 � x i +1 )
| {z }

=0

bzw.
di =

ci +1 � ci

3hi
; i = 1; :::; n � 2: (3.113)

Wenn man dies in (3.112a) einsetzt, erhalten wir

f i + bi hi + ci h2
i + di h3

i = f i + bi hi + ci h2
i +

ci +1 � ci

3
h2

i = f i +1 :

Aufgel•ost nachbi ergibt sich

bi =
f i +1 � f i

hi
� hi

ci +1 + 2ci

3
; i = 1; :::; n � 2: (3.114)

Beachte, da� in (3.113) und (3.114) die f•ur das letzte Intervall ben•otigten Koef-
�zienten dn� 1 und bn� 1 nicht enthalten sind. Um diese Werte mit einzuschlie�en,
erh•ohen wir den Lau�ndex i f•ur beide Gleichungen um eins bis aufn � 1 mit dem
Verst•andnis, da� die in den Gleichungen f•ur i = n � 1 dann auftauchende Gr•o�e cn

eine noch zu bestimmende Hilfsgr•o�e ist.
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3. Interpolation und Approximation

Aus (3.112b) erhalten wir f•ur i = 1; : : : ; n � 2

P0
i (x i +1 ) = bi + 2ci (x i +1 � x i )| {z }

h i

+3di (x i +1 � x i )2

| {z }
h2

i

!= P0
i +1 (x i +1 ) = bi +1 : (3.115)

F•ur i = n � 2 taucht auf der rechten Seite die Unbekanntebn� 1 auf, die wir durch
die Hilfsgr•o�e cn ausgedr•uckt haben. Zusammen mit (3.113) f•ur di und (3.114) f•ur
bi erhalten wir formal die Gleichungen zur Bestimmung vonci

hi ci + 2 ( hi + hi +1 ) ci +1 + hi +1 ci +2 = 3
�

f i +2 � f i +1

hi +1
�

f i +1 � f i

hi

�
; i = 1; :::; n � 2;

(3.116)
die auch die Hilfsgr•o�e cn einschlie�t. Dies ist im Prinzip ein tridiagonales System
von n � 2 Gleichungen f•ur die Unbekanntenc1 bis cn in der Form

2

6
6
6
6
6
4

� � �
� � �

. . . . . . . . .
. . . . . . . . .

� � �

3

7
7
7
7
7
5

�

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

c1

c2

...

cn� 1

cn

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

=

2

6
6
6
6
6
4

g1

...

gn� 2

3

7
7
7
7
7
5

(3.117)

Da wir nur eine (n � 2) � n-Matrix f •ur n Unbekannte haben, ist das System zwei-
fach unterbestimmt. Insgesamt haben wir aber mitn � 2 Gleichungen (3.117) f•ur
c1;:::;n und jeweilsn � 1 Gleichungen (3.113) (f •ur d1;:::;n � 1) und (3.114) (f •ur b1;:::;n � 1)
insgesamt 3(n � 2) + 2 = 3( n � 1) � 1 Gleichungen. Eine weitere Gleichung erhalten
wir noch aus der schon oben erw•ahnten BedingungPn� 1(xn ) = f n am rechten Rand

Pn� 1(xn ) = f n� 1 + bn� 1hn� 1 + cn� 1h2
n� 1 + dn� 1h3

n� 1 = f n ; (3.118)

womit wir auf die erforderlichen 3(n � 1) Gleichungen kommen.
Da (3.117) aber zweifach unterbestimmt ist, haben wir noch 2 Bedingungen frei,

um das System zu schlie�en. Zu diesem Zweck kann man beispielsweise die Steigun-
gen vonf an den beiden R•andern vorgeben, d.h.P0

1(x1) = f 0
1 und P0

n� 1(xn ) = f 0
n ,

die Steigungf 0
1 und die Kr•ummungf 00

1 an nur einem Rand, oder h•ohere Ableitungen
im Innern.

MATLAB stellt eine Spline-Interpolation in Form von y=spline(x,f,r) zur Ver-
f•ugung, wobei die Vektorenx und f die St•utzstellen und die zu interpolierenden
Daten enthalten undr der Vektor der Stellen ist, an denen die Interpolationsfunk-
tion y berechnet werden soll.5

5Der MATLAB-Befehl y=spline(x,f,r) verwendet die Zusatzbedingungen, da� die dritten
Ableitungen an den Stellen x2 und xn � 1 stetig sind: f 000

1 (x2) = f 000
2 (x2) und f 000

n � 2(xn � 1) =
f 000

n � 1(xn � 1).
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x

B i

x � 3 x � 2 x � 1 x0 x1 x2 x3
0

0:25

0:75

1

0:5

Abbildung 3.10.: B-SplinesB0 (blau) und B � 1 sowieB1 (beiderot gepunktet). Die Werte
0, 1/4 und 1 an den f•unf St•utzstellen von B0(x) sind gr•un markiert.

Der Begri� Splinestammt aus dem Schi�bau. Eine lange d•unne Latte (Straklat-
te), die an einzelnen Punkten durch N•agel �xiert wird, biegt sich genau wie ein
kubischer Spline mit nat•urlichen Randbedingungen (f 00

1 = f 00
n = 0). Die Form ergibt

sich daraus, da� die Latte bestrebt ist, die inneren Spannungen zuminimieren.

3.3.3. Kubische B-Splines

Einen anderen einfachen Zugang zu kubischen Spines erh•alt man •uber die so-
genannten basic splinesoder B-Splines, wenn man eine homogene Schrittweite
hi = h = const. w•ahlt. Dazu de�niert man eine Menge von kubischen Splines,
die allesamt dieselbe Kontur besitzen. Sie sind nur auf einer L•ange von 4h von Null
verschieden und gegeneinander verschoben (Abb.3.10). Die kubischen B-Splines
sind st•uckweise de�niert als

B i (x) =

8
>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>:

1
4h3

(x � x i � 2)3 ; x i � 2 � x � x i � 1;

1
4

+
3

4h
(x � x i � 1) +

3
4h2

(x � x i � 1)2 �
3

4h3
(x � x i � 1)3 ; x i � 1 � x � x i ;

1
4

+
3

4h
(x i +1 � x) +

3
4h2

(x i +1 � x)2 �
3

4h3
(x i +1 � x)3 ; x i � x � x i +1 ;

1
4h3

(x i +2 � x)3 ; x i +1 � x � x i +2 ;

0; sonst:

(3.119)
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3. Interpolation und Approximation

Zur Bestimmung vonB i stehen f•ur die kubischen Funktionen in den 4 Intervallen
4� 4 = 16 Koe�zienten zur Verf •ugung. Die Stetigkeit an den drei inneren Punkten,
die beiden Randwerte 0 und die Normierung des Maximums auf 1 liefern 3+2+1 = 6
Bedingungen. Dazu kommen noch 2� 5 = 10 Bedingungen f•ur die Stetigkeit der
ersten und zweiten Ableitungen an den 5 Punkten (gr•un in Abb. 3.10).

Einen beliebigen kubischen Splinec(x) kann man nun als Superposition kubischer
B-Splines ansetzt. Dies ergibt die Darstellung

c(x) =
nX

j =1

aj B j (x): (3.120)

Die n unbekannten Koe�zienten aj lassen sich mit Hilfe dern Interpolationsbedin-
gungen

c(x i ) = f i ; i = 1; : : : ; n (3.121)

bestimmen. Wenn man beachtet, da�B j (x i ) = 0 ist f •ur ji � j j � 2 (nur die n•achsten
Nachbarn vonx i tragen etwas bei), erh•alt man durch Einsetzen von (3.120) in die
Bedingungen (3.121) das Gleichungssystem

a1B1(x1) + a2B2(x1) = f 1;

a1B1(x2) + a2B2(x2) + a3B3(x2) = f 2;

a2B2(x3) + a3B3(x3) + a4B4(x3) = f 3; (3.122)
...

an� 2Bn� 2(xn� 1) + an� 1Bn� 1(xn� 1) + anBn (xn� 1) = f n� 1;

an� 1Bn� 1(xn ) + anBn (xn ) = f n :

Dies kann man auch in Matrix-Form schreiben als
0

B
B
B
B
B
B
B
@

B1(x1) B2(x1)
B1(x2) B2(x2) B3(x2)

B2(x3) B3(x3) B4(x3)
. . . . . . . . .

Bn� 2(xn� 1) Bn� 1(xn� 1) Bn (xn� 1)
Bn� 1(xn ) Bn (xn )

1

C
C
C
C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
B
B
B
@

a1

a2

...

an

1

C
C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
B
@

f 1

f 2

...

f n

1

C
C
C
C
C
C
C
A

:

(3.123)
Mit B i (x i ) = 1 und B i � 1(x i ) = 1 =4 erhalten wir das einfache tridiagonale System
(vergleiche auch (3.116))

1
4

0

B
B
B
B
B
@

4 1
1 4 1

.. . . . . . . .
1 4 1

1 4

1

C
C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
B
@

a1

...

an

1

C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
@

f 1

...

f n

1

C
C
C
C
C
A

: (3.124)
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3.4. Methode der kleinsten Quadrate

An dieser Stelle sei erw•ahnt, da� eine Matrix A = aij diagonaldominanthei�t,
genau dann wenn f•ur alle i = 1; : : : ; n gilt

jaii j �
nX

j =1
j 6= i

jaij j: (3.125)

Wenn anstelle von� sogar> gilt, so hei�t die Matrix A streng diagonaldominant.
Man kann zeigen, da� Matrizen, die streng diagonaldominant sind, auch regul•ar
und damit invertierbar sind (siehe auch AnhangA.4.4). O�enbar ist die Matrix in
(3.124) streng diagonaldominant. Damit ist das lineare Problem eindeutig l•osbar.
Es ist sogar sehr schnell l•osbar (Kap. 2.1.3).

Bei der obigen Form (3.124) hat man zun•achst keinen Ein
u� auf die Randstei-
gungen, anders als im Fall der allgemeinen kubischen Splines in Kap.3.3.2. Man
kann aber anstelle der ersten und letzten Gleichung von (3.123) an den R•andern
fordern

a0B0(x1) + a1B1(x1) + a2B2(x1) = f 1; (3.126a)

an� 1Bn� 1(xn ) + anBn (xn ) + an+1 Bn+1 (xn ) = f n ; (3.126b)

wobei mana0 und an+1 beliebig w•ahlen kann, um zum Beispiel die Randsteigungen
festzulegen. Die Summanden mit den beliebig aber fest gew•ahlten Werten a0 und
an+1 kann man dann auf die rechte Seite der Gleichung bringen, was auf den modi�-
zierten Vektor der Inhomogenit•aten [f 1� a0B0(x1); f 2; : : : ; f n� 1; f n � an+1 Bn+1 (xn )]T

f•uhrt.
F•ur eine direkte L•osung zu gegebenen Randsteigungenf 0

1 und f 0
n kann man die

erste und die letzte Gleichung in (3.124) durch (3.126) ersetzen und die zwei zu-
s•atzlichen Gleichungen

a0B 0
0(x1) + a1

=0z }| {
B 0

1(x1) + a2B 0
2(x1) = f 0

1; (3.127a)

an� 1B 0
n� 1(xn ) + an B 0

n (xn )
| {z }

=0

+ an+1 B 0
n+1 (xn ) = f 0

n ; (3.127b)

als 0-te und (n + 1)-te Gleichung f•ur a0 und an+1 verwenden. Die Matrix des er-
weiterten Systems hat dann noch Eintr•ageA0;2 und An+1 ;n� 1, die man vorab durch
Zeilenoperationen elimimieren kann, um wieder zu einem tridiagonalem System zu
kommen.

3.4. Methode der kleinsten Quadrate

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir gesehen, wie wir durchn + 1 Funktions-
werte an paarweise verschiedenen Stellenx i genau ein Polynom vom Graden legen
k•onnen. Ein anderes Problem tritt auf, wenn man beispielsweise sehr viele (> n +1)
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3. Interpolation und Approximation

Me�werte f i = f (x i ) durch ein Polynom niedrigen Gradesn approximierenm•ochte.
Dann wird in der Regelp(x i ) 6= f i sein. Dies ist kein Problem, da die Datenf i im
Falle von Messungen ohnehin fehlerbehaftet sind. Vielmehr ho�t man, da� sich der
Fehler bei Ber•ucksichtigung einer sehr gro�en Anzahl von Punkten herausmittelt.

Man wird also versuchen, ein Polynom (oder eine andere Funktion) zu�nden, wel-
ches die Me�daten in einem gewissen Sinne optimal wiederspiegeln. Dieses Problem
wird Ausgleichsproblemgenannt. Um die gesuchteAusgleichsfunktionzu �nden, for-
dert man typischerweise, da� die Summe der Abstandsquadrate der Me�daten von
der gesuchten Ausgleichsfunktion minimal wird. Dies ist dieMethode der kleinsten
Quadrate.

Seien nunm > n + 1 Punkte x i gegeben, wobei mindestensn + 1 von ihnen
paarweise verschieden sind, undf 1 = f (x1); : : : ; f m = f (xm ) die zugeh•origen Funk-
tionswerte (Me�werte). Wir de�nieren dann die Ausgleichsfunktionals ein Polynom
n-ten Grades

p(x) = a0 + a1x + : : : + anxn : (3.128)

Den Fehler des Ausgleichspolynoms k•onnen wir als gewichtete Summe der quadra-
tischen Abweichungen de�nieren

g(a0; : : : ; an ) =
mX

i =1

wi [p(x i ) � f i ]
2 > 0; (3.129)

wobei die Faktorenwi > 0 positive Gewichte sind, mit denen man einigen Punkten
eine h•ohere und anderen Punkten eine niedrigere Priorit•at beimessen kann. Der
Fehler (3.129) wird in der Regel von Null verschieden sein. Die Aufgabe besteht
nun darin, die Unbekanntena0; : : : ; an so zu bestimmen, da� dieFehlerfunktion
(3.129) minimal wird.

Man k•onnte im Prinzip auch andere Ma�e zur De�nition des Fehlers heranziehen.
Die Verwendung der quadratischen Abweichungen hat jedoch den Vorteil, da� die
Fehlerfunktion g quadratisch in jeder Variablenaj ist und deshalb nur genau ein
Extremum (ein Minimum) besitzt.

3.4.1. Konstanter Fit

Im einfachsten Fall ist das gesuchte Polynom vom Grade 0, also eine Konstantec.
Dann lautet die Fehlerfunktion

g(c) =
mX

i =1

wi (c � f i )
2 : (3.130)

Wenn wir die Bedingungen f•ur ein Minimum von g(c) auswerten, erhalten wir

g0(c) = 2
mX

i =1

wi (c � f i ) = 2 c
mX

i =1

wi � 2
mX

i =1

wi f i
!= 0; (3.131a)

g00(c) = 2
mX

i =1

wi > 0: (3.131b)
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3.4. Methode der kleinsten Quadrate

Unter der Annahme positiver Gewichte (wi > 0) ist (3.131b) immer erf•ullt und wir
erhalten aus (3.131a) den gewichteten Mittelwert

c =
P m

i =1 wi f iP m
i =1 wi

: (3.132)

Wenn alle Punkte gleich gewichtet werden (wi = 1) ergibt sich der einfache Mittel-
wert

c =
P m

i =1 f i

m
: (3.133)

3.4.2. Linearer Fit

Beim linearen Fit suchen wir das Polynoma0 + a1x, welches die Fehlerfunktion

g(a0; a1) =
mX

i =1

wi (a0 + a1x i � f i )
2 : (3.134)

minimiert. Die Minimierung von g mu� nun bez•uglich der beiden unbekannten
Koe�zienten a0 und a1 durchgef•uhrt werden. Damit die Fl•acheg •uber der (a0; a1)-
Ebene ein Minimum aufweist, m•ussen beide partiellen Ableitungen vong (nach a0

und nacha1) an der Stelle des Extremums verschwinden. Dies f•uhrt auf

1
2

@g
@a0

=
mX

i =1

wi (a0 + a1x i � f i ) = a0

mX

i =1

wi + a1

mX

i =1

wi x i �
mX

i =1

wi f i = 0; (3.135a)

1
2

@g
@a1

=
mX

i =1

wi x i (a0 + a1x i � f i ) = a0

mX

i =1

wi x i + a1

mX

i =1

wi x2
i �

mX

i =1

wi x i f i = 0:

(3.135b)

Dies stellt ein lineares Gleichungssystem der Ordnung 2 f•ur die beiden Unbekannten
a0 und a1 dar

� P m
i =1 wi

P m
i =1 wi x iP m

i =1 wi x i
P m

i =1 wi x2
i

�
�
�

a0

a1

�
=

� P m
i =1 wi f iP m

i =1 wi f i x i

�
: (3.136)

3.4.3. Normalgleichungen

Im Falle eines Fits mittels eines Polynoms vom Graden lautet die Fehlerfunktion

g(a0; : : : ; an ) =
mX

i =1

wi (a0 + a1x i + : : : + anxn
i � f i )

2 : (3.137)

Die notwendigen Bedingungen f•ur ein Minimum lauten dann

1
2

@g(a0; : : : ; an )
@aj

=
mX

i =1

wi (x i )
j [a0 + a1x i + : : : + anxn

i � f i ] = 0; j = 0; : : : ; n:

(3.138)
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3. Interpolation und Approximation

f

x

0

0 0:5 1
� 10

10

20

30

Abbildung 3.11.: Approximation der verrauschten Funktion y = 50x � x2 � 40x4 (gr•une
Punkte). Gezeigt sind die Polynom-Approximationen (Gewichtsfunktion wi = 1) vom
Grade 0 (gepunktet), 1 (gestrichelt), 2 (strichpunktiert) , 3 (durchgezogen), 4 (blau) sowie
die unverrauschte Funktion (rot ).

Dies sindn + 1 lineare Gleichungen f•ur die n + 1 Unbekannten ai . Sie hei�en Nor-
malgleichungen. Man kann diese Gleichungen wieder in Matrix-Form schreiben

0

B
B
B
B
B
@

s0 s1 s2 : : : sn

s1 s2 s3 : : : sn+1

s2
...

...
...

...
...

sn sn+1 : : : : : : s2n

1

C
C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
B
@

a0

...

an

1

C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
@

c0

...

cn

1

C
C
C
C
C
A

; (3.139)

wobei

sj =
mX

i =1

wi (x i )
j und cj =

mX

i =1

wi (x i )
j f i : (3.140)

Ein Beispiel f•ur einen Polynom-Fit ist in Abb. 3.11 gezeigt. F•ur m =
n + 1 erh•alt man das eindeutige Interpolationspolynom.6 Der MATLAB-Befehl
a=polyfit(x,f,n) berechnet die Koe�zienten aj eines Polynoms vom Graden
mittels kleinster Quadrate, wobei diem Datenpaare in den Vektorenx(i ) = x i und
f (i ) = f (x i ) = f i vorgegeben werden m•ussen.

Die (n + 1) � (n + 1)-Matrix in ( 3.139) enth•alt identische Eintr•age auf den Quer-
diagonalen (die zweite Querdiagonale is rot angedeutet) und ist daher symmetrisch.
Sie enth•alt nur die 2n+1 Gr •o�en sn (3.140), welcheMomentegenannt werden. Eine
Matrix mit konstanten Querdiagonalen hei�t Hankel-Matrix.

Man kann die Gewichtewi auch aus der obigen Hankel-Matrix herausziehen.
Dann erhalten die Bestimmungsgleichungen der Koe�zienten die Form

ET � W � E � ~a = ET � W � ~f : (3.141)

6Aufgabe: Zeige f•ur m = n + 1 die •Aquivalenz von (3.139) und (3.90).
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3.4. Methode der kleinsten Quadrate

Hierbei ist W einem � m-Matrix, welche die Gewichtewi auf der Diagonale enth•alt
und E einem � (n + 1)-Matrix vom Vandermondeschen Typ (siehe (3.90))7

W =

0

B
B
B
@

w1

w2
. . .

wm

1

C
C
C
A

; E =

0

B
B
B
@

1 x1 : : : xn
1

1 x2 xn
2

...
...

...
1 xm : : : xn

m

1

C
C
C
A

: (3.142)

Man kann zeigen (Golub and Ortega, 1996), da� ET � W � E f•ur mindestensn + 1
paarweise verschiedene Punkte positiv de�nit (s. AnhangA.4.5) ist. Damit ist ET �
W � E auch regul•ar und (3.141) besitzt eine eindeutige L•osung.

3.4.4. Allgemeine Ausgleichsprobleme

Hermann Hankel
1839{1873

Man kann die Methode der kleinsten Quadrate verallgemeinern.
Es braucht nicht unbedingt ein Polynom zu sein, welches man
f•ur die Approximation verwendet. Man kann auch eine Linear-
kombination von irgendwelchen fest vorgegebenen Funktionen
� 0; : : : ; � n verwenden. Dazu macht man den Ansatz

� (x) =
nX

i =0

ai � i (x): (3.143)

Im Fall des Ausgleichs mittels Polynomen ist� i = x i . Andere
M•oglichkeiten bestehen in der Wahl von� i = cos(i�x ) oder � i =
expf ki xg mit ki 2 R. Welche Funktionen man am besten verwendet, h•angt stark
von der erwartetenx-Abh•angigkeit der Daten ab.

Im allgemeinen Fall k•onnen wir genauso vorgehen wie beim Ausgleich mittels
Polynomen. Die Fehlerfunktion lautet im allgemeinen Fall

g(a0; : : : ; an ) =
mX

k=1

wk

"
nX

i =0

ai � i (xk) � f k

#2

: (3.144)

Die notwendigen Bedingungen f•ur ein Minimum lauten damit

1
2

@g(a0; : : : ; an )
@aj

=
mX

k=1

wk � j (xk) [a0� 0(xk) + : : : + an � n (xk) � f k ] = 0; j = 0; : : : ; n:

(3.145)

7Es ist

ET � W � E = ( E T ) li wj � ij E jk =
mX

i =1

(E T ) li

mX

j =1

wj � ij E jk =
mX

i =1

(E T ) li wi E ik =
mX

i =1

wi (E T ) li E ik

=
mX

i =1

wi (x i ) l (x i )k =
mX

i =1

wi (x i ) l + k ; l + k = j:
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3. Interpolation und Approximation

Wenn man die Gleichungen zusammenfa�t, erh•alt man die Matrix-Form
0

B
B
B
B
B
@

s00 s01 s02 : : : s0n

s10 s11 s12 : : : s1n

s20
. . .

...
...

. . .
...

sn0 sn1 : : : : : : snn

1

C
C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
B
@

a0

...

an

1

C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
@

c0

...

cn

1

C
C
C
C
C
A

(3.146)

wobei nun

sj i =
mX

k=1

wk � j (xk)� i (xk) und cj =
mX

k=1

wk � j (xk)f k : (3.147)

Die Matrix ist symmetrisch (si;j = sj;i ). Die Querdiagonalen sind aber nicht not-
wendigerweise konstant (si;j 6= si � 1;j +1 ). Deshalb ist die Matrix i.a. keine Hankel-
Matrix, sondern nur noch eine sogenannteGramsche Matrix. Damit (3.146) eindeu-
tig l •osbar ist, mu� man bestimmte Forderungen an das System von Ansatzfunktio-
nen f � i (x)g stellen.8

Jorgen Pedersen
Gram
1850{1916

Die Normalgleichungen (3.139) und (3.146) k•onnen in der Re-
gel f•ur kleine Werte von n gut gel•ost werden. Wird n jedoch
zu gro�, kann es sein, da� die Matrix schlecht konditioniert ist
(siehe Kap. 2.1.4 und (2.57)). Dies kann zu numerischen Pro-
blemen f•uhren. Eine M•oglichkeit der Abhilfe besteht darin, die
Approximation nicht mit Hilfe der Monome xn , sondern mit Hil-
fe eines Systems vonorthogonalen Polynomenf qk(x)g (bez•uglich
der Punkte f xkg) durchzuf•uhren. Diese haben die Eigenschaft,
da� alle Matrixelemente sij =

P m
k=1 wkqi (xk)qj (xk) = ai � ij bis

auf die Diagonalelemente verschwinden. Dann wird die Matrix
des zu l•osenden Systems diagonal. Wie man die orthogonalen
Polynome systematisch konstruieren kann, ist z.B. inGolub and
Ortega (1996) beschrieben.9

3.5. Bestimmung von Nullstellen

Die Bestimmung von Nullstellen ist ein Problem, das sehr h•au�g auftritt. Schon das
anscheinend einfache mechanische Problem, die Gleichgewichtslage eines Systems

8Man kann (3.146) auch wieder in der Form (3.141) schreiben mit entsprechend modi�zierten
Matrizen E und W. Jedoch ist ET � W � E im allgemeinen nicht mehr positiv de�nit. F •ur eine
eindeutige L•osung mu� man die Ansatzfunktionen (und Punkte x i ) so w•ahlen, da� ET � W � E
positiv de�nit ist.

9Polynome q0; : : : ; qn vom Grade 0; : : : ; n hei�en orthogonal bez•uglich der Punkte x1; : : : ; xm ,
wenn gilt

mX

i =1

qk (x i )qj (x i ) = 0 ; f•ur k; j = 0 ; 1; : : : ; n; k 6= j:

Man kann sie sukzessive aus den Daten konstruieren.
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3.5. Bestimmung von Nullstellen

Abbildung 3.12.: Gleichgewicht zwei-
er elastischer St•abe unterschiedlicher
Elastizit •at bei Belastung.

� 1 � 2
l

l (0)
1

l (0)
2

~F

aus zwei elastischen St•aben unter einer Last (Zweischlag, Abb.3.12) zu berechnen,
f•uhrt auf nichtlineare Gleichungen, die nicht mehr in geschlossener Form gel•ost
werden k•onnen. Auch die Navier-Stokes-Gleichung der Str•omungsmechanik ist auf-
grund des konvektiven Terms~u � r ~u nichtlinear. Zur Berechnung von Str•omungen
mu� man daher im allgemeinen ein gro�es System nichtlinearer Gleichungen f•ur die
unbekannten Geschwindigkeitskomponenten an allen Punkten einesfeinen Gitters
l•osen.

3.5.1. Newton-Verfahren

Ein einfaches algebraisches Problem k•onnte lauten: Berechnen Sie die L•osung(en)
von

�x 2 = sin( x): (3.148)

Die graphische L•osung ist in Abb. 3.13a dargestellt. Eine nichtlineare algebrai-
sche Gleichung wie (3.148) kann man immer in der Form einesNullstellenproblems

(a)

x

y

� 10 � 5

0

0 5 10
� 1

� 0:5

0:5

1
(b)

x

f

� 10 � 5

0

0 5 10

� 1

1

� 2

Abbildung 3.13.: (a) Graphische L•osung von (3.148) f •ur � = 0 :01. (b) Entsprechendes
Nullstellenproblem mit f (x) = sin( x) � �x 2.
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3. Interpolation und Approximation

f

p

xx0x1x �

Abbildung 3.14.: Lineare N•aherung der Funktion f
in der N•ahe der Nullstelle x � durch die Tangente
p an f bei x0. Die roten Linien verdeutlichen die
Abfolge der Newton-Iteration anschaulich.

schreiben. Hier lautet das Nullstellenproblem (Abb.3.13b)

f (x) = sin( x) � �x 2 = 0: (3.149)

W•are f (x) ein Polynom vom Graden, dann h•atte f genaun reelle oder komplexe
Nullstellen (Wurzeln). F•ur eine allgemeine Funktion l•a�t sich nicht a priori sagen,
wieviele Nullstellen sie in einem bestimmten Intervall besitzt. Es gilt aberfolgendes:

ˆ Ist eine Funktion f (x) in einem Intervall [a; b] streng monoton, dann besitzt
f (x) maximal eine Nullstelle.

ˆ Ist eine Funktion f (x) in einem Intervall [a; b] stetig und ist f (a)f (b) < 0,
dann besitzt f (x) im Intervall [ a; b] mindestenseine Nullstelle.

Um eine Nullstellex � von f (x) numerisch zu bestimmen, wird meistens der Funkti-
onsverlauf zwischen den Punktena und bdurch ein Polynomp(x) niedriger Ordnung
approximiert und dessen Nullstelle n•aherungsweise als Nullstelle vonf (x) aufgefa�t.

Sei x0 ein Punkt in der N•ahe der Nullstelle. F•ur die Taylor-Entwicklung von f
um den Punkt x0 gilt

f (x) = f (x0) + ( x � x0)f 0(x0)| {z }
:= p(x)

+
1
2

f 00(z)(x � x0)2

| {z }
Restglied

: (3.150)

Die Taylor-Entwicklung bis zur ersten Ordnung k•onnen wir als Polynomapproxima-
tion erster Ordnung au�assen. Indem wirf durch p ersetzen, haben wirf lineari-
siert. Dabei wird die Funktion f lokal durch die Tangente im Punktx0 ersetzt (Abb.
3.14). Aus (3.150) ergibt sich die Approximation x1 der Nullstelle von f durch die
Bedingungp(x1) = 0. Diese liefert

p(x1) = f (x0) + ( x1 � x0)f 0(x0) = 0 ; (3.151)

also

x1 = x0 �
f (x0)
f 0(x0)

: (3.152)
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3.5. Bestimmung von Nullstellen

Wenn man nun vom Punktx1 ausgeht, diesen als neuen Entwicklungspunkt w•ahlt
und auf dieselbe Art eine zweite N•aherungx2 berechnet, und so weiter, dann erh•alt
man die Newton-Iteration

xn+1 = xn �
f (xn )
f 0(xn )

; n = 0; 1; : : : : (3.153)

Diese Iterationsvorschrift wird auchNewton-Raphson-Verfahren10 genannt.
Um die Konvergenz der Newton-Iteration zu untersuchen, betrachten wir den

Fehler x � � xn+1 , den wir beim (n + 1)-ten Iterationsschritt machen. Dazu werten
wir die Taylor-Darstellung der Funktion f (x) = p(x) + ( x � xn )2f 00(z)=2 an der
Stelle x = x � aus und erhalten f•ur die Abweichung vonf (x � ) = 0 von der linearen
N•aherungp(x � )

f (x � )
| {z }

=0

� p(x � ) =

� p(x � )
z }| {
� f (xn ) � (x � � xn )f 0(xn ) !=

1
2

f 00(z)(x � � xn )2: (3.154)

Mit Hilfe eines Newton-Schrittes (3.153) k•onnen wir die unterstrichenen Terme
durch xn f 0(xn ) � f (xn ) = xn+1 f 0(xn ) ersetzen und erhalten so

xn+1 f 0(xn ) � x � f 0(xn ) =
1
2

f 00(z)(x � � xn )2: (3.155)

Mit f 0(xn ) 6= 0 ergibt sich f•ur den Fehler

x � � xn+1 = �
1
2

f 00(z)
f 0(xn )

| {z }
cn

(x � � xn )2 = cn (x � � xn )2: (3.156)

Ist nun in einem Intervall um die Nullstelle jf 00(x)j � M betragsm•a�ig beschr•ankt
und jf 0(x)j � m > 0, dann kann manjcn j � M=(2m) := c nach oben hin absch•at-
zen. Aus der Beschr•anktheit des Koe�zienten folgt, da� sich der Fehler in jedem
Schritt quadratisch verringert. Ist zum Beispiel der Fehler schonjx � � xn j = 10� 4,
dann wird er im n•achsten Schritt kleiner sein alsc � 10� 8. Bei jeder Iteration ver-
doppelt sich ungef•ahr die Anzahl der korrekten Dezimalen der Approximation der
Nullstelle (siehe Tab.3.1). Typischerweise w•ahlt man als Abbruchkriterium der
Newton-Iteration die Bedingungjxn+1 � xn j < � .

Die quadratische Konvergenzder Newton-Iteration ist so ziemlich das schnellste,
was man erreichen kann. Die rapide Konvergenz hat ihren Preis, denn die Newton-
Iteration konvergiert nur, wenn der Anfangswertx0 schon hinreichend nahe bei
10Joseph Raphson, 1648{1715: Raphson war einer der wenigen, denen es Isaac Newton erlaubte,

vorab seine mathematischen Werke zu sehen. 1690 ver•o�entlichte Raphson sein Buch Analysis
aequationum universalis, welches das Newton-Raphson-Verfahren zur numerischen L•osung von
nichtlinearen Gleichungen enth•alt. Hierf •ur wurde er 1691 zum Mitglied der Royal Society er-
nannt. Au�erdem schrieb er das Buch History of Fluxions, welches aber erst nach seinem Tod
erschien.
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3. Interpolation und Approximation

n xn

0 4
1 2.750343532969441
2 3.062460099178964
3 3.048532919044707
4 3.048523403179332
5 3.048523403174493
6 3.048523403174493

Tabelle 3.1.: Beispiel f•ur die Newton-Iteration von ( 3.149)
mit � = 0 :01 und Startwert x0 = 4. Man erkennt die qua-
dratische Konvergenz.

(a)

n

xn
0

0

� 5

� 10

� 15

5

10

15

2 4 6

(b)

n

xn
0

0
� 50

50

50 100

Abbildung 3.15.: Newton-Iteration f •ur das Beispiel (3.149) mit � = 0 :01. In (a) wur-
den •aquidistanten Anfangswerte x0 2 [� 10; 10] mit � x0 = 0 :2 gew•ahlt. Die Iterationen
konvergieren sehr schnell f•ur die meisten Anfangsbedingungen nahe einer der sechs Null-
stellen. In (b) wurden Startwerte x0 2 [� 50; 50] mit � x0 = 1 gew•ahlt. F •ur Anfangsbe-
dingungen, die weit von einer L•osung entfernt sind, treten sehr gro�e Schwankungen der
Iterierten oder periodisches bzw. quasiperiodisches Verhalten auf.

der wirklichen Nullstelle x � liegt. Dieses Verhalten wird auch alslokale Konvergenz
bezeichnet. F•ur das Beispiel (3.149) ist die schnelle Konvergenz in Abb.3.15darge-
stellt. Falls der Startwert x0 nicht hinreichend nahe anx � liegt, kann die Iteration
auch divergieren oder in chaotischer Weise schwanken. Auch ist ein periodisches
Verhalten der Iterierten m•oglich.

3.5.2. Sekantenmethode

Grundlage der Newton-Iteration war die Taylor-Entwicklung in der N•ahe ei-
nes Punktes, der hinreichend dicht an der Nullstelle liegt. Anstelle derTaylor-
Entwicklung kann man zur Konstruktion einer verbesserten N•aherung der Nullstel-
le auch die Sekante verwenden, die durch die Punktef (x0) und f (x1) de�niert ist,
wobei x0 und x1 die beiden vorhergehenden Iterierten sind (Abb.3.16).
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3.5. Bestimmung von Nullstellen

Abbildung 3.16.: Approximation der
Nullstelle von f durch die Nullstelle der
Sekantes.

f

s

x0x1x2 xx �

Die Gleichung f•ur die Sekante mit St•utzpunkten x0 und x1 lautet

s = f 1 +
f 1 � f 0

x1 � x0
(x � x1) (3.157)

F•ur die Nullstelle x2 der Sekante gilt dann mits(x2) = 0

0 = f 1 +
f 1 � f 0

x1 � x0
(x2 � x1) ) x2 = x1 � f 1

x1 � x0

f 1 � f 0
: (3.158)

Wenn man diese Methode systematisch fortsetzt, kommt man auf die Iteration
(Sekantenmethode)

xn+1 = xn � f n
xn � xn� 1

f n � f n� 1
; n = 1; 2; : : : : (3.159)

Die Sekantenmethode hat eine•ahnliche Struktur wie die Newton-Methode. Der Un-
terschied besteht darin, da� bei der Sekantenmethode die Ableitung diskret gebildet
wird, und zwar mit Hilfe der beiden vorhergehenden Iterationspunkte

f 0
n �

f n � f n� 1

xn � xn� 1
: (3.160)

Die Konvergenzrate der Sekanten-Methode ist im allgemeinen geringer als diejenige
der Newton-Methode. Man kann zeigen, da� im Limesxn ! x � die Konvergenz-
ordnung

�
1 +

p
5
�

=2 � 1:62 betr•agt, da� also gilt

jx � � xn+1 j � c jx � � xn j1:62 : (3.161)

Dieser Nachteil wird aber unter Umst•anden dadurch kompensiert, da� man f•ur
die Sekanten-Methode pro Iteration nureinen Funktionswert f berechnen mu�,
w•ahrend man bei der Newton-Iteration sowohlf als auchf 0 bestimmen mu�.

3.5.3. Bisektion und Regula Falsi

Die einfachste M•oglichkeit, eine Nullstelle zu bestimmen, besteht in der Halbierung
des Intervalls (Bisektion). Angenommen, in dem Intervall [a; b] mit f (a)f (b) < 0
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f (x)

s(x)

a bb0

x

x �

Abbildung 3.17.: Regula falsi: Die Null-
stelle von f (x) be�ndet sich im grauen
Teilintervall [ a; b0], welches durch die Null-
stelle b0der Sekantes(x) und f (a)f (b0) < 0
de�niert ist.

existiert nur eine Nullstelle von f (x), dann berechnet manf (x1) an der Stelle
x1 = ( a + b)=2. Die Nullstelle be�ndet sich dann in einem der beiden Teilintervalle

[a; x1]; falls f (a)f (x1) < 0;
[x1; b]; falls f (x1)f (b) < 0:

(3.162)

Diese Intervallhalbierung wird nun iteriert. Bei der Intervallhalbierung kann man
den Fehler mit Hilfe der urspr•unglichen Intervall•ange b � a absch•atzen. Nachm
Bisektionen betr•agt er

jx � � xm j �
b� a
2m

: (3.163)

Um den Fehler um 6 Zehnerpotenzen zu verringern (2m = 106), ben•otigt man daher
m = 6 log2(10) � 20 Iterationen. Die Konvergenz ist also sehr langsam.

Um eine Verbesserung der Konvergenzrate zu erreichen, kann man anstelle der
Intervallhalbierung die neue Intervallgrenzex1 auch mit Hilfe der Sekanten-Methode
(3.159) berechnen. Das resultierende Verfahren hei�t dannregula falsi(Abb. 3.17).

3.5.4. Fehler und Kondition

Numerisch kann man die Funktion, deren Nullstelle zu bestimmen ist, nur mit
endlicher Genauigkeit auswerten. Da die Funktionswerte in der N•ahe der Nullstelle
sehr klein werden, kann es sein, da� bei einer bestimmten Iterationder Bisektion das
Vorzeichen vonf falsch ist. Weitere Iterationen machen dann keinen Sinn mehr und
die Fehlerabsch•atzung (3.163) verliert ihre G•ultigkeit. Dieses Problem•au�ert sich
dann in einem irregul•aren Verhalten der Iteration. Dies tri�t auch f •ur die Newton-
Iteration und die Sekanten-Methode zu, denn auch bei diesen Verfahren mu� die
kleine Gr•o�e f in der N•ahe der Nullstelle berechnet werden.

Das Problem ist o�enbar umso gr•o�er, je 
acher die Funktion f durch die Null-
stelle geht. Am Beispiel einer linearen Funktion ist dieser Sachverhaltin Abb. 3.18
dargestellt. Ein anderes bekanntes Beispiel sind dien entarteten Nullstellenx j = 0
von xn = 0. Falls nun die rechte Seite nicht Null ist, sondern nur ein wenig davon
abweicht, erh•alt man

xn = �; (3.164)
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x

f

�

�

0

x0

Abbildung 3.18.: Ungenauigkeit der Nullstellenbestimmung bei schlechter Kondition: Bei
geringer Steigungf 0(x0) hat ein kleiner additiver Fehler � eine gro�e Auswirkung auf die
Verschiebung� der Nullstelle.

mit den L•osungen

x j = � 1=n exp
�

2� i
j
n

�
; j = 1; : : : n: (3.165)

Falls n = 10 und � = 10� 10 ist, dann sind die Wurzeln betragsm•a�ig gleich � 1=n =
(10� 10)1=10 = 10� 1. In diesem Fall hat eine•Anderung der Eingangsdaten um 10� 10

eine •Anderung der Ausgangsdaten von 10� 1 bewirkt. Der Fehler wurde demnach
um einen Faktor 109 verst•arkt!

Ganz allgemein bezeichnet man ein Problem, bei dem kleine Ungenauigkeiten in
den Eingangsdaten (Parametern) zu sehr gro�en Ungenauigkeiten der Ausgangs-
daten (L•osungen) f•uhrt, als schlecht konditioniert. Man sagt auch: dieKondition
eines Problemsist schlecht. Diesen Sachverhalt kann man noch pr•azisieren und
durch Zuweisung einerKonditionszahlquanti�zieren (siehe auch Kap.2.1.4).

3.5.5. Fixpunktiteration

Die Nullstelle einer Funktion f (x) wie (3.149) kann man auch mittelsFixpunktite-
ration �nden. Dazu addiert man x zu beiden Seiten der Gleichung

x = f (x) + x: (3.166)

Um zu einer Iteration zu kommen, wird die linke Seite bein + 1 und die rechte bei
n ausgewertet. So erh•alt man

xn+1 = g(xn ): (3.167)

In unserem Beispiel istg(x) = sin( x) � �x 2 + x. Die beiden Seiten der Gleichung
(3.166) sind in Abb. 3.19 dargestellt. An den Schnittpunkten beider Graphen gilt
xn = g(xn ) = x � . Sie hei�en Fixpunkte. F•ur die Fixpunkte gilt o�enbar f (x � ) = 0.
Damit sind die Fixpunkte identisch mit den Nullstellen vonf (x). Es gibt stabile
und instabile Fixpunkte. Ob ein Fixpunkt stabil oder instabil ist, h•angt davon ab,
ob die Iteration eines Startwertes in der N•ahe des Fixpunktes auf den Fixpunkt
konvergiert, oder ob sie sich von ihm entfernt. Der linke Fixpunkt in Abb. 3.19b
ist instabil, w•ahrend der rechte stabil ist. F•ur einen stabilen Fixpunkt mu� in einer
Umgebung des Fixpunktes geltenjg0(x)j < 1. Wenn wir nun ein Intervall x 2 [a; b]
betrachten, so gilt

H. C. Kuhlmann
Numerische Methoden der Ingenieurwissenschaften

61



3. Interpolation und Approximation

(a)
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g
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Abbildung 3.19.: (a) Die beiden Seitenx (schwarz) und g(x) (blau) aus (3.167) mit � =
0:01. (b) Zoom in das Gebiet der beiden linken Schnittpunkte (Fixpunkte) in (a). Die
roten Linien zeigen den Verlauf der Fixpunktiteration f •ur die Startwerte x0 = � 5 und
x0 = � 6:2.

Falls

1. 8x2 [a;b] g(x) 2 [a; b],

2. g(x) ist in [a; b] di�bar,

3. 9K< 1 8x2 [a;b] jg0(x)j � K < 1,

dann besitzt g(x) genau einenFixpunkt in [ a; b] und f•ur alle Anfangs-
werte x0 konvergiert die Iteration (3.167) gegen den Fixpunktx � , wobei

lim
n!1

xn+1 � x �

xn � x �
= g0(x � ): (3.168)

Um die Bedingung (3) zu erf•ullen,11 kann es unter Umst•anden n•otig sein, die
Funktion f (x) in (3.167) geeignet zu skalieren. Die schnellste Konvergenz erh•alt
man, wennjg0(x � )j ! 0 m•oglichst klein wird. Die instabilen Fixpunkte werden zu
stabilen Fixpunkten, wenn man das Vorzeichenf (x) ! � f (x) umkehrt und, falls
erforderlich, geeignet skaliert.

Die babylonische Methode die Wurzel aus einer beliebigen positiven reellen Zahl

11Die dritte Bedingung nennt man auch Lipschitz-Bedingungmit Lipschitz-Konstante K .
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a zu ziehen, bestand aus der Fixpunktiteration12

xn+1 =
1
2

�
a
xn

� xn

�
+ xn =

1
2

�
a
xn

+ xn

�
= g(xn ): (3.169)

Im Falle der Konvergenz f•ur n ! 1 gilt x � 2 = a. Wegeng0(x = x � =
p

a) = 0
gilt jg0(x)j � 1 in einer Umgebung vonx � =

p
a. Deshalb ist die Fixpunktiteration

stabil und konvergiert optimal.
Auch das Newton-Verfahren (3.153) kann als Fixpunktiteration aufgefa�t wer-

den, wenn man die Iterationsfunktiong(x) := x � f (x)=f 0(x) de�niert. Mit einer
Modi�kation der Fixpunktiteration ( Aitken- oder auchSte�ensen-Verfahren) kann
man die Konvergenz beschleunigen (sieheQuarteroni and Saleri, 2006).

3.5.6. Newton-Verfahren f •ur nichtlineare Gleichungssysteme

Wir wollen nun das Newton-Verfahren zu Bestimmung der Nullstelle einer nicht-
linearen Funktion f (x) auf nichtlineare Gleichungssysteme ausI Gleichungen in
Abh•angigkeit von I Unbekannten x i •ubertragen. Diese Art von Problemstellung
tritt h •au�g auf, wenn man z.B. station•are L•osungen (Gleichgewichtslagen) nichtli-
nearer dynamischer Systeme wie etwa (5.285) oder (5.351) sucht (siehe auch Abb.
3.12).

Die simultan zu l•osenden Gleichungen kann man in der Form schreiben

f i (x1; : : : ; xI ) = ~f (~x) = 0 ; i = 1; : : : ; I: (3.170)

Wir suchen nun den Vektor~x� = ( x �
1; : : : ; x�

I )T , so da� (3.170) erf•ullt ist. Die ge-
suchte Nullstelle ist also ein Punkt~x� im I -dimensionalen Raum.

Wie im eindimensionalen Fall sei~x(0) eine anf•angliche Approximation der Null-
stelle ~x� . Dann ergibt die Taylor-Entwicklung von ~f im I -dimensionalen Raum um
den Punkt ~x(0)

~f (~x) = ~f (~x(0) ) +
�
~x � ~x(0)

�
� r ~f (x(0) )

| {z }
:= ~p(~x)

+ Terme h•oherer Ordnung. (3.171)

Die Linearisierung der Vektorfunktion ~f um den Punkt ~x(0) lautet ~f = ~p. In zwei
Dimensionen (I = 2) wird dann jede Komponentef i (x1; x2) der Funktion ~f (x1; x2)
durch eine Ebenepi (x1; x2) approximiert, die im Punkt ~x(0) tangential zur jewei-
ligen Fl•ache f i (x1; x2) ist (Abb. 3.20). Entsprechend wird in I Dimensionen jede
Hyper
 •ache f i (x1; : : : ; xI ) durch je eine Hyperebene approximiert, die im Punkt
~x(0) tangential zur Hyper
 •achef i (x1; : : : ; xI ) ist.

12Aus x2 = a ergibt sich a=x � x = 0. Wenn man dies skaliert und x addiert, erh•alt man
1
2 (a=x � x) + x = x.
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p1(x1; x2)

p2(x1; x2)

0 x1

x2~x�

Abbildung 3.20.: Graphische Darstellung
der Bestimmung der Nullstelle ~x� in zwei
Dimensionen als Schnittpunkt zweier bili-
nearer Funktionenp1 und p2 mit der Ebene
p1 = p2 = 0.

Carl Gustav
Jacob Jacobi
1804{1851

Wenn wir nun in (3.171) ~p
�
~x(1)

�
= 0 setzen, erhalten wir

~f (0) +
�
~x(1) � ~x(0)

�
� r ~f (0) = 0: (3.172)

Mit der Identi�kation x(0) ! ~x(n) und x(1) ! ~x(n+1) ergibt sich
in Komponentenschreibweise

� f (n)
i =

�
x(n+1)

j � x(n)
j

�

| {z }
� ( n )

j

@f(n)
i

@xj
=

 
@f(n)

i

@xj

!

� (n)
j : (3.173)

Wenn wir die Jacobi-Matrix de�nieren

J(n) = J (n)
ij =

@fi
@xj

�
�
�
�
~x( n )

=

0

B
B
B
B
B
@

@f1
�
~x(n)

�

@x1
: : :

@f1
�
~x(n)

�

@xI
...

...
@fI

�
~x(n)

�

@x1
: : :

@fI
�
~x(n)

�

@xI

1

C
C
C
C
C
A

; (3.174)

k•onnen wir (3.173) auch kompakt vektoriell schreiben als

J(n) � ~� (n) = � ~f (n) : (3.175)

In der Praxis wird man diese Gleichung nie nach~x(n+1) au
 •osen, sondern mit dem
Korrekturvektor ~� (n) = ~x(n+1) � ~x(n) rechnen. Der Algorithmus lautet dann:

Newton-Algorithmus

ˆ Berechne~� (n) ausJ(n) � ~� (n) = � ~f (n) ,

ˆ Setze~x(n+1) = ~x(n) + ~� (n)

Im Fall der Konvergenz verschwinden sowohl die Korrektur~� = 0 als auch das
Residuum ~f = 0.

Hinsichtlich der Konvergenz des mehrdimensionalen Newton-Verfahrens kann
man den folgenden Satz beweisen: Ist~f (~x) in einer Umgebung der Nullstelle~x� ,
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d.h. ~f (~x� ) = 0, zweimal stetig di�erenzierbar und ist J = r ~f j~x� regul•ar, dann kon-
vergiert die Newton-Iteration (3.175) bzw. (3.173) gegen~x� , d.h. ~x(n) ! ~x� , falls
~x(0) gen•ugend nahe bei~x� liegt. Die Konvergenz ist quadratisch, d.h.,

k~x(n+1) � ~x� k2 � ck~x(n) � ~x� k2
2; (3.176)

wobei c eine Konstante ist. Hierbei ist wichtig, da� J regul•ar ist. Ansonsten geht
die quadratische Konvergenz verloren, obwohl die Iteration immernoch gegen einen
Grenzwert konvergieren kann. Die Bedingung, da�J regul•ar ist, entspricht im ein-
dimensionalen Fall der Bedingungf 0(x � ) 6= 0.

In der Praxis gen•ugen meist nur 1{4 Iterationen (vgl. Tab.3.1). Ein Nachteil der
Newton-Iteration besteht darin, da� alle I 2 Elemente der Jacobi-Matrix f•ur jede
Iteration neu berechnet werden m•ussen. Dies wird besonders dann teuer, wenn die
Jacobi-Matrix dicht besetzt ist. Nach dem Aufstellen der Jakobi-Matrix mu� man
au�erdem noch in jedem Schritt ein lineares Gleichungssystem l•osen.

Wenn man die Jacobi-Matrix nicht analytisch berechnen kann, mu� man sie nu-
merisch bestimmen. Eine Option besteht darin, die exakten Ableitungen durch �nite
Vorw•arts-Di�erenzen zu approximieren

J(~x) =
@fi (~x)

@xj
�

f i (~x + h~ej ) � f i (~x)
h

: (3.177)

Hierbei ist h eine kleine Schrittweite und~ej der Einheitsvektor in j -Richtung.
Eine weitere Modi�kation des Newton-Verfahrens besteht darin, die Jacobi-

Matrix nicht in jeden Iterationsschritt neu zu berechnen, sondern f•ur einige Schritte
mit derselben Jacobi-Matrix zu rechnen. Dies entspricht der sukzessiven Nullstel-
lenapproximation mit einer konstanten Steigung (vgl. Abb.3.14). Dieses Verfahren
verringert jedoch die Konvergenzrate.

Andere Modi�kationen des Newton-Verfahren sind sogenannteQuasi-Newton-
Verfahren der Form

~x(n+1) = ~x(n) � ! (n)H(n) � ~f (n) : (3.178)

Hierbei wurde die inverse Jacobi-Matrix
�
J(n)

� � 1
durch eine einfachere MatrixH(n)

und einen Schrittweitenfaktor! (n) ersetzt, so da� sie im Limes der Konvergenz mit
der inversen Jacobi-Matrix•ubereinstimmt (Ortega and Rheinboldt, 1970).

Wie f•ur das eindimensionale Newton-Verfahren ben•otigt man auch f•ur das mehr-
dimensionale Newton-Verfahren einen guten Anfangswert~x(0) . Liegt der Anfangs-
wert zu weit von ~x� entfernt, kann ein komplexes Verhalten auftreten. Die Abh•an-
gigkeit der gefundenen Nullstelle vom Anfangswert ist in Abb.3.21am Beispiel des
zweidimensionalen Systemsf (z) = z3 � 1 mit z = x + i y 2 C gezeigt. Aufgespalten
in Real- und Imagin•arteil gilt

f real = x3 � 3xy3 � 1 = 0; (3.179)

f imag = 3x2y � y3 = 0: (3.180)

Die Nullstellen ergeben sich sofort ausz3 = 1 als die drei Einheitswurzeln in der
komplexen Ebenez�

1 = e0, z�
2 = e2i�= 3 und z�

3 = e4i�= 3.
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(a) (b)

Abbildung 3.21.: Newton-Fraktal f •ur die Newton-Iteration der komplexen Funktion
p(z) = z3 � 1. Gezeigt ist die komplexe Ebene der Startwertez0. In (a) zeigt die Farbe
an, zu welcher der drei Nullstellen die Newton-Iteration konvergiert. Die Grenzen der
Attraktionsbereiche der einzelnen Nullstellen sind fraktal. In (b) ist die Farbe ist ein Ma�
f•ur die Anzahl der Iterationen, die erforderlich sind, um f•ur einen gegebenen Startwert
z0 eine bestimmte Genauigkeitkzn � z�

i k2 < � zu erreichen. Die Abbildungen wurden mit
dem Programm FRACTINT erstellt.

3.5.7. Verfolgung einer L •osung bei Parametervariation

In vielen F•allen h•angt die Funktion, deren Nullstelle man sucht, noch von minde-
stens einem unabh•angigen Parameter ab. In unserem Beispiel (3.149) ist dies der
Parameter � . Ein nicht-triviales Beispiel ist die Berechnung einer station•aren Str•o-
mung. Gesucht wird dann das Geschwindigkeitsfeld und seine Abh•angigkeit von
der Reynoldszahl� = Re. Die Komponenten des unbekannten Vektors~x bestehen
dann aus allen 3 Geschwindigkeitskomponenten an allen Knotenpunkten eines ge-
eigneten Rechengitters. Die Vektorfunktion~f (~x;Re), die sich aus derNavier-Stokes-
Gleichungdurch die Diskretisierung ergibt, lebt dann in einem sehr hochdimensio-
nalen Raum, der durch die Komponenten von~x aufgespannt wird. Die station•aren
L•osungen entsprechen dann den Nullstellen~f (~x� ; Re) = 0 im hochdimensionalen
Raum von ~x.

Nat •urliche Parameterfortsetzung

Sei eine L•osung~x� f•ur � = 1 bekannt. F•ur sie gilt ~f (~x� ; � = 1) = 0. Dann kann es
schwierig sein, mit diesem Startwert~x� (� = 1) die L•osung von ~f (~x� ; � = 103) = 0
f•ur einen anderen Parameter zu �nden, da sich durch die•Anderung des Parameters
� (z.B. der Reynoldszahl) die L•osung~x� (� = 103) zu weit vom urspr•unglichen Wert
~x� (� = 1) entfernt hat. In diesem Fall kann man� in mehreren hinreichend kleinen
Schritten � � erh•ohen und in jedem Schritt eine Newton-Iteration durchf•uhren,
wobei man als Startwert jeder Newton-Iteration die konvergente L•osung der jeweils
vorherigen Newton-Iteration verwendet. Mit dieser Strategie kann man die L•osung
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x �

�
� 0:1 � 0:05
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Abbildung 3.22.: Exakte Nullstellen x � (� ) des Problems (3.149) (schwarze Kurven) und
Resultat der Newton-Iteration bei nat •urlicher Parametervariation f •ur ansteigende Werte
von � beginnend bei� = 0 ( blaue Kreise).

~x� (� ) als Funktion des Parameters� verfolgen.
Diesenat•urliche Parameterfortsetzungfunktioniert, wenn sich die L•osung~x� (� )

kontinuierlich als Funktion von � entwickelt und keine Singularit•aten auftreten.
Es kann jedoch sein, da� sich die L•osungskurve~x� (� ) zur•uckbiegtund x � (� ) keine
eindeutige Funktion von� ist. Als Beispiel f•ur dieses Verhalten betrachten wir unser
eindimensionales Beispiel (3.149). Die L•osungx � (� ) als Funktion des Parameters
� ist in Abb. 3.22gezeigt.13 Wenn man nun einen L•osungsast verfolgt, indem man
� in kleinen Schritten erh•oht, wird die Newton-Iteration an dem Punkt, an dem
sich der L•osungsast zur•uckbiegt (kritischer Punkt), im g•unstigsten Fall auf eine
andere L•osung springen. Dieses Verhalten ist in Abb.3.22dargestellt. Hier springt
die L•osung bei Erh•ohung von� von dem nichttrivialen L•osungsast mitx � < 0 auf
den Ast x � = 0. Damit hat man aber den urspr•unglichen L•osungsast verloren.

Am kritischen Punkt wird bei einer Parametervariation ein Paar neuer L•osungen
kreiert oder vernichtet. Dies nennt man auchSattel-Knoten-Verzweigung. Die Situa-
tion ist noch einmal schematisch in Abb.3.23gezeigt. In solchen F•allen kann man
den urspr•unglichen L•osungsast mit der nat•urlichen Parameter-Fortsetzung nicht
weiter verfolgen und man mu� andere Methoden der Verfolgung verwenden.

Pseudo-Bogenl•angen-Fortsetzung

Eine bessere M•oglichkeit der Verfolgung von L•osungen ist diePseudo-Bogenl•angen-
Fortsetzung (pseudo-arclength continuation). Dieses Verfahren wurde zuerst von
Keller (1977) vorgeschlagen. Hierbei wird der Parameter� als zus•atzliche Variable

13Hier ist einfach � = sin ( x � ) =x� 2.
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(a)

x

� x

� �

� s

(X � ; � � ) �

(b)

�

x(� )

xc

� c

Abbildung 3.23.: Idee der Bogenl•angen-Fortsetzung: (a) Ausgehend von einer konvergier-
ten L•osung (X � ; � � ) (blauer Punkt) wird von der neuen Newton-Iteration verlangt, da�
der Abstand � s vom der alten konvergierten L•osung konstant bleibt. Dann verl•auft die
Iteration (angedeutet durch den roten Pfeil) von einer geeigneten ersten Sch•atzung (roter
Punkt) zur neuen L•osung gr•uner Punkt. Wenn die Schrittweite � s (rote Linie) hinrei-
chend klein ist, kann derblaue L•osungsast relativ glatt verfolgt werden. (b) L•osungx von
f (x; � ) = 0 als Funktion des Parameters� . Mit Hilfe der Pseudo-Bogenl•angen-Fortsetzung
kann man die L•osung auch•uber kritische Punkte (Sattel-Knoten-Verzweigungen, blaue
Punkte) hinaus verfolgen. Die roten Balken symbolisieren die Schritte mit konstanter
quasi-Bogenl•ange.

aufgefa�t. Im ( I + 1)-dimensionalen Raum (~x; � ) de�nieren dann die I Gleichungen
~f (~x; � ) = 0 eine eindimensionale Untermenge desRI +1 : die L•osungskurve~x� (� ).
Um einen Punkt auf dieser L•osungskurve festzulegen, der das Ziel der Newton-
Iteration sein soll, brauchen wir eine weitere Gleichung. Diese Gleichung besteht
in der Forderung, da� sich der iterierte Punkt (~x(n) ; � (n)) im (~x; � )-Raum in einem
fest vorgegebenen Abstand �s (Pseudo-Bogenl•ange) von dem vorherigen, iterierten
und konvergierten Punkt (~X � ; � � ) auf der L•osungskurve be�ndet (Abb.3.23). Dann
gilt f •ur die Werte von ~x(n) und � (n) die Einschr•ankung






 ~x � ~X �








2

2
+ ( � � � � )2 = (� s)2 : (3.181)

Wir fassen nun~x und � als die gesuchten Variablen auf und betrachten das erwei-
terte Nullstellenproblem im I + 1-dimensionalen Raum

~f (~x; � ) = 0 ; (3.182a)

g(~x; � ) := ( � � � � )2 +





 ~x � ~X �








2

2
� (� s)2 = 0: (3.182b)
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3.5. Bestimmung von Nullstellen

Abbildung 3.24.: Struktur der erweiterten Jacobi-
Matrix bei Verwendung der Pseudo-Bogenl•angen-
Fortsetzung.

i

j

@fi =@xj

@g=@xj

@fi
@�

@g
@�

Die Newton-Iteration f•ur dieses erweiterte System k•onnen wir dann formulieren als
(vgl. den Newton-Algorithmus auf Seite64)

0

B
B
B
@

@fi
@xj

@fi
@�

@g
@xj

@g
@�

1

C
C
C
A

(n)

| {z }
Jacobi-Matrix

�
�

x(n+1)
j � x(n)

j

� (n+1) � � (n)

�

| {z }
Korrektur

= �

0

B
B
@

f i

g

1

C
C
A

(n)

: (3.183)

Wenn wir die partiellen Ableitungen vong ausf•uhren (Summenkonvention)

@g
@xj

�
�
�
�

(n)

= 2 ( x i � X �
i )

@xi
@xj|{z}
= � i;j

�
�
�
�

(n)

= 2
�
x j � X �

j

� (n)
= 2

�
x(n)

j � X �
j

�
; (3.184a)

@g
@�

�
�
�
�

(n)

= 2 ( � � � � )(n) = 2
�
� (n) � � �

�
; (3.184b)

erhalten wir
2

4
@fi
@xj

@fi
@�

2
�
x j � X �

j

�
2 (� � � � )

3

5

(n)

�
�

x(n+1)
j � x(n)

j

� (n+1) � � (n)

�
= �

�
f i

g

� (n)

: (3.185)

Die Struktur der erweiterten Jacobi Matrix ist in Abb. 3.24illustriert. Beachte, da�
die reduzierte Jacobi-Matrix@fi =@xj am kritischen Punkt singul•ar wird. Dies liegt
daran, da� sich am kritischen Punkt � = � c bei Variation von � zwei Nullstellen
gegenseitig vernichten. Dies geschieht in unserem Beispiel bei� � 0:05 (Abb. 3.22).
Gleichung (3.185) mu� nun iteriert werden. Dazu ben•otigen wir m•oglichst gute
Startwerte.

Vorhersage-Schritt

Einen guten Startwert
�
~x(0) ; � (0)

�
(roter Punkt in Abb. 3.23a bzw.rote Quadrate in

Abb. 3.25) kann man erhalten, indem man von dem konvergenten Punkt (~X � ; � � )
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x

�

� 1

� 1

� 0:5

0

0

0:5

1

1

Abbildung 3.25.: Quasi-Bogenl•angen-Verfolgung mit � s = 0 :4 am Beispiel der Funktion
f (x; � ) = x2 + � 2 � 1. Die Nullstelle f (x; � ) = 0 ist als schwarzer Kreis dargestellt.
Die Anfangswerte einer jeden Newton-Iteration sind dieroten Punkte. Der Verlauf jeder
Newton Iteration ist als rote Linie gezeigt. Die konvergierten Nullstellen sind mit gr•unen
Punkten symbolisiert. Die erste Iterierte liegt schon innerhalb der Gr•o�e der gr•unen
Symbole. Als Abbruchkriterium wurde � = 10 � 10 gew•ahlt, was hier typischerweise 5
Newton-Iterationen erforderte.

auf dem L•osungsast~f (~x; � ) = 0 ausgeht (blauer Punkt in Abb. 3.23a bzw. gr•une
Quadrate in Abb. 3.25) und einen Schritt der L•ange � s tangential zum L•osungsast
~f (~x; � ) = 0 vorw•arts geht (rote Linie in Abb. 3.23a bzw.blaueLinien in Abb. 3.25).
Dazu mu� man im (I + 1)-dimensionalen Raum (I Variablen ~x und 1 Parameter� )
die tangentiale Richtung an die L•osungskurve~f = 0 im Punkte ( ~X � ; � � ) berechnen.
Sei der Tangentialvektor ~T =

�
~t; t (� )

� T
. Um seine Komponenten zu bestimmen,

beachten wir, da� die tangentiale Richtung dadurch gekennzeichnet ist, da� sich
~f in Richtung von ~T nicht •andert. Die •Anderungsrate irgendeiner Funktion in~T-
Richtung ist proportional zu ~T � ~r wobei ~r = ( r ; @� )T der Nabla-Operator im
(I + 1)-dimensionalen Raum ist.14

Daher fordern wir vom Tangentenvektor~T =
�
~t; t (� )

� T
im (I + 1)-dimensionalen

Raum

~T � ~r ~f = ~t � r ~f + t (� )@�
~f != 0: (3.186)

Dies sindI Bedingungen f•ur die I + 1 Komponenten von ~T. Der Tangentenvektor
ist durch (3.186) nicht eindeutig bestimmt, da sein Betrag noch frei ist. Deshalb
kann man zum BeispielT1 = 1 setzen und so (3.186) eindeutig l•osen. Da wir jedoch

14Wenn k~Tk2 = 1 auf eins normiert ist, dann ist die Richtungsableitung in ~T-Richtung gegeben
durch ~T � ~r .
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3.5. Bestimmung von Nullstellen

um die L•ange � s in ~T-Richtung gehen wollen, setzen wir durch die Normierung

~T �!
~T





 ~T








2

� s (3.187)

die L•ange von ~T auf � s fest. Wenn man ~T =
�
~t; t (� )

� T
auf diese Weise bestimmt

hat, wird die n•achste Newton-Iteration nach (3.185) mit dem Startwert

�
~x(0)

� (0)

�
=

�
~X �

� �

�
+

�
~t

t (� )

�
(3.188)

initialisiert.

Beispiel Als Beispiel betrachten wir

f (x; � ) = x2 + � 2 � 1: (3.189)

Die gesuchte L•osung vonf (x; � ) = 0 ist der schwarze Kreis in Abb.3.25. Ausgehend
von der bekannten L•osung (X � ; � � ) = (1 ; 0), einer Pseudo-Bogenl•ange � s = 0:4
und einer Anfangssch•atzung

�
x(0) ; � (0)

�
= (1 ; 0:4) (erster roter Punkt in Abb. 3.25)

wird nach (3.185) iteriert. Die Jacobi-Matrix aus (3.185) lautet dann

2

4
@fi
@xj

@fi
@�

2
�
x j � X �

j

�
2 (� � � � )

3

5

(n)

!
�

2x 2�
2 (x � X � ) 2 (� � � � )

� (n)

: (3.190)

Die Iteration wird als konvergent erachtet, wenn f•ur die Korrektur von x und � gilt�
x(n+1) � x(n)

� 2
+

�
� (n+1) � � (n)

� 2
� � 2 (erster gr•uner Punkt in Abb. 3.25). Damit

haben wir unsere neue Nullstelle (X � ; � � ) berechnet.
Nun ben•otigen wir einen neuen Vorhersage-Schritt. Daf•ur betrachten wir die

eindimensionale Version von (3.186)

t (x) @f
@x

�
�
�
�
X � ;� �

+ t (� ) @f
@�

�
�
�
�
X � ;� �

= 0: (3.191)

Wenn wir willk •urlich t (x) = 1 setzen, ergibt sich

t (� ) = �
�

@f=@x
@f=@�

�

X � ;� �

: (3.192)

Die L•ange des Tangentialvektors ist dann

N =





 ~T








2
=

q
(t (x))2 + ( t (� ))2 =

s

1 +
�

@f=@x
@f=@�

� 2

X � ;� �

: (3.193)
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Damit erhalten wir einen Tangentialvektor der L•ange � s mit den Komponenten

t (x) =
� s
N

; (3.194a)

t (� ) = �
�

@f=@x
@f=@�

�

X � ;� �

� s
N

(3.190)
= �

X �

� �

� s
N

: (3.194b)

In unserem Beispiel mu� man nocht (x) ! � sign (@f=@�) t (x) einf•ugen, damit die
L•osung wie in Abb.3.25im Uhrzeigersinn durchlaufen wird.

Man kann nun mit
�
x(0) ; � (0)

�
=

�
X � + t (x) ; � � + t (� )

�
(zweiter roter Punkt in

Abb. 3.25) die n•achste Newton-Iteration starten. Damit ist es m•oglich, die gesamte
L•osung (Kreis) zu verfolgen, obwohl die L•osung x � (� ) als Funktion von � nicht
eindeutig ist.

Man erkennt leicht, da� die Quasi-Bogenl•anges = n� s der wirklichen Bogenl•an-
ge der L•osungskurve umso n•aher kommt, desto geringer die Schrittweite �s gew•ahlt
wird.
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4. Numerische Integration

In vielen F•allen m•ochte man das bestimmte Integral

I (f ) =
Z b

a
f (x) dx (4.195)

n•aherungsweise bestimmen. Dies kann notwendig werden, wenn die Berechnung der
exakten L•osung zu aufwendig ist oder wenn die exakte L•osung nicht in geschlossener
Form dargestellt werden kann. Ein Beispiel ist

Z �

0
cos(4x) cos [3 sin(x)] dx = �

�
3
2

� 4 1X

i =0

(� 9=4)i

i !(i + 4)!
: (4.196)

Eine N•aherung des exakten Ergebnisses erh•alt man, wenn man die unendliche Reihe
bei i = n abbricht.

Bei der numerischen Integration sucht man typischerweise N•aherungen der Form

Z b

a
f (x) dx �

nX

i =0

ai f (x i ); (4.197)

Roger Cotes
1682{1716

wobein+1 St •utzpunkte x i 2 [a; b] innerhalb des abgeschlossenen
Intervalls verwendet werden undai zugeh•orige Gewichtskoe�zi-
enten sind. Damit hat man das kontinuierliche Problem (4.195)
in ein diskretes Problem (4.197) •uberf•uhrt (diskretisiert). Diese
Art der Approximation wird Quadratur genannt.

Zur Bestimmung der zux i geh•origen Koe�zienten ai wird die
Funktion f (x) unter dem Integral in (4.197) typischerweise durch
andere Funktionen p(x) ersetzt, die an den vorab gew•ahlten
St•utzstellen x i mit der Funktion f identisch sind [p(x i ) = f (x i )],
aber leicht integriert werden k•onnen. Die Koe�zienten ai erge-

ben sich dann aus Forderungen der Art
Rb

a f (x) dx �
Rb

a p(x) dx !=
P n

i =0 ai p(x i ) =P n
i =0 ai f (x i ) f •ur m•oglichst viele Funktionenp(x). F•ur p(x) werden oft Polynome

oder Exponentialfunktionen verwendet.

4.1. Newton-Cotes-Formeln

Die einfachste M•oglichkeit besteht darin,n + 1 = 1 zu w•ahlen und die Funktion f
durch eine Konstante zu ersetzen, die mit dem Funktionswert am linken Randf (a)
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•ubereinstimmt (man kann auchf (b) nehmen). Dann erh•alt man die Rechteck-Regel

Z b

a
f (x)dx �

Z b

a
f (a)dx = ( b� a)f (a): (4.198)

Als St•utzpunkt kann man auch einen Wert aus dem Innern des Intervalls ver-
wenden. Meist wird der Mittelpunkt (a + b)=2 genommen. Man gewinnt dann die
Mittelpunktsregel(mid-point rule)

Z b

a
f (x)dx �

Z b

a
f

�
a + b

2

�
dx = ( b� a)f

�
b+ a

2

�
: (4.199)

Ein besseres Ergebnis erh•alt man, wenn man zwei St•utzpunkte (n + 1 = 2) w •ahlt
und die Funktion durch eine lineare Funktion approximiert, die durch die beiden
Punkte f (a) und f (b) geht. Dies f•uhrt auf die Trapez-Regel

Z b

a
f (x)dx �

Z b

a

�
f (a) +

f (b) � f (a)
b� a

(x � a)
�

dx = ( b� a)
f (a) + f (b)

2
: (4.200)

Hierbei wird das Integral durch eine Fl•ache in Trapez-Form ersetzt.

Thomas Simpson
1710{1761

Als weitere Verbesserung ist es naheliegend, ein interpolierendes
Polynom zweiten Grades zu verwenden, das mit denn + 1 = 3
St•utzpunkten a, bund dem Mittelpunkt ( a+ b)=2 mit den Funk-
tionswerten vonf •ubereinstimmt. Man �ndet dann die Simpson-
Regel1

Z b

a
f (x) dx �

(b� a)
6

�
f (a) + 4 f

�
a + b

2

�
+ f (b)

�
: (4.201)

Die genannten Approximationen sind in Abb.4.1 graphisch dar-
gestellt.

Man kann nun so weitermachen und das Intervall [a; b] in n Teilintervalle unter-
teilen. Inklusive a und b hat man dann n + 1 St •utzpunkte x i . Eine M•oglichkeit,
die n + 1 unbekannten Koe�zienten ai in der Quadratur-Formel zu bestimmen,
besteht darin, zu verlangen, da� die N•aherung (4.197) exakt erf•ullt ist, wenn die
zu integrierende Funktion f (x) ein beliebiges Polynom vom maximalen Graden
ist. Am einfachsten w•ahlt man einfache Polynomef = x j mit j = 0; : : : ; n. Dann
lauten die n + 1 Bedingungen f•ur die Koe�zienten ai zu den St•utzstellen x i

Z b

a
x j dx =

bj +1 � aj +1

j + 1
!=

nX

i =0

ai x
j
i ; j = 0; 1; : : : ; n: (4.202)

1Thomas Simpson (1710{1761): Englischer Mathematiker. Neben der nach ihm benannten Qua-
draturformel gehen die heutzutage•ublichen Bezeichnungen Sinus, Cosinus, Tangens und Co-
tangens auf ihn zur•uck sowie auch die di�erentielle Form des Newton-Verfahrens.
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4.1. Newton-Cotes-Formeln

(a) Rechteck-Regel

x

f

a b

�
Rb

a f (x) dx

(b) Mittelpunktsregel

x

f

a b(a + b)=2

�
Rb

a f (x) dx

(c) Trapez-Regel

x

f

a b

�
Rb

a f (x) dx

(d) Simpson-Regel

x

f

a b(a + b)=2

�
Rb

a f (x) dx

Abbildung 4.1.: Approximation des bestimmten Integrals durch Approximati on des In-
tegranden mittels verschiedener Interpolationen. Die quadratische Interpolation in (d) ist
nur schematisch gezeigt.

Diesen + 1 Bedingungen f•uhren auf das lineare Problem

0

B
B
B
@

1 1 1 : : : 1
x0 x1 x2 xn
...

...
xn

0 xn
1 xn

2 : : : xn
n

1

C
C
C
A

�

0

B
B
B
@

a0

a1
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1

C
C
C
A

=

0

B
B
B
@

b� a
(b2 � a2)=2

...
(bn+1 � an+1 )=(n + 1)

1

C
C
C
A

; (4.203)

wobei die Matrix die schon bekannte Vandermondesche Gestalt (3.90) (transpo-
niert) hat. Sie ist regul•ar, wenn die Punktex i paarweise verschieden sind. Wenn
man die Punkte x i dar•uber hinaus auch noch•aquidistant w•ahlt, nennt man die
resultierende Formel (4.197) Newton-Cotes-Formel.

Eine alternative M•oglichkeit, die Koe�zienten ai zu bestimmen (in Analogie zu
den oben beschriebenen Trapez- und Simpson-Regeln), besteht darin, f (x) durch
die Lagrange-Interpolation (3.95) der n Punkte [x i ; f (x i )] zu approximieren

f (x) � p(x) =
nX

i =0

f (x i ) L (n)
i (x); (4.204)
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mit den Lagrange-Polynomen vom Graden

L (n)
i (x) =

nY

k=0
k6= i

x � xk

x i � xk
; i = 0; 1; : : : ; n: (4.205)

Das Integral wird dann approximiert als

Z b

a
f (x) dx �

Z b

a
p(x) dx =

Z b

a

nX

i =0

f (x i ) L (n)
i (x) dx =

nX

i =0

f (x i )
Z b

a
L (n)

i (x) dx
| {z }

ai

:

(4.206)
Hieran kann man die Gewichteai direkt ablesen. Sie sind identisch mit denjenigen
aus (4.203), denn die Polynom-Interpolation ist eindeutig.

Als Beispiel betrachten wirn = 1 mit x0 = a und x1 = b und den zugeh•origen
Funktionswerten f 0 = f (a) und f 1 = f (b). Die beiden Lagrangeschen Polynome
sind

L (1)
0 =

x � b
a � b

und L (1)
1 =

x � a
b� a

: (4.207)

Damit erhalten wir die Approximation von f (x)

p(x) = L (1)
0 (x)f 0 + L (1)

1 (x)f 1: (4.208)

F•ur die Gewichte der Quadraturformel erh•alt man dann nach (4.206)

a0 =
Z b

a
L (1)

0 (x) dx =
Z b

a

x � b
a � b

dx =
�

1
2

(x � b)2

a � b

� b

a

=
b� a

2
: (4.209)

Analog erh•alt man a1 = a0 = ( b� a)=2. Dies liefert genau die Trapezregel (4.200).

4.2. Summierte Formeln

An Abb. 4.1 ist ersichtlich, da� die Newton-Cotes-Formeln f•ur Polynome niedriger
Ordnung sehr fehlerbehaftet sein k•onnen. Daher k•onnte man versuchen, bessere Ap-
proximationen zu erhalten, indem man den Grad der Polynome sukzessive erh•oht.
Dieses Verfahren ist aber nicht praktikabel, da die Vandermonde-Matrix schlecht
konditioniert ist. Ab der Ordnung n � 8 k•onnen auch negative Koe�zientenai

auftreten, was zu Ausl•oschungse�ekten f•uhren kann (siehe Kap.1.2). Au�erdem
ist nicht sichergestellt, da� die Folge der Approximationen f•ur n ! 1 tats•achlich
gegen das gesuchte Integral konvergiert.2

Aus diesem Grund ist es meist wesentlich besser, das Intervall [a; b], •uber welches
integriert wird, in viele Teilintervalle [x i � 1; x i ] mit x0 = a und xn = b zu zerlegen

2Siehe die Problematik der Punkteverteilung innerhalb des Intervalls bei der Lagrange-
Interpolation; Kap. 3.2.1.
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und die Polynom-Approximation st•uckweise zu verwenden, wobei die Ordnung der
Polynome relativ niedrig sein kann. Dazu schreibt man

Z b

a
f (x) dx =

nX

i =1

Z x i

x i � 1

f (x) dx: (4.210)

Wenn man nun die Integrale•uber die Teilintervalle mittels Rechteck-Regel appro-
ximiert, erh•alt man die summierte Rechteck-Regel(SR)

I SR(f ) =
nX

i =1

hi f (x i � 1); (4.211a)

wobeihi = x i � x i � 1 die L•ange desi -ten Teilintervalls bezeichnet. In analoger Weise
erh•alt man die summierten Mittelpunkts- (SM), Trapez- (ST) und Simpson-Regeln
(SS)

I SM(f ) =
nX

i =1

hi f
�

x i � 1 + x i

2

�
; (4.211b)

I ST(f ) =
nX

i =1

hi

2
[f (x i � 1) + f (x i )] ; (4.211c)

I SS(f ) =
nX

i =1

hi

6

�
f (x i � 1) + 4 f

�
x i � 1 + x i

2

�
+ f (x i )

�
: (4.211d)

Bei diesen Approximationen wurde der Integrand durch st•uckweise konstante
(SR,SM), lineare (ST) oder quadratische Polynome (SS) approximiert.

4.3. Fehlerbetrachtungen

Bei der Approximation der Integrale treten zwei Fehlerquellen auf. Einerseits ist
dies der Fehler, den man bei der Approximation der Funktion durch ein Polynom
macht (Diskretisierungsfehler). Hinzu kommt andererseits der Rundungsfehler, der
durch die diskrete Darstellung der Zahlen und die diskreten Rechenoperationen
entsteht.

4.3.1. Diskretisierungsfehler

Der Diskretisierungsfehlerlautet

E =
Z b

a
[f (x) � p(x)] dx: (4.212)

Diesen Fehler k•onnen wir mit Hilfe des Fehlers der Polynom-Interpolation von Gra-
de n (3.106) schreiben als

E =
1

(n + 1)!

Z b

a
(x � x0) : : : (x � xn ) f (n+1) [z(x)] dx; (4.213)
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wobei x0; : : : ; xn die Interpolationspunkte sind undz(x) 2 [a; b] eine vonx abh•an-
gige Zwischenstelle ist.

F•ur die Rechteck-Regel (R) (n = 0) k •onnen wir den Diskretisierungsfehler be-
tragsm•a�ig absch•atzen (das Approximationspolynom ist hier vom Grade Null)

jER j =

�
�
�
�

Z b

a
(x � a)f 0[z(x)] dx

�
�
�
� � max

z
jf 0(z)j

| {z }
M 1

Z b

a
jx � aj dx =

M1

2
(b� a)2 :

(4.214)
F•ur die Mittelpunktsregel (M) erh•alt man mit x0 = ( a + b)=2

jEM j =

�
�
�
�

Z b

a

�
x �

a + b
2

�
f 0[z(x)] dx

�
�
�
� � M1

Z b

a

�
�
�
�x �

a + b
2

�
�
�
� dx =

M1

4
(b� a)2 ;

(4.215)
•ahnlich wie f•ur die Rechteck-Regel. Bei der Mittelpunktsregel ist diese Absch•atzung
allerdings zu grob. Denn man kann den Diskretisierungsfehler zuM2 (b� a)3 =24
absch•atzen.3

F•ur die Trapez-Regel (T) sind die Interpolationspunktex = a und x = b und wir
erhalten die Absch•atzung (das Approximationspolynom ist hier vom Grade 1)

jET j =
1
2

�
�
�
�

Z b

a
(x � a)(x � b)f 00[z(x)] dx

�
�
�
� � M2

Z b

a
j(x � a)(x � b)j dx =

M2

12
(b� a)3 ;

(4.216)
wobei M2 = max z jf 00(z)j (f •ur den Integranden gilt (x � a)(x � b) � 0).

3Eine bessere Absch•atzung des Fehlers der Mittelpunktsregel erh•alt man, wenn man den Inte-
grandenf (x) � p(x) im Fehler (4.212) in eine Taylor-Reihe um den Mittelpunkt xm = ( a+ b)=2
des Intervalls entwickelt. Mit p(x) = f (xm ) = const. erhalten wir

� p(x) + f (x) = � f (xm ) + f (xm )
| {z }

+( x � xm )f 0(xm ) +
1
2

(x � xm )2f 00(xm ) + : : :

Damit erhalten wir den Betrag des Diskretisierungsfehlers

jEM j =

�
�
�
�
�

Z b

a

�
(x � xm )f 0(xm ) +

1
2

(x � xm )2f 00(xm ) + : : :
�

dx

�
�
�
�
�

�

�
�
�
�
�

Z b

a
(x � xm )f 0(xm ) dx

�
�
�
�
�

+
1
2

�
�
�
�
�

Z b

a
(x � xm )2f 00(xm ) dx

�
�
�
�
�

+ : : :

� j f 0(xm )j

�
�
�
�
�

Z b

a
(x � xm ) dx

| {z }
=0

�
�
�
�
�
+

1
2

jf 00(xm )j
| {z }

� M 2

Z b

a
(x � xm )2 dx + : : :

�
M 2

24
(b� a)3 + : : : :

Die durch : : : angedeuteten Terme sind f•ur b � a � 1 zu vernachl•assigen. Der Fehler ist also
geringer (h•ohere Potenz von (b � a)) als derjenige, den man durch die einfache Absch•atzung
(4.215) erh•alt.
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F•ur die Simpson-Regel erh•alt man in •ahnlicher Weise die Fehlerabsch•atzung

jESj �
M4

2880
(b� a)5 ; (4.217)

wobei M4 eine obere Schranke f•ur den Betrag der vierten Ableitung ist.
Bei all diesen Absch•atzungen geht eine Potenz der Intervall•ange (b � a)k ein.

Wenn b� a = O(1) gro� ist, wird auch der Fehler gro� sein. Wenn aberb� a � 1
klein ist gegen•uber 1, dann wird der Fehler umso kleiner, je h•oher die Potenzk
ist. Dies ist der Fall bei den summierten Formeln, f•ur welche ja eine sehr feine
Intervallunterteilung angestrebt wird. Jedoch addieren sich bei der Summenbildung
auch die Fehler, so da� wir f•ur die summierte Rechteck-Regel beispielsweise den
Fehler

jESRj �
M1

2

nX

i =1

h2
i (4.218)

erhalten, wobeihi = x i � x i � 1 die i -te Intervall •ange ist. Hierbei haben wirM1 •uber
das gesamte Intervall [a; b] maximiert, obwohl es eine g•unstigere Absch•atzung g•abe,
wenn wir die Absch•atzung intervallweise durchgef•uhrt h•atten. F•ur die Fehlerord-
nung spielt dies aber keine Rolle.

Im wichtigen Spezialfall einer homogenen Unterteilunghi = h = ( b � a)=n des
Gesamtintervalls erhalten wir

jESRj �
M1

2
(b� a)h = O (h) : (4.219a)

Der Fehler der summierten Rechteck-Regel ist also von erster Ordnung in h. Man
sagt auch: DieFehlerordnungist O(h1). Dies bedeutet, da� der Fehler bei einer Ver-
ringerung der L•angeh der Teilintervalle linear mit h kleiner wird. F•ur •aquidistante
Intervallunterteilungen erh•alt man in analoger Weise die Fehler der summierten
Mittelpunkts-, Trapez- und Simpson-Regeln zu

jESM j �
M2

24
(b� a)h2 = O

�
h2

�
; (4.219b)

jEST j �
M2

12
(b� a)h2 = O

�
h2

�
; (4.219c)

jESSj �
M4

2880
(b� a)h4 = O

�
h4

�
: (4.219d)

Die Simpson-Formel ist noch relativ einfach, aber trotzdem schon von vierter Ord-
nung. Daher wird sie h•au�g verwendet.

Die Konstanz der Sub-Intervall•ange h stellt eine gewisse Einschr•ankung dar.
Denn es gibt Integranden, die in einem Gebiet stark variieren und in anderen Ge-
bieten nur langsam mitx variieren. Dann kann es sinnvoll sein, die Intervall•ange
adaptiv zu w•ahlen. Eine m•ogliche Strategie besteht darin, die Intervall•angeh zu
halbieren und das Integral•uber h mit der Summe der beiden Integrale•uber die Teil-
intervalle mit jeweils h=2 zu vergleichen. Falls der Unterschied kleiner ist als der
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tolerierte Fehler, dann werden die beiden Intervalle nicht weiter verfeinert. Andern-
falls werden die Intervalle der L•angeh=2 wieder halbiert, jeweils auf die L•angeh=4.
Dieser Proze� wird fortgesetzt, bis man•uberall die gew•unschte lokale Genauigkeit
erreicht hat.

4.3.2. Rundungsfehler

Falls wir eine exakte Zahlendarstellung h•atten, k•onnten wir ein Integral beliebig
genau berechnen. Die Computer-Arithmetik stellt die Zahlen jedochmit einer end-
lichen Genauigkeit dar. Wenn wir den Rundungsfehler vonf (x i ) mit � i bezeichnen
und den Fehler der kombinierten numerischen Addition und Multiplikation mit � i ,
dann gilt zum Beispiel f•ur die summierte Trapez-Regel (4.211c)

I num
ST =

nX

i =1

�
h
2

[f (x i � 1) + � i � 1 + f (x i ) + � i ] + � i

�
: (4.220)

F•ur h ! 0 strebt der Diskretisierungsfehler gegen Null (EST � h2), aber der sum-
mierte Rundungsfehler durch� i und � i steigt an. Wenn wir die Summen separat
nehmen, k•onnen wir schreiben

I num
ST =

nX

i =1

h
2

[f (x i � 1) + f (x i )]

| {z }
I ST

+
nX

i =1

h
2

(� i � 1 + � i ) +
nX

i =1

� i

| {z }
E

: (4.221)

Damit k•onnen wir den Betrag des FehlersjE j folgenderma�en absch•atzen (ung•un-
stigster Fall)

jE j = jI num
ST � I ST j �

nX

i =1

h maxj� i j +
nX

i =1

maxj� i j : (4.222)

Mit h = ( b� a)=n ist dann

jE j � (b� a) max j� i j| {z }
beschr•ankt

+

nz }| {
b� a

h
maxj� i j

| {z }
!1

f•ur h! 0

: (4.223)

Der Fehler, der von den diskreten Operationen (Multiplikation und Addition) her-
r•uhrt, kann f•ur h ! 0 im ung•unstigsten Fall � h� 1 akkumulieren. Daher mu� der
gesamte Fehler (Diskretisierungsfehler und Rundungsfehler) wie inAbb. 4.2 sche-
matisch dargestellt vonh abh•angen. Das Minimum des Fehlers liegt meist bei sehr
viel kleineren Werten vonh, als sie in der Praxis verwendet werden.4

4Squire and Trapp (1998) beschreiben eine Methode zur Approximation von Ableitungen einer
reellen Funktion mit Hilfe komplexer Variablen, wodurch die fatale Ausl•oschung (subtraktiver
Ausl•oschungsfehler) vermieden wird.
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Abbildung 4.2.: Qualitatives Verhalten
des gesamten Fehlerbetrags jE j (Dis-
kretisierungsfehler und Rundungsfehler)
als Funktion der Intervall •ange h. Bei
der summierten Trapezregel hat man
einen Fehler � h2, der f•ur h ! 0 in ein
Verhalten � h� 1 •ubergeht. hh0

jE j Rundungsfehler� h� 1

Diskretisierungsfehler � h2

0

4.4. Romberg-Verfahren

Mit Hilfe des Romberg-Verfahrenslassen sich Integrale genauer berechnen als mit
den Newton-Cotes-Formeln. Die Idee besteht darin, das Intervall sukzessive•aqui-
distant zu verfeinern und dabei nicht nur das Ergebnis auf dem feinsten Gitter zu
verwenden sondern auch noch zus•atzliche Informationen aus den Ergebnissen, die
man auf den gr•oberen Gittern erhalten hat. Die Nutzung dieser Zusatzinformation
beruht auf der Richardson-Extrapolation.

Lewis Fry
Richardson
1881{1953

Wir nehmen an, da� wir das gesuchte Integral auf einem gro-
ben Gitter der Weite H und auf einem feinen Gitter der Weiteh
berechnet haben. Weiter sei der Fehler der verwendeten Appro-
ximation in beiden F•allen von m-ter Ordnung. Dann gilt

grob: I (f ) = I H + cH H m ; (4.224a)

fein: I (f ) = I h + chhm : (4.224b)

Diese Gleichungen enthalten die drei UnbekanntenI , cH und ch.
Die beiden Koe�zienten cH und ch sind verschieden, aber fast
identisch. Wenn wir nun n•aherungsweisec := ch � cH annehmen,
dann k•onnen wir (4.224) l•osen undc sowieI (f ) berechnen. Durch

Bilden der Di�erenz erhalten wir

0 � I H � I h + c(H m � hm ) ; (4.225)

woraus

c �
I h � I H

H m � hm
(4.226)

folgt. Eingesetzt erhalten wir so

I (f ) � I h +
I h � I H

H m � hm
hm = I h +

I h � I H

(H=h)m � 1
: (4.227)

Dies nennt manRichardson-Extrapolation. Die Relation gilt nat•urlich nicht exakt,
weil nur n•aherungsweise giltcH � ch. Aber man kann erwarten, da� (4.227) ein
besseres Ergebnis liefert alsI h allein.
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I (1) I (2) I (3) I (4)

n = 1

n = 2

n = 4

n = 8

k = 1 k = 2 k = 3k = 0

I (1)
1

I (1)
2

I (1)
4

I (1)
8

I (2)
2

I (2)
4

I (2)
8

I (3)
4

I (3)
8

I (4)
8

Abbildung 4.3.: Schematische Darstel-
lung des Romberg-Verfahrens.

Als Beispiel betrachten wir nun die Trapezregel und berechnen die Richardson-
Extrapolation basierend auf den beiden Intervallteilungen

h =
b� a

n
und H = 2h =

b� a
n=2

: (4.228)

Der Fehler der summierten Trapezregel ist nach (4.219c) von zweiter Ordnungm =
2. Aus (4.227) folgt dann

I (f ) � I h +
I h � I H

(H=h)2 � 1
= I n +

I n � I n=2

22 � 1
: (4.229)

Im letzten Schritt haben wir die Anzahl der Intervalle (n bzw. n=2), welche zur
Berechnung der Integrale verwendet werden, als Index verwendet. Da das Ergebnis
nur eine verbesserte Approximation ist, schreiben wir die Richardson-Extrapolation
als

I (2)
n := I (1)

n +
I (1)

n � I (1)
n=2

22 � 1
: (4.230)

Der hochgestellte Index in Klammern kennzeichnet die Ausgangsn•aherung (1) und
die erste Richardson-Extrapolation (2).

Werner Romberg
1909{2003

Man kann diese erste Richardson-Extrapolation nun f•ur ver-
schiedene Au
•osungen (Anzahl von Intervallen bei der Auftei-
lung des Integrationsgebiets [a; b]) berechnen, die sich jeweils um
einen Faktor 2 unterscheiden. Die benachbarten Paare der An-
zahl von Intervallen sind (1; 2), (2; 4), (4; 8), und so weiter. Dies
ist in Abb. 4.3 skizziert. Aus den beiden Integralen eines jeden
Paares erh•alt man je eine Richardson-Extrapolation. Diese ver-
besserten N•aherungen bezeichnen wir mitI (2)

n . Jetzt kann man
einen Schritt weiter gehen und aus den ersten Extrapolationen
I (2)

n wiederum in der gleichen Art den Fehler eliminieren. Wenn
man dies systematisiert, erh•alt man dasRomberg-Verfahren.

Um das Romberg-Verfahren durchzuf•uhren, ben•otigen wir aber zun•achst die Feh-
lerordnung der N•aherungenI (2) ! Um sie zu erhalten, betrachten wir zun•achst nur
ein Intervall der L•angeH mit den beiden Teilintervallen der L•angeh = H=2 (Abb.
4.4) am Beispiel der Trapez-Regel. Nach (4.200) gilt dann
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Abbildung 4.4.: Zur Berechnung des Fehlers
der Richardson-Extrapolierten bei Verwendung
der Trapezregel.

x

f

hh

H

f 1

f 0
f 2

H : I (1)
n=2 =

H
2

(f 1 + f 2); (4.231a)

h =
H
2

: I (1)
n =

h
2

(f 1 + f 0) +
h
2

(f 0 + f 2) =
H
4

(f 1 + 2f 0 + f 2): (4.231b)

Eingesetzt in (4.230) erhalten wir die Richardson-Extrapolation

I (2)
n =

H
4

(f 1 + 2f 0 + f 2) +
H
4 (f 1 + 2f 0 + f 2) � H

2 (f 1 + f 2)
3

=
H
4

�
f 1 + 2f 0 + f 2 +

(f 1 + 2f 0 + f 2) � 2(f 1 + f 2)
3

�

=
H
4

�
2f 1

3
+

8f 0

3
+

2f 2

3

�
=

H
6

(f 1 + 4f 0 + f 2) : (4.232)

Dies ist gerade die Simpson-Formel (4.201) und deren Fehler ist, wie wir in (4.217)
gesehen hatten, von f•unfter Ordnung. Wir ben•otigen hier aber die summierte Formel
und diese ist nach (4.219c) von vierter Ordnung. Damit gilt f •ur den Fehler

E (2)
n = Mh 4 �

�
1
n

� 4

: (4.233)

In Analogie zu (4.230) w•urde dann die zweite Richardson-Extrapolation (nun mit
m = 4) lauten

I (3)
n = I (2)

n +
I (2)

n � I (2)
n=2

24 � 1
: (4.234)

Dieses Verfahren f•uhrt man nun bis zu einer maximalen Anzahl von Intervallteilun-
gen fort. Dabei nutzt man aus, da� f•ur den Fehler in der (k � 1)-ten Richardson-
Extrapolation gilt (ohne Beweis)

E (k)
n �

�
1
n

� 2k

: (4.235)

Die Fehlerordnung (der Exponent) erh•oht sich also bei jedem Schritt um 2, was zu
einer rapiden Konvergenz f•uhrt. In Verallgemeinerung des Resultats lautet dann
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die k-te Richardson-Extrapolation

I (k+1)
n = I (k)

n +
I (k)

n � I (k)
n=2

22k � 1
: (4.236)

In Abb. 4.3 ist dies bis zur dritten Ordnung (k = 3) dargestellt.
Als Beispiel betrachten wir die Romberg-Integration vonx4 auf [0; 1]. Die exakte

L•osung lautet

I (f ) =
Z 1

0
x4 dx =

�
x5

5

� 1

0

= 0:2: (4.237)

Wir werden die Integration bis n = 4 bzw. k = 2 durchf•uhren. Mit Hilfe der
Trapezregel (4.200) verscha�en wir uns zun•achst die Ausgangsintegrale

I (1)
1 =

1
2

[f (0) + f (1)] = 0 :5; (4.238a)

I (1)
2 =

1
4

[f (0) + 2 f (0:5) + f (1)] =
1
4

�
0 + 2 � 0:54 + 1

�
= 0:28125; (4.238b)

I (1)
4 =

1
8

[f (0) + 2 f (0:25) + 2f (0:5) + 2f (0:75) + f (1)]

=
1
8

�
0 + 2 � 0:254 + 2 � 0:54 + 2 � 0:754 + 1

�
= 0:220703125 (4.238c)

Die erste Richardson-Extrapolation liefert dann

I (2)
2 = 0:28125 +

0:28125� 0:5
3

= 0:208333333; (4.239a)

I (2)
4 = 0:220703125 +

0:220703125� 0:28125
3

= 0:200520833: (4.239b)

Die zweite Richardson-Extrapolation ergibt

I (3)
4 = 0:200520833 +

0:200520833� 0:208333333
24 � 1

= 0:200000000: (4.240)

Dieses Ergebnis stimmt in mindestens 9 Dezimalstellen mit dem exakten Ergebnis
•uberein.

4.5. Gau�-Quadratur

Bei den Quadraturen nach Newton-Cotes sind wir von fest vorgegebene St•utzstel-
len x i ausgegangen. Das Problem bestand darin, dien + 1 Gewichtsfaktoren ai in
(4.197) geeignet zu bestimmen. Sie wurden so festgelegt, da� Polynome biszum
H•ochstgraden exakt integriert werden. Dies f•uhrte auf ein lineares System zur
Bestimmung der Koe�zienten ai .
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Hier betrachten wir wieder eine Approximation des Integrals in der Form5

I G(f ) =
nX

i =1

ai f (x i ) : (4.241)

Johann Carl
Friedrich Gau�
1777{1855

Die Idee derGau�-Quadratur ist es, neben denn Gewichten ai

auch dien St•utzstellen x i als Unbekannte aufzufassen und die-
se so zu bestimmen, da� das resultierende Ergebnis m•oglichst
genau ist. Damit hat man doppelt so viele freie Parameter (2n)
wie beim Newton-Cotes-Ansatz.•Ahnlich wie in (4.202) kann man
nun x i und ai so w•ahlen, da� Polynome bis zum Grade 2n� 1 ex-
akt integriert werden. Daher wird eine wesentlich h•ohere Genau-
igkeit erwartet. Allgemein bezeichnet man alle Integrationsfor-
meln, bei denen sowohl alle Gewichte wie auch alle St•utzstellen
variiert werden, alsGau�-Quadratur .

Um die Gau�-Methode zu nutzen, ist es sinnvoll, das Integra-
tionsintervall x 2 [a; b] mit Hilfe von

x =
b+ a

2
+

b� a
2

� (4.242)

auf das Intervall � 2 [� 1; 1] abzubilden. Dies ist keine Einschr•ankung, denn mit
dx = ( b� a)d�=2 gilt

Z b

a
f (x) dx =

b� a
2

Z 1

� 1
f [x(� )] d�: (4.243)

4.5.1. 2-Punkt-Gau�-Quadratur

Bevor wir uns dem allgemeinen Fall zuwenden, betrachten wirn = 2. Die 2-Punkt-
N•aherung (4.241) des Integrals lautet

I 2(f ) = a1f (x1) + a2f (x2): (4.244)

Mit dieser Formel sollten wir Polynome bis zur Ordnung (2n � 1) exakt integrieren
k•onnen. F•ur n = 2 hat das allgemeine Polynom die Form

f (x) = c1 + c2x + c3x2 + c4x3; (4.245)

mit beliebigen Koe�zienten ci . Das exakte Integral•uber [� 1; 1] lautet einerseits

I (f ) =
Z 1

� 1
f (x) dx =

h
c1x +

c3

3
x3

i 1

� 1
= 2c1 +

2
3

c3: (4.246)

5Die Summe beginnt hier bei 1 und nicht bei 0 wie in (4.197).
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Wenn wir andererseitsf mittels der Quadraturformel (4.244) integrieren, erhalten
wir formal

c1I 2(1) + c2I 2(x) + c3I 2(x2) + c4I 2(x3)
| {z }

Approximation

!= 2c1 +
2
3

c3

| {z }
exakt

: (4.247)

Hierbei haben wir gefordertI 2(f ) = I (f )! Die Quadraturformeln f•ur die einzelnen
Potenzfunktionen lauten

I 2(1) = a1 + a2; (4.248a)

I 2(x) = a1x1 + a2x2; (4.248b)

I 2(x2) = a1x2
1 + a2x2

2; (4.248c)

I 2(x3) = a1x3
1 + a2x3

2: (4.248d)

Ein Koe�zientenvergleich in ( 4.247) (die Koe�zienten ci sind beliebig) ergibt damit
dasnichtlineare Gleichungssystem f•ur die Unbekanntena1, a2, x1 und x2

a1 + a2 = 2; (4.249a)

a1x1 + a2x2 = 0; (4.249b)

a1x2
1 + a2x2

2 =
2
3

; (4.249c)

a1x3
1 + a2x3

2 = 0: (4.249d)

Das System kann man eindeutig l•osen. Man erh•alt6

a1 = 1 a2 = 1; (4.250a)

x1 = �
1

p
3

x2 =
1

p
3

: (4.250b)

Damit lautet die 2-Punkt-Gau�-Quadratur

I 2(f ) = f
�

�
1

p
3

�
+ f

�
1

p
3

�
: (4.251)

4.5.2. n -Punkt-Gau�-Quadratur

F•ur n � 2 kann man das resultierendenichtlineare Gleichungssystem nicht mehr so
einfach l•osen. Dann ben•otigt man einen anderen Zugang. Man kann nun zeigen, da�
die n-Punkt-Gau�-Quadratur ( 4.241) ein beliebiges Polynom (2n � 1)-ter Ordnung
exakt integriert, wenn die n St•utzstellen x i die Nullstellen eines Polynomsn-ter
Ordnung

Pn (x) = ( x � x1)(x � x2) : : : (x � xn ) (4.252)

6Aus (4.249b) und (4.249d) folgt a1=a2 = � x2=x1 und a1=a2 = � x3
2=x3

1 was auf x2
1 = x2

2
und damit auf a1=a2 = � 1 f•uhrt. Wegen (4.249a) mu� aber das Pluszeichen gelten, so da�
a1 = a2 = 1 und x1 = � x2. Aus (4.249c) folgt damit x1;2 = � 1=

p
3.
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sind, welches orthogonal ist zu jedem beliebigen PolynomQ(x) niedrigerer Ordnung,
also von h•ochstens (n � 1)-ter Ordnung.

Orthogonalit•at bedeutet in diesem Zusammenhang, da�

hPn jQi :=
Z 1

� 1
Pn (x)Q(x) dx = 0: (4.253)

Wenn wir jetzt Polynome der Struktur f (x) = Pn (x)Q(x) betrachten, mit Ordnung
zwischenn und 2n � 1, so gilt o�enbar

0
(4.253)
exakt=

Z 1

� 1
Pn (x)Q(x)
| {z }

f (x)

dx
(4.241)

Gauss-Quadr.
=

nX

i =1

ai Pn (x i )Q(x i )| {z }
f (x i )

(4.252)
= 0; (4.254)

da Pn(x i ) = 0 f •ur i = 1; : : : ; n. Im Anhang B wird gezeigt, da� alle Polynome der
Ordnung m � 2n � 1 exakt integriert werden.

Von zentraler Bedeutung f•ur die Gau�-Quadratur sind damit orthogonale Polyno-
me. Die St•utzstellen der Gau�-Quadratur der Ordnungn sind gerade die Nullstellen
eines orthogonalen Polynoms der Ordnungn. Wenn die St•utzstellen bekannt sind,
kann man die Gewichtsfunktionenai aus der L•osung eines (dann linearen) Glei-
chungssystems wie (4.249) erhalten.

Die Gewichteai kann man bei gegebenen St•utzstellen x i aber auch wie in (4.206)
durch die Integration des Lagrangeschen Interpolationspolynoms (4.204) vom Grade
n erhalten (mit Summe•uber i = 1; : : : ; n), denn

I (f ) �
Z 1

� 1

 
nX

i =1

L (n)
i (x)f (x i )

!

dx =
nX

i =1

f (x i )
Z 1

� 1
L (n)

i (x) dx
| {z }

ai

!=
nX

i =1

ai f (x i ) = I n (f ):

(4.255)
Die Gewichteai ergeben sich demnach als Integrale•uber die zu den St•utzstellen x i

geh•origen Lagrange-PolynomeL (n)
i (x)

ai =
Z 1

� 1
L (n)

i (x) dx: (4.256)

4.5.3. Orthogonale Polynome

Orthogonale Polynomef f n(x)gn2 N 0 sind charakterisiert durch dieOrthogonalit•ats-
relation

hf n jf m i =
Z b

a
w(x)f n(x)f m (x) dx = hn � n;m : (4.257)

Hierbei nennt man h: : :i :=
Rb

a w(x) : : : dx auch Skalarprodukt.7 Es gibt verschie-
dene Systeme von orthogonalen Polynomen. Das jeweilige System wird durch die

7Durch Vergleich von (4.257) mit ~en � ~em = � n;m erkennt man die formale Analogie zwischen der
Orthogonalit•at von Funktionen f f n (x)g und der Orthogonalit•at von Einheitsvektoren f ~en g im
RN .
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Gewichtsfunktion w(x) bis auf einen Normierungsfaktor eindeutig festgelegt. Die
Polynome sind ganz allgemein von der Form

f n (x) = knxn + k0
nxn� 1 + : : : (4.258)

mit gewissen Koe�zienten kn und k0
n . Au�erdem gen•ugen alle orthogonalen Poly-

nomef n einer Rekursionder Form

f n+1 = ( an + xbn )f n � cn f n� 1: (4.259)

Die Koe�zienten an , bn und cn der Rekursionsformel stehen mit den Koe�zienten
kn und k0

n und den Normierungsfaktorenhn im Zusammenhang

bn =
kn+1

kn
; an = bn

�
k0

n+1

kn+1
�

k0
n

kn

�
; cn =

kn+1 kn� 1hn

k2
nhn� 1

: (4.260)

Legendre-Polynome

Adrien-Marie
Legendre
1752{1833

Im einfachsten Fall ist [a; b] = [ � 1; 1] und w(x) = 1. Die re-
sultierenden Polynome hei�enLegendre-Polynomeund werden
mit Pn (x) bezeichnet. Mit den ersten PolynomenP0(x) = 1 und
P1(x) = x kann man aus der Rekursionsformel

(n + 1) Pn+1 (x) = (2 n + 1) xPn (x) � nPn� 1(x); n = 1; 2; : : :
(4.261)

alle Legendre-Polynome sukzessive konstruieren. Sie sind ent-
sprechend (4.257) orthogonal. Der Normierungsfaktor isthn =
2=(2n + 1). Die Legendre-Polynome niedriger Ordnung lauten8

P0(x) = 1 ; (4.262a)

P1(x) = x; (4.262b)

P2(x) =
1
2

(3x2 � 1); (4.262c)

P3(x) =
1
2

(5x3 � 3x); (4.262d)

P4(x) =
1
8

(35x4 � 30x2 + 3) ; (4.262e)

P5(x) =
1
8

(63x5 � 70x3 + 15x): (4.262f)

Sie sind in Abb. 4.5 dargestellt. Man sieht, da� die oben in (4.250) berechneten
St•utzstellen der 2-Punkt-Gau�-Quadratur gerade die Nullstellen vonP2(x) sind.

8Numerisch k•onnen die Legendre-Polynome mit Hilfe des Gram-Schmidt'schen Orthogonalisie-
rungsverfahren (s.u.) ausgehend von den Monomen (xn )n 2 N iterativ erzeugt werden.
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Abbildung 4.5.: Legendre-PolynomePn (x). Im Limes hoher Ordnung n fallen die Funk-
tionen sehr schnell vom Randwert ab und besitzen im Innern eine fast konstante Oszilla-
tionsamplitude. Die Oszillationen sind in Randn•ahe schneller als im Zentrum.

Die Legendre-Polynome9 bilden ein vollst•andiges Orthogonalsystem. Das hei�t,
man kann jede reelle Funktionf (x) auf [� 1; 1] nach Legendre-Polynomen entwickeln

f (x) =
1X

n=0

cn Pn (x): (4.263)

Da die Legendre Polynome orthogonal sind, ergeben sich die Koe�zienten cm durch
Projektion von f (x) mittels des Skalarprodukts (4.257) auf die Legendre-Polynome
Pm

hPm jf i =
Z 1

� 1
Pm (x)f (x) dx =

Z 1

� 1

1X

n=0

cnPm (x)Pn (x) dx

9Die Legendre-PolynomePn (x) sind L•osungen der Legendreschen Di�erentialgleichung

(1 � x2)f 00� 2xf 0+ n(n + 1) f = 0 ; n 2 N0:

Diese Gleichung ist ein Grenzfall (m = 0) der allgemeinen Legendre-Di�erentialgleichung

(1 � x2)f 00� 2xf 0+
�

`[` + 1] �
m2

1 � x2

�
f = 0 ;

mit ` und m ganzzahlig und 0 � m � `. Ihre L•osungen sind die sogenanntenzugeordneten
Legendre-Polynomef = P (m )

l (x). Die allgemeine Legendresche Di�erentialgleichung resultiert,
wenn man L•osungen der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten sucht. Die Di�erentialgleichung
beschreibt dann den meridionalen Anteil (x = cos � ) der L•osung. Der azimutale Anteil ist �
eim' . Dies spielt z.B. eine Rolle in der quantenmechanischen Berechnung des Wassersto�atoms
oder bei anderen Problemen mit Kugelsymmetrie (Elekrostatik, Geod•asie). F•ur den Fall m = 0
sind die zugeordneten Legendre-Polynome identisch mit den Legendre-PolynomenP (m =0)

l (x) =
Pl (x).
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=
1X

n=0

cn

Z 1

� 1
Pm (x)Pn (x) dx

| {z }
2� n;m =(2m+1)

=
2cm

2m + 1
: (4.264)

Chebyshev-Polynome

Pafnuty Lvovich
Chebyshev
1821{1894

Ein anderes popul•ares System orthogonaler Polynome erh•alt
man f•ur [a; b] = [ � 1; 1] und w(x) = (1 � x2)� 1=2. Dann ergeben
sich die Chebyshev-PolynomeTn (x). Das Skalarprodukt lautet
dann

hTn jTm i =
Z 1

� 1

Tn (x)Tm (x)
p

1 � x2
dx

= hn � n;m = � n;m

�
�; n = 0;
�= 2; n 6= 0:

(4.265)

Mit T0 = 1 und T1 = x erh•alt man die •ubrigen Chebyshev-
Polynome mit der einfachen Rekursion

Tn+1 (x) = 2 xTn (x) � Tn� 1(x); n = 1; 2; : : : (4.266)

Die ersten Polynome lauten10

T0(x) = 1 ; (4.267a)

T1(x) = x; (4.267b)

T2(x) = 2 x2 � 1; (4.267c)

T3(x) = 4 x3 � 3x; (4.267d)

T4(x) = 8 x4 � 8x2 + 1; (4.267e)

T5(x) = 16x5 � 20x3 + 5x: (4.267f)

Sie sind in Abb. 4.6 gezeigt. Mit Hilfe von x = cos� kann man die Chebyshev-
Polynome auch schreiben als11

Tn (x) = cos(n� ) = cos [n arccos (x)] : (4.268)

10Die Chebyshev-Polynome sind L•osung der Chebyshev-Di�erentialgleichung

(1 � x2)f 00� xf 0+ n2f = 0 :

11Dies kann man mittels der Rekursionsformel pr•ufen. Eingesetzt in (4.266) ergibt sich

Tn +1 (x) = cos[(n + 1) � ] = 2

xz}| {
cos� cos(n� )

| {z }
cos[(n � 1) � ]+cos[( n +1) � ]

� cos[(n � 1)� ] = 2 xTn (x) � Tn � 1(x): X
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Abbildung 4.6.: Chebyshev-PolynomeTn (x). Sie oszillieren am Rand sehr viel schneller
als im Innern. Alle lokalen Extrema sind vom Betrage eins.

Auch die Chebyshev-Polynome bilden ein vollst•andiges Orthogonalsystem. Man
kann jede reelle Funktionf (x) auf [� 1; 1] darstellen als

f (x) =
1X

i =0

ci Ti (x): (4.269)

Wenn man die Reihe beii = n abbricht, kann man dien+1 Koe�zienten ci erhalten,
indem man f (x) mittels des Skalarprodukts (4.257) auf die Chebyshev Polynome
projiziert, wie in (4.264). Dieses Verfahren wirdGalerkin-Methodegenannt.

Rehuel Lobatto
1797{1866

Alternativ dazu kann man die Funktion f (x) an den Extrem-
stellen x j von Tn (x) auswerten. Dann ergeben sich die Koe�zi-
enten ci aus denn + 1 linearen Gleichungen

f (x j ) =
nX

i =0

ci Ti (x j ): (4.270)

Dies wird Kollokations-Methode genannt. Die Extremstellen
von Tn (x) inklusive der Randpunkte hei�en Chebyshev-Gau�-
Lobatto-Punkte. F•ur die Extremstellen gilt T0

n (x j ) = 0, d.h.

T0
n (x j ) = [cos(n� j )]

0 = � n sin(n� j ) � 0
j = 0: (4.271)

Dies gilt bei n� j = j� ,12 oder

x j = cos
�

j�
n

�
; j = 0; 1; : : : ; n: (4.272)

Diese Chebyshev-Gau�-Lobatto-Punkte hatten wir schon oben in(3.107) zur Ver-
meidung des Runge-Ph•anomens verwendet.13 F•ur weitere Systeme von orthogonalen
Polynomen sei aufAbramowitz and Stegun(1972) verwiesen.
12F•ur die beiden Randpunktex = � 1 ist T 0

n (x j ) 6= 0, da � 0
j ! �1 divergiert.

13Bis auf die Reihenfolge der Numerierung der Punkte.
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4.5.4. Bezug zur Gau�-Quadratur

F•ur die Gau�-Quadratur werden die Nullstellen z.B. der Legendre-Polynome be-
n•otigt. Die Nullstellen f•ur die N -Punkt-Legendre-Gau�-Quadratur kann man aus
der Rekursion (4.261) gewinnen. Seix i 2 [� 1; 1] irgend ein Punkt. Dann gilt nach
(4.261)

(n + 1) Pn+1 (x i ) = (2 n + 1) x i Pn (x i ) � nPn� 1(x i ); n = 1; 2; : : : ; (4.273)

oder

n + 1
2n + 1

Pn+1 (x i ) +
n

2n + 1
Pn� 1(x i ) = x i Pn (x i ); n = 1; 2; : : : (4.274)

Dies kann man verallgemeinern. Die allgemeine Rekursion f•ur orthogonale Polyno-
me (4.259) kann man in der Form schreiben

anpn+1 (x i ) + bnpn (x i ) + cnpn� 1(x i ) = x i pn (x i ); n = 1; 2; : : : (4.275)

Wenn wir nun den Vektor ~p= [ p0(x i ); p1(x i ); :::; pN � 1(x i )]T der L•angeN de�nieren,
k•onnen wir die Gleichungen f•ur n = 0; 1; 2; : : : ; N � 1 in Matrixform schreiben

0

B
B
B
B
B
B
B
@

b0 a0

c1 b1 a1

c2 b2 a2
. . . . . . . . .

cN � 2 bN � 2 aN � 2

cN � 1 bN � 1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

� ~p= x i ~p: (4.276)

In der ersten Zeile tauchtc0 nicht auf, da p� 1 nicht existiert. In der letzten Zeile
m•u�te eigentlich noch aN � 1 auftauchen. Dies ist aber nicht der Fall, genau dann
wennx i gerade eine Nullstelle vonpN (x) ist. Denn der Vorfaktor aN � 1 vor pN (x i ) =
0 wird dann mit Null multipliziert und der Term verschwindet aus den Gleichungen.
Die Rekursion bricht dann ab!

Gleichung (4.276) de�niert •uber die tridiagonale Matrix ein Eigenwertproblem.
Die N Eigenwerte (reell, nicht entartet) der Matrix sind gerade dieN Nullstellen x i

von pN (x), d.h. die gesuchten St•utzstellen der Gau�-Quadratur. Die Komponenten
der Eigenvektoren repr•asentieren die Werte der anderen orthogonalen Polynome
pn(x i ) mit n < N an den St•utzstellen. Wie man Eigenwert-Probleme wie (4.276)
l•osen kann, wird in Kap.6 behandelt.

Hat man die Nullstellenx i des Legendre-PolynomsPN (x) auf diese Weise gefun-
den, ergeben sich die Gewichtskoe�zienten f•ur die Legendre-Gau�-Quadratur als
(ohne Beweis, sieheAbramowitz and Stegun, 1972)

ai =
2

(1 � x2
i ) [P0

N (x i )]
2 : (4.277)
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F•ur niedrige Werte vonN sind diese Gr•o�en in Tab. 4.1 aufgelistet.
Anstelle der Nullstellen der Legendre-Polynome kann man als St•utzstellen f•ur

die Gau�-Quadratur (4.241) auch Nullstellen der Chebyshev-Polynome oder an-
derer orthogonaler Polynome verwenden. Dazu bringt man zun•achst das zu be-
rechnende Integral in eine Form, in der auch die Gewichtsfunktionw(x) f•ur das
Skalarprodukt der betre�enden Polynome auftritt. F•ur Chebyshev-Polynome mit
w(x) = 1 =

p
1 � x2 w•are also

Z 1

� 1
f (x) dx =

Z 1

� 1
w(x)

p
1 � x2f (x)

| {z }
g(x)

dx: (4.278)

Als St•utzstellen fungieren dann die Nullstellen desn-ten Chebyshev-Polynoms. F•ur
Chebychev-Polynome kann man die Nullstellen sehr einfach mit Hilfe derBeziehung
Tn (x i ) = cos(n� i ) = 0 berechnen. Hieraus folgtn� i = (2 i � 1)(�= 2) mit i = 1; : : : ; n.
Wegenx = cos� folgt

x i = cos
�

2i � 1
2n

�
�

; i = 1; : : : ; n: (4.279)

Diese Punkte hei�en Chebyshev-Knoten. Das resultierende Verfahren wird
Chebyshev-Gau�-Quadraturgenannt. Mit diesen St•utzpunkten gilt dann

Z 1

� 1
w(x)g(x) dx �

nX

i =1

ai g(x i ) =
nX

i =1

ai f (x i )
q

1 � x2
i : (4.280)

Tabelle 4.1.: St•utzstellen x i und Gewichte ai f•ur die Gau�-Legendre-Quadratur.

Punktezahl n St•utzstellen x i Gewichte ai

1 0 2

2 �
p

1=3 1

3 0 8=9

�
p

3=5 5=9

4 �

r �
3 � 2

p
6=5

�
=7

18 +
p

30
36

�

r �
3 + 2

p
6=5

�
=7

18�
p

30
36

5 0 128=225

�
1
3

q
5 � 2

p
10=7

322 + 13
p

70
900

�
1
3

q
5 + 2

p
10=7

322� 13
p

70
900
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Die Gewichtskoe�zienten ai = �=n sind konstant. Damit kann man explizit schrei-
ben

Z 1

� 1
f (x) dx �

�
n

nX

i =1

f [cos(:::)]
p

1 � cos2(:::) =
�
n

nX

i =1

f [cos(:::)] sin(:::)

=
�
n

nX

i =1

f
�
cos

�
2i � 1

2n
�

��
sin

�
2i � 1

2n
�

�
: (4.281)

Bei den genannten Verfahren (Legendre-Gau� und Chebyshev-Gau�) werden nur
St•utzpunkte im Innern des Intervalls f•ur die Quadratur verwendet. Manchmal ist es
aber wichtig, auch die Randpunkte selbst zu verwenden. Hierf•ur existieren gewissen
Modi�kationen (siehe z.B. Canuto et al., 1988), die nur geringf•ugig ungenauer sind
als die Verfahren ohne Verwendung der Randpunkte. Wird ein einziger Randpunkt
verwendet, spricht man vonGau�-Radau-Quadratur, werden beide Randpunkte ver-
wendet hei�t das VerfahrenGau�-Lobatto-Quadratur. Diese Verfahren integrieren
dann nur noch Polynome bis zur Ordnung 2N � 2 (Gau�-Radau) bzw. 2N � 3
(Gau�-Lobatto) exakt, anstelle von 2N � 1 f•ur die Formeln ohne die Randpunkte.

In Matlab ist eine adaptive Gau�-Lobatto-Quadratur im Befehl q =
quadl(fun,a,b) implementiert. Hierbei mu� die Funktion fun de�niert sein. Sie
wird •uber das Intervall [a,b] integriert. Der Befehlq = quad(fun,a,b) verwendet
eine adaptive Simpson-Regel.
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5. Anfangs- und Randwert-Probleme

Eine sehr wichtige Klasse von Problemen hat die mathematische Struktur

y0
i (x) = f i (x; ~y): (5.282)

Hierbei ist x eine unabh•angige Variable (z.B. der Ort oder die Zeit) und die Vek-
torfunktion f i ein vorgegebener (bekannter) funktionaler Zusammenhang zwischen
den Komponentenyi des unbekannten Vektors~y. Man kennt also die funktionale
Abh•angigkeit der einzelnen•Anderungsratenf i (x; ~y) und sucht die L•osungyi (x).

Vito Volterra
1860{1940

Alfred James
Lotka
1880{1949

Die Problemstellung (5.282) nennt man auch oftdynamisches
System. Dynamische Systeme treten in der Technik sehr h•au�g
auf. Ein einfaches Beispiel ist ein (mathematisches)Pendel, des-
sen Aufh•angepunktz(t) = asin(!t ) vertikal mit Frequenz ! und
Amplitude a oszilliert (Abb. 5.1). Die Bewegungsgleichung f•ur
diesesparametrisch angetriebene Systemlautet

ml •' = � m
�
g � a! 2 sin(!t )

�
sin': (5.283)

Mit der De�nition  := _' kann diese Gleichung in die Form

_ = �
�

g
l

�
a! 2

l
sin(!t )

�
sin'; (5.284a)

_' =  ; (5.284b)

gebracht werden, woran man leicht die Struktur von (5.282) er-
kennt: _y1(t) = f 1(t; y1; y2) und _y2(t) = f 2(t; y1; y2).

•Ahnliche dynamische Systeme treten auch in der Biologie bei
der mathematischen Beschreibung der Entwicklung von Popula-
tionen auf. Ein bekanntes Beispiel f•ur ein System von zwei ge-
w•ohnlichen Di�erentialgleichungen erster Ordnung ist dasLotka-
Volterra-Modell

_X (t) = � bX X (t) + cX X (t)Y(t); (5.285a)
_Y(t) = � bY Y(t) + cY X (t)Y(t): (5.285b)

Abbildung 5.1.: Mathematisches Pendel, dessen Aufh•angepunkt
vertikal harmonisch mit z(t) = asin(!t ) oszilliert.

l

m

'

z(t)

~g
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Es wird auch alsR•auber-Beute-Modellbezeichnet, da die abh•angigen Gr•o�en X (t)
und Y(t) die Anzahl der R•auber- bzw. Beutetiere repr•asentieren. Die Dynamik
h•angt von den Koe�zienten ab.1

In der Technik kann z.B. das Schwingungsverhalten von Fahrzeugen oder die
Dynamik von Str•omungen mittels dynamischer Modelle beschrieben werden. Sie
stehen auch in direktem Zusammenhang mit der linearen und nichtlinearen Rege-
lung von Systemen. Selbst bei der Prognose von B•orsenkursen kommen dynamische
Systeme zum Einsatz.2

5.1. Anfangswertprobleme f •ur gew•ohnliche
Di�erentialgleichungen

Augustin Louis
Cauchy
1789{1857

Wir betrachten zun•achst den eindimensionalen Fall. Die Integra-
tion einer Funktion f (x) •uber dem Intervall [a; b] kann man auch
in di�erentieller Form als das Problem

y0(x) = f (x); mit y(a) = 0 ; (5.286)

au�assen. Denn durch Integration erhalten wir die L•osung

y(x) =
Z x

a
f (s) ds: (5.287)

Das Problem (5.286) kann man verallgemeinern zu

y0(x) = f [x; y(x)] ; mit y(a) = � und x > a: (5.288)

Dies ist ein einfachesAnfangswertproblemf•ur gew•ohnliche Di�erentialgleichungen.
Man nennt es auchCauchy-Problem. Gew•ohnliche Di�erentialgleichungen sind Dif-
ferentialgleichungen, die nur von einer einzigen unabh•angigen Variable (hierx) ab-
h•angen. Die Aufgabe besteht darin, aus dem Anfangswerty(a) = � den Verlauf
von y(x) f•ur x > a zu berechnen. Gleichung (5.288) ist von erster Ordnung in x,
da die h•ochste vorkommende Ableitungy(1) = y0 ist.

Eine weitere Verallgemeinerung besteht darin, ein System vonn gew•ohnlichen
Di�erentialgleichungen erster Ordnung zu betrachten

y0
i (x) = f i [x; y1(x); : : : ; yn(x)] ; f•ur i = 1; : : : ; n und x � a; (5.289)

welches den Anfangswertenyi (a) = � i gen•ugt.3

1Es bedeutenbX die Sterberate der R•auber, wenn keine Beute vorhanden ist,� bY die Reproduk-
tionsrate der Beute ohne St•orung und bei gro�em Nahrungsangebot,cX die Reproduktionsrate
der R•auber pro Beutelebewesen und� cY die Fre�rate der R•auber pro Beutelebewesen, d.h. die
Sterberate der Beute pro R•auber.

2Entscheidende Impulse erhielt die mathematische Behandlung nichtlinearer dynamischer Syste-
me durch Poincar�e im Zusammenhang mit Problemen der Planetenbewegung.

3Wenn man eine gew•ohnliche Di�erentialgleichung n-ter Ordnung zu l•osen hat, in welcher als
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Rudolf Otto
Sigismund
Lipschitz
1832{1903

F•ur die L•osung des eindimensionalen Anfangswertproblems
(5.288) und dessen numerische Approximation ist es wichtig zu
kl•aren, ob die L•osung eindeutig ist. Diese Eigenschaft stellt die
Lipschitz-Bedingung sicher, welche eine Forderung an die Funk-
tion f (x; y) ist. Eine Funktion f (x; y) gen•ugt einer Lipschitz-
Bedingungauf dem De�nitionsgebiet D 2 R � R, wenn gilt4

kf (x; y1) � f (x; y2)k � L(x) ky1 � y2k ; 8 x; y1; y2; (5.290)

mit einer stetigen Funktion L(x) (Lipschitz-Funktion). Anschau-
lich bedeutet dies, da� der Betrag der Steigung vonf bez•uglich
y nach oben beschr•ankt ist.

Wenn die Funktion f (x; y) aus (5.288) bzgl. x und y stetig ist
und bzgl. y die Lipschitz-Bedingung (5.290) erf•ullt, dann kann man beweisen, da�
die L•osung des Cauchyschen Anfangswertproblems (5.288) eine eindeutigeL•osung
y(x) besitzt. Im folgenden gehen wir immer von einer eindeutigen L•osung aus.

5.1.1. Euler-Verfahren

Wir wenden uns zun•achst der eindimensionalen gew•ohnlichen Di�erentialgleichung
(5.288) zu. Um die Gleichung numerisch zu l•osen, k•onnte man den aufretenden
Di�erentialquotienten y0 durch den Di�erenzenquotienten approximieren

dy
dx

= lim
h! 0

y(x + h) � y(x)
h

�
y(x + h) � y(x)

h
; (5.291)

wobei h eine kleine Schrittweite inx-Richtung ist. Durch Einsetzen der N•aherung
in (5.288) erhalten wir

y(x + h) � y(x)
h

= f [x; y(x)] (5.292)

oder
y(x + h) = y(x) + hf [x; y(x)] : (5.293)

Wenn man nun beix = a mit dem Startwert y(a) = � beginnt, kann man den Wert
y(a + h) = y(a) + hf [a; y(a)] berechnen. Dies kann man fortsetzen und eine Folge
y(xk) berechnen, wobeixk+1 = xk + h ist. Mit yk = y(xk) lautet die diskrete Folge

yk+1 = yk + hf (xk ; yk) ; k = 0; 1; : : : : (5.294)

h•ochste Ableitung y(n ) (x) auftritt, dann l •a�t sich immer ein System von n gew•ohnlichen Dif-
ferentialgleichungen erster Ordnung konstruieren. Dazu de�niert man zus•atzlich zu y1 = y(n )

noch weitere Funktionen als y2 = y(n � 1) , y3 = y(n � 2) , etc. und betrachtet nur deren erste
Ableitungen.

4Mit y 2 Rn und D 2 R � Rn gilt diese De�nition auch f •ur Systeme von gew•ohnlichen Di�eren-
tialgleichungen erster Ordnung.
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(a)

x

y

xk xk+1

yk

yk+1

y0 = f (xk ; yk )

h

(b)

x

y

xk xk+1

yk

yk+1

y0 = f (xk+1 ; yk+1 )

h

Abbildung 5.2.: Geometrische Interpretation des Eulerverfahrens. Die exakte L•osung ist
als blaue Kurve dargestellt. (a) Beim Vorw •arts-Euler-Verfahren (5.294) wird die Steigung
y0

k am Punkt xk verwendet, um den Zuwachsyk+1 � yk =
Rxk +1

xk
y0(x) dx � y0(xk )

Rxk +1
xk

dx
zu approximieren; (b) beim R•uckw•arts-Euler-Verfahren (5.298) wird dazu die Steigung
y0

k+1 am Punkt xk+1 verwendet.

Die Folge yk = y(xk) ist eine diskrete Approximation der exakten kontinuierli-
chen L•osung y(x). Dieses Methode nennt manEuler-Verfahren, genauer gesagt,
Vorw•arts-Euler-Verfahren. Das Vorw•arts-Euler-Verfahren bezeichnet man alsex-
plizit, da der neu zu berechnende Wertyk+1 ausschlie�lich von explizit bekannten
(schon vorher berechneten) Gr•o�en bei xk ; : : : ; x1 abh•angt.

Man kann das Euler-Verfahren bzw.y0 auch aus der Taylor-Entwicklung vony(x)
um den Punkt xk erhalten. Dazu betrachten wir

y(x) = y(xk) + ( x � xk)y0(xk) + O
�
(x � xk)2

�
: (5.295)

F•ur x = xk+1 und h = xk+1 � xk erhalten wir daraus

y0
k =

yk+1 � yk

h
+ O (h) : (5.296)

Leonhard Euler
1707{1783

Hieran erkennt man, da� das Euler-Verfahrenvon erster Ord-
nung ist. D.h., der Fehler beim Ersetzen des Di�erentialquotien-
ten durch den Di�erenzenquotienten ist von der Gr•o�enordnung
O (h1). Geometrisch bedeutet das Euler-Verfahren die Appro-
ximation der exakten (variierenden) Ableitungy0 im Intervall
[xk ; xk+1 ] durch die Steigung der Tangente im Punktexk (Abb.
5.2a).

Wenn man anstelle von (5.292) die rechte Seitef [x; y(x)] der
Gleichung beixk+1 auswertet, erh•alt man dasR•uckw•arts-Euler-
Verfahren

y(x + h) � y(x)
h

= f [x + h; y(x + h)] (5.297)
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bzw.
yk+1 = yk + hf (xk+1 ; yk+1 ) : (5.298)

O�enbar ist auch das R•uckw•arts-Euler-Verfahren von erster Ordnung. Im Ge-
gensatz zum Vorw•arts-Euler-Verfahren (5.294) ist das R•uckw•arts-Euler-Verfahren
(5.298) implizit : Man kann (5.298) nicht einfach nach yk+1 au
 •osen, da auch die
rechte Seite•uber f (xk+1 ; yk+1 ) noch von yk+1 abh•angt. Das implizite Verfahren ist
deshalb nicht so einfach zu verwenden, denn man mu� f•ur jeden Integrationsschritt
eine (i.a. nichtlineare) Gleichung l•osen. Daf•ur hat das implizite Verfahren aber bes-
sere Stabilit•atseigenschaften (Kap.5.2). Beide Euler-Verfahren geh•oren zur Klasse
der Einschritt-Verfahren, da man f•ur die Berechnung vonyk+1 nur die Informatio-
nen von einem einzigen vorhergehenden Punkt (xk) ben•otigt. 5

Im allgemeinen ist die numerisch berechnete L•osung fehlerbehaftet. Normaler-
weise spielt der Rundungsfehler selbst bei den kleinsten in der Praxisverwendeten
Schrittweiten h keine Rolle. Der dominante Fehler ist der Diskretisierungsfehler.

Der Fehlerterm der Gr•o�enordnung O(h) in (5.296) ist ein lokaler Diskretisie-
rungsfehler, der bei jedem Integrationsschritt entsteht. Man kann zeigen,da� sich
die Fehlerordnung des lokalen Diskretisierungsfehlers auf einemendlichen(!) Inter-
vall auf den globalen Diskretisierungsfehler

e(h) = max
i

�
�yGitter

i � yexakt (x i )
�
� = O(h) (5.299)

•ubertr•agt, wobei i = 1; : : : ; N •uber alle Gitterpunkte des endlichen Intervallsx 2
[a; b] l•auft, yGitter

i die mittels Euler-Verfahren berechnete L•osung an der Stellex i ist
und yexakt (x i ) die exakte L•osung darstellt.6

5.1.2. Verbesserungen des Euler-Verfahren

John Crank
1916{2006

Der relativ gro�e Fehler O(h) des Euler-Verfahrens ist in vielen
Anwendungen nicht akzeptabel. Wenn man das explizite und das
implizite Euler-Verfahren gleichgewichtig kombiniert, erh•alt man
dasCrank-Nicolson-Verfahren

yk+1 = yk +
h
2

[f (xk ; yk) + f (xk+1 ; yk+1 )] : (5.300)

5Als •Ubungsbeispiel kann man ja einmal

y0(x) = y2(x) + 2 x � x4 mit y(0) = 0

mit Hilfe des Euler-Verfahrens berechnen und mit der exakten L•osungy(x) = x2 vergleichen.
6Voraussetzung f•ur dieses Verhalten des globalen Fehlers ist, da�f [x; y(x)] eine beschr•ankte
Ableitung bzgl. y besitzt und die zweite Ableitung von y im Intervall beschr•ankt ist. Au�erdem
gilt die Aussage f•ur ein endliches Intervall [a; b]. F•ur den Strahl x 2 [a; 1 ] kann der Fehler f•ur
x ! 1 durchaus •uber alle Grenzen wachsen (Beispiel: Harmonischer Oszillatory00+ y = 0,
Abb. 5.7b).

H. C. Kuhlmann
Numerische Methoden der Ingenieurwissenschaften

99



5. Anfangs- und Randwert-Probleme

Es ist implizit. Aber durch die symmetrische Bildung des �ni-
ten Di�erenzenquotienten (yk+1 � yk)=h und Auswertung vonf

bez•uglich k + 1=2 ist dieses Verfahren von zweiter OrdnungO(h2) genau. F•ur ge-
w•ohnliche Di�erentialgleichungen ist dies leider immer noch nicht genau genug.

Um explizite Verfahren h•oherer Genauigkeit systematisch zu konstruieren, kann
man versuchen, mehr Informationen•uber die Funktion f (x) in das Integrationsche-
ma einzubeziehen. Dazu wird die Kenntnis der h•oheren Ableitungen vonf (x) aus-
genutzt. Wir betrachten zun•achst die Taylor-Entwicklung vony(x) um den Punkt
xk bis zur zweiten Ordnung

yk+1 = yk + hy0
k +

h2

2
y00

k + O(h3): (5.301)

Wenn wir den Term zweiter Ordnung ber•ucksichtigen wollen, m•ussen wiry00
k bereit-

stellen. Formal ist das nicht schwierig, denn

y00(xk) =
d

dx
f [xk ; y(xk)] = f (1) (xk ; yk) = f x [xk ; y(xk)]+ f y[xk ; y(xk)]y0(xk): (5.302)

Damit erhalten wir das Verfahren

yk+1 = yk + hf (xk ; yk) +
h2

2

�
f x (xk ; yk) + f y(xk ; yk)f (xk ; yk)

�
+ O(h3): (5.303)

Phyllis Nicolson
1917{ 1968

Es ist von zweiter Ordnung, da der Fehler in der hieraus gebil-
deten Ableitung y0

k von der Gr•o�enordnung O(h2) ist.
Man kann dieses Verfahren verallgemeinern und dasR-stu�ge

Taylor-Verfahren ansetzen als Taylor-Entwicklung

yk+1 =
RX

r =0

hr

r !
y(r )(xk ; yk) + O(hR+1 )

= yk + h
RX

r =1

hr � 1

r !
f (r � 1)(xk ; yk) + O(hR+1 ):

(5.304)

Die Fehlerordnung desR-stu�gen Taylor-Verfahrens ist O(hR). F•ur R > 2 wird
dieses Konstruktionsprinzip jedoch m•uhsam, da h•ohere totale Ableitungen von
f (xk ; yk) berechnet werden m•ussen.

5.1.3. Runge-Kutta-Verfahren

Karl Heun
1859{1929

Um die Berechnung der Ableitungen vonf zu vermeiden, kann
man die Ableitungen durch Di�erenzenquotienten ersetzen. F•ur
R = 2 sind dann nur Auswertungen vonf bei yk erforderlich.
Dazu diskretisiert many(2) (xk ; yk)

y(2) (xk ; yk) = f (1) (xk ; yk) �
1
h

�
f (xk+1 ; yk+1 ) � f (xk ; yk)

�

�
1
h

n
f [xk+1 ; yk + hf (xk ; yk)] � f (xk ; yk)

o
: (5.305)
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Damit erh•alt man anstelle von (5.303)

yk+1 = yk + hf (xk ; yk) +
h2

2
f (1) (xk ; yk) (5.306)

� yk + hf (xk ; yk) +
h
2

n
f [xk+1 ; yk + hf (xk ; yk)] � f (xk ; yk)

o
: (5.307)

Man kann zeigen, da� dieses Verfahren ebenfalls von zweiter Ordnung ist. Der
lokale Fehler betr•agt also O(h2). Man nennt es dasHeun-Verfahren. Es ist ein
Runge-Kutta-Verfahren zweiter Ordnung

yk+1 = yk +
h
2

n
f (xk ; yk) + f [xk+1 ; yk + hf (xk ; yk)]

o
: (5.308)

Im Vergleich zum Euler-Verfahren (5.294) wurde f (xk ; yk) durch den Mittelwert von
f (xk ; yk) und f [xk+1 ; yk + hf (xk ; yk)] ersetzt. Dies ist so•ahnlich wie beim Crank-
Nicholson-Verfahren (5.300), hier nur explizit formuliert.

Allgemein setzt man die Runge-Kutta-Verfahren an als

yk+1 = yk + hF (xk ; yk) = yk + h
RX

r =1

cr K r (xk ; yk); (5.309)

wobei

K 1 = f (xk ; yk); (5.310a)

K r = f

 

xk + ar h; yk + h
r � 1X

s=1

brs K s

!

; r = 2; : : : ; R (5.310b)

Funktionsauswertungen an gewissen Zwischenstellen sind. Die unbekannten Para-
meter cr , ar und brs werden so bestimmt, da� dieses Runge-Kutta-Verfahren dem
R-stu�gen Taylor-Verfahren (5.304) entspricht

F (xk ; yk) =
RX

r =1

cr K r (xk ; yk) !=
RX

r =1

hr � 1

r !
f (r � 1)(xk ; yk) + O(hR); (5.311)

bis zu einer m•oglichst hohen Fehlerordnungm. Idealerweise istm = R. Um einer
Koe�zientenvergleich in ( 5.311) durchzuf•uhren, werden alle Funktionswerte von
f (an den verschobenen Stellen) im Runge-Kutta-Ansatz (5.309) mittels Taylor-
Entwicklung durch Funktionswerte am Punkt (xk ; yk) ausgedr•uckt.

Betrachte zum BeispielR = 2. Dann ist

F (x; y) = c1K 1 + c2K 2 = c1f (xk ; yk) + c2f [xk + a2h; yk + hb21f (xk ; yk)]
Taylor

= c1f (xk ; yk) + c2 [f (xk ; yk) + a2hf x (xk ; yk) + hb21f (xk ; yk)f y (xk ; yk)]
(5.311)

= f (xk ; yk) +
h
2

[f x (xk ; yk) + f (xk ; yk) f y (xk ; yk)] : (5.312)
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Der Koe�zientenvergleich f•ur das letzte Gleichheitszeichen liefert

c1 + c2 = 1; (5.313a)

c2a2 =
1
2

; (5.313b)

c2b21 =
1
2

: (5.313c)

Martin Wilhelm
Kutta
1867{1948

Dies sind drei Gleichungen f•ur vier Koe�zienten. Es gibt also
mehr als eine L•osung. Eine m•ogliche L•osung ist das obige Heun-
Verfahren (5.308). Es entspricht der L•osung c1 = c2 = 1

2 und
a2 = b21 = 1. Ein anderes Runge-Kutta-Verfahren erh•alt man
mit der Wahl c1 = 0, c2 = 1 und a2 = b21 = 1

2. Sie f•uhrt auf

yk+1 = yk + hf
�
xk+1 =2; yk +

h
2

f (xk ; yk)
�

: (5.314)

Dies ist eine Art modi�ziertes Euler-Verfahren. Wie das Heun-
Verfahren ist es ebenfalls von zweiter Ordnung.

Auf diese Weise kann man nun weitere Verfahren mit h•oherer
Genauigkeit konstruieren. F•ur R = 4 ergeben sich 13 freie Parameter. F•ur diese
erh•alt man 11 Bestimmungsgleichungen zur Konstruktion eines Verfahrens vierter
Ordnung. Unter den vielen M•oglichkeiten, die sich daraus ergeben, wird meistens
das folgendeRunge-Kutta-Verfahren vierter Ordnungverwendet

yk+1 = yk +
h
6

(F1 + 2F2 + 2F3 + F4) (5.315a)

mit
F1 = f (xk ; yk);

F2 = f
�

xk +
h
2

; yk +
h
2

F1

�
;

F3 = f
�

xk +
h
2

; yk +
h
2

F2

�
;

F4 = f (xk+1 ; yk + hF3) :

(5.315b)

(5.315c)

(5.315d)

(5.315e)

Es ist explizit, wie auch das Euler-Verfahren (5.294) und das Heun-Verfahren 2-
ter Ordnung (5.308). Denn wenn man yk berechnet hat, kann man sukzessive
F1 ! F2 ! F3 ! F4 berechnen und in (5.315a) einsetzen. Es sind lediglich vier
Auswertungen vonf erforderlich. Die so konstruierten Runge-Kutta-Verfahren sind
Einschritt-Verfahren, da zur Berechnung vonyk+1 lediglich die Kenntnis vonyk er-
forderlich ist.

Allgemein kann man zeigen: Seip die Ordnung eines Runge-Kutta-Verfahrens.
Dann sind f•ur p � 4 genaup Auswertungen vonf erforderlich. F•ur 5 � p � 6
sind p + 1 Auswertungen n•otig, f•ur p = 7 sind es p + 2 Auswertungen und f•ur
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p � 8 mindestensp + 3. In vielen F•allen stellt das Runge-Kutta-Verfahren vierter
Ordnung einen guten Kompromi� zwischen Aufwand und Genauigkeit dar.

Bemerkung: Wenn f = f (x) wie in (5.286) nicht von y abh•angt, dann lautet das
Euler-Verfahren (die variable Schrittweite isthk+1 = xk+1 � xk )

yk+1 = yk + hk+1 f (xk): (5.316)

Mit der Anfangsbedingungy0 = 0 wird dann

y2 = y1 + h2f (x1) =

y1z }| {
y0|{z}
=0

+ h1f (x0) + h2f (x1): (5.317)

F•ur k = N erhalten wir deshalb

yN =
NX

n=1

hn f (xn� 1) = I SR(f ): (5.318)

Dies ist gerade die summierte Rechteck-Regel (4.211a). In analoger Weise kann man
f•ur f = f (x) und der Anfangsbedingungy0 = 0 (d.h. f •ur (5.286)) zeigen, da� das
Runge-Kutta-Verfahren zweiter Ordnung (5.308) der Trapez-Regel entspricht und
das Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung (5.315) der Simpson-Regel.

5.1.4. Adams-Bashforth-Verfahren

John Couch
Adams
1819{1892

Eine andere M•oglichkeit zur Konstruktion von Verfahren h•oherer
Ordnung besteht darin, Informationen (y0

k) an zuvor berechne-
ten Punkten xk zu verwenden. Damit gelangt man zur Klasse
der Adams-Bashforth-Verfahren.7 Dahinter steht die Idee, eine
genauere Extrapolation vonyk+1 zu erhalten, indem man die
Ableitung y0 im Intervall [ xk ; xk+1 ] durch ein Polynom approxi-
miert, welches man durch Interpolation aus den zuvor berechne-
ten Werten y0

n = f (xn ; yn) mit n � k erh•alt.
Um diese Strategie anzuwenden, setzen wir den Zuwachs an

yk+1 � yk =
Z xk +1

xk

y0(x) dx =
Z xk +1

xk

f [x; y(x)] dx
!

�
Z xk +1

xk

p(x) dx; (5.319)

wobei p(x) das Polynom ist, welches einige vorherige Funktionswertef k = f [xk ; yk ]
interpoliert (Abb. 5.3a). Man erh•alt so das Adams-Bashforth-Verfahren

yk+1 = yk +
Z xk +1

xk

p(x) dx: (5.320)

7Francis Bashforth, 1819{1912: Mathematiker und Ballistik-Experte. Ver•o�entlichte zusammen
mit Adams 1883 einen Aufsatz (An Attempt to Test the Theories of Capillary Action , Cambridge
University Press, 1883), in welchem die Methode von Adams zur Berechnung von Tropfenformen
verwendet wird.
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(a) Adams-Bashforth

x

y0

xk+1xkxk� 1xk� 2xk� 3

y0
k+1

y0
ky0

k� 1
y0

k� 2

y0
k� 3

(b) Adams-Moulton

x

y0

xk+1xkxk� 1xk� 2xk� 3

y0
k+1

y0
ky0

k� 1
y0

k� 2

y0
k� 3

Abbildung 5.3.: Schematische Darstellung der Adams-Bashforth- (a) und derAdams-
Moulton-Strategie (b). Bei Adams-Bashforth-Verfahren 4. Ordnung (a) werden die vier
zuletzt berechneten Funktionswerte yk verwendet, um die Ableitungen y0

k = f (xk ; yk )
(rote Punkte) zu gewinnen und darausy0

k+1 (blauer Punkt) zu prognostizieren. Aus der
Integration •uber [xk ; xk+1 ] gewinnt man dannyk+1 � yk . Beim Adams-Moulton-Verfahren
4. Ordnung (b) werden die vier roten Punkte verwendet, um y0

k+1 implizit vorherzusagen.
Der Bereich, •uber den sich die Interpolation (rote Kurve) erstreckt, ist grau angedeutet.
Die d•unne schwarze Kurve soll die exakte Funktiony0 = f (x; y) andeuten.

Die einfachste M•oglichkeit der Interpolation ist es, das Polynom vom Gra-
de Null zu w•ahlen, n•amlich die Konstante p = f (xk ; yk) = const. Dies liefertRxk +1

xk
p(x) dx = hf (xk ; yk). Mit dieser Wahl erh•alt man gerade das Euler-Verfahren

(5.294). In der n•achsth•oheren Ordnung w•urde man f•ur p(x) die lineare Funktion
verwenden, welche die Funktionswertef k� 1 = f (xk� 1; yk� 1) und f k = f (xk ; yk)
interpoliert. Um diese Interpolation zu konstruieren, ist es am bequemsten, die
Newton-Interpolation (3.100) zu verwenden. Im vorliegenden Fall liegt es nahe, die
�niten Di�erenzen nicht wie in ( 3.96) in Vorw•artsrichtung zu bilden, sondern in
R•uckw•artsrichtung. Damit wird

� f k := f k� 1 � f k : (5.321)

In Analogie zu (3.100) erhalten wir damit das lineare (Newton-) Interpolationspo-
lynom

p(x) = p1 = f k �
x � xk

h
� f k ; (5.322)

wobei das Minuszeichen erforderlich wurde, da wir die positive Schrittweite h =
jxk� 1 � xk j verwenden. Wenn wir nun das Integral in (5.320) ausf•uhren, erhalten
wir

yk+1 = yk +

"

f kx �
1
2

(x � xk)2

h
� f k

#xk +1

xk

= yk + hf k �
h
2

� f k : (5.323)

Dies ist dasAdams-Bashforth-Verfahren zweiter Ordnung. Wenn man die Di�erenz
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� f k einsetzt, erhalten wir

yk+1 = yk + hf k �
h
2

(f k� 1 � f k) = yk +
h
2

(3f k � f k� 1) : (5.324)

Wir k •onnen nun so fortfahren und durch das Einbeziehen weiterer Punkte in die
Newton-Interpolation (3.100) Adams-Bashforth-Verfahren h•oherer Ordnung ent-
wickeln. Das Newton-Polynom zweiter Ordnung, welches die Punkte (xk� 2; f k� 2),
(xk� 1; f k� 1) und (xk ; f k) interpoliert, lautet

p2 = p1 +
(x � xk)(x � xk� 1)

2h2
� 2f k = f k �

x � xk

h
� f k +

(x � xk)(x � xk� 1)
2h2

� 2f k :

(5.325)
Durch Integration erhalten wir gem•a� ( 5.320)8

yk+1 = yk +

(

f kx �
1
2

(x � xk)2

h
� f k

+
1

2h2

�
1
3

(x � xk� 1)
3 �

1
2

(xk � xk� 1) (x � xk� 1)
2
�

� 2f k

) xk +1

xk

: (5.326)

Dies f•uhrt auf

yk+1 = yk + hf k �
h
2

� f k +
1

2h2

�
1
3

8h3 �
1
3

h3 �
h
2

4h2 +
h
2

h2

�
� 2f k

= yk + hf k �
h
2

� f k +
5h
12

� 2f k (5.327)

Wenn wir die R•uckw•artsdi�erenz zweiter Ordnung

� 2f k = � ( f k� 1 � f k) = ( f k� 2 � f k� 1) � (f k� 1 � f k)

= f k� 2 � 2f k� 1 + f k (5.328)

einsetzen, erhalten wir

yk+1 = yk +
h
2

(3f k � f k� 1) +
5h
12

(f k� 2 � 2f k� 1 + f k) ; (5.329)

oder

yk+1 = yk +
h
12

(23f k � 16f k� 1 + 5f k� 2) : (5.330)

Dies ist dasAdams-Bashforth-Verfahren dritter Ordnung.
In analoger Weise kann man dasAdams-Bashforth-Verfahren vierter Ordnung

konstruieren (Hausaufgabe), und erh•alt

yk+1 = yk +
h
24

(55f k � 59f k� 1 + 37f k� 2 � 9f k� 3) : (5.331)

8Die Ableitung des Ausdrucks in [:::] in (5.326) liefert ( x � xk )(x � xk � 1).
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5. Anfangs- und Randwert-Probleme

Dies kann man nun bis zu beliebiger Ordnung fortsetzen. Die Adams-Bashforth-
Verfahren sindMehrschritt-Verfahren, da zur Berechnung der neuen N•aherungyk+1

die Werte von yk aus vorangegangenen Schritten verwendet werden. Die Strategie
ist in Abb. 5.3a f•ur das Adams-Bashforth-Verfahren vierter Ordnung (5.331) dar-
gestellt.

Anders als die Einschritt-Verfahren, wie etwa die Runge-Kutta-Verfahren, tritt
bei Mehrschritt-Verfahren ganz allgemein die Problematik der Startwerte auf. Denn
zu Beginn der Rechnung liegen noch nicht hinreichend viele berechnete Funktions-
werte vor, um ein Mehrschritt-Verfahren anwenden zu k•onnen. In diesem Fall behilft
man sich meist mit der Verwendung eines Einschritt-Verfahrens derselben Fehler-
ordnung, bis man hinreichend viele Punkte berechnet hat.•Ahnliches gilt, wenn man
innerhalb der Rechnung die Schrittweiteh wechseln m•ochte.

Mehrschritt-Verfahren besitzen gegen•uber Einschritt-Verfahren den Vorteil, da�
man auf berechnete Werte zur•uckgreift, die man im Speicher halten kann. Es ist
bei jedem Schritt die Funktion f nur einmal auszuwerten. Ist diese Auswertung
rechenintensiv, werden Einschritt-Verfahren entsprechend aufwendig.

5.1.5. Pr •adiktor-Korrektor-Verfahren

Adams-Bashforth-Verfahren haben den Nachteil, da� sie manchmal instabil werden
k•onnen. Ursache daf•ur ist die Vorhersage eines Punktes (xk+1 ; yk+1 ), der au�erhalb
des Interpolationsintervalls (x � xk ) liegt (Abb. 5.3a). Um dieses De�zit zu behe-
ben, kann man die Interpolation formal bis auf den Punktxk+1 ausdehnen (Abb.
5.3b). Dies f•uhrt auf die Adams-Moulton-Verfahren.

Im Fall der linearen Interpolation von y0 = f zwischen den Punktenk und k + 1
k•onnen wir die Integration in (5.320) direkt ausf•uhren und erhalten

Forest Ray
Moulton
1872{1952

yk+1 = yk +
h
2

(f k+1 + f k)
| {z }

Trapez-Regel

: (5.332)

Dies ist dasAdams-Moulton-Verfahren zweiter Ordnung. Es ist
identisch mit dem Crank-Nicolson-Verfahren (5.300).9 Im Fall
eines kubischen Interpolationspolynoms durch die vier Punkte
(xk� 2; f k� 2), (xk� 1; f k� 1), (xk ; f k) und (xk+1 ; f k+1 ) erh•alt man
dasAdams-Moulton-Verfahren vierter Ordnung

yk+1 = yk +
h
24

(9f k+1 + 19f k � 5f k� 1 + f k� 2) : (5.333)

An den Adams-Moulton-Formeln sieht man, da� auf der rechten Seite auch
f k+1 = f (xk+1 ; yk+1 ) auszuwerten ist. Der Wertyk+1 liegt aber noch gar nicht vor.

9Das Adams-Moulton-Verfahren erster Ordnung ist identisch mit dem R•uckw•arts-Euler-
Verfahren (5.297).

106 H. C. Kuhlmann
Numerische Methoden der Ingenieurwissenschaften



5.1. Anfangswertprobleme f•ur gew•ohnliche Di�erentialgleichungen

Daher mu� man f•ur die Adams-Moulton-Formeln in jedem Schritt eine (i.a. nichtli-
neare) Gleichung l•osen, umyk+1 zu berechnen. Die Adams-Moulton-Verfahren sind
also implizit , im Gegensatz zu den Adams-Bashforth-Verfahren, dieexplizit sind.

Man k•onnte nun versuchen, die Adams-Moulton-Formeln mittels Newton-
Iteration oder einem anderen Verfahren zu l•osen. Es gibt jedoch einen einfacheren
Zugang. Dabei wird zun•achst eine explizite Formel gleicher Fehlerordnung verwen-
det, um yk+1 zu berechnen. Dies der ein Vorhersage-Schritt (Pr•adiktor-Schritt).
Danach wird der Vorhersage-Wert in die implizite Formel eingesetzt und damit
korrigiert ( Korrektor -Schritt). So erh•alt man zum Beispiel dasPr•adiktor-Korrektor-
Verfahren vierter Ordnung

y(p)
k+1 = yk +

h
24

(55f k � 59f k� 1 + 37f k� 2 � 9f k� 3) ;

f (p)
k+1 = f

�
xk+1 ; y(p)

k+1

�
;

yk+1 = yk +
h
24

�
9f (p)

k+1 + 19f k � 5f k� 1 + f k� 2

�
:

(5.334a)

(5.334b)

(5.334c)

Hier ist (5.334a) der Pr•adiktor-Schritt, in dem das Adams-Bashforth-Verfahren
(5.331) verwendet wird, und (5.334c) der Korrektor-Schritt. Das Verfahren (5.334)
ist damit vollst •andig explizit. Wenn man das Verfahren in dieser Art implemen-
tiert, was der Regelfall ist, dann hat man zwarnur eine N•aherung f•ur das voll
implizite Adams-Moulton-Verfahren (5.333) gefunden. Da aber auch eine genauere
L•osung der impliziten Gleichung (5.333) immer noch fehlerbehaftet mit Fehlerord-
nung O(h4) ist, macht eine genauere L•osung wenig Sinn. Im Prinzip k•onnte man
jedoch weiter iterieren und die Schritte (5.334b) und (5.334c) so lange wiederho-
len, bis Konvergenz erreicht ist. Dies w•urde einer iterativen L•osung von (5.333)
entsprechen.

5.1.6. Systeme von Di�erentialgleichungen

Die meisten Probleme in Naturwissenschaft und Technik sind nicht vonerster Ord-
nung. Man kann aber jede gew•ohnliche Di�erentialgleichung h•oherer Ordnung in ein
System von Di�erentialgleichungen erster Ordnung•uberf•uhren. Manche Probleme
treten auch in nat•urlicher Weise als gro�es System von Di�erentialgleichungen auf.
Ein Beispiel ist die Modellierung von Verbrennungsprozessen. Hierbei sind Glei-
chungen f•ur die zeitliche Entwicklung der Konzentrationen aller an der Reaktion
beteiligten chemischen Verbindungen (Spezies) zu l•osen. Selbst bei einfachen che-
mischen Reaktionen sind leicht 100 oder mehr chemische Komponenten beteiligt,
da auch kurzlebige Zwischenprodukte zu ber•ucksichtigen sind. Dann sind simul-
tan sehr viele Di�erentialgleichungen zu l•osen, da die Reaktionsraten der einzelnen
Spezies von den Konzentrationen aller an der Reaktion beteiligten Spezies und dem
thermodynamischen Zustand abh•angen.

Die Erweiterung der bisher besprochenen Algorithmen auf Systemevon Di�e-
rentialgleichungen ist relativ einfach, wenn wiry und f vektoriell au�assen. Mit
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~y = ( y1; : : : ; yN )T und ~f = ( f 1; : : : ; f N )T lautet das zu l•osende Problem dann

~y0(x) = ~f
�
x; ~y(x)

�
: (5.335)

Man nennt ~f auch denFlu� . Die unabh•angige Variablex spielt meistens die Rolle
der Zeit. F•ur das einfache explizite Euler-Verfahren gilt dann

~yk+1 = ~yk + h ~f
�
xk ; ~y(xk)

�
; (5.336)

oder in Komponenten ausgeschrieben

y1;k+1 = y1;k + hf 1 (xk ; y1;k ; : : : ; yN;k ) ;
... (5.337)

yN;k +1 = yN;k + hf N (xk ; y1;k ; : : : ; yN;k ) :

Bei der Notation yn;k bezeichnet der erste Indexn die Komponente des Vektors,
w•ahrend der zweite Index die unabh•angige Variable indiziert (Zeitpunkt). Auch
andere Verfahren lassen sich leicht vektoriell schreiben. Beispielsweise lautet das
Runge-Kutta-Verfahren zweiter Ordnung (5.308) f•ur Systeme

~yk+1 = ~yk +
h
2

n
~f (xk ; ~yk) + ~f

h
xk+1 ; ~yk + h ~f (xk ; ~yk)

io
: (5.338)

Das Adams-Bashforth-Verfahren zweiter Ordnung (5.324) l•a�t sich auch leicht vek-
toriell schreiben als

~yk+1 = ~yk +
h
2

�
3~f k � ~f k� 1

�
: (5.339)

5.1.7. Symplektische Integration

Es gibt eine wichtige Klassen von Problemen, welche ganz bestimmte exakte Erhal-
tungsgr•o�en besitzen. Ein wichtiges Beispiel sindHamilton-Systeme. Deren zeitliche
Entwicklung hat immer die (sogenannte kanonische) Form

_~q=
@H(~p; ~q)

@~p
;

_~p= �
@H(~p; ~q)

@~q
;

(5.340a)

(5.340b)

wobei~qund ~p verallgemeinerte Koordinaten und Impulse sind (kanonische Koordi-
naten). DerPhasenraumwird durch ~qund ~paufgespannt. Aufgrund der kanonischen
Struktur der Hamiltonschen Gleichungen (5.340) kann der Flu� im Phasenraum
(rechte Seite von (5.340)) durch Ableitungen der Hamilton-Funktion H (~q; ~p) darge-
stellt werden. Irgendein Zustand des Systems ist dann eindeutig durch die Angabe
von (~q; ~p) festgelegt, und bei Kenntnis vonH (~p; ~q) auch die weitere zeitliche Ent-
wicklung.
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F•ur Hamilton-Systeme gilt derLiouvillesche Satz. Er besagt, da� ein beliebiges
markiertes Phasenraum-Volumen bei der zeitlichen Entwicklung erhalten bleibt.
Dies bedeutet, da� der Flu� ~f (~q; ~p) im Phasenraum inkompressibel ist, d.h.

r � ~f = r �

0

B
@

@H(~p; ~q)
@~p

�
@H(~p; ~q)

@~q

1

C
A =

@
@~q

�
@H(~p; ~q)

@~p
�

@
@~p

�
@H(~p; ~q)

@~q
= 0: (5.341)

F•ur die Integration von Hamilton-Systemen bzw. Systemen, deren Flu� inkom-
pressibel ist (z.B. die Bewegung von markierten Fluidelementen in einer inkompres-
siblen Str•omung), w•are es nun wichtig, wenn die exakten Erhaltungseigenschaften
auch vom diskreten numerischen Schema erf•ullt w •urden. Insbesondere sollte das Vo-
lumen eines beliebigen markierten Anfangsvolumens unter einem inkompressiblen
Flu� auch in der numerischen L•osung exakt konstant bleiben, w•ahrend es unter
dem Ein
u� des Flusses transportiert und deformiert wird.

Integrations-Schemata, welche diese Bedingung erf•ullen werdensymplektischge-
nannt.10 Alle bisher behandelten Schemata sind nicht symplektisch, mit Ausnahme
des Adams-Moulton-Schemas zweiter Ordnung. Wenn man die Di�erentialgleichun-
gen mit einem nicht-symplektischen Verfahren integriert, gehen dieexakte Erhal-
tungseigenschaften der kontinuierlichen Di�erentialgleichungen verloren.

Betrachte zum Beispiel das einfachemathematische Pendel(keine D•ampfung).
Dazu setzen wir in (5.283) die Massem = 1, die L•angel = 1, die Schwerebeschleu-
nigung g = 1 und keinen Antrieb a = 0 und erhalten

_q = p; (5.342a)

_p = � sinq: (5.342b)

Hierbei ist q der Winkel und p die Winkelgeschwindigkeit (Drehimpuls pro Masse).
Dies ist ein Hamilton-System mit der Hamilton-Funktion

H (p; q) = Ekin + Epot =
p2

2
� cosq (5.343)

Durch Ableiten entsprechend (5.340) kann man die Bewegungsgleichungen (5.342)
veri�zieren. Der Flu� ist inkompressibel

�
@q

@p

�
�
�

p
� sinq

�
= 0: (5.344)

Die Gesamtenergie (H ) bleibt erhalten, denn _H = p_p+ _qsinq
(5.342)

= 0. Daher erfolgt
die Bewegung im Phasenraum f•ur kleine Werte von H (Anfangswerte, kleine Pen-
delausschl•age) auch auf geschlossenen Bahnen um die Fixpunkte (q; p) = (2 �n; 0).

10Symplektische Integrationsschemata bilden eine Unterklasse dergeometrischen Integrations-
schemata. Letztere erhalten alle geometrischen Eigenschaften eines gegebenen Systems von Dif-
ferentialgleichungen.
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F•ur niedrige Gesamtenergie� 1 < H < 1 hat man eine gebundene Pendelbewe-
gung. F•ur h•ohere Energien (H > 1) hat man o�ene Trajektorien (•uberschlagendes
Pendel).

Wenn man nun die Bewegung mit einem nicht-symplektischen Verfahren inte-
griert, wird die Energie des Systems nicht konstant bleiben. Typischerweise diver-
giert oder verschwindet sie f•ur t ! 1 . Ersteres passiert zum Beispiel bei Integration
mittels Euler-Vorw•arts-Verfahren (5.294). Durch Verwendung eines symplektischen
Verfahrens kann dies verhindert werden. Man kann das Euler-Verfahren (5.294) der-
art modi�zieren, so da� die Energie exakt erhalten bleibt, indem man eine Gleichung
von (5.342) explizit und die jeweils andere implizit auswertet. Dies f•uhrt auf das
symplektische Euler-Verfahrenf•ur Hamilton-Systeme (eine der beiden Varianten)

qk+1 = qk + hr pH (qk ; pk+1 ); (5.345a)

pk+1 = pk + hr qH (qk ; pk+1 ): (5.345b)

Das symplektische Euler-Verfahren ist formal implizit. Wenn die Hamilton-
Funktion aber in der Form H (q; p) = Ekin (p) + Epot (q) separiert (wie in unserem
Beispiel), dann ist das Verfahren explizit. F•ur unser Beispiel erhalten wir11

�
q
p

�

k+1

=
�

q
p

�

k

+ h ~f (~qk ; ~pk+1 ) =
�

q
p

�

k

+ h
�

pk+1

� sinqk

�
: (5.346)

Beispielrechnungen sind in Abb.5.4 dargestellt. Beachte, da� die Energie der
Bewegung bei Verwendung des Vorw•arts-Euler-Verfahrens (schwarz) kontinuierlich
anw•achst, so da� die gebundene Bewegung in eine ungebundene Bewegung •uber-
geht, wobei die Winkelgeschwindigkeit (p) im Mittel immer weiter zunimmt. Beim
symplektischen Euler-Verfahren (blau) bleibt die Energie hingegen erhalten.

•Ahnlich wie das symplektische Euler-Verfahren f•ur Hamilton-Systeme ist dieim-
plizite Mittelpunktsregel(vgl. (4.199))

~yk+1 = ~yk + h ~f
�

~yk+1 + ~yk

2

�
(5.347)

symplektisch. Wenn man im Argument von~f den Vektor ~yk+1 mit Hilfe des Euler-
R•uckw•artsverfahrens~yk+1 = ~yk + h ~f (~yk+1 ) approximiert, erh•alt man die implizite
Mittelpunktsregel auch in der alternativen Form

~y� = ~yk +
h
2

~f (~y� ); (5.348a)

~yk+1 = ~yk + h ~f (~y� ): (5.348b)

11Normalerweise mu� man bei den impliziten Verfahren in jedem Zeitschritt ein (eventuell nicht-
lineares) Gleichungssystem l•osen. Beim symplektischen Euler-Verfahren (5.346) f•ur das mathe-
matische Pendel kann man die impliziten Gleichungen jedoch explizit au
•osen und erh•alt

qk+1 = qk + hpk � h2 sin(qk );

pk+1 = pk � h sin(qk ):
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Abbildung 5.4.: Vorw•arts-Euler (schwarz) und symplektisches Euler-Verfahren(5.346)
(blau) f •ur das mathematische Pendel mit Schrittweite h = 0 :05 bis t = 40. Das rote
Quadrat kennzeichnet den gemeinsamen Startpunkt mit Anfangswerten (q; p) = ( '; _' ) =
(0; 1:7). Die Isolinien von H (Gesamtenergie) sind inorangedargestellt.

Ein weiteres einfaches Verfahren ist dieimplizite Trapezregel

~yk+1 = ~yk +
h
2

h
~f (~yk+1 ) + ~f (yk)

i
(5.349)

Dies ist gerade das Adams-Moulton-Verfahren zweiter Ordnung (vgl. (4.200)). Die
implizite Trapezregel ist nicht symplektisch, sondern konjugiert symplektisch, be-
sitzt aber ein •ahnliches Langzeitverhalten wie eine symplektische Methode. Wenn
man die Gleichung auf (5.342) anwendet und durchq und p ausdr•uckt, ergibt sich

�
q
p

�

k+1

=
�

q
p

�

k

+
h
2

��
p

� sinq

�

k+1

+
�

p
� sinq

�

k

�
: (5.350)

Symplektische Methoden �nden weite Anwendung bei molekulardynamischen Si-
mulationen, bei der Berechnung von Planetenbewegungen und in vielen anderen
Gebieten, bei denen es auf genaue Langzeit-Vorhersagen ankommt.

5.1.8. Weitere Beispielrechnungen

F•ur die R•auber-Beute-Gleichungen (5.285) gibt es Parameter-Kombinationen, die
ein stabiles dynamisches Gleichgewicht beschreiben. Dann k•onnen beide Populatio-
nen (R•auber und Beute) innerhalb von gewissen Variationen f•ur alle Zeiten fortbe-
stehen. Dies ist beispielsweise dann der Fall, wenn der R•auber in nat•urlicher Weise
dezimiert wird (positive ZerfallsratebY = 1) und die Beute permanent Nachwuchs
produziert (negative ZerfallsratebX = � 0:25). Da die Beute durch die R•auber de-
zimiert wird, ist die Rate cX = � 0:01 sinnvollerweise negativ. Umgekehrt sollte
sich die Beute positiv auf die Anzahl der R•auber auswirken (cY = 0:01). Unter
diesen Bedingungen kommt es zu stabilen, phasenverschobenen Oszillationen im
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Abbildung 5.5.: Integration des Lotka-Volterra-Modells (5.285) f •ur die Parameter bX =
� 0:25, bY = 1, cX = � 0:01 und cY = 0 :01. Bei allen Rechnungen wurde die Integration
von t = 0 bis t = T = 13 durchgef•uhrt. Die Schrittweite h ist als Parameter angegeben.
Das gef•ullte rote Quadrat kennzeichnet die Anfangsbedingung [X; Y ](t = 0) = (80 ; 30).
Die rote Kurve ist sehr nahe an der exakten L•osung und wurde mit dem Runge-Kutta-
Verfahren vierter Ordnung und Schrittweite h = 0 :5 berechnet. Die schwarzen Kurven
wurden mit dem Euler-Verfahren und Schrittweiten h = 0 :5, 0:25 und 0:1 (von au�en
nach innen) berechnet. Alle Kurven werden im Uhrzeigersinndurchlaufen.

Tierbestand. Im einem [X (t); Y(t)]-Diagramm zeigt sich dieser Zyklus als eine ge-
schlossene Kurve, die periodisch durchlaufen wird. Dies ist in Abb.5.5 dargestellt.

Man erkennt, da� das Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnungtrotz der gro�en
Schrittweite (rote Linie und o�ene rote Symbole) sehr gute Ergebnisse liefert. Das
einfache Euler-Verfahren (schwarze Kurven) hat die Tendenz, von der exaktenL•o-
sung wegzulaufen und spiralf•ormig zu divergieren. Man m•u�te die Schrittweite des
Euler-Verfahrens schon extrem verringern (womit eine extreme Erh•ohung der Re-
chenzeit verbunden w•are), um f•ur einen Umlauf eine Genauigkeit zu erzielen, die
mit dem Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung vergleichbar w•are.

Abbildung 5.6 zeigt den Vergleich zwischen den Runge-Kutta-Verfahren 4-ter
(rot) und 2-ter Ordnung (blau) f•ur das Lotka-Volterra-Modell (5.285) mit Para-
metern wie in Abb. 5.5. F•ur die extrem gro�e Schrittweite h = 1 zeigt sich, da�
auch die L•osung mit dem Runge-Kutta-Verfahren 2-ter Ordnung leicht nachau�en
abdriftet.

In Abb. 5.7a ist schlie�lich ein Vergleich des Adams-Bashforth-Verfahrens
zweiter Ordnung mit dem Pr•adiktor-Korrektor-Verfahren auf Basis des Adams-
Moulton-Verfahrens analog zu (5.334) gezeigt. Man erkennt das spiralige Auslaufen
des Adams-Bashforth-Verfahrens im Vergleich zum Runge-Kutta-Verfahren vier-
ter Ordnung. Im Gegensatz dazu zeigt das Pr•adiktor-Korrektor-Verfahren eine
Einw•arts-Spirale. Dieser Verhalten ist typisch und kann auch f•ur das konservati-
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Abbildung 5.6.: Integration des Lotka-Volterra-Modells (5.285). Die Schrittweite betr •agt
h = 1. Gezeigt ist das Ergebnis des Runge-Kutta-Verfahrens vierter Ordnung (rot ) im
Vergleich zu demjenigen zweiter Ordnung (blau). Alle anderen Parameter sind identisch
wie in Abb. 5.5.

(a) Lottka-Voltera-Modell
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Abbildung 5.7.: Vergleich des Adams-Bashforth-Verfahrens zweiter Ordnung (AB2) und
des Pr•adiktor-Korrektor-Verfahrens zweiter Ordnung (PK2) mit d em Runge-Kutta-
Verfahren vierter Ordnung (a) f •ur das Lotka-Volterra-Modell ( 5.285) mit h = 1 und Para-
metern wie in Abb. 5.5und (b) f •ur den unged•ampften harmonischen Oszillator •y+ ! 2y = 0
mit h = 0 :5, ! = 1 und Anfangsbedingungeny(0) = 1 und _y(0) = 0.

ve System eines harmonischen Oszillators (Abb.5.7b) beobachtet werden.

Ein anderes ber•uhmtes Modell stammt vom MeteorologenLorenz(1963). Zur Be-
schreibung der Konvektion in der Atmosph•are schlug er ein Minimalmodell der ther-
mischen Konvektion in einer ebenen Fluidschicht vor. Man kann diesesModell aus
den Navier-Stokes-Gleichungen erhalten, wenn man diese mittelsGalerkin-Methode
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auf einige wenige Fourier-Moden projiziert. Das Modell lautet

_X = Pr ( Y � X ) ; (5.351a)
_Y = � Y + X (r � Z ) ; (5.351b)
_Z = � bZ + XY: (5.351c)

Die Str•omung besteht aus parallelen Konvektionsrollen mit AmplitudeX (t). Y(t)
ist die zugeh•orige Amplitude des Temperaturfeldes undZ(t) eine h•ohere Harmoni-
sche des Temperaturfelds,•uber welche die ModenX und Y miteinander gekoppelt
sind. Der physikalisch relevante Parameterbereich liegt in der N•ahe vonr = 1 (re-
duzierte Rayleighzahl). Der Koe�zient b ist konstant.

Edward Norton
Lorenz
1917{2008

F•ur r < 1 laufen alle Trajektorien in den stabilen trivialenFix-
punkt X = Y = Z = 0 ein. Dieser Zustand entspricht dem reinen
W•armeleitungszustand. F•ur r > 1 verzweigen hieraus zwei Fix-
punkte, welche Konvektionsrollen mit gleicher konstanter Ampli-
tude aber unterschiedlichem Drehsinn beschreiben. Bei weiterer
Erh•ohung vonr werden die beiden station•aren L•osungen insta-
bil und es treten zwei stabileGrenzzyklenauf. Bei einer noch
h•oheren Rayleighzahlr werden auch die beiden Grenzzyklen in-
stabil und f•ur die Parameter Pr = 10,b= 8=3 und r = 28 �ndet
man ein chaotisches Verhalten. Dabei n•ahern sich die Trajekto-
rien demLorenz-Attraktor, einemseltsamen Attraktorin Gestalt
einer Cantor-Menge.

Beispielrechnungen sind in Abb.5.8gezeigt. F•ur die gegebenen
Parameter und eine Rechnung bist = T = 10 ist die Schrittweite

h = 0:01 f•ur das Runge-Kutta-Verfahrens vierter Ordnung (RK4) vollst•andig aus-
reichend, was ein Vergleich von Abb.5.8a und b zeigt. Der Verlauf der Trajektorien
und die jeweiligen Endpunkte stimmen optisch•uberein. Das Euler-Verfahren und
auch das Pr•adiktor-Korrektor-Verfahren zweiter Ordnung (Abb. 5.8b,c) liefern f•ur
h = 0:01 jedoch v•ollig falsche Ergebnisse hinsichtlich der Trajektorie und der End-
punkte. Lediglich der Bereich, den die Trajektorie•uberstreichen, und die qualitative
Struktur der Trajektorien sind •ahnlich.

An dieser Stelle sei bemerkt, da� chaotische Trajektorien (wie in dem Beispiel)
auch mit einem hypothetisch exakten Integrationsverfahren nurbis zu einem gewis-
sen Zeitpunkt mit gegebener Fehlertoleranz vorhergesagt werden k•onnten, da dicht
benachbarte Trajektorien exponentiell divergieren. Ab einem gewissen Zeitpunkt
ist das Ergebnis dann unbrauchbar (v•ollig falsch). Man kann diese Grenze auch
mit vierfach genauer Arithmetik (real*16 anstelle von real*8 ) nur geringf•ugig
verschieben.

In MATLAB �ndet man verschiedene L•oser f•ur gew•ohnliche Di�erentialglei-
chungssysteme. Ein Standard-L•oser, der auf dem Runge-Kutta-Verfahren basiert,
ist [t,Y] = ode45(odefun,tspan,y0,options) (Dormand-Prince-Methode12).

12Das Dormand-Prince-Verfahren ist adaptiv. Dabei wird ein Integrationsschritt mit einem RK4-
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Abbildung 5.8.: Trajektorien der L •osung des Lorenzsystems (5.351) f •ur die Parameter
b = 8=3, Pr = 10 und r = 28 mit der Anfangsbedingung [X; Y; Z ](0) = [10 ; 0; 20] (roter
Punkt). Die Gleichungen wurden von t = 0 bis t = T = 10 integriert. (a) zeigt die
Trajektorie des Runge-Kutta-Verfahrens vierter Ordnung (RK4, rot ) f •ur die sehr kleine
Schrittweite h = 0 :001. Sie ist optisch identisch mit den RK4-Trajektorien in (b) und (c),
welche f•ur die Schrittweite h = 0 :01 berechnet wurden. Derblaue Punkt markiert den
Endpunkt der RK4-Trajektorie. Im Vergleich zu RK4 ist in (b) die L•osung des Euler-
Verfahrens gezeigt (schwarze Kurve, schwarzer Endpunkt) und (c) zeigt das Pr•adiktor-
Korrektor-Verfahren im Vergleich zu RK4, ebenfalls f•ur h = 0 :01 (gr•une Trajektorie,
gr•uner Endpunkt).

Hierbei ist t ein Vektor der Zeitpunkte tk , f•ur den der L•osungsvektor ausgegeben
wird, und Y ist ein Feld, bei dem jede Zeile einem L•osungsvektor~yk mit den Kom-
ponentenyn;k zum Zeitpunkt tk repr•asentiert. odefun ist die Funktion ~f [x; ~y(x)],
tspan ein mindestens zweikomponentiger Vektor mit der Zeitpunkten, an denen

und einem RK5-Verfahren berechnet. Aus dem Vergleich wird ein Fehler ermittelt. Ist der Fehler
gr•o�er als die vorgegebene Fehlertoleranz, so wir die Zeitschrittweitesolange verringert, bis die
Fehlertoleranz eingehalten wird.
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Abbildung 5.9.: (a) Potential und Gleichgewichtslagen f•ur (5.352) f •ur R = � 0:5, 0 und
0:5. (b) Position der Gleichgewichtslagen als Funktion des Parameters R (Bifurkations-
diagramm).

die L•osung ausgegeben werden soll (mindestens Start- bzw. Endzeit)und y0 der
Vektor der Anfangsbedingungen. Beachte, da� die tats•achliche Zeitschrittweite
variabel ist und von ode45 entsprechend der vorgegebenen Fehlertoleranzen (in
options ) adaptiv gew•ahlt wird.

5.2. Stabilit •at

5.2.1. Physikalische Stabilit •at

In Natur und Technik treten Instabilit •aten in mannigfaltiger Weise auf. Das Thema
kann hier nur heuristisch gestreift werden.13 Als einfaches Beispiel betrachten wir die
•uberd•ampfte Bewegung eines Teilchens in einem Doppelminimum-Potential (Abb.
5.9)

_y = �
@V(y)

@y
= �

@
@y

�
� R

y2

2
+

y4

4

�
= Ry � y3: (5.352)

Die Gleichgewichtslagen, f•ur welche _y = 0 ist, kann man sofort angeben. F•ur R < 0
existiert nur eine einzige reelle Gleichgewichtslage, n•amlich y0 = 0. Sie ist stabil,
da sie einem Minimum (dem einzigen) des Potentials entspricht. Bei Erh•ohung des
Parameters entstehen f•ur R > 0 zwei neue Gleichgewichtslagen mity1;2 6= 0. Beide
Lagen sind stabil gegen•uber kleinen St•orungen, da es sich um zwei lokale Minima
von V(y) handelt. Gleichzeitig wird die Gleichgewichtslagey = y0 = 0 instabil, da
V(y = 0; R > 0) einem Maximum des Potentials entspricht.14

13Siehe aber die LehrveranstaltungHydrodynamische Instabilit•aten und •Ubergang zur Turbulenz,
LVA-Nr. 304.020.

14Aufgabe: Berechne die station•aren L•osungen ( _y = 0) von ( 5.352) f•ur R � 0 mit Hilfe der
Bogenl•angenverfolgung beginnend mity� (R = 1) = 1.
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Unabh•angig von der Stabilit•at ist y(t) = 0 eine L•osung der gew•ohnlichen Di�e-
rentialgleichung (5.352) zum Anfangswerty(0) = 0. Um die Stabilit •at dieser L•osung
zu untersuchen, betrachten wir die zeitliche Entwicklung kleiner Abweichungen� (t)
von der L•osungy0 = 0. Wenn wir y(t) = y0 + � (t) = � (t) in (5.352) einsetzen und
linearisieren15 erhalten wir

_y = Ry � y3 jyj= j� j� 1
) _� = R� (5.353)

Die L•osung zum Startwert� (t = 0) = � 0 lautet

� (t) = � 0eRt : (5.354)

Startet man also von einem kleinen Anfangswerty(0) = � 0, so w•achst jy(t)j
y0=0
=

j� (t)j f•ur R > 0 exponentiell mit der Zeit an. Man sagt:Die L•osungy0 ist linear
instabil. F•ur R < 0 ist die L•osungy0 linear stabil.

Dieses Konzept kann man auf komplexere Systeme mit vielen Freiheitsgraden
bzw. auf gro�e Systeme von gew•ohnlichen Di�erentialgleichungen •ubertragen. So
existiert zum Beispiel im Lorenz-Modell die Gleichgewichtslage (X; Y; Z ) = (0 ; 0; 0).
F•ur r � 1 ist sie linear stabil, f•ur r > 1 ist sie instabil. F•ur r > 1 entstehen zwei neue
nichttriviale station •are L•osungen (Gleichgewichtslagen), deren Lage man exakt an-
geben kann (siehe z.B.Guckenheimer and Holmes, 1983). Abbildung 5.10illustriert
die Stabilit•at des Fixpunktes im Ursprung f•ur r < 1 und dessen Instabilit•at f•ur
r > 1.

5.2.2. Stabilit •at numerischer Verfahren

Die physikalische Instabilit•at beschreibt ein (reales) physikalisches Ph•anomen. Die
numerische Instabilit•at ist ein (in der Regel ungewolltes) Artefakt des numerischen
Algorithmus und hat nichts mit dem physikalischen Verhalten zu tun.

Zur Motivation betrachten wir zun•achst ein Beispiel f•ur ein numerisch instabi-
les Verfahren. In Anlehnung an das Euler-Verfahren (5.294) erh•alt man bei einer
zeitlich symmetrischen Diskretisierung der Ableitungy0 aus dem Cauchy-Problem
(5.288)

yn+1 = yn� 1 + 2hf n : (5.355)

Dies ist ein Mehrschrittverfahren, da die Funktionswerte an den Stellenn und n � 1
zur Berechnung vonyn+1 ben•otigt werden. Das Verfahren ist zwar von zweiter
Ordnung (symmetrische Bildung der Zeitableitung) und damit prinzipiell genauer
als das Vorw•arts-Euler-Verfahren, es ist aber instabil. Um das zu sehen, berechnen
wir die L•osung y(t) f •ur das obige Beispiel (5.352) eines masselosen Teilchens im
Potential mit Hilfe des symmetrischen Euler-Verfahrens (5.355). Abbildung 5.11
zeigt die Instabilit•at des symmetrischen Verfahrens (5.355) im Vergleich mit dem
f•ur diese Parameter (h = 0:15) stabilen Vorw•arts-Euler-Verfahren und dem Runge-
Kutta-Verfahren vierter Ordnung.16

15F•ur Terme � n mit n � 2 gilt f •ur � ! 0: � n � � . Sie k•onnen daher vernachl•assigt werden, solange
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(a) r = 0 :9 und r = 1 :1
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Abbildung 5.10.: (a) Trajektorien f •ur das Lorenz-Modell mit Pr = 10 und b = 8=3 f•ur die
Anfangsbedingung (X; Y; Z )(0) = (0 :1; 0:3; 0:1) (rotes Quadrat). F •ur r = 0 :9 besitzt das
Systeme nur einenstabilen Fixpunkt bei ( X; Y; Z ) = (0 ; 0; 0). F•ur r = 1 :1 ist dieser Fix-
punkt instabil und die Trajektorie konvergiert auf einen der beiden anderen nichttrivialen
Fixpunkte. Die Berechnung erfolgte mit RK4 und h = 0 :01 f•ur die Zeitspannet 2 [0; T].
Die L•osung f•ur T = 50 (blaue Quadrate) ist grapisch identisch mit der asymptotichen
L•osung f•ur T ! 1 . Abbildung (b) zeigt die Attraktion auf einen der beiden nichttrivialen
Fixpunkte, die f •ur r = 20 noch stabil sind. F•ur r = 24 (c) sind alle Fixpunkt instabil und
das System oszilliert unregelm•a�g und im Wechsel um jeweils einen der beiden Fixpunkte.
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Abbildung 5.11.: Relaxation des Ortes eines masselosen Teilchens nach (5.352) zum sta-
bilen Fixpunkt y0 = 0 (gestrichelt) f •ur R = � 0:03. Die Anfangsbedingung isty(0) = 0 :7.
Gezeigt sind die L•osungen f•ur das stabile RK4-Verfahren (rot ), das stabile Vorw•arts-
Euler-Verfahren (schwarz) und das instabile symmetrischeVerfahren (5.355) (gr•un). Die
Schrittweite f •ur alle Rechnungen isth = 0 :15.

Germund
Dahlquist
1925{2005

Die allgemeine Problematik der Stabilit•at numerischer Ver-
fahren ist ein umfangreiches und schwieriges Gebiet. Au�erdem
kann man die Stabilit•at eines numerischen Verfahrens auf un-
terschiedliche Weisen de�nieren. Zur Charakterisierung numeri-
scher Verfahren geht man deshalb zun•achst von dem einfachen
eindimensionalen skalaren Modell-Problem, derDahlquistschen
Testgleichung,17 aus

y0(x) = �y (x); x � 0; (5.356)

wobei � 2 R < 0 ist. Die exakte L•osung zur Anfangsbedingung
y(0) = 1 lautet

y(x) = e �x : (5.357)

Wenn wir das Euler-Verfahren auf das Modell-Problem (5.356) anwenden, erhalten
wir mit y0 = 1

yk+1 = yk + hf (xk ; yk) = yk + h�y k = (1 + �h ) yk = (1 + �h )k+1 : (5.358)

� (t) � 1 ist.
16F•ur das einfache Doppelminimum-Potential (5.352) kann man auch die exakte L•osungyexakt (t)

berechnen und dann den genauen Fehlerynum (t) � yexakt (t) betrachten.
17Die Dahlquistschen Testgleichung entspricht der•uberd•ampften Bewegung eines Teilchens im

Potential V = � �y 2=2, � < 0.
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F•ur die exakte L•osung gilt y(x ! 1 ) = 0. Damit auch f •ur die numerische Folge
limk!1 yk = 0 gilt, m •ussen wir fordernj1 + �h j < 1 oder (mit � < 0)

h <
2

j� j
: (5.359)

Ist diese Bedingung erf•ullt, nennt man das Euler-Verfahrenstabil. Ist sie nicht
erf•ullt, dann gilt lim k!1 jyk j = 1 und das Euler-Verfahren ist instabil. Daher
de�niert man:

Absolute Stabilit•at: Ein Einschritt-Verfahren mit �h 6= 0 wird ab-
solut stabil genannt, wenn die N•aherungsl•osung des eindimensiona-
len Modellproblems (5.356) f•ur < (� ) � 0 beschr•ankt bleibt, d.h.
supk jyk j < 1 .

Der Bereich in der komplexen Ebenez = �h 2 C, f•ur welchen ein Verfahren
absolut stabil ist, nennt man denBereich absoluter Stabilit•at.

Auskunft •uber die Stabilit•at des Modellproblems (5.356) gibt o�enbar der Ver-
st•arkungsfaktor

G :=
yk+1

yk
: (5.360)

F•ur Stabilit •at mu� gelten jGj � 1. F•ur das Euler-Verfahren ist der Verst•arkungsfak-
tor G(�h ) = 1+ �h . Der Stabilit•atsbereich ist dann durchjGj = j1+ �h j = j1+zj � 1

charakterisiert. Mit j1 + zj = j1 + < (z) + i = (z)j =
q

[1 + < (z)]2 + [ = (z)]2 ist die
Bedingung j1 + zj = 1 ein Kreis mit Radius 1 um dem Punkt z = ( � 1; 0) in der
komplexen Ebene (Abb.5.12a). F•ur Punkte z = �h innerhalb dieses Kreises ist das
Vorw•arts-Euler-Verfahren absolut stabil.18

In •ahnlicher Weise kann man die Taylor- und Runge-Kutta-Formeln untersuchen.
Mit y0 = f = �y ist f•ur das Modell-Problem (5.356) f (r � 1)(x; y) = �y (r � 1) =
� r y(0) = � r y. Damit wird aus der Taylor-Formel (5.304)

yk+1 = yk+ h
RX

r =1

hr � 1

r !
f (r � 1)(xk ; yk)

(5.356)
= yk+ h

RX

r =1

hr � 1

r !
� r yk =

 

1 +
RX

r =1

(�h )r

r !

!

yk :

(5.361)
Wir erhalten daraus den Verst•arkungsfaktor

G =
RX

r =0

(�h )r

r !
: (5.362)

Die Stabilit •atsbereiche, charakterisiert durchjGj = 1, sind f•ur die OrdnungenR =
1, 2, 3 und 4 in Abb.5.13dargestellt.

18Man betrachtet die linke komplexe Halbebenez 2 C mit < (z) � 0, weil der Verst•arkungsfaktor
bei einigen Verfahren auch komplex sein kann.
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(a) Vorw •arts-Euler

= (z)

< (z)� 1� 2 0

stabil

(b) R •uckw•arts-Euler

= (z)

< (z)

1 20

instabil

Abbildung 5.12.: Bereiche absoluter Stabilit•at (grau) und absoluter Instabilit •at (wei�)
f•ur das explizite Vorw•arts-Euler-Verfahren (a) und f•ur das implizite R•uckw•arts-Euler-
Verfahren (b).

Abbildung 5.13.: Stabilit •atsbereich der Taylor-
und Runge-Kutta-Formeln f •ur das Modellproblem
(5.356) als Funktion von z = �h . Der stabile
Bereich liegt jeweils innerhalb der geschlossenen
Kurven. Dargestellt sind die Stabilit •atsbereiche
von RK1 bis RK4 (von innen nach au�en).

� 3
� 3

� 2

� 2

� 1

� 1

0

0

1

1

2

3

< (z)

= (z)

H. C. Kuhlmann
Numerische Methoden der Ingenieurwissenschaften

121



5. Anfangs- und Randwert-Probleme

Da die Funktion F (x; y) =
P R

r =1 cr K r (x; y) in (5.311) des Runge-Kutta-Ansatzes
bis zur OrdnungR � 1 identisch ist mit der Taylor-Formel, sind die Taylor- und die
Runge-Kutta-Formeln bis zu OrdnungR identisch und besitzen demzufolge auch
dieselben Stabilit•atsgrenzen.

Wenn die exakte L•osung sehr stark ged•ampft ist ( � � � 1) mu� man die Schritt-
weite h hinreichend klein w•ahlen, damit man den Stabilit•atsbereich f•ur z = �h nicht
in Richtung der linken Halbebene verl•a�t. Daher w•are es w•unschenswert, wenn sich
der Stabilit•atsbereich eines Verfahrens•uber die gesamte linke Halbebene erstrecken
w•urde. Verfahren, die diese Eigenschaft besitzen, nennt manA-stabil (Dahlquist):

Ein Verfahren ist A-stabil, wenn f z 2 Cj< (z) < 0g � S, wobei S der
Stabilit •atsbereich ist.

Man kann zeigen, da� explizite Methoden nieA-stabil sind. Implizite Methoden
sind dagegenA-stabil. Ein Beispiel daf•ur ist das implizite Euler-Verfahren (5.298).
Wendet man es auf das Modell-Problem (5.356) an, erh•alt man

yk+1 = yk + h�y k+1 oder yk+1 =
yk

1 � �h
(5.363)

Der Verst•arkungsfaktor ist damit G = (1 � �h )� 1 = (1 � z) � 1 und f•ur die Stabi-
lit •atsgrenze gilt j1 � zj = 1. Dies ist ein Kreis mit Radius 1 um den Punkt (1; 0)
in der komplexenz-Ebene (Abb. 5.12b), wobei der Bereich innerhalb des Kreises
instabil ist und der gesamte Au�enbereich stabil.

Ausgehend von dem Modell-Problem (5.356), kann man nun versuchen, die Er-
gebnisse auf allgemeinere Anfangswertaufgaben zu•ubertragen. Da diese Aufgabe
nicht trivial ist, verzichten wir hier darauf. Die Stabilit •at eines Verfahrens ist jedoch
sehr wichtig bei der L•osung sogenanntersteifer Probleme(Kap. 5.2.4).

5.2.3. Wurzelbedingung

Die Stabilit •at linearer Mehrschrittverfahren l•a�t sich mit Hilfe einer Wurzelbedin-
gung analysieren. Dazu beachten wir, da� man ein lineares Mehrschrittverfahren in
der Form

yk+1 =
mX

i =1

ai yk+1 � i + h
mX

i =0

bi f k+1 � i (5.364)

schreiben kann. Istb0 = 0 so ist das Verfahren explizit, andernfalls ist es implizit.
Zur Klassi�zierung der Stabilit•at verwenden wir wieder das Modell-Problem

(5.356). Wir gehen nun von einem beliebigen Satz vonm aufeinander folgenden
Werten aus und sammeln diese in einem Vektor~Yk = ( yk ; yk� 1; : : : ; yk+1 � m)T der
L•ange m. Mit f k = �y k (Modell-Problem) kann man das Mehrschrittverfahren
(5.364) dann in der Form schreiben

~Yk+1 = M � ~Yk + h~Zk+1 (~Yk ; ~Yk+1 ); (5.365)
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wobei

M =

0

B
B
B
@

a1 a2 : : : am

1 0 : : : 0
. . . . . .

...
1 0

1

C
C
C
A

: (5.366)

Die erste untere Nebendiagonale mit den Einsen stellt nur die Identit•at der schon
zuvor berechneten Funktionswerte sicher. Es �ndet nur eine Verschiebung des In-
dexes statt. Die erste Zeile vonM generiert die neue erste Komponenteyk+1 von
~Yk+1 . Bei gen•ugend kleiner Schrittweiteh ! 0 bleibt der Betrag des Vektorsh~Zk+1

beschr•ankt.19 Die Entwicklung der L•osung h•angt dann nur von den Eigenwerten� i

der Matrix M ab. Diese sind durch die Wurzeln des charakteristischen Polynoms

� (� ) = det ( � I � M) = det

0

B
B
B
@

� � a1 � a2 : : : � am

� 1 �
. . . . . .

� 1 �

1

C
C
C
A

= ( � � a1)� m� 1 � a2� m� 2 : : : � am� 1� � am (5.367)

gegeben. Hierbei wurde die Determinante nach der ersten Zeile derMatrix ent-
wickelt. Damit die Folge (5.365) beschr•ankt bleibt, m•ussen alle Wurzeln� i des
charakteristischen Polynoms (Eigenwerte vonM), gegeben durch

� (� ) = � m � a1� m� 1 � a2� m� 2 � : : : � am
!= 0; (5.368)

betragsm•a�ig keiner oder gleich eins sein. Dies ist dasWurzel-Kriterium

j� i j � 1: (5.369)

F•ur jedes Schema von mindestens erster Ordnung ist
P m

i =1 ai = 1. Damit ist
� = 1 immer eine Wurzel von (5.368). Wenn die anderen (m � 1) Wurzeln die
Bedingungj� i j < 1 erf•ullen, hei�t das Verfahren stark stabil. Es hei�t stabil, wenn
f•ur die anderen (m � 1) Wurzeln gilt j� i j � 1, und wenn alle Wurzeln mitj� i j = 1
einfach sind.

F•ur die Adams-Bashforth-Verfahren (explizit) der Ordnungm ist a1 = 1 und
ai � 2 = 0. Daher ist � (� ) = � m � � m� 1 = � m� 1(� � 1). Dann sind (m� 1) Wurzeln Null
und eine Wurzel ist Eins. Die Adams-Bashforth-Verfahren sind alsostark stabil.20

Beachte, da� die Stabilit•at nach dem Wurzelkriterium unter der Voraussetzung
h ! 0 abgeleitet wurde. Deshalb k•onnen die Verfahren, die stabil im Sinne des
Wurzel-Kriteriums sind, f•ur hinreichend gro�e Werte vonh trotzdem instabil wer-
den (siehe z.B. den Stabilit•atsbereich der Runge-Kutta-Verfahren in Abb.5.13, die

19Eine solche Absch•atzung kann man auch f•ur andere Funktionen f (x; y) durchf•uhren.
20Auch implizite Runge-Kutta-Verfahren h •oherer Ordnung k•onnen A-stabil sein. Das Stabilit•ats-

gebiet der oben untersuchten expliziten Runge-Kutta-Verfahren ist aber immer beschr•ankt,
genauso wie f•ur alle linearen explizite Mehrschritt-Verfahren.
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5. Anfangs- und Randwert-Probleme

man auch mittels Wurzelkriterium auf Stabilit•at untersuchen kann). F•ur das sym-
metrische Verfahren (5.355) ist m = 2 mit a1 = 0 und a2 = 1 und wir erhalten aus
(5.368) � 2 � 1 = 0 mit � 1;2 = � 1. Das Verfahren ist also stabil, aber nicht stark sta-
bil. Dies wirkt sich f•ur endliche Schrittweiteh katastrophal aus (Abb.5.11). Auf der
anderen Seite kann man die Schrittweite in der Praxis nicht beliebig verkleinern,
da sich ansonsten Rundungsfehler negativ auswirken k•onnen und die Rechenzeit
divergiert.

5.2.4. Steife Probleme

Ein Beispiel

Wenn sich die L•osung eines Anfangswertproblems auf sehr unterschiedlichen Skalen
von x (entsprechend der Zeit) entwickelt, spricht man von einemsteifen System.
Dies ist zum Beispiel der Fall bei dem Problem

y0 = � 100y + 100; mit y(0) = 2 : (5.370)

Die L•osung des homogenen Problems istyhom = ae� 100x . Eine partikul•are L•osung
ist ypart = 1. Daher lautet die L•osung (a = 1 wegen der Anfangsbedingung)

y(x) = 1 + e � 100x : (5.371)

O�enbar f •allt y zun•achst sehr stark ab (y0(0) = � 100) und geht f•ur x ! 1 sehr
schnell gegen 1. Schon beix = 0:1 ist y(0:1) = 1 + e � 10 = 1 + 4 :5 � 10� 5. Danach
•andert sich die L•osung kaum noch. Die entscheidende Gr•o�e ist die •Anderungsrate
y0. In diesem Beispiel•andert sie sich stark als Funktion vonx.

Wenn wir (5.370) nun mit dem Vorw•arts-Euler-Verfahren l•osen wollten, erhielten
wir

yk+1 = yk + hf (yk) = yk + h(100� 100yk) = (1 � 100h)yk + 100h: (5.372)

Man kann leicht nachpr•ufen, da� die L•osung dieser Rekursionsformel zu dem An-
fangswerty0 = 2 gegeben ist durch

yk = (1 � 100h)k + 1: (5.373)

F•ur h > 0:01 wird (1 � 100h) negativ. F•ur h = 0:02 oszilliert die Folge der Funkti-
onswerte schon zwischen 0 und 2. F•ur h > 0:02 wird dieser E�ekt noch verst•arkt.
Das Verfahren ist dann instabil. Das Verhalten f•ur h = 0:019 ist in Abb. 5.14dar-
gestellt (rote Punkte). Der Faktor (1� 100h) stellt eine Approximation von e� 100x

dar (in jedem Schritt eine lineare Approximation von (5.371)). Sie ist allerdings nur
gut f•ur kleine Werte von h. Das Vorw•arts-Euler-Verfahren versucht den Exponen-
tialterm e� 100x zu approximieren, obwohl er f•ur x > 0:1 praktisch nichts mehr zur
L•osung beitr•agt. Typischerweise werden bei steifen Gleichungen und Verwendung
•ublicher Methoden auch diejenigen Terme approximiert, welche das physikalische
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x

y

0
0 0:1 0:2 0:3

0:5

1

1:5

2

Abbildung 5.14.: Vergleich des expliziten Vorw•arts-Euler- (rot ) und des impliziten
R•uckw•arts-Euler-Verfahrens (blau) mit der exakten L•osung (gr•un) von (5.370) f •ur h =
0:019.

Verhalten stark stabilisieren, aber zur L•osung wenig beitragen. Dies f•uhrt dann zur
Instabilit •at der Verfahren.

Um steife Anfangswertprobleme zu l•osen, ben•otigt man besonders stabile Verfah-
ren. Diese sollten nach M•oglichkeit A-stabil sein. Da explizite Verfahren, wie das
Vorw•arts-Euler-Verfahren, nicht A-stabil sein k•onnen, kommen hierf•ur vor allem
implizite Verfahren in Betracht.

Als Beispiel betrachten wir das R•uckw•arts-Euler-Verfahren (5.298), angewandt
auf (5.370). Wir erhalten damit

yk+1 = yk + hf (xk+1 ; yk+1 ) = yk + h (� 100yk+1 + 100) : (5.374)

Dies k•onnen wir wegen der einfachen Form vonf nach yk+1 au
 •osen21

yk+1 =
yk + 100h
1 + 100h

: (5.375)

Die L•osung dieser Rekursionsformel zu der Anfangsbedingungeny0 = 2 lautet

yk =
1

(1 + 100h)k + 1: (5.376)

Anders als die L•osung (5.373) f•ur das Vorw•arts-Euler-Verfahren zeigt die L•osung
(5.376) f•ur das R•uckw•arts-Euler-Verfahren keine Instabilit•at. Die Iterierte yk n•ahert
sich monoton fallend dem Grenzwertyk ! 1. Man kann das unterschiedliche Verhal-
ten auch dahingehend interpretieren, da� beim expliziten Vorw•arts-Euler-Verfahren
der Exponentialterm in (5.371) durch ein Polynom approximiert wird, welches f•ur
x ! 1 nicht verschwinden kann. Beim impliziten R•uckw•arts-Euler-Verfahren wird

21Im allgemeinen Fall ist f•ur jeden Integrationsschritt eine Gleichung (bzw. f•ur Systeme ein Glei-
chungssystem) zu l•osen, welche nichtlinear sein kann.
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5. Anfangs- und Randwert-Probleme

der Exponentialterm in (5.371) hingegen durch eine rationale Funktion approxi-
miert, die f•ur x ! 1 verschwindet. Ein Vergleich der beiden Euler-Verfahren mit
der exakten L•osung ist in Abb. 5.14 gezeigt. Das R•uckw•arts-Euler-Verfahren ist
nur von erster Ordnung. Ein besseres implizites Verfahren w•are zum Beispiel das
Adams-Moulton-Verfahren zweiter Ordnung (5.332).

Steifheit

Um ein Ma� f •ur die Steifheit zu �nden, betrachten wir das lineare System

~y0 = A � ~y+ ~b(x); (5.377)

mit einer konstanten N � N Matrix A. Man kann die allgemeine L•osung dieses
Problems durch eine Superposition von Eigenvektoren~cn 2 CN von A darstellen
(Hauptachsentransformation)22

~y(x) =
NX

n=1

an~cne� n x + ~g(x); (5.378)

wobei � n 2 C die (nicht-entartet angenommenen) Eigenwerte zu den Eigenvektoren
~cn sind. Die Koe�zienten an sind Konstanten, die nur von den Anfangsbedingungen
abh•angen, und~g(x) ist eine partikul•are L•osung. Unter der Annahme<(� n ) < 0
tendiert dann jeder Term in der Summe (5.378) gegen Null: ~cne� n x x!1�! 0. Die
Summe in (5.378) stellt damit den transienten Anteil der L•osung dar.

Je nach Absolutwert des Realteilsj< (� n )j gibt es transiente Terme, die schnell
oder langsam zerfallen. Um die Disparit•at der Zerfallsraten zu quanti�zieren de�-
niert man die Steifheit als

� :=
j< (� )jmax

j< (� )jmin
: (5.379)

Diese De�nition kann man auf andere Systeme verallgemeinern, wennman f � ng als
die Eigenwerte der Jacobi-Matrix@fi =@yj au�a�t (Taylor-Entwicklung der rechten
Seite von (5.335)).

5.3. Randwertprobleme

Peter Gustav Le-
jeune Dirichlet
1805{1859

Bisher (Kap. 5.1) hatten wir Anfangswertprobleme behandelt.
Dabei werden Bedingung nur beix = 0 vorgegeben. Bei Syste-
men vonN gew•ohnlichen Di�erentialgleichungen erster Ordnung
oder bei einer gew•ohnlichen Di�erentialgleichung der OrdnungN

22Die L•osung des homogenen Problems~y0 = A � ~y ist ~y = ~ceAx . Man stellt dann ~c=
P

n an~cn als
Superposition von Eigenvektoren vonA dar.
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ben•otigt man dann auchN Anfangsbedingungen, damit die L•o-
sung eindeutig festgelegt ist. Bei mehr als einer Bedingung k•on-
nen die Bedingungen im Prinzip auch bei verschiedenen Werten
von x gegeben sein.

Wir betrachten die allgemeine gew•ohnliche Di�erentialglei-
chung zweiter Ordnung

v00(x) = f [x; v(x); v0(x)] (5.380)

auf dem Gebietx 2 [a; b]. Da die Gleichung von zweiter Ordnung ist, mu� man f•ur
eine eindeutige L•osung zwei Bedingungen fordern. Es seien nun die Funktionswerte
an zwei verschiedenen Stellen vorgegeben

v(a) = �; und v(b) = �: (5.381)

Diese Vorgabe von Funktionswerten bezeichnet man alsDirichlet-Randbedingungen.
Gleichungen (5.380) und (5.381) de�nieren ein Zweipunkt-Randwertproblem. Es
kann nichtlinear sein, wenn in der Funktionf beispielsweise Terme der Artvv0

oder (v0)3 auftreten. Die einfacherenlinearen Zweipunkt-Randwertprobleme lassen
sich in der Form schreiben

v00(x) = B(x)v0(x) + C(x)v(x) + D(x); auf a � x � b: (5.382)

Hierbei sind B(x), C(x) und D(x) fest vorgegebene Funktionen vonx.23

5.3.1. Approximation mittels �niter Di�erenzen

Gleichungen ohne erste Ableitung (B = 0)

Eine M•oglichkeit der numerischen Approximation des linearen Zweipunkt-
Randwertproblems (5.382) besteht darin, die Di�erentialquotienten durch Di�e-
renzenquotienten zu ersetzen. Wir betrachten zun•achst den einfachen FallB � 024

v00(x) = C(x)v(x) + D(x); auf a � x � b: (5.383)

Das Gebiet [a; b] wird nun in N + 1 kleine Intervalle aufgeteilt. Bei •aquidistanter
Gitterweite h = ( b� a)=(N + 1) sind dann die Gitterpunkte gegeben durch (Abb.
5.15)

xn = a + nh; n = 0; : : : ; N + 1: (5.384)

23Ein Beispiel, das in diese Klasse von Problemen f•allt, ist die station •are eindimensionale W•arme-
transportgleichung uT 0 = �T 00mit dem W•armeleitungsterm T 00, der Temperaturleitf •ahigkeit �
(Di�usivit •at) und dem konvektiven Temperaturtransport uT 0 (u: Str•omungsgeschwindigkeit).
Im station •aren Gleichgewicht halten sich beide Terme die Waage. F•ur dieses Problem k•onnten
Dirichlet-Randbedingungen n•aherungsweise mittels por•oser durchstr•omter metallischer W•ande
(gute W•armeleitung) realisiert werden.

24Diese Art Di�erentialgleichung tritt zum Beispiel auf bei der Bestimmu ng der Biegemomen-
te v(x) eines eingespannten Stabes unter axialer Druckkraft und homogener Querbelastung
(Knickbiegung).
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x

h

x0 = a x1 x2 xN � 1 xN xN +1 = b

Abbildung 5.15.: Equidistantes Gitternetz f •ur das Intervall x 2 [a; b] mit Gitterweite h.

Die ersten Ableitungen kann man an den Zwischengitterstellen mittelsDi�eren-
zenquotienten folgenderma�en approximieren

v0

�
xn �

h
2

�
�

v(xn ) � v(xn� 1)
h

; und v0

�
xn +

h
2

�
�

v(xn+1 ) � v(xn )
h

:

(5.385)
Daraus erhalten wir f•ur die Approximation der zweiten Ableitung

v00(xn ) �
v0

�
xn + h

2

�
� v0

�
xn � h

2

�

h
�

1
h

�
v(xn+1 ) � v(xn )

h
�

v(xn ) � v(xn� 1)
h

�

=
v(xn+1 ) � 2v(xn ) + v(xn� 1)

h2
: (5.386)

Wenn wir diese Approximation in (5.383) einsetzen, erhalten wir mitv(xn ) = vn

f•ur die inneren Gitterpunkte

1
h2

(vn+1 � 2vn + vn� 1) = Cnvn + Dn ; f•ur n = 1; : : : ; N; (5.387)

oder

� vn+1 + (2 + h2Cn )vn � vn� 1 = � h2Dn ; f•ur n = 1; : : : ; N: (5.388)

Diese Gleichungen f•ur n = 1; : : : ; N koppeln die unbekannten Funktionswerte an
jeweils drei benachbarten Gitterpunkten. Die Gleichungen sind daher implizit und
k•onnen nur gemeinsam, d.h. gekoppelt, gel•ost werden. Die beiden•au�eren Gitter-
punkte sind schon durch die Randbedingungenv0 = � und vN +1 = � festgelegt.
Wenn man dieN Gleichungen f•ur die N unbekannten Funktionswerte an den in-
neren Punkten in Matrixschreibweise notiert und die Randbedingungen beachtet,
erh•alt man

0

B
B
B
B
B
@

2 + h2C1 � 1
� 1 2 + h2C2 � 1

. . . . . . . . .
� 1 2 + h2CN � 1 � 1

� 1 2 + h2CN

1

C
C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
B
@

v1

v2
...
...

vN

1

C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
@

� � h2D1

� h2D2
...
...

� � h2DN

1

C
C
C
C
C
A

(5.389)
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Dies ist eintridiagonales lineares Gleichungssystem, das man leicht l•osen kann (siehe
Kap. 2.1.3). In dem Spezialfall, da� C(x) = 0 ist, erh•alt man die einfachere Matrix

A =

0

B
B
B
B
B
@

2 � 1
� 1 2 � 1

. . . . . . . . .
� 1 2 � 1

� 1 2

1

C
C
C
C
C
A

(5.390)

Bis auf den Faktor � h� 2 ist dies die Matrix-Darstellung des Operators der zweiten
Ableitung, gebildet mit zentralen �niten Di�erenzen. Sie besitzt viele g•unstige Ei-
genschaften. Sie ist symmetrisch und auch positiv de�nit.25 F•ur C(x) � 0 ist die
Matrix A in (5.389) die Summe der positiv de�niten Matrix (5.390) und einer dia-
gonalen positiv semide�niten Matrix h2Cn � n;m . Man kann zeigen, da� die Summe,
und damit die Matrix in ( 5.389), ebenfalls positiv de�nit und damit regul•ar ist.
Deshalb besitzt (5.389) unter der BedingungC(x) � 0 eine eindeutige L•osung.

Fehlerbetrachtungen

Bei der symmetrischen Diskretisierung (5.386) der zweiten Ableitung besitzt der
lokale Diskretisierungsfehler die Gr•o�enordnung O(h2). Um das zu sehen, de�nieren
wir den lokalenDiskretisierungsfehlerder Di�erentialgleichung als

L(xn ; h) :=
1
h2

(vn+1 � 2vn + vn� 1) � Cnvn � Dn ; (5.391)

wobei vn die exakte L•osung der Di�erentialgleichung (5.383) am Punkt xn ist.
Wegen (5.383) k•onnen wir Cnvn + Dn durch v00

n ersetzen und erhalten

L(xn ; h) :=
1
h2

(vn+1 � 2vn + vn� 1) � v00
n : (5.392)

Dies bedeutet, da� sich der lokale Fehler nur durch die Diskretisierung der zweiten
Ableitung ergibt. Wenn wir nun vn+1 und vn� 1 in eine Taylorreihe um den Punkt
xn entwickeln, erhalten wir

vn+1 = vn + hv0
n +

h2

2
v00

n +
h3

6
v000

n +
h4

24
v0000

n + O(h5); (5.393a)

vn� 1 = vn � hv0
n +

h2

2
v00

n �
h3

6
v000

n +
h4

24
v0000

n + O(h5): (5.393b)

Eingesetzt in (5.392) ergibt sich der lokale Fehler (die Terme� vn und diejenigen
mit ungeraden Ableitungen vonv kompensieren sich)

L(xn ; h) =
1
h2

�
h2v00

n +
h4

12
v0000

n + O(h6)
�

� v00
n =

h2

12
v0000

n + O(h4) = O(h2): (5.394)

25Man kann die Eigenwerte der Matrix explizit berechnen und zeigen, da� sie alle reell und positiv
sind. Positiv de�nit bedeutet, ~xT � A � ~x > 0 f•ur alle ~x 6= 0, ~x 2 RN (siehe AnhangA.4.5).
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5. Anfangs- und Randwert-Probleme

Um nun eine Aussage•uber die tats•achlichen Abweichungen derFunktionswerte
en = vn � vn zu erhalten, subtrahiert man (5.387) von (5.391) und erh•alt mit
� n := L(xn ; h) die Beziehung

en+1 � (2 + h2Cn )en + en� 1 = h2� n ; f•ur n = 1; : : : ; N: (5.395)

Die Gleichung f•ur den Fehleren ist also fast identisch mit der diskretisierten Di�e-
rentialgleichung (5.388). Nur die rechten Seiten sind unterschiedlich. Um dengloba-
len Fehlere := maxn jen j zu �nden, m•u�te man dieses Gleichungssystem l•osen. In
Golub and Ortega(1996) wird gezeigt, da� sich der globale Fehler f•ur C(x) � 
 > 0
absch•atzen l•a�t als

e �
�



= O(h2); (5.396)

wobei � := maxn j� n j der maximale lokale Diskretisierungsfehler nach (5.391) ist.
Jedenfalls skaliert der globale Fehler ebenfalls mith2 und kann durch Gitterverfei-
nerung systematisch reduziert werden.

Gleichungen mit erster Ableitung (B 6= 0)

Wenn neben der zweiten auch die erste Ableitung vonv in die Di�erentialgleichung
eingeht (B(x) 6= 0), m •ussen wir auchv0 approximieren. Wenn wir zentrale Di�e-
renzenverwenden, ergibt sich die N•aherung

v0(x) �
v(x + h) � v(x � h)

2h
: (5.397)

Der Fehler, den man bei dieser symmetrischen Bildung der Di�erenz um den zen-
tralen Punkt x herum macht, ist von der Gr•o�enordnung O(h2) und damit von
der gleichen Gr•o�enordnung wie der Fehler, den wir bei der Diskretisierung vonv00

mittels (5.386) machen. Wenn wir wie oben verfahren, erhalten wir f•ur die Di�e-
rentialgleichung (5.382) anstelle von (5.388) nun
�

1 �
hBn

2

�
vn+1 � (2+ h2Cn )vn +

�
1 +

hBn

2

�
vn� 1 = h2Dn ; f•ur n = 1; : : : ; N:

(5.398)
Mit den Abk •urzungen

pn = 2 + Cnh2; qn = � 1 +
Bnh

2
; rn = � 1 �

Bnh
2

(5.399)

l•a�t sich dieses Gleichungssystem auch in der Form schreiben

rnvn� 1 + pnvn + qnvn+1 = � h2Dn : (5.400)

In Matrixform erhalten wir mit v0 = � und vN +1 = � f•ur die inneren Gitterpunkte
0

B
B
B
B
B
@

p1 q1

r2 p2 q2
. . . . . . . . .

rN � 1 pN � 1 qN � 1

rN pN

1

C
C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
B
@

v1

...

vN

1

C
C
C
C
C
A

= � h2

0

B
B
B
B
B
@

D1 + r1� =h2

D2
...

DN � 1

DN + qN � =h2

1

C
C
C
C
C
A

: (5.401)
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5.3. Randwertprobleme

F•ur die L•osung linearer Gleichungssysteme ist es generell sehr vorteilhaft,wenn
die Matrix diagonaldominant ist. Andernfalls k•onnen unphysikalische Oszillationen
der N•aherungsl•osung auftreten. Diagonaldominanz erfordert (siehe (3.125))

jaii j �
nX

j =1
j 6= i

jaij j: (5.402)

In Falle der Matrix ( 5.401) bedeutet dies

jpn j � j rn j + jqn j; f•ur n = 1; : : : ; N; (5.403)

bzw.
�
�2 + Cnh2

�
� �

�
�
�
�1 +

Bnh
2

�
�
�
� +

�
�
�
� � 1 +

Bnh
2

�
�
�
�

| {z }
=2 f •ur jB n h=2j� 1

; f•ur n = 1; : : : ; N: (5.404)

F•ur
jBnhj � 2; f•ur n = 1; : : : ; N: (5.405)

ist die Matrix in ( 5.401) also diagonaldominant, wenn
�
�2 + Cnh2

�
� � 2; f•ur n = 1; : : : ; N: (5.406)

Mit C(x) � 0 (s.o.) ist (5.406) f•ur alle h erf•ullt. Entscheidend ist jedoch o�enbar
die Bedingung (5.405).26

Die Bedingung (5.405) stellt eine Einschr•ankung der Gitterweiteh dar. Man kann
die Bedingung abschw•achen, wenn man f•ur die Diskretisierung der ersten Ableitung
einseitige Di�erenzen verwendet. Dabei ist es wichtig, die Seite, zu welcher die
Di�erenzen gebildet werden, davon abh•angig zu machen, welches VorzeichenB(xn )
besitzt. Man diskretisiert daher

v0
n �

8
<

:

vn+1 � vn

h
; falls Bn < 0;

vn � vn� 1

h
; falls Bn > 0:

(5.407)

In der Str•omungsmechanik wird dieses Verfahren auchUpwind-Schemagenannt.27

26In der Str•omungsmechanik wird maxn jBn hj = ReG = j~ujh=� auch als Gitter-Reynoldszahl
bezeichnet. Das r•uhrt daher, da� der Koe�zient B (x) in dem Term B (x)v0 dem Geschwin-
digkeitsbetrag j~uj im konvektiven Term ~u � r ~u der Navier-Stokes-Gleichung entspricht. Die
kinematische Viskosit•at � steht bei r 2~u, w•ahrend in (5.382) der entsprechende Faktor vor
v00 gleich 1 ist. Damit entspricht Bn h einer Reynoldszahl ReG , die mit der L•angenskala der
Gitterweite h gebildet wird. Um Instabilit •aten des numerischen Verfahrens zu vermeiden (da-
bei treten starke unphysikalische Oszillationen von Gitterpunkt zu Gitterpunkt auf), mu� die
Gitter-Reynoldszahl immer kleiner sein als 2. Siehe dazu auch das Skriptum zur Vorlesung
Numerische Methoden der Str•omungsmechanik, LVA-Nr. 302.042.

27In der Navier-Stokes-Gleichung entspricht Bn einer Geschwindigkeitskomponente. Beim
Upwind-Schema wird die erste Ableitung dann abh•angig von der Stromrichtung (Vorzeichen
von B ) unsymmetrisch entgegen dem Strom gebildet (in Luv-Richtung).
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5. Anfangs- und Randwert-Probleme

Bei Verwendung des Upwind-Schemas wird aus (5.399)

rn pn qn

� 1 2 + Cnh2 � Bnh � 1 + Bnh falls Bn � 0;
� (1 + Bnh) 2 + Cnh2 + Bnh � 1 falls Bn � 0:

(5.408)

Mit Cn � 0 kann man nun leicht die Diagonaldominanz der Matrix in (5.401) •uber-
pr•ufen. Sie ist nun unabh•angig von der Gitterweite. Diese vorteilhafte Eigenschaft
hat ihren Preis. Denn die einseitigen Di�erenzen des Upwind-Schemassind nur von
erster OrdnungO(h) genau.
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5.3. Randwertprobleme

Neumann-Randbedingungen

John von
Neumann
1903{1957

Bisher hatten wir Randbedingungen verwendet, bei denen
die gesuchte Funktion am Rand vorgegeben war (Dirichlet-
Randbedingungen). Oftmals ist jedoch anstelle des Funktions-
wertes am Rand die erste Ableitung vorgegeben

v0(a) = � und v0(b) = �: (5.409)

Diese Randbedingungen werdenNeumann-Randbedingungenge-
nannt. Gemische Randbedingungen

� 1v(a) + � 2v0(a) = � und � 1v(b) + � 2v0(b) = � (5.410)

werden manchmal auch alsRobin-Randbedingungenbezeichnet.
Um zu sehen, wie man im Falle von Neumann-Randbedingungen (5.409) vorgeht,

betrachten wir die einfache Di�erentialgleichung (5.383), d.h. B(x) = 0, die bei
symmetrischer Diskretisierung der zweiten Ableitung auf das System (5.389) f•uhrte.
Bei Neumann-Randbedingungen sind die Randwertev0 und vN +1 nicht a priori
bekannt und m•ussen (im Gegensatz zu Dirichlet-Randbedingungen) als Variablen
betrachtet werden. Deshalb mu� auch die Di�erentialgleichung an den Punkten x0

und xN +1 aufgestellt werden. Wenn man die zweite Ableitung vonv am linken Rand
x0 symmetrisch bildet, erh•alt man

v00
0 �

v� 1 � 2v0 + v1

h2
: (5.411)

Der hierbei auftauchende Wertv� 1 am �ktiven Punkt x � 1 kann nun mittels der
diskretisierten Neumann-Randbedingung eliminiert werden. Dazu diskretisieren wir
die Neumann-Randbedingung mittels zentraler Di�erenzen als

� = v0(a) �
v1 � v� 1

2h
: (5.412)

Es folgt v� 1 = v1 � 2�h . Damit k•onnen wir den unbekannten Wertv� 1 aus (5.411)
eliminieren und erhalten so

v00
0 �

2v1 � 2v0 � 2�h
h2

: (5.413)

Dies ist der gesuchte Ausdruck f•ur die zweite Ableitung im Punkt x0. Falls man am
rechten Rand Dirichlet-Randbedingung hat, ist man fertig. Man hatdann ein (N +
1)-dimensionales Gleichungssystem zu l•osen. Sind am rechten Rand auch Neumann-
Randbedingungen vorgegeben, verf•ahrt man analog wie am linken Rand und f•ugt
einen externen Gitterpunkt beixN +2 ein. Dann resultiert ein Gleichungssystem der
Ordnung N + 2.
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5. Anfangs- und Randwert-Probleme

Wenn wir nun (5.413) f•ur n = 0 und die entsprechende Gleichung f•ur n = N + 1
verwenden, erhalten wir die diskretisierte Di�erentialgleichung analog zu (5.387) an
den beiden Randpunkten in der Form

2v1 � 2v0 � 2�h
h2

= C0v0 + D0; (5.414a)

2�h � 2vN +1 + 2vN

h2
= CN +1 vN +1 + DN +1 ; (5.414b)

oder
�
2 + h2C0

�
v0 � 2v1 = � 2�h � h2D0; (5.415a)

� 2vN +
�
2 + h2CN +1

�
vN +1 = 2�h � h2DN +1 : (5.415b)

damit erh•alt man das Gleichungssystem entsprechend zu (5.389)
0

B
B
B
B
B
@

2 + h2C0 � 2
� 1 2 + h2C1 � 1

. . . . . . . . .
� 1 2 + h2CN � 1

� 2 2 + h2CN +1

1

C
C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
B
@

v0

...

vN +1

1

C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
@

� 2�h � h2D0

� h2D1
...

� h2DN

2�h � h2DN +1

1

C
C
C
C
C
A

:

(5.416)
Die bei Neumann-Randbedingungen auftretende Matrix ist nicht mehr symme-

trisch wie diejenige in (5.389); man kann (5.416) aber auf eine symmetrische Form
transformieren. F•ur Cn > 0 hat man Diagonaldominanz und die Matrix ist regul•ar
und besitzt eine eindeutige L•osung. Im FalleC � 0 ist die Matrix singul•ar, denn
mit ~e = (1 ; : : : ; 1)T ist A � ~e = 0. Damit ist die Di�erentialgleichung v00= D(x)
mit Neumann-Randbedingungen nicht eindeutig l•osbar. Hat man eine L•osungV(x)
gefunden, so erh•alt man beliebig viele andere L•osungenV(x) + c durch Addition
einer Konstantenc.

Periodische Randbedingungen

Periodische Randbedingungen

v(a) = v(b); und v0(a) = v0(b) (5.417)

stellen einen weiteren Typus m•oglicher Randbedingungen dar. Sie treten bei Pro-
blemen mit Rotationssymmetrie oder bei zeitlich periodischen Vorg•angen auf.

Bei periodischen Randbedingungen (5.417) ist v0 = vN +1 und auch alle Ablei-
tungen von v an der Stellex = a sind identisch mit denjenigen beix = b. Deshalb
braucht der Punkt xN +1 nicht betrachtet zu werden. Wegen der periodischen Rand-
bedingungen (5.417) kann die Funktion periodisch•uber das Intervall [a; b] hinaus
fortgesetzt werden. Dann istvn = vn+ k(N +1) mit k 2 Z. Insbesondere istv� 1 = vN .
Damit k•onnen wir die zweite Ableitung am (Rand-)Punktn = 0 approximieren als

v00
0 �

vN � 2v0 + v1

h2
: (5.418)
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F•ur den Punkt n = N erhalten wir entsprechend

v00
N �

vN � 1 � 2vN + vN +1

h2
=

vN � 1 � 2vN + v0

h2
: (5.419)

Damit haben wir ein System vonN + 1 Unbekannten v0; : : : ; vN . Das (5.383) ent-
sprechende System lautet damit

0

B
B
B
B
B
@

2 + h2C0 � 1 � 1
� 1 2 + h2C1 � 1

. . . . . . . . .
� 1 2 + h2CN � 1 � 1

� 1 � 1 2 + h2CN

1

C
C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
B
@

v0

v1
...
...

vN

1

C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
@

� h2D0

� h2D1
...
...

� h2DN

1

C
C
C
C
C
A

(5.420)
Die periodischen Randbedingungen zerst•oren die Tridiagonalit•at. Trotzdem ist

die Matrix in ( 5.420) f•ur Cn > 0 diagonaldominant, so da� sie regul•ar ist und eine
eindeutige L•osung existiert.•Ahnlich wie bei den Neumann-Randbedingungen ist die
Matrix aber f •ur C(x) � 0 singul•ar und man kann weitere L•osungen ganz•ahnlich
durch Addition einer Konstanten zu einer bekannten L•osung konstruieren.

Nichtlinearit •aten

Um die Behandlung von Nichtlinearit•aten zu demonstrieren, nehmen zur Vereinfa-
chung eine gew•ohnliche nichtlineare Di�erentialgleichung zweiter Ordnung an

v00(x) = f [x; v(x)] ; x 2 [a; b]; (5.421)

wobei die Funktionf unabh•angig von der ersten Ableitungv0 ist.28 Die Verwendung
zentraler Di�erenzen zweiter Ordnung f•uhrt auf die diskretisierte Gleichung

� vn� 1 + 2vn � vn+1 + h2f (xn ; vn) = 0 ; n = 1; : : : ; N: (5.422)

Am Rand m•ogen Dirichlet-Randbedingungen (5.381) vorgegeben sein, so da�v0 = �
und vN +1 = � . Wenn man die diskretisierte zweite Ableitung als Matrix-OperatorA
wie in (5.390) schreibt und den Rest der Gleichung in einem Vektor zusammenfa�t,
erh•alt man das Problem in Matrix-Darstellung

A � ~v+ ~g(~v) = 0 : (5.423)

28Ein Beispiel f•ur ein einfaches nichtlineares Zweipunkt-Randwertproblem ist die Deformation
eines d•unnen elastischen Stabes (eingespannter Knickstab), der axial belastet wird. Die Dif-
ferentialgleichung f•ur den Winkel � (s), den der Stab bez•uglich der Achse (unbelastete gerade
Ruhelage) bildet, lautet

@2�
@s2

= � P sin(� ); s 2 [0; 1];

wobei s die normierte Bogenl•ange ist und P > 0 die St•arke der axialen Last mi�t. Bei einge-
spannten Enden lauten die Randbedingungen� (0) = � (1) = 0.
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Hierbei ist A durch (5.390) gegeben und der Vektor~g lautet

~g(~v) = h2

0

B
B
B
B
B
@

f (x1; v1)

...

f (xN ; vN )

1

C
C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
B
@

�
0
...
0
�

1

C
C
C
C
C
A

: (5.424)

Um das nichtlineare Gleichungssystem (5.423) f•ur vn zu l•osen, mu� man ein
iteratives Verfahren verwenden. Dazu de�nieren wir die nichtlineare Vektorfunktion

~F (~v) := A � ~v+ ~g(~v) (5.425)

und suchen die L•osung des Nullstellenproblems~F (~v) = 0, welche man zum Bei-
spiel mittels Newton-Iteration �nden kann (Kap. 3.5.6). Zur Implementierung des
Newton-Verfahrens ben•otigen wir die Jacobi-Matrix (3.174) von ~F (~v). Hier lautet
sie

J =
@Fi
@vj

=
@

@vj

"
X

k

A ik vk + gi (~v)

#

=
X

k

A ik � k;j +
@gi (~v)

@vj
= A ij +

@gi (~v)
@vj

: (5.426)

In vorliegenden Fall h•angt die n-te Komponente von~g nur von vn ab. Daher gilt

@gi
@vj

=
@gi
@vi

� i;j = h2 @f(x i ; vi )
@vi

� i;j : (5.427)

Die zugeh•orige Matrix ist also diagonal. Damit erhalten wir die Jacobi-Matrix

J = A ij + h2 @f(x i ; vi )
@vi

� i;j = (5.428)
0

B
B
B
B
B
B
@

2 + h2 @f(x1 ;v1 )
@v1

� 1
� 1 2 + h2 @f(x2 ;v2 )

@v2
� 1

. . . . . . . . .
� 1 2 + h2 @f(xN � 1 ;vN � 1 )

@vN � 1
� 1

� 1 2 + h2 @f(xN ;vN )
@vN

1

C
C
C
C
C
C
A

Ausgehend von einer Anfangssch•atzung ~v(0) lautet das Newton-Verfahren dann
wie auf S.64

ˆ L•oseJ(k) � ~� (k) = � ~F (k) ,

ˆ Setze~v(k+1) = ~v(k) + ~� (k)

In jeden Iterationsschritt ist also ein tridiagonales Gleichungssystem zu l•osen. Be-
achte, da� f•ur nichtlineare Probleme mehrere nicht-triviale L•osungen existieren k•on-
nen.29

29Aufgabe: Es seiv00(x) = 3 v(x) + x2 + 10v3(x). Diskretisiere das Problem und stelle die Jacobi-
Matrix J auf. Ist J diagonaldominant?
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5.3.2. Schie�verfahren

Im vorangegangenen Kapitel wurde die L•osung von Randwertproblemen mittels
Diskretisierung in �niten Di�erenzen und simultaner L•osung der resultierenden ge-
koppelten Gleichungen f•ur die Unbekannten an den Gitterpunkten behandelt. Dies
f•uhrt in der Regel auf gro�e Gleichungssysteme. Eine alternative M•oglichkeit der
L•osung eines Randwertproblems besteht darin, von einem Randpunkt x = a aus-
zugehen und die Di�erentialgleichung bis zum Punktx = b wie bei einem Anfangs-
wertproblem zu integrieren.

Um das Vorgehen zu demonstrieren, betrachten wir wieder das (i.a.nichtlineare)
Randwertproblem zweiter Ordnung (5.380) mit Dirichlet-Randbedingungen (5.381).
Wenn wir die Gleichungen zweiter Ordnung durch Integration inx-Richtung l•osen
wollen, ben•otigen wir neben der Anfangsbedingungv(a) = � jedoch noch eine
weitere Anfangsbedingung. Dazu bietet sich die erste Ableitung an,die zun•achst
auf einen Sch•atzwert s gesetzt wird. Wir l•osen also

v00(x) = f [x; v(x); v0(x)] (5.429)

auf x 2 [a; b] zu denAnfangsbedingungen

v(a) = � und v0(a) = s: (5.430)

Hierbei ist s ein neuer freier Parameter, den wir beliebig variieren k•onnen. In der
Regel wird die L•osung des Anfangswertproblems, welche wir mit einer ersten Sch•at-
zung s = s0 erzielen, nicht die Randbedingungv(b) = � erf•ullen. Vielmehr ist
v(b; s0) 6= � . Die Idee ist nun, aus der Kenntnis der Abweichungv(b; s0) von � eine
bessere Sch•atzung v0(a) = s1 f•ur die erste Ableitung im Punkt x = a zu �nden. Die-
ses Verfahren wird solange wiederholt, bis die Randbedingung beix = bhinreichend
genau erf•ullt ist: v(b; s� ) = � . Diese Vorgehensweise nennt manSchie�verfahren.30

Das Problem besteht o�enbar darin, die Nullstelleg(s� ) = 0 der Fehlerfunktion

g(s) := v(b; s) � � (5.431)

zu �nden. Zur Approximation der Nullstelle s� von g(s) k•onnen wir im Prinzip alle
in Kap. 3.5 behandelten Verfahren zur Berechnung von Nullstellen verwenden. Zur
Berechnung eines jeden Funktionswerts vong(s) mu� man allerdings jeweils ein
Anfangswertproblem l•osen. Da die Berechnung der Funktiong(s) numerisch kost-
spielig sein kann, sollte man ein Verfahren verwenden, welches schnell konvergiert.
In dieser Hinsicht ist das Sekanten-Verfahren (Kap.3.5.2) dem Bisektionsverfah-
ren (Kap. 3.5.3) •uberlegen. Zur Verwendung des Sekanten-Verfahrens ben•otigt man
(•ahnlich wie beim Newton-Verfahren) eine gute Sch•atzung vons� (siehe Kap.3.5.1),
die zu Beginn der Rechnung meist nicht vorliegt. Daher k•onnte man mit einem ro-
busten Verfahren (z.B. Bisektion) beginnen und nach einigen Iterationen zu einem
Newton-Verfahren•ubergehen.

30Der Begri� Schie�verfahren deutet auf den Zusammenhang mit der Ballistik hin.
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5.3.3. Schie�verfahren f •ur lineare Gleichungen

Wenn die gew•ohnliche Di�erentialgleichung des Randwertproblems linear ist, kann
man die L•osung direkt und ohne Iteration erhalten. Dazu betrachten wir den allge-
meinen Fall eines Systems vonN linearen Di�erentialgleichungen erster Ordnung.
Man kann diese in der Form

~v0 = T(x) � ~v+ ~c(x) (5.432)

schreiben, mit denN linearen Randbedingungen

A � ~v(a) + B � ~v(b) + ~d = 0: (5.433)

Hierbei ist T einex-abh•angigeN � N -Matrix, die ebenso wie der Vektor~c(x) stetig
sei. A und B sind konstanteN � N -Matrizen und ~d ist ein konstanter Vektor. Sei
nun ~v(x;~s) die L•osung des Anfangswertproblems (5.432) zu der Anfangsbedingung

~v(a;~s) = ~s; (5.434)

wobei~s zun•achst unbestimmt ist.
Die L•osung des linearen Problems erster Ordnung (5.432) kann man explizit

angeben. Sie lautet

~v(x;~s) = ~u(x;~s) := ~v(x; 0) + Y(x) � ~s; (5.435a)

wobei dieN � N -Matrix Y(x) die L•osung des Anfangswertproblems

Y0(x) = T(x) � Y(x); mit Y(a) = I: (5.435b)

ist. Hiermit wird die L •osung von (5.432) auf die Berechnung vonY(x) verlagert.
Da� ( 5.435a) die L•osung von (5.432) zum (nicht spezi�zierten) Anfangswert

(5.434) ist, kann man leicht zeigen:

(a) Zun•achst einmal wird der Anfangswert richtig reproduziert

~u(a;~s)
(5.435a)

= ~v(a; 0)
| {z }
(5.434)

+ Y(a) � ~s
| {z }
(5.435b)

= 0 + I � ~s = ~s: (5.436)

(b) Desweiteren wird das Di�erentialgleichungssystem (5.432) erf•ullt, denn

d
dx

~u(x;~s)
(5.435a)

= ~v0(x; 0)
| {z }

(5.432)

+ Y0(x) � ~s
| {z }

(5.435b)

=
z }| {
T(x) � ~v(x; 0) + ~c(x) + T � Y � ~s (5.437)

= T(x) � [~v(x; 0) + Y � ~s]
| {z }

~u(x;s)

+~c(x) = T(x) � ~u(x; s) + ~c(x): �
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5.3. Randwertprobleme

Es ist die Frage, ob man~s so w•ahlen kann, da� auch die geforderten Randbedin-
gungen (5.433) erf•ullt werden. Dazu setzen wir die allgemeine L•osung (5.435a) in
die Randbedingung (5.433) ein und erhalten

0 != A �
h

~v(a; 0)
| {z }

=0

+ Y(a) � ~s
| {z }

= ~s

i
+ B � [~v(b; 0) + Y(b) � ~s] + ~d

= A � ~s+ B � [~v(b; 0) + Y(b) � ~s] + ~d

= [ A + B � Y(b)] � ~s+ B � ~v(b; 0) + ~d: (5.438)

O�enbar k •onnen dieseN Randbedingungen erf•ullt werden, wenn man~s = ~s� w•ahlt
mit

~s� = � [A + B � Y(b)]� 1 �
h
B � ~v(b; 0) + ~d

i
: (5.439)

Voraussetzung ist nat•urlich, da� [ A + B � Y(b)] invertierbar ist. Damit sind alle er-
forderlichen Bedingungen erf•ullt.

Um s� zu bestimmen, berechnet man zun•achst die Matrix Y(b). Man erh•alt sie
durch L•osen von (5.435b). Hierbei sind nur die Endwerte beix = b von Interesse.
Gleichung (5.435b) entspricht N Vektorgleichungen der Form

h
~Y 0

1(x); : : : ; ~Y 0
N (x)

i
= T(x) �

h
~Y1(x); : : : ; ~YN (x)

i
; (5.440)

mit den Anfangswerten
h
~Y1(a); : : : ; ~YN (a)

i
= [~e1; : : : ; ~eN ] : (5.441)

Die L•osung von (5.440) liefert dann

Y(b) =
h
~Y1(b); : : : ; ~YN (b)

i
: (5.442)

Da die Anfangswerte~Yi (a) als orthogonale Einheitsvektoren eingehen, wird das
Verhalten des Systems vollst•andig erfa�t. Den Vektor ~v(b; 0) erh•alt man durch ein-
maliges L•osen des Anfangswertproblems (5.432) mit ~s = 0. Insgesamt mu� man
alsoN + 1 Anfangswertaufgaben l•osen, umY(b) und ~v(b; 0) zu erhalten. Daraus er-
gibt sich danns� gem•a� ( 5.439). Schlie�lich wird ein �naler (goldener) Schu� durch
einmaliges L•osen von (5.432) mit ~s = ~s� gemacht.
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6. Eigenwertprobleme

In Natur und Technik treten Eigenwertprobleme h•au�g dann auf, wenn kleine Ab-
weichungen von einem Referenzzustand betrachtet werden. DerReferenzzustand
kann ein mechanisches Gleichgewicht sein oder ein station•arer Str•omungszustand.
Als Beispiel betrachten wir die eindimensionale Bewegung zweier•uber Federn ge-
koppelter Punktmassen mit gleichen Massenm = m1 = m2 wie in Abb. 6.1.

Ausgehend von den beiden Gleichgewichtslageny1 und y2 lauten die Bewegungs-
gleichungen f•ur die beiden Punktmassen

m•x1 = K (x2 � x1) � Kx 1; (6.443a)

m•x2 = K (x1 � x2); (6.443b)

wobei x1 und x2 sehr kleine (in�nitesimale) Auslenkungen aus den Gleichgewichts-
lagen sind und die beiden FederkonstantenK = K 1 = K 2 identisch angenommen
wurden. In Matrixform lautet das Schwingungsproblem

m•~x = K
�

� 2 1
1 � 1

�
� ~x; (6.444)

mit ~x = ( x1; x2)T . F•ur dieses lineare System k•onnen wir den Ansatz

~x = ~zei !t + c.c. (6.445)

machen. Er beschreibt harmonische Schwingungen mit Frequenz! und (komplexen)
Amplituden ~z = ( z1; z2)T . Eingesetzt erhalten wir

m! 2

K| {z }
:= �

~z =
�

2 � 1
� 1 1

�

| {z }
= A

�~z (6.446)

Dies ist ein Eigenwertproblem der FormA � ~z = �~z mit � = m! 2=K .

0 xm1 m2

x1 x2

y1 y2

KK

Abbildung 6.1.: Zwei gekoppelte Punktmassen.
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6. Eigenwertprobleme

Das resultierende 2� 2-System besitzt eine nichttriviale L•osung genau dann, wenn
(L•osbarkeitsbedingung)

det(� I � A) = det

�
�
�
�

� � 2 1
1 � � 1

�
�
�
� = ( � � 2)(� � 1) � 1 = 0: (6.447)

Diese Bedingung f•uhrt auf die Eigenwerte� als L•osung der quadratischen Gleichung

� 2 � 3� + 1 = 0 ) � 2 � 2
�

3
2

�
� +

�
3
2

� 2

=
�

3
2

� 2

� 1: (6.448)

Aus den Eigenwerten

� 1;2 =
3
2

�

s �
3
2

� 2

� 1 =
�

0:382;
2:618:

(6.449)

ergeben sich die Eigenfrequenzen! 1;2. Die L•osungen des Eigenwertproblems (Eigen-
vektoren) ~z(1) und ~z(2) sind nur bis auf einen Faktor bestimmt. Setzt manz(i )

1 = 1,
so ergibt sichz(i )

2 aus (6.446). Die allgemeine L•osung (6.445) ist damit eine Super-
position von Eigenmoden~z(i ) ei ! i t

~x = a~z(1) ei ! 1 t + b~z(2) ei ! 2 t + c.c. (6.450)

Die beiden komplexen Zahlena und b m•ussen aus den vier Anfangsbedingungen
(Positionen und Geschwindigkeiten der beiden Massen) bestimmt werden. Im Falle
einer komplexen Eigenfrequenz w•urde die entsprechendeModeexponentiell anwach-
sen oder abklingen, was hier aber nicht der Fall ist, da (6.443) keinen D•ampfungs-
term enth•alt.

6.1. Allgemeine Grundlagen

Die Gleichung

A � ~x = �~x: (6.451)

bezeichnet man alseinfaches Eigenwertproblem.1 Elementare De�nitionen und Ei-
genschaften derartiger Eigenwertprobleme sind in Kap.A.5 zu �nden. Die Eigenvek-
toren ~x sind nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt. Die Eigenwerte� 2 C
sind im allgemeinen komplex, auch wenn die MatrixA 2 RN � N reell ist.

1Das verallgemeinerte Eigenwertproblemlautet

A � ~x = � B~x;

wobei sowohlA wie auch B N � N -Matrizen sind.
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6.1. Allgemeine Grundlagen

Die zu einer Matrix A adjungierte Matrix B = Ay ergibt sich durch Transpo-
nieren und Bilden des konjugiert Komplexen. Eine Matrix hei�t selbstadjungiert
(hermitesch konjugiert, siehe (A.592)), wenn gilt

Ay := ( A� )T != A oder Ay
ij = A �

ji
!= A ij : (6.452)

Bei einer selbstadjungierten Matrix sind je zwei bez•uglich der Diagonalen sym-
metrisch gelegene Matrixelemente (Vertauschung der Indizes) konjugiert komplex
zueinander.

Die Eigenwerte selbstadjungierter Matrizen sind reell. Um dies zu sehen, multi-
plizieren wir (6.451) von links skalar mit ~x� (Zeilenvektor2) und erhalten

~x� � A � ~x = � ~x � � ~x: (6.453)

Dann de�niert man die skalare komplexe Funktion f•ur beliebigeVektoren ~x

R (~x) :=
~x� � A � ~x

~x� � ~x
: (6.454)

Sie wird Rayleigh-Quotientgenannt. Wenn~x = ~xj ein Eigenvektor vonA ist, dann
gilt R(~xj ) = � j , wobei � j der Eigenwert zu~xj ist. Wenn A nun selbstadjungiert ist,
so gilt

� =
~x� � A � ~x

~x� � ~x
=

~x � AT � ~x�

~x� � ~x
selbstadj.

=
~x � A� � ~x�

~x� � ~x
=

�
~x� � A � ~x

~x� � ~x

� �

= � � : (6.455)

Der Rayleigh-Quotient (und damit auch jeder Eigenwert) einer selbstadjungierten
Matrix ist reell.

6.1.1. Rayleigh-Quotient

John William
Strutt
Lord Rayleigh
1842{1919

Wenn ~x eine Sch•atzung eines Eigenvektors~xj ist, dann ist der
Rayleigh-Quotient R(~x) eines Sch•atzung des zugeh•origen Eigen-
werts � j . Hierin liegt die Bedeutung des Rayleigh-Quotienten.

Um zu untersuchen, wie die AbweichungR(~x) � � j vom Eigen-
wert � j von der Abweichung~x� ~xj vom Eigenvektor~xj abh•angt,
kann man R(~x) in eine Taylor-Reihe um~xj entwickeln

R(~x) = R(~xj )| {z }
� j

+( ~x � ~xj ) � r R(~xj ) + O
�
k~x � ~xj k

2�
: (6.456)

2Der hochgestellt Index T wird weggelassen. Man sieht an der Positionvon ~x bzgl. A, ob es sich
um einen Zeilen- oder einen Spaltenvektor handelt. Es bedeuten:~a�~b = ~aT~b und ~c� A = ~cT A.
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6. Eigenwertprobleme

Abbildung 6.2.: Prinzip-Skizze f•ur N = 3 der Ab-
weichung des Rayleigh-Quotienten vom Eigenwert
R(~x) � � j . Die drei auf eins normierten Eigenvek-
toren zeigen auf drei Punkte der Einheitskugel. Die
Abweichung des Rayleigh-Quotienten f•ur einen Ein-
heitsvektor, der auf einen beliebigen Punkt der Ku-
gel zeigt, ist in Farbe dargestellt. Dort, wo die Ab-
weichung Null ist (~x = ~xj ), verschwindet die Ab-
weichung (dunkelrot).

Wenn A selbstadjungiert ist (reelle Eigenwerte), kann man leicht
zeigen, da� r R(~xj ) = 0 ist. 3 Dann gilt

R(~x) � � j = O
�
k~x � ~xj k

2� : (6.457)

Das hei�t, der Rayleigh-Quotient besitzt f•ur alle Eigenvektoren ein quadratisches
Minimum mit dem Funktionswert � j . Die Abweichung des Rayleigh-Quotienten vom
Eigenwert � j = R(~xj ) ist in der Umgebung der Eigenvektoren quadratisch klein.
Damit ist der Rayleigh-Quotient eine quadratisch genaue Sch•atzung des Eigenwerts.

Da die Eigenvektoren nur bis auf einen Faktor bestimmt sind, kann man die Be-
trachtung auf Vektoren k~xk = 1 der Norm 1 beschr•anken. F•ur reelle symmetrische
Matrizen4 ist R(~x) damit auf der Ober
 •ache derN -dimensionalen Einheitskugel im
RN de�niert. R(~x) besitzt auf dieser Ober
•ache quadratische Extrema bei~xj . Dies
ist in Abb. 6.2 schematisch dargestellt.

6.1.2. Diagonalisierung

Im folgenden geben wir die Beschr•ankung auf reelle symmetrische Matrizen wieder
auf. Die Eigenwert-Zerlegungeiner N � N -Matrix A hat die Form

A = X � � � X� 1; (6.458)

3Um den Gradienten von R(~x) zu berechnen, beschr•anken wir uns auf reelle und symmetrische
Matrizen (A = Ay). Dann sind auch die Eigenwerte reell und wir erhalten mit~x 2 RN (beachte:
r ~x = I)

r R(~x) =
r (~x � A � ~x)

~x � ~x
�

(~x � A � ~x) r (~x � ~x)

(~x � ~x)2 =
A � ~x + ~x � A

~x � ~x
�

(~x � A � ~x) 2~x

(~x � ~x)2

=
2

~x � ~x

�
1
2

(A � ~x + ~x � A) � R(~x)~x
�

A symm.
=

2
~x � ~x

[A � ~x � R(~x)~x]
~x= ~x j

= 0 :

4Dann sind die Eigenwerte und Eigenvektoren sowieR(~x) reell; siehe Kap.A.5.
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6.1. Allgemeine Grundlagen

wobei � eine Diagonalmatrix ist, deren Diagonale mit allen Eigenwerten vonA
besetzt ist. Eine derartige Zerlegung existiert nicht immer (siehe Kap. 6.1.3). Wenn
sie existiert, kann man die Zerlegung auch schreiben als

A � X = X � � ; (6.459)

oder

A �

2

6
6
6
6
4

~x1

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

: : :

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

~xN

3

7
7
7
7
5

=

2

6
6
6
6
4

~x1

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

: : :

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

~xN

3

7
7
7
7
5

�

0

B
B
B
@

� 1

� 2
. . .

� N

1

C
C
C
A

; (6.460)

wobei~xk hier die Spaltenvektoren der MatrixX sind. In Komponentenschreibweise
lautet die Zerlegung (Summenkonvention)

A ij X jk = X jk � ki � i : (6.461)

Wenn wir die k-te Spalte von (6.460) betrachten, erhalten wir

A � ~xk = � k~xk : (6.462)

Der k-te Spaltenvektor vonX ist also genau der Eigenvektor~xk von A zum Eigenwert
� k .

Die Eigenwertzerlegung (6.458) ist •aquivalent zu einer Transformation auf
Eigenvektor-Koordinaten. Denn wenn wir zum Beispiel von dem linearen Problem

A � ~x = ~b (6.463)

ausgehen und f•ur A die Zerlegung (6.458) verwenden, erhalten wir

X � � � X� 1 � ~x = ~b ) � � X� 1 � ~x| {z }
~~x

= X� 1 � ~b| {z }
~~b

(6.464)

Mit der De�nition von ~~x = X� 1 � ~x und ~~b = X� 1 � ~b erhalten wir das transformierte
System

� � ~~x = ~~b: (6.465)

Wenn wir ein lineares Problem in der Basis der Eigenvektoren darstellen, dann
ist die transformierte Matrix � diagonal. Dies wird durch die Transformation
~x ! ~~x = X� 1 � ~x bewirkt; man nennt sie auchHauptachsentransformation. Da
die Spaltenvektoren vonX aus den Eigenvektoren bestehen, transformiert~x = X � ~~x
die Einheitsvektoren in Raum~~x gerade auf die Eigenvektoren:~xk = X � ~~ek .
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6.1.3. Entartung von Eigenwerten und Eigenvektoren

Die Menge aller Eigenwertef � j g einer Matrix A bezeichnet man alsSpektrumvon A.
Die Eigenwerte� k•onnenentartet sein. Dies bedeutet, da� sie mehrfach vorkommen.

Aus der Eigenwertgleichung (6.451) folgt

(� I � A) � ~x = 0: (6.466)

Damit dieses homogene Gleichungssystem eine nichttriviale L•osungen~x (Eigenvek-
toren) besitzt, mu� die Determinante der Koe�zientenmatrix verschwinden. Diese
Bedingung kann man im Prinzip zur Bestimmung der Eigenwerte verwenden. Sie
ist gleichbedeutend damit, da� dascharakteristische Polynomder N � N -Matrix A
(komplex)

pA (z) := det ( zI � A) ; (6.467)

Nullstellen bei z = � i 2 C hat. Das charakteristische Polynom der OrdnungN
k•onnen wir schreiben als

pA (z) = ( z � � 1)(z � � 2) : : : (z � � N ); � j 2 C: (6.468)

Selbst wenn die MatrixA reell ist, k•onnen die Wurzeln des charakteristischen Poly-
noms, also die Eigenwerte, komplex sein. Sie treten dann aber immer als konjugiert
komplexe Paare auf.

In (6.468) kann ein Faktor (z � � i ) auch mehrfach vorkommen. Dann ist der Ei-
genwert � i entartet. Die Anzahl identischer Faktoren (z � � i ) bezeichnet man als
algebraische Multiplizit•at von � i . Wenn ein Faktor nur einfach auftritt, bezeichnet
man den zugeh•origen Eigenwert alseinfachen Eigenwert(die algebraische Multipli-
zit•at ist dann 1). JedeN � N -Matrix besitzt mindestens einen Eigenwert.

Nun kann es sein, da� alle Eigenvektoren eines entarteten Eigenwerts verschieden
(linear unabh•angig) sind, oder da� einige von ihnen gleich (linear abh•angig) sind.
Die Anzahl der verschiedenen Eigenvektoren zu einem entartetenEigenwert nennt
man geometrische Multiplizit•at. Es ist dann klar, da� die geometrische Multiplizit•at
immer kleiner oder gleich der algebraischen Multiplizit•at ist.

Die Eigenvektoren zu ein und demselben (multiplen) Eigenwert� bilden einen
sogenannteninvarianten Unterraum E � des Raumes, der von allen Eigenvektoren
aufgespannt wird. Denn die OperationA � ~x f•uhrt nicht aus dem Unterraum E �

heraus, der zu� geh•ort: A � ~x � E � . Die Dimension des UnterraumsE � ist gleich
der Anzahl der linear unabh•angigen Eigenvektoren zu einem festen Eigenwert, also
gleich der geometrischen Multiplizit•at.

Meistens ist die geometrische und auch die algebraische Multiplizit•at gleich 1. Es
gibt aber Ausnahmen. Als Beispiele betrachte

A =

0

@
2

2
2

1

A und B =

0

@
2 1

2 1
2

1

A : (6.469)
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Beide Matrizen besitzen das charakteristische PolynompA = pB = ( z � 2)3. Der
einzige Eigenwert� = 2 kommt also in beiden F•allen dreimal vor: Die algebraische
Multiplizit •at (des EW 2) ist in beiden F•allen gleich drei.

ˆ Matrix A: Als Eigenvektoren kann man die die Basisvektoren~e1, ~e2 und ~e3

identi�zieren. Sie sind linear unabh•angig voneinander. (Im Prinzip kann man
aber jeden Vektor als Eigenvektor identi�zieren, genauso wie beiI.) Die geo-
metrische Multiplizit •at ist daher ebenfalls gleich drei.

ˆ Matrix B: Man kann nur einen einzigen Eigenvektor �nden. Er ist ein Vielfa-
ches des Einheitsvektors~e1.5 Die geometrische Multiplizit•at betr•agt also nur
eins.

Ein Eigenwert, f•ur den die geometrische Multiplizit•at kleiner ist als die algebrai-
sche, wirddefekter Eigenwertgenannt. Dann gibt es zu einem entarteten Eigenwert
mindestens zwei identische (linear abh•angige) Eigenvektoren. Eine Matrix mit min-
destens einem defekten Eigenwert wirddefekte Matrix genannt (z.B. Matrix B im
obigen Beispiel). Man kann folgenden Satz beweisen (hier nicht gezeigt):

Eine N � N -Matrix A ist nicht defekt
,
die Matrix A besitzt eine EigenwertzerlegungA = X � � � X� 1.

6.1.4. Vorbetrachtung zur Berechnung von Eigenwerten

F•ur die Berechnung von Eigenwerten gibt es unterschiedliche Verfahren, von de-
nen wir einige noch diskutieren werden. Man k•onnte nun auf die Idee kommen,
die Eigenwerte einer Matrix dadurch zu berechnen, da� man die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms (6.468) bestimmt. Dies ist aber keine gute Idee, da die
Berechnung der Nullstellen eines Polynoms ein schlecht konditioniertes Problem ist,
selbst dann, wenn die MatrixA gut konditioniert ist.

Zun•achst soll jedoch gezeigt werden, da� man zu einem gegebenen Polynom m-
ten Grades

p(z) = zm + am� 1zm� 1 + : : : + a1z + a0 (6.470)

diejenigem � m Matrix �nden kann, deren Eigenwerte die Nullstellen des vorgege-

5Um dies zu sehen, suche L•osungen der Eigenwertgleichung 2~x = B � ~x mit ~x = ( x; y; z)T zum
Eigenwert 2 und setzex = a. Dann folgt y = z = 0.
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benen Polynoms sind. Bis auf den Faktor (� 1)m lautet diese Matrix

p(z) = ( � 1)m det

0

B
B
B
B
B
B
B
@

� z � a0

1 � z � a1

1 � z � a2
. . . . . .

...
. . . � z � am� 2

1 � z � am� 1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

; (6.471)

Dies kann man leicht veri�zieren, indem man die Determinante der Matrix durch
Entwicklung nach der letzten Spalte berechnet.

Die Matrix ( 6.471) k•onnen wir auch schreiben als
0

B
B
B
B
B
B
B
@

� z � a0

1 � z � a1

1 � z � a2
. . . . . .

...
. . . � z � am� 2

1 � z � am� 1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
B
@

0 � a0

1 0 � a1

1 0 � a2
. . . . . .

...
. . . 0 � am� 2

1 � am� 1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

| {z }
A

� zI:

(6.472)
F•ur z = � ist laut Voraussetzungp(� ) = 0 und wir k •onnen das zugeh•orige Eigen-
wertproblem identi�zieren als

(A � � I) � ~x = 0: (6.473)

Die Matrix A wird auch Begleitmatrix (companion matrix) von p(z) genannt. Sie
ist also die Matrix, welche ein vorgegebenes charakteristisches Polynom produziert.

Niels Henrik Abel
1802{1829

Abel hat 1824 gezeigt, da� man die Nullstellen eines Polynoms
mit Ordnung m > 4 nicht geschlossen (d.h. durch rationale Zah-
len, die vier Grundrechenarten undm-te Wurzeln) als Formeln
darstellen kann. Dies bedeutet, da� wir die exakten Nullstellen
eines Polynoms mitm � 5 auch dann nicht in einem Computer
darstellen k•onnen, selbst wenn wir eine exakte Arithmetik h•atten
und unendlich lange rechen w•urden. •Ubertragen auf die Eigen-
werte bedeutet dies, da� auch sie nicht exakt berechnet werden
k•onnen. Dieser Befund steht im Gegensatz zu Algorithmen, wie
z.B. der Gau�-Elimination, mit der man die exakte L•osung ei-
nes linearen Gleichungssystems nach einer endlichen Anzahl von
Rechenschritten erhielte, falls die Arithmetik exakt w•are.

Wir m •ussen schlie�en, da� die Eigenwerte von Matrizen mitm � 5 auf jeden Fall
nur iterativ berechnet werden k•onnen. Tats•achlich gibt es iterative Methoden, die
sehr schnell konvergieren, wobei in jedem Schritt zwei oder dreiDezimalstellen in
der Genauigkeit gewonnen werden. Die L•osung eines Eigenwertproblems ist damit
nicht sehr viel aufwendiger als die L•osung eines linearen Gleichungssystems.
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6.2. Numerische Berechnung bestimmter Eigenwerte

6.2.1. Berechnung des gr•o�ten Eigenwerts

Richard von
Mises*

1883{1953

Wenn man nicht an allen Eigenwerten interessiert ist, sondern
nur an dem betragsm•a�ig gr •o�ten oder dem betragsm•a�ig klein-
sten Eigenwert, dann kann man ein Potenzverfahren anwenden,
das auf von Mises zur•uckgeht. Dazu ordnen wir die Eigenwerte
entsprechend ihres Betrags an

j� 1j> j� 2j � j � 3j � : : : � j � N j: (6.474)

Weiter nehmen wir an, da� der betragsm•a�ig gr •o�te Eigenwert
� 1 nicht entartet ist, also nur einmal vorkommt.6 Man kann nun
den Eigenwert � 1 und den zugeh•origen Eigenvektor~x1 durch ein Potenzverfahren
berechnen, wobei ein beliebiger Startvektor~x(0) wiederholt mit der Matrix A mul-
tipliziert wird. Mit der Normierung ~y(0) = ~x(0) =




 ~x(0)




 lautet die Iteration

~x(k) = A � ~y(k� 1);

~y(k) =
~x(k)

k~x(k)k
;

� (k) = ~y(k)� � A � ~y(k) :

(6.475a)

(6.475b)

(6.475c)

In (6.475c) erkennen wir den Rayleigh-Quotienten (6.454) wieder. Den iterierten
Vektor ~y(k) kann man explizit durch den normierten Startvektor~y(0) ausdr•ucken

~y(k) =
Ak � ~y(0)

Q k
i =1 k~x(i )k

: (6.476)

Im Limes k ! 1 erh•alt man den betragsm•a�ig gr •o�ten Eigenwert und den zuge-
h•origen Eigenvektor

lim
k!1

� (k) = � 1 und lim
k!1

~y(k) = ~y1; (6.477)

wobei ~y1 der auf eins normierte Eigenvektor zum Eigenwert� 1 ist.
Der Beweis nutzt die Darstellung des Anfangsvektors als•Uberlagerung von Ei-

genvektoren,•ahnlich wie bei der Berechnung der Konvergenzgeschwindigkeit von
iterativen Gleichungsl•osern in Kap. 2.2.2. Wir nehmen an, da� die Eigenvektoren

* Richard Edler von Mises war ein •osterreichischer Mathematiker, der bedeutende Beitr•age zur
numerischen Mathematik, Str•omungsmechanik, Aerodynamik, sowie Statistik und Wahrschein-
lichkeitstheorie lieferte. Seit 1989 vergibt die Gesellschaft f•ur Angewandte Mathematik und
Mechanik (GAMM) allj •ahrlich den Richard-von-Mises-Preis.

6Es darf also nicht ein bei reellen unsymmetrischen Matrizen h•au�g vorkommender konjugiert
komplexer Eigenwert sein.
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~xi von A linear unabh•angig sind und den RaumCN aufspannen. Dann k•onnen wir
einen beliebigen Startvektor als Linearkombination der Eigenvektoren darstellen

~x(0) =
NX

i =1

ai ~xi : (6.478)

Bei jeden Iterationsschritt (6.475) wird aus der Matrixmultiplikation mit A im i-ten
Summanden ein Faktor� i . Au�erdem wird das Ergebnis noch normiert, wodurch
in jedem Schritt ein Vorfaktor




 ~x(k)




 � 1

entsteht. Im k-ten Schritt haben wir dann

~y(k) =
1

k~x(0) k : : : k~x(k)k

NX

i =1

ai � k
i ~xi : (6.479)

Dieses Ergebnis kann man auch in der Form

~y(k) =
� k

1

k~x(0) k : : : k~x(k)k

"

a1~x1 +
NX

i =2

ai

�
� i

� 1

� k

~xi

| {z }
! 0

#

; (6.480)

schreiben. Mit j� i =� 1j < 1 f•ur alle i � 2 erkennt man, da� der zweite Summand in
der eckigen Klammer f•ur k ! 1 verschwindet. Es bleibt dann nur der Beitrag von
~x1 •ubrig. Selbst wenna1 zu Beginn der Iteration zuf•allig Null ist, so wird doch durch
Rundungsfehler immer eine kleine Komponente� ~x1 generiert, so da� die Iteration
zum Erfolg f•uhrt. In diesem Fall wirkt sich der Rundungsfehler ausnahmsweise
einmal positiv aus!

F•ur den Fehler ist der Term mit i = 2 relevant (zweitgr•o�ter Eigenwert). Im
k-ten Schritt erhalten wir f•ur die Abweichung vom exakten Eigenvektor78




 ~y(k) � ~x1




 = O

 �
�
�
�
� 2

� 1

�
�
�
�

k
!

: (6.481)

F•ur die Abweichung vom Eigenwert gilt

�
� � (k) � � 1

�
� = O

 �
�
�
�
� 2

� 1

�
�
�
�

2k
!

: (6.482)

Hierbei taucht der zweifache Exponent auf, da der Rayleigh-Quotient quadratisch
genau ist (siehe (6.457) und auch Trefethen and Bau, III, 1997).

Die Potenzmethode ist sehr einfach anzuwenden.9 Sie ist aber eingeschr•ankt, da
nur der betragsm•a�ig gr •o�te Eigenwert berechnet werden kann. Dar•uber hinaus

7Die Eigenvektoren~xi seien auch auf 1 normiert.
8Wenn � 1 < 0 ist, mu� man auf das Vorzeichen von ~x1 achten, denn das Vorzeichen von~y(k )

kann sich dann in jedem Iterationsschritt •andern.
9Google verwendet die Potenzmethode zur Berechnung desPage Rank.
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wird der Fehler des Eigenvektors in jedem Schritt nur um den festenFaktor j� 2=� 1j
verringert (lineare Konvergenz). Dies ist insbesondere dann problematisch, wenn
sich der gr•o�te Eigenwert � 1 und der zweitgr•o�te � 2 betragsm•a�ig nur wenig un-
terscheiden.

Beachte au�erdem, da� ~y(k) bei einem komplexen Eigenwert� 1 = aei ' nicht
konvergiert, sondern rotiert: Die Matrix-Multiplikation mit A liefert dann f•ur hin-
reichend gro�ek

~y(k+1) =
~x(k+1)

k~x(k+1) k
=

A � ~y(k)

k~x(k+1) k
�=

aei ' ~y(k)

k~x(k+1) k
= e i ' ~y(k); (6.483)

und man erh•alt im Limes ~y(k) = e ik' ~y1, wobei ~y1 der auf 1 normierte Eigenvektor
ist. Ein Phasenfaktor eik' hat keinen Ein
u� auf den Rayleigh-Quotienten, also den
Eigenwert. Ein normierter Eigenvektor ist nur bis auf einen Phasenfaktor bestimmt.

Als Beispiel ist in Abb. 6.3a das Ergebnis der Potenz-Iteration f•ur die 10� 10-
Tridiagonal-Matrix

A =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 1 + i
� 5 2 1

� 5 3 1
� 5 4 1

� 5 5 1
� 5 6 1

� 5 7 1
� 5 8 1

� 5 9 1
� 5 + 30i 10

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

(6.484)

gezeigt (blaue Linie). Man sieht, da� die Potenz-Iteration auf den betragsm•a�ig
gr•o�ten Eigenwert f•uhrt.

6.2.2. Berechnung des kleinsten Eigenwerts

Wenn die Matrix A nicht singul•ar ist, kann man sie im Prinzip invertieren. Dann
k•onnen wir ausnutzen, da� die Eigenwerte der inversen MatrixA� 1 gerade die Kehr-
werte der Eigenwerte� i von A sind (siehe (A.639)). Die Eigenvektoren•andern sich
nicht! Wenn man dann die Potenz-Methode mit der MatrixA� 1 durchf•uhrt, kon-
vergiert die Iteration auf den inversen Eigenwert� � 1 mit dem gr•o�ten Betrag, also
auf den Eigenwert� mit dem kleinsten Betrag.

Damit lautet die Methode der inversen Potenzen(auch inverse Iteration genannt)

~x(k) = A� 1 � ~y(k� 1);

~y(k) =
~x(k)

k~x(k)k
;

� (k) = ~y(k)� � A � ~y(k) :

(6.485a)

(6.485b)

(6.485c)
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(a)
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Abbildung 6.3.: Iteration von bestimmten Eigenwerten der Matrix ( 6.484) (rote Quadra-
te). Die Kreise zeigen den betragsm•a�ig kleinsten und den gr•o�ten EW an. In allen F •allen
wurde der Anfangsvektor ~x(0) = (1 ; : : : ; 1)T gew•ahlt. Sei K die Anzahl der Iterationen,
die erforderlich war, um die Abbruchbedingung j� (k) � � (k� 1) j < 10� 6 zu erf•ullen. (a)
Potenz-Iteration blauen Quadrate, K = 32. (b) Inverse Iterationen (mit Shift � = 0)
gr•une Quadrate, K = 32. (c) Inverse Iterationen mit Shift � = 14 � 7i, K = 132. Die
gestrichelte Linie zeigt den zu� n•achstgelegenen Eigenwert an. (d) Rayleigh-Quotient-
Iteration mit demselben anf•anglichen Shift � wie in (c), K = 13.

Die Iteration konvergiert dann zu dem Eigenvektor mit dem kleinstenEigenwert
von A. Damit ist � (k) eine Sch•atzung des kleinsten Eigenwertes vonA (des gr•o�ten
von A� 1). Wenn A genauN linear unabh•angige Eigenvektoren besitzt, dann liefert
dieses Verfahren im Limes

� N = lim
k!1

� (k) = � N ; (6.486)

wobei � N der betragsm•a�ig kleinste Eigenwert von A ist. Anstelle der Matrix-
Multiplikation beim Potenzverfahren (6.475) m•ussen wir hier bei der inversen Ite-
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ration im k-ten Schritt ein lineares Gleichungssystem

A � ~x(k) = ~y(k� 1) (6.487)

l•osen. Aus diesem Grund ist es sinnvoll, zu Beginn der Rechnung eine LU-Zerlegung
der Matrix vorzunehmen mit A = L � U. Dann braucht man in jedem Schritt nur
Dreiecksmatrizen zu l•osen. F•ur symmetrische positiv de�nite Matrizen w•are eine
Cholesky-ZerlegungA = L � LT sinnvoll.

6.2.3. Inverse Iteration: Berechnung eines bestimmten
Eigenwerts

Man kann das einfache Potenzverfahren verallgemeinern, um denjenigen Eigenwert
� � von A zu berechnen, der einer gegebenen komplexen Zahl� am n•achsten liegt.
Um das zu sehen, beachten wir zun•achst, da� die Eigenwerte von

Ashift = A � � I (6.488)

durch � shift = � � � gegeben sind, denn jeder Eigenvektor vonA ist auch Eigenvektor
von I und damit auch Eigenvektor vonAshift . Wenn wir nun das inverse Potenzver-
fahren (6.485) auf Ashift anwenden, konvergiert die Iteration zu dem Eigenvektor,
der zu dem kleinsten Eigenwert vonAshift geh•ort, also zu

� shift
min = � � � �; wobei j� � � � j = min

i
j� i � � j : (6.489)

Hierbei ist � � derjenige Eigenwert vonA, der dem Wert � am n•achsten liegt. Es ist
also

� � = � shift
min + �: (6.490)

Dieses Art von Verfahren hei�t Potenzverfahren mit Shift, inverse Iteration oder
gebrochene Iteration von Wielandt. Die Verschiebung (shift) � kann man beliebig
w•ahlen.

Der Algorithmus stellt sich dann folgenderma�en dar:

Inverse Iteration (Wielandt):
~y(0) = ein Vektor mit k~y(0) k = 1
for k = 1; 2; : : :

L•ose (A � � I) � ~x(k) = ~y(k� 1) (Anwendung von (A � � I)� 1)
~y(k) = ~x(k)=




 ~x(k)




 (Normierung)

� (k) = ~y(k)� � A � ~y(k) (Rayleigh-Quotient)
end

In der letzten Zeile haben wirA verwendet, denn ein Eigenvektor vonAshift =
A � � I ist auch Eigenvektor vonA. Im Limes geht~x(k) ! ~x� und � (k) ! � � .
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Es kann nun sein, da� f•ur gegebenes� die Matrix A � � I singul•ar oder nahezu
singul•ar ist. Dies stellt aber kein Problem f•ur die inverse Iteration dar. Denn auch
wenn die numerisch (aber r•uckw•arts stabil) berechnete und fehlerbehaftete L•osung
~~x(k) stark von der exakten L•osung~x(k) abweicht, ist die berechnetenormierte L•o-
sung ~~y(k) = ~~x(k)=k~~x(k)k nur wenig von ~y(k) verschieden (siehe z.B.Trefethen and
Bau, III , 1997).

Helmut Wielandt
1910{2001

Wie das normale Potenzverfahren konvergiert die inverse Ite-
ration auch nur linear; der Fehler wird bei jedem Schritt um einen
konstanten Faktor reduziert. Dieser Faktor h•angt aber davon ab,
wie dicht � bei einem Eigenwert vonA liegt. Je dichter � an ei-
nem Eigenwert liegt, desto schneller ist die Konvergenz, denn
der gr•o�te Eigenwert von (A � � I)� 1 ist dann sehr viel gr•o�er als
alle anderen Eigenwerte von (A � � I)� 1. Die immer schlechter
werdende Kondition vonA � � I macht in diesem Fall also kein
Problem.

In Abb. 6.3ist das Ergebnis der inversen Iteration f•ur die obige
Matrix ( 6.484) und f•ur � = 0 (b) und � = 14 � 7i (c) gezeigt
(gr•une Quadrate). Man erkennt, da� die inverse Iteration auf

denjenigen Eigenwert f•uhrt, der dem gew•ahlten Wert � am n•achsten liegt.

Die inverse Iteration ist ein sehr wichtiges Werkzeug der numerischen linearen Al-
gebra. Wenn die Eigenwerte schon bekannt sind, kann man die Eigenvektoren nach
dem obigen Algorithmus sofort berechnen, wobei die Berechnung des Rayleigh-
Quotienten entfallen kann. Oft kennt man das Spektrum vonA aber nicht. Wenn
man dann zum Beispiel den Eigenwert mit dem gr•o�ten Realteil sucht, k•onnte
man den in Frage kommenden Bereich in der komplexen Ebene mit Sch•atzwerten
� i m•oglichst dicht abdecken und untersuchen, zu welchen Eigenwertendie inverse
Iteration f •uhrt. Oft kann man so den gesuchten Eigenwert mit gro�er Wahrschein-
lichkeit identi�zieren. Es gibt aber bessere Verfahren (siehe z.B.Meerbergen et al.,
1994).

Eine Beschleunigung der inversen Iteration erh•alt man, wenn man in jedem Ite-
rationsschritt � durch die jeweils aktuelle N•aherung des Eigenwertes� (k� 1) ersetzt.
Dann erh•alt man die Rayleigh-Quotient-Iteration

Rayleigh-Quotient-Iteration:
~y(0) = ein Vektor mit k~y(0) k = 1
� (0) = ~y(0) � � A � ~y(0) (Rayleigh-Quotient)
for k = 1; 2; : : :

L•ose
�
A � � (k� 1)I

�
� ~x(k) = ~y(k� 1) (Anwendung von (A � � I)� 1)

~y(k) = ~x(k)=



 ~x(k)




 (Normierung)

� (k) = ~y(k)� � A � ~y(k) (Rayleigh-Quotient)
end
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Anstelle von � (0) kann man auch irgendeinen anderen Anfangswert nehmen.10

Man kann zeigen (Trefethen and Bau, III, 1997), da� diese Methode kubisch
konvergiert; sowohl f•ur den Eigenvektor als auch f•ur den Eigenwert. In der Numerik
existiert kaum eine iterative Methode die schneller ist. In jedem Schritt gewinnt man
ca. 3 Dezimalen. Wenn man das Verfahren so implementiert, ist es jedoch aufwendig,
weil sich die Matrix in jedem Iterationsschritt •andert. Es ist daher ratsam, die
Sch•atzung des Eigenwerts� (k� 1) in

�
A � � (k� 1)I

�
� ~x(k) = ~y(k� 1) nicht in jedem

Iterationsschritt zu korrigieren, sondern f•ur einige Iterationen den Wert � bzw.
� konstant zu halten. Denn dann mu� man die LU-Zerlegung von

�
A � � (k� 1)I

�

nicht f •ur jeden Schritt neu berechnen, sondern kann f•ur einige Iterationen auf ein
und dieselbe LU-Zerlegung zur•uckgreifen, wodurch die linearen Systeme wesentlich
schneller gel•ost werden k•onnen.

6.3. Numerische Berechnung aller Eigenwerte

Zur Berechnungaller Eigenwerte wird normalerweise versucht, die Matrix n•ahe-
rungsweise in eine Diagonal- oder eine Dreiecksmatrix zu•uberf•uhren. In beiden
F•allen kann man die Eigenwerte dann auf der Diagonalen ablesen. Die Transfor-
mation auf die gew•unschte Gestalt kann man mit Hilfe einer Sequenz von•Ahnlich-
keitstransformationen (Kap.A.5.3) erreichen, da•Ahnlichkeitstransformationen die
Eigenwerte unver•andert lassen.

Um Verfahren zur Berechnung aller Eigenwerte zu diskutieren, mu�man sich
zuerst mit den M•oglichkeiten der Transformation der Matrix besch•aftigen. Dies
sprengt aber den Rahmen dieser Vorlesung. Daher werden wir hier nur einige be-
kannte Methoden vorstellen, die aber nicht immer die e�zientesten sind.

6.3.1. Jacobi-Algorithmus

Wir haben gesehen, da� wir zur Berechnung der Eigenwerte von Matrizen mit Di-
mensionN � 5 iterieren m•ussen. Eigenwerte von kleineren Matrizen k•onnen direkt
berechnet werden. Jacobi hatte nun 1845 die Idee, sukzessive kleine Untermatri-
zen einer gro�en Matrix A zu diagonalisieren bis schlie�lich die gesamte Matrix
diagonalisiert ist.

Standardm•a�ig werden dabei 2� 2-Untermatrizen diagonalisiert. Wir beschr•an-
ken uns hier auf reelle symmetrische Matrizen. Die•Ahnlichkeitstransformation zur
Diagonalisierung lautet dann

JT �
�

a d
d b

�
� J =

�
� 0
0 �

�
; (6.491)

10Wenn man einen bestimmten Eigenwert sucht, wird man wohl erst eineinverse Iteration machen
und erst wenn die Eigenwertsch•atzung hinreichend dicht am gesuchten Eigenwert liegt, auf
die Rayleigh-Iteration umschalten. Dies ist wahrscheinlich auch der Grund, warum in Abb.
6.3d die Rayleigh-Iteration zwar schnell konvergiert, aber nicht auf den zum anf•anglichen Shift
n•achstgelegenen Eigenwert.
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wobei J orthogonal ist, d.h. J� 1 = JT , dann ist JT � J = I (siehe Kap. A.4). Es
gibt verschiedene M•oglichkeiten J zu w•ahlen. Meist wird die Drehmatrix (Jacobi-
Rotation)

J =
�

c s
� s c

�
(6.492)

verwendet, wobeic = cos� und s = sin � ist. O�ensichtlich ist det J = s2 + c2 = 1.
Die Bedingung f•ur ein Verschwinden der Au�erdiagonalelemente von (6.491) lautet
(b� a)sc = d(c2� s2). Dies f•uhrt auf den f•ur eine Diagonalisierung vonA notwendigen
Winkel � 11

tan (2� ) =
2d

b� a
: (6.493)

Wenn wir nun eine symmetrischeN � N -Matrix haben, wird die Jacobi-Rotation
iterativ angewandt, wobei in jedem Schritt zwei Au�erdiagonalelemente zu Null
gemacht werden. Dazu iteriert man mit der leicht modi�zierten Einheitsmatrix,
wobei eine 2� 2-Untermatrix aus einer Jacobi-Rotation besteht,
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: (6.494)

Die Matrix G wird auch reelle Givens-Rotationgenannt.12 Durch die Multiplikation
mit G von rechts werden dieblauen Elemente vonA ver•andert, durch die Multi-
11Beachte: 2(cot� � tan � )� 1 = tan(2 � ).
12Allgemein ist eine Givens-Rotation de�niert durch

G =

0

B
B
B
B
B
B
@

1
c� s�

1
� s c

1
1

1

C
C
C
C
C
C
A

;

wobei
c = e i � cos� und s = e i � sin �

mit � 2 (� �; � ] und �; � 2 [0; 2� ). Givens-Rotationen sind unit•are Matrizen (G� 1 = Gy). Im
vorliegenden und wichtigen reellen Fall (� = � = 0) bewirkt die Matrix-Multiplikation mit G
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plikation mit GT von links die roten. Durch diesen Iterationsschritt werden zwei
Elemente vonA zu Null gemacht (gr•un). Andererseits werden existierende Nullen
zerst•ort, die schon vorher in denblauenSpalten oderroten Zeilen vorhanden waren.
Dies ist aber nicht so schlimm.

Diese Transformation wird nun iteriert, wobei alle Au�erdiagonalelemente be-
arbeitet werden. Es w•are naheliegend, in jedem Schritt das betragsm•a�ig gr •o�te
Au�erdiagonalelement zu eliminieren. F•ur diese Strategie kann zeigen, da� die Sum-
me der Quadrate der Au�erdiagonalelemente in jedem Schritt mindestens um den
Faktor 1 � 2=(N 2 � N ) abnimmt. Daher mu� man O(N 2) Iterationen durchf•uh-
ren, um A zu diagonalisieren, wobei jede IterationO(N ) Operationen erfordert.
Maschinengenauigkeit erreicht man dann nachO (N 3j log(� machine)j) Operationen.

Wallace Givens
1910{1993

Auf dem Computer wird man die Au�erdiagonalpositionen
aber in einer systematischen Abfolge bearbeiten. Damit kann
man sich die Suche nach dem gr•o�ten Element, die O(N 2) Ope-
rationen kostet, ersparen. Dann mu� man in einem Durchgang
(sweep) N (N � 1)=2 Paare von Elementen bearbeiten. F•ur Ma-
trizen mit N < 103 kommt man normalerweise mit weniger als
10 Sweeps aus. Die dann erreichte Genauigkeit ist typischerwei-
se besser als die, die man mit dem QR-Algorithmus (unten) er-
reicht.

Die Jacobi-Iteration ist nicht so popul•ar, weil sie nicht so
schnell ist wie Verfahren, die auf der Transformation auf Tridia-

gonalgestalt (symmetrische reelle Matrizen) und anschlie�endem QR-Algorithmus
beruhen. Die Jacobi-Iteration ist typischerweise nur um einen Faktor 10 langsamer.

6.4. QR-Methode

In Kap. A.5.3 haben wir gesehen, da� eine•Ahnlichkeitstransformation (A.645)

B = Q� 1 � A � Q; (6.495)

die Eigenwerte unver•andert l•a�t. Die Eigenvektoren •andern sich aber. Zur Berech-
nung aller Eigenwerte einer Matrix kann man deshalb versuchen, die Matrix A durch
eine •Ahnlichkeitstransformation mittels der TransformationsmatrixQ auf eine Dia-
gonalmatrix oder DreiecksmatrixB zu bringen, denn dann stehen die Eigenwerte
auf der Diagonalen vonB. Wenn man dies in einem einzigen Schritt versucht, ist
dies numerisch sehr aufwendig. E�zienter ist es, die Diagonalisierungiterativ zu
erreichen.

Das bekanntest dieser Verfahren ist dasQR-Verfahren.13 Es wurde im Jahre
1961{1962 unabh•angig voneinander von Francis und Kublanovskaya eingef•uhrt. Das

eine Drehung um den Winkel� in der Ebene, die von denjenigen Einheitsvektoren aufgespannt
wird, die durch die Indexpositionen von c und c� gegeben sind.

13Das QR-Verfahren ist in MatLab in der Funktion D= eig (A) implementiert, wobei der Vektor
Dalle Eigenwerte vonA enth•alt.
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Verfahren ist sehr aufwendig und deshalb f•ur sehr gro�e Matrizen mit N > O (105)
nicht mehr praktikabel.14

Bei dem QR-Verfahren wird die vollst•andige Matrix A wiederholt einer •Ahnlich-
keitstransformation mittels unit•arer Transformationsmatrizen (komplex mit ortho-
normalen Spalten,Q� 1 = Qy) unterworfen. Die Iteration lautet

Ak = Q� 1
k � Ak� 1 � Qk : (6.496)

Dies kann man schreiben als

Qk � Ak � Q� 1
k| {z }

:= Rk

= Ak� 1; (6.497)

was auf die algorithmische Form (jetzt mit hochgestellten Indizes) f•uhrt:

QR-Algorithmus:

A(0) = A
for k = 1; 2; : : :

Q(k) � R(k) = A(k� 1) (QR-Faktorisierung von A(k� 1))
A(k) = R(k) � Q(k) (Rekombination in umgekehrter Reihenfolge)

end

Im Limes nimmt A die Gestalt einer oberen Dreiecksmatrix an, bei der die (reellen)
Eigenwert auf der Diagonalen stehen.15 Bei dem Algorithmus wird die Matrix in
jedem Schritt in ein Produkt aus einer vollen MatrixQ und einer oberen Dreiecks-
matrix R zerlegt und anschlie�end in umgekehrter Reihenfolge wieder zur•uckgebil-
det.

Die QR-Iteration konvergiert kubisch (wie die Rayleigh-Quotient-Iteration). Um
diese Konvergenzrate zu erreichen, mu� man die QR-Iteration aber in einer anderen
Form (mit shift) implementieren. Dies w•urde hier zu weit f•uhren. Daher wird nur
das Prinzip der QR-Zerlegung behandelt. Man kann diese mit der Gram-Schmidt-
Iteration erreichen.

6.4.1. Klassische Gram-Schmidt-Orthogonalisierung

Bei dem QR-Verfahren wird die Matrix A = Q � R zerlegt in ein Produkt aus einer
unit •aren Matrix Q mit orthonormalen Spaltenvektoren und einer oberen Dreiecks-
matrix R. Diese Zerlegung ist eine der wichtigsten Operationen der numerischen

14Es existieren aber Varianten dieses Verfahrens, deren numerischer Aufwand nur mit N 3 ska-
liert (Multishift-Verfahren von Bai und Demmel 1989). Das numerisch stabilere Verfahren von
Braman, Byers und Mathias (2002) ist auch in LAPACK implementiert.

15Im Falle komplexer Eigenwerte erh•alt man eine obere Blockdreiecksmatrix, bei der auf der
Diagonalen auch antisymmetrische 2� 2 Bl•ocke stehen k•onnen, wobei die Diagonalelemente der
Bl•ocke den Realteil angeben und die Au�erdiagonalelemente den Imagin•arteil.
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linearen Algebra. Wir k•onnen diese Zerlegung etwas genauer aufschreiben, wenn
wir die Spaltenvektoren~aj und ~qj von A und Q verwenden

2

6
6
6
6
6
6
6
6
4

~a1 ~a2 : : : ~an

3

7
7
7
7
7
7
7
7
5

| {z }
A

=

2

6
6
6
6
6
6
6
6
4

~q1 ~q2 : : : ~qn

3

7
7
7
7
7
7
7
7
5

| {z }
Q

�

2

6
6
6
6
6
6
6
6
4

r11 r12 : : : r1n

r22
...

. . .
rnn

3

7
7
7
7
7
7
7
7
5

| {z }
R

: (6.498)

Wenn jetzt A eine m � n Matrix ( m > n ) ist mit vollem Rang, d.h. rang(A) = n,
ist, dann besteht die Aufgabe darin, die DreiecksmatrixR so zu suchen, da� die
Matrix Q aus orthonormalen Vektoren besteht.

Hierbei ist es sinnvoll, sich daran zu erinnern, da� man diese Relation so lesen
kann: Der j -te Spaltenvektor vonA ist eine Superposition aller Spaltenvektoren von
Q mit Gewichten, die in derj -ten Spalte vonR stehen.16

Dann wird klar, da�

span (~a1; : : : ;~aj ) = span (~q1; : : : ; ~qj ) : (6.499)

Wenn wir die Spaltenvektoren vonA gem•a� ( 6.498) einzeln notieren, erhalten wir

~a1 = r11~q1;

~a2 = r12~q1 + r22~q2; (6.500)
...

~an = r1n~q1 + r2n~q2 + : : : rnn ~qn :

Dieses Gleichungssystem k•onnen wir aber sukzessive von oben nach unten nach den
Vektoren ~qj au
 •osen. Wir erhalten

~q1 =
~a1

r11
;

~q2 =
~a2 � r12~q1

r22
;

~q3 =
~a3 � r13~q1 � r23~q2

r33
; (6.501)

...

~qn =
~an �

P n� 1
i =1 r in ~qi

rnn
;

16In Indexschreibweise:
A i j = Qik Rk j :
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Zur Konstruktion der orthonormalen Vektoren ~qj wird also in jedem Schritt ein
weiterer Spaltenvektor~aj von A verwendet.

Damit h•atten wir die orthonormalen Vektoren~qj gewonnen, wenn wir die Koe�-
zientenrnm kennen w•urden. Diese erhalten wir durch die klassischeGram-Schmidt-
Orthogonalisierungeines Satzes linear unabh•angiger reeller Vektoren. Sei alsof ~aj g
ein Satz linear unabh•angiger Vektoren. Dann konstruiert man sich daraus einen
anderen Satz von Vektorenf ~png, der orthonormal ist. Dazu nimmt man in jedem
Schritt eine neue Raumrichtung hinzu, zieht aber davon alle vektoriellen Anteile
ab, deren Richtungen schon von den vorherigen Vektoren abgedeckt werden. Dies
liefert die folgende Gram-Schmidt-Orthogonalisierung

~v0 = ~a0 ~p0 = ~v0=k~v0k;

~v1 = ~a1 � (~a1 � ~p0) ~p0 ~p1 = ~v1=k~v1k; (6.502)

~v2 = ~a2 � (~a2 � ~p0) ~p0 � (~a2 � ~p1) ~p1 ~p2 = ~v2=k~v2k;

~v3 = : : :

Allgemein lautet also das Bildungsgesetz (der Index beginnt hier mit 1)

~vj = ~aj � (~aj � ~p1) ~p1 � (~aj � ~p2) ~p2 � : : : � (~aj � ~pj � 1) ~pj � 1 (6.503)

Wenn ~aj komplexe Vektoren sind, mu� man

~vj = ~aj � (~aj � ~p�
1) ~p1 � (~aj � ~p�

2) ~p2 � : : : �
�
~aj � ~p�

j � 1

�
~pj � 1 (6.504)

verwenden. Wenn man nun diese Gleichung mit (6.501) vergleicht, sieht man die
Analogie. Durch Koe�zientenvergleich k•onnen wir nun die Elemente vonR bestim-
men zu

r ij = ~aj � ~q�
i ; (i < j ): (6.505)

Die Nenner werden so gew•ahlt, da� ~qj auf 1 normiert ist

jr j j j =











~aj �

j � 1X

i =1

r ij ~qi












2

: (6.506)

Das Vorzeichen vonr j j (und damit dasjenige von~qj ) ist nicht festgelegt. Wir w•ahlen
r j j > 0. Dann hat R positive Diagonalelemente.

Damit haben wir denklassischen Gram-Schmidt-Algorithmus, der aus einem ge-
gebenen Satz vonn linear unabh•angigen Vektorenf ~aj g einen Satzf ~qj g von ortho-
normalen Vektoren erzeugt, die denselben Vektorraum aufspannen:

Gram-Schmidt-Algorithmus (klassisch)
for j = 1; : : : ; n

~vj = ~aj

for i = 1; : : : ; j � 1
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r ij = ~q�
i � ~aj

~vj = ~vj � r ij ~qi

end
r j j = k~vj k2

~qj = ~vj =rj j

end

Der Bezug zur QR-Zerlegung (6.498) besteht darin, da� der Satz der Vektorenf ~aj g
durch die Spaltenvektoren vonA vorgegeben ist. Dann bildet der konstruierte Satz
von Vektoren f ~qj g die Spaltenvektoren vonQ, und die Dreicksmatrix R wird durch
die Faktoren r ij aufgebaut, die im Rahmen der Gram-Schmidt-Orthogonalisierung
anfallen.

Man kann allgemein zeigen, da� alle Matrizen eine QR-Zerlegung besitzen. Wenn
die Matrix A 2 Cm� n mit m � n den vollen Rang hat, dann besitzt sie eine
eindeutige QR-Zerlegung mitr ii > 0.

Leider ist der obige Algorithmus instabil. Rundungsfehler der endlich genauen
Arithmetik f •uhren zu gro�en Fehlern.

6.4.2. Modi�zierte Gram-Schmidt-Orthogonalisierung

Man kann das Problem der Instabilit•at umgehen, wenn man die Orthogonalisierung
anders durchf•uhrt. Dazu betrachten wir denorthogonalen Projektionsoperator17

P? ~a := I �
~a~a�

~a� � ~a
: (6.507)

Beachte, da� ~a~a� eine Matrix ist, die aus dem dyadischen Produkt von~a und ~a�

besteht. Der Nenner~a� � ~a ist nur ein Faktor, so da� der Vektor ~a auf 1 normiert
wird.18

Wenn man den Projektionsoperator auf eine Vektor~banwendet, wird von diesem
o�enbar derjenige Anteil abgezogen, der in Richtung von~a zeigt. Der resultierende
Vektor besitzt dann keine Komponente in~a-Richtung mehr, da

~a� �
�

P? ~a � ~b
�

= ~a� �
�

I �
~a~a�

~a� � ~a

�
� ~b= ~a� � ~b� ~a� �

~a~a�

~a� � ~a
� ~b= 0: (6.508)

17Der parallele Projektionsoperator ist

Pk~a :=
~a~a�

~a� � ~a
:

O�enbar gilt Pk~a + P? ~a = I.
18Beachte die Form des Skalarprodukts f•ur komplexe Vektoren

~a� � ~b =
NX

i =1

a�
i bi :

Hierbei kann man � auch als das Adjungierte au�assen, wodurch aus dem Spaltenvektor ein
Zeilenvektor wird.
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Komponenten des projizierten Vektors~b, die senkrecht zu~a sind, werden durch die
Projektion nicht ver•andert.

Damit kann man die Matrix A beziehungsweise ihre linear unabh•angigen Spal-
tenvektoren~aj durch eine Serie von orthogonalen Projektionen folgenderma�en or-
thogonalisieren (~qj = ~vj =k~vj k)

~v(1)
j = ~aj ; (j = 1; : : : ; n);

~v(2)
j = P? ~q1 � ~v(1)

j = ( I � ~q1 ~q�
1) � ~v(1)

j ; (j = 2; : : : ; n);

~v(3)
j = P? ~q2 � ~v(2)

j = ( I � ~q2 ~q�
2) � ~v(2)

j ; (j = 3; : : : ; n);
...

... (6.509)

~v(j )
j = P? ~qj � 1 � ~v(j � 1)

j =
�
I � ~qj � 1 ~q�

j � 1

�
� ~v(j � 1)

j ; (j = n):

Der hochgestellte Index in Klammern zeigt den jeweiligen Iterationsschritt an. Im
ersten Schritt werden allen betrachten Spaltenvektoren vonQ (in nicht-normierter
Version sind dies die Vektoren~vj ) identisch mit den entsprechenden Spaltenvekto-
ren vonA gesetzt. Im zweiten Durchgang wird~q1 beibehalten und aus allen anderen
Vektoren wird der Anteil in Richtung von ~q1 entfernt. Im dritten Schritt werden
~q1 und ~q2 beibehalten und aus allen anderen Vektoren der Anteil in Richtung~q2

entfernt. Wenn man den Schritt (j ) vollendet hat, sind die Vektoren~q1; : : : ; ~qj or-
thonormal. Man mu� nur dabei aufpassen, denn in jedem Schritt (i ) •andern sich die
Vektoren ~vj mit j � i . Deshalb mu� man diese in jedem Schritt erneut normieren,
um die entsprechenden Einheitsvektoren~qj zu erhalten. Dieses Verfahren f•uhrt auf
den modi�zierten Gram-Schmidt-Algorithmus

Gram-Schmidt-Algorithmus (modi�ziert)
for i = 1; : : : ; n

~vi = ~ai

end
for i = 1; : : : ; n

r ii = k~vi k
~qi = ~vi =rii

for j = i + 1; : : : ; n
r ij = ~q�

i � ~vj

~vj = ~vj � r ij ~qi

end
end

Der modi�zierte Gram-Schmidt-Algorithmus ist stabil. In der Praxis wird ~ai mit ~vi

und ~vi mit ~qi •uberschrieben, um Speicherplatz zu sparen. Man kann sich•uberlegen
(Trefethen and Bau, III, 1997), da� der Algorithmus einen numerischen Aufwand
von O(2mn2) Operationen erfordert.
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In vielen Anwendungen mit quadratischen MatrizenA 2 Cm� m , insbesondere
wenn m sehr sehr gro� ist, wird man die Orthogonalisierung nicht bisn = m
durchf•uhren, sondern nur bis zu einem moderate Wert vonn � m. Der numerische
Aufwand w•are sonst zu hochO(m3). Wenn n jedoch klein ist, skaliert der Aufwand
bzgl. m nur wie � m1.

Weiteres zum QR-Algorithmus kann man inTrefethen and Bau, III (1997) ab
Seite 211 �nden. Zur Berechnung einzelner Eigenwerte gibt es e�zientere Methoden.
Sie basieren auf der Krylov-Unterraum-Iteration (siehe Kap.7.1.3). Zu nennen sind
hier die Arnoldi-Iteration, CG, GMRES und deren Derivate. Die Diskussion w•urde
hier den Rahmen sprengen; f•ur die Arnoldi-Iteration siehe aberTrefethen and Bau,
III (1997) ab Seite 250. Trotzdem soll die Arnoldi-Iteration kurz skizziert werden.

6.4.3. Arnoldi-Iteration

Hintergrund ist die folgende Idee, die auch schon zur Potenzmethode in Kap. 6.2.1
gef•uhrt hat. Gegeben ein beliebiger Startvektor~v. Wir stellen uns vor,~v sei durch
eine Superposition von Eigenvektoren der gegebenen MatrixA dargestellt. Dann
betrachte die wiederholte Multiplikation von ~v mit A. In resultierenden Vektoren
f•ur hinreichend gro�es m werden dann im wesentlichen durch die Eigenvektoren
bestimmt, welche den gr•o�ten Betrag haben (siehe (6.480)). Daher werden die Ei-
genvektoren zu den betragsm•a�ig gr •o�ten Eigenwerten in sehr guter N•aherung in
dem Krylov-Unterraum

Km (A;~v) = spanf ~v;A � ~v;A2 � ~v; : : : Am� 1 � ~vg (6.510)

darstellbar sein. Um eine orthogonale Basis des Krylov-Raums zu erzeugen, mu�
man den Satz der Vektoren in (6.510) orthogonalisieren. Das kann man machen,
ohne die PotenzenAj � ~v explizit zu berechnen. Damit wird auch vermieden, da�
diese Ausdr•ucke divergieren. Die Orthogonalisierung wird durch den folgenden Al-
gorithmus bewerkstelligt (MGS: Modi�ziertes Gram-Schmidt-Verfahren).

Arnoldi-Algorithmus (MGS):

Sei~q1 ein Startvektor mit k~q1k = 0
for k = 1; : : : ; m,

~vk = A � ~qk (n•achster Vektor)
for j = 1; : : : ; k

hjk = ~q�
j � ~vk (Projektion schon vorhandenen Komponenten)

~vk = ~vk � hjk ~qj (Subtraktion vorhandener Komponenten)
end
hk+1 ;k = k~vkk
If hk+1 ;k = 0 Stop
~qk+1 = ~vk=hk+1 ;k

end
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�

� =A Qm Qm Hm +~vm~eT
m

Abbildung 6.4.: Symbolische Darstellung von Gleichung (6.513) nach Saad (2003). Die
Multiplikation der Matrix A mit Qm ergibt Qm skalar Hm plus eine Matrix vom Rang
eins.

Man erkennt die •Ahnlichkeit mit der Gram-Schmidt-Orthogonalisierung. Nachm
Schritten hat das Arnoldi-Verfahren im wesentlichen eine Orthonormalbasis in der
n � m Matrix Qm = ( ~q1; : : : ; ~qm ) bestimmt und eine (m + 1) � m Hessenbergmatrix

~Hm =

0

B
B
B
B
B
@

h11 h12 : : : h1m

h21 h22 : : : h2m
. . . . . .

...
hm;m � 1 hmm

hm+1 ;m

1

C
C
C
C
C
A

: (6.511)

Sei ~Hm ohne die letzte Zeile diem � m Hessenbergmatrix

Hm =

0

B
B
B
@

h11 h12 : : : h1m

h21 h22 : : : h2m
. . . . . .

...
hm;m � 1 hmm

1

C
C
C
A

: (6.512)

Dann gilt (f •ur den Beweis sieheSaad, 2003)

A � Qm = Qm � Hm + ~vm~eT
m = Qm+1 � ~Hm : (6.513)

Der zweite Summand auf der rechen Seite strebt gegen Null und wir haben n•ahe-
rungsweise eine QR-Zerlegung (QH-Zerlegung) erreicht (vgl. (6.495)). Dann sind
die Eigenwerte der Matrix Hm eine gute N•aherung der betragsm•a�ig gr •o�ten Ei-
genwerte (am Rand des Spektrums) vonA. Die Beziehung (6.513) ist gra�sch in
Abb. 6.4 dargestellt.

Wenn man (6.513) von links mit QT
m multipliziert, erh •alt man19

QT
m � A � Qm = Hm : (6.514)

Der Term QT
m � ~vm~eT

m verschwindet wegen der Orthogonalit•at der Spaltenvektoren
~qm von Qm , denn mit ~vm = hm+1 ;m ~qm+1 (siehe Algorithmus) ist~vm k~qm+1 und damit
~vm ? ~qj , j = 1; : : : ; m.

19F•ur reelle orthogonale Matrizen ist A� 1 = AT . F•ur komplexe orthogonale Matrizen gilt A� 1 =
Ay.
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Der Vorteil der Arnoldi-Iteration besteht darin, da� die Eigenwerte vonA durch
diejenigen vonHm approximiert werden. Die Dimension derm � m Matrix Hm

(m = 500 reicht meist) ist n•amlich sehr viel kleiner ist als diejenige dern � n
Matrix A (oft mit n > 105).
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7. Weiteres zu gro�en linearen
Systemen

Der Gau�-Algorithmus ist ein direktes Verfahren zur L•osung linearer Gleichungs-
systeme mit voll-besetzter Matrix. Die L•osung erfordertO(N x ) Operationen mit
x = 3. Dieser Aufwand f•ur direkte L•oser dicht-besetzte Matrizen konnte in den letz-
ten Jahrzehnten verbessert werden (Abb.7.1). Obwohl der Exponentx verringert
wurde, sind die Vorfaktoren oft sehr gro�, so da� die e�zienteren direkten L•oser
erst bei extrem gro�en Systemen schneller werden als die Gau�-Elimination. F•ur
eine e�ziente L•osung sind daher iterative Methoden erforderlich (siehe auch Kap.
2.2).

7.1. Minimierungsverfahren

Eine Klasse iterativer Verfahren zur L•osung linearer Gleichungssysteme basiert
auf Ideen zur L•osung nichtlinearer Probleme. Diese kann man entweder mit dem
Newton-Verfahren(siehe Kap.3.5.6) oder dessen Varianten l•osen, oder mit einem
Abstiegsverfahren(descent method). Verfahren nach dem Newton-Typ konvergieren
sehr schnell, haben aber einen recht kleinen Konvergenzradius, d.h. man ben•otigt
schon eine recht gute Anfangssch•atzung, damit das Newton-Verfahren konvergiert.
Abstiegsverfahren konvergieren dagegen langsam, daf•ur aber garantiert!

Um ein Abstiegsverfahren zur L•osung eines linearen Problems

A � ~x = ~b (7.515)

verwenden zu k•onnen, mu� dieses zun•achst in ein Minimierungsproblem•uberf•uhrt

Abbildung 7.1.: Historische
Entwicklung des besten
bekannten Exponenten x
der Skalierung O(N x ) f •ur
die zur direkten L•osung des
linearen Problems A � ~x = ~b
erforderlichen Operationen,
wenn A dicht besetzt ist
(nach Trefethen and Bau,
III , 1997).
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7. Weiteres zu gro�en linearen Systemen

werden. FallsA symmetrischund positiv de�nit ist,1 dann ist das Minimum der
skalaren Funktion

F (~x) =
1
2

~x � A � ~x � ~x � ~b (7.516)

identisch mit der L•osung des linearen Systems. Dies folgt aus der Bedingung, da� am
Minimum von F alle partiellen Ableitungen nach denN Unbekannten verschwinden
m•ussen. Diese Bedingung liefert2

0 != r F (~x) = r
�

1
2

~x � A � ~x � ~x � ~b
�

=
1
2

(~x � A + A � ~x) � ~b
A symm.

= A�~x� ~b: (7.517)

Angenommen, wir haben eine Approximation~x(n) der L•osung. Dann ist~� (n) =
~b� A�~x(n) das zugeh•orige Residuum. Wir m•ochten nun die Approximation durch eine
Korrektur verbessern, wobei wir um eine gewisse Distanz� (n) in eine bestimmte
Richtung gehen, die wir mit~p(n) bezeichnen. F•ur die verbesserte N•aherung setzen
wir deshalb an

~x(n+1) = ~x(n) + � (n)~p(n) : (7.518)

Ziel ist es,� (n) und ~p(n) optimal zu w•ahlen.

7.1.1. Bestimmung der Schrittweite

Sei zun•achst die Richtung~p(n) vorgegeben. Dann ist es o�enbar sinnvoll, die skalare
Schrittweite � (n) so zu w•ahlen, da� F entlang der gew•ahlten Richtung ~p(n) minimal
wird. Wir fordern also

F
�
~x(n) + � (n)~p(n)

�
= min

�

�
F

�
~x(n) + �~p (n)

��
: (7.519)

Die Minimierung k•onnen wir leicht durchf•uhren. Zun•achst einmal ist die zu mini-
mierende Funktion (A ist symmetrisch)

F
�
~x(n) + �~p (n)

�
=

1
2

~x(n) � A � ~x(n) + � ~p(n) � A � ~x(n) +
� 2

2
~p(n) � A � ~p(n)

�
�
~x(n) + � ~p(n)

�
� ~b: (7.520)

Die Bedingung @F=@�j � min
= 0 liefert dann die lineare Gleichung in�

h
� ~p(n) � ~b+ � ~p(n) � A � ~p(n) + ~p(n) � A � ~x(n)

i

� min

= 0: (7.521)

Nach � (n) = � min aufgel•ost ergibt sich

� (n) =
~p(n) � ~b� ~p(n) � A � ~x(n)

~p(n) � A � ~p(n)
=

~p(n) � ~� (n)

~p(n) � A � ~p(n)
: (7.522)

1Eine Matrix A ist positiv de�nit, wenn f •ur alle ~x 6= 0 mit ~x 2 RN gilt ~x � A � ~x > 0. Reelle
symmetrische Matrizen haben reelle Eigenwerte. Sie sind positiv de�nit, wenn all Eigenwerte
positiv sind.

2r ist hier der N -dimensionaler -Operator (@1; @2; :::; @N )T . Beachte r ~x = @i x j = � i;j = I.
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x1

x2

~x

~x(n)
~p(n)

~� (n) Minimum

Abbildung 7.2.: Beispiel f•ur eine m•ogliche Orientierung der Richtung ~p(n) . Der gr•une
Punkt ( � )soll die Stelle andeuten, an derF (~x) entlang der Richtung ~p(n) ein Minimum
hat. ~�(n) = ~x � ~x(n) ist der Fehler.

Damit erhalten wir die Iteration

~x(n+1) = ~x(n) + � (n)~p(n) ; (7.523)

mit � (n) nach (7.522). Die Vektoren sind in in Abb. 7.2 illustriert. Die Richtung
~p(n) haben wir bisher allerdings noch nicht festgelegt.

Da die L•osung des linearen ProblemsA � ~x = ~b eindeutig ist, besitzt F auch nur
ein Extremum. Dies ist klar, daF nur quadratisch von~x abh•angt.3

7.1.2. Methode des steilsten Abstiegs

Eine einfache M•oglich, ~p(n) zu w•ahlen, besteht darin, die Richtung des aktuellen
Residuums zu w•ahlen ~p(n) = ~� (n) . Dann zeigt ~p(n) in die Richtung des negativen
Gradienten �r F

�
~x(n)

�
(vgl. (7.517) und (2.65)). Zusammen mit � (n) nach (7.522)

erhalten wir so dassteepest-descent-Verfahren, das auch alsRichardson-Verfahren
bekannt ist.

Dieses Verfahren ist eng mit dem Jacobi-Verfahren verwandt und konvergiert
•ahnlich langsam. Insbesondere wenn die Gradienten in verschiedenen Richtungen
eine sehr unterschiedliche Gr•o�enordnungen besitzen (in zwei Dimensionen w•urde
F (~x) dann ein sehr enges Tal beschreiben), kann es sein, da� die Iteration immer in
Richtung der st•arksten •Anderung hin und her pendelt und nicht hinreichend schnell
in den anderen Richtungen voran kommt.

Eine andere M•oglichkeit besteht darin, die Richtungen~p alle N orthogonalen
Richtungen~ei periodisch durchlaufen zu lassen, welche den Raum der Unbekannten
aufspannen, wobei� wieder nach (7.522) gew•ahlt wird. Man kann zeigen, da� dann
N Schritte •aquivalent sind zu einem Gau�-Seidel-Iterationsschritt. Au�erdemkann
man � (n) mit einem Relaxationsfaktor! multiplizieren. Aufgrund der quadratischen
Symmetrie des Minimums vonF mu� allerdings 0 < ! < 2 sein, damit sichF in
dem Iterationsschritt auch verringert.

3Bei der Minimierung anderer nichtlinearer Funktionen k•onnen nat•urlich mehrere Extrema exi-
stieren. Es h•angt dann von den Anfangswerten ab, zu welchem Minimum die Iteration f•uhrt.
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7.1.3. Konjugierte Gradienten

A-Orthogonalit •at

Eine wichtige Variante besteht darin, dieN Richtungen ~p(n) so zu w•ahlen, da� f•ur
sie gilt

~p(n) � A � ~p(m) = 0; f•ur n 6= m: (7.524)

Die N Vektoren ~p(n) bezeichnet man dann alsA-orthogonal. Man sagt auch: Die
Richtungen p(n) und p(m) , f•ur welche (7.524) gilt, sind konjugiert zu einander.

F•ur die so de�nierten N konjugierten Richtungsvektorenp(n) kann man den fol-
genden Satz beweisen:

Satz: Wenn A symmetrisch und positiv de�nit ist und wenn ~p(n) 6= 0
f•ur alle n = 0; :::; N � 1 und wenn man die Schrittweiten nach (7.522)
w•ahlt, dann konvergiert die Iteration (7.523) f•ur jeden Startvektor ~x0

in h•ochstenN � 1 Iterationen gegen die gesuchte L•osung des linearen
Problems.

Man hat also nach sp•atestensN � 1 Iterationen die L•osung bis auf Rundungs-
fehler gefunden. Damit ist das Verfahren der konjugierten Richtungen also eher ein
direktes Verfahren.

Diesen Satz kann man allein mit Hilfe von (7.522) und (7.523) beweisen. Dazu un-
tersuchen wir zun•achst, wie das Residuum im Schrittn +1 von dem vorangegangen
Residuum im Schritt n abh•angt:

~� (n+1 ) � ~p(j ) =
�
~b� A � ~x(n+1)

�
� ~p(j ) =

�
~b� A � ~x(n)
| {z }

~� ( n )

� � (n)A � ~p(n)
�

� ~p(j )

(7.522)
= ~� (n) � ~p(j ) �

~p(n) � ~� (n)

~p(n) � A � ~p(n)
~p(n) � A � ~p(j ) =

�
~� (n) � ~p(j ) ; n 6= j;
0; n = j:

(7.525)

Dies bedeutet, da� sich die Komponente des Residuums in jeder festen A-
konjugierten Richtung ~p(j ) i.a. nicht •andert (n 6= j ). Sie •andert sich nur in einem
Fall, n•amlich dann, wennn = j ist. Und in diesem Fall wird die betre�ende Kom-
ponente des Residuums zu Null. Damit gilt f•ur alle j = 0; :::; N � 1 konjugierten
Richtungen

~� (N ) � ~p(j ) = ~� (N � 1) � ~p(j ) = ::: = ~� (j +1) � ~p(j ) = 0; (7.526a)

~� (j ) � ~p(j ) = ~� (j � 1) � ~p(j ) = ::: = ~� (0) � ~p(j )
i.a.
6= 0: (7.526b)

Das hei�t, da� sich die Komponente des Residuums~� (n) in Richtung ~p(j ) im Lau-
fe der Iteration solange nicht•andert, bis n = j ist. In diesem Schritt wird die
Komponente des Residuums~� (n) in Richtung ~p(j ) zu Null gemacht. Danach bleibt
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diese Komponente Null. Da die Richtungen~p(j ) linear unabh•angig sind, kann man
folgern, da� ~� (N ) = 0 ist. Eventuell wird dies aber schon f•ur ein n < N erreicht.

Wenn man das Residuum~� (n) =
P N � 1

j =0 Rj ~p(j ) durch die konjugierten Richtungen
darstellt, ergibt sich f•ur einen (j -ten) Iterationsschritt das folgende Bild f•ur die
Koe�zienten Rj

(0; : : : ; 0; Rj ; Rj +1 ; : : :) �! (0; : : : ; 0; 0; Rj +1 ; : : :) : (7.527)

Hierbei bleiben alleblauenEntwicklungskoe�zienten Rj bis auf einen (rot) unver•an-
dert. Dies gilt nat•urlich nicht f •ur die kartesischen Komponenten von~� (n) . Vielmehr
gilt f •ur die Residuen (siehe auch (C.682))

~� (j ) � ~� (n) = 0; f•ur j < n: (7.528)

Es erhebt sich die Frage, wie man die konjugierten Richtungsvektoren ~p(n) be-
stimmen kann. Eine o�ensichtliche M•oglichkeit besteht darin, dieN orthogonalen
Eigenvektoren ~ (n) von A verwenden. Sie sind o�enbarA-orthogonal, denn es ist4

~ (m) � A � ~ (n) = � n
~ (m) � ~ (n) = 0 f •ur n 6= m: (7.529)

Die Bestimmung der Eigenvektoren oder dieA-Orthogonalisierung eines Satzes von
linear unabh•angigen Vektoren ist jedoch zu aufwendig.

Gram-Schmidt-Orthogonalisierung

Eine andere, e�zientere Methode ist dieGram-Schmidt-Orthogonalisierung(siehe
Kap. 6.4.1 und 6.4.2). Dabei nimmt man in jedem Schritt eine neue Raumrich-
tung hinzu, zieht aber davon alle vektoriellen Anteile ab, deren Richtungen schon
von den vorherigen Vektoren abgedeckt worden sind. Es sei also eine Sequenz von
linear unabh•angigen Vektoren~ai gegeben. Dann generiert man eine Sequenz von
orthogonalen Richtungsvektoren~pi (hier normieren wir sie) mittels der folgenden
Gram-Schmidt-Orthogonalisierung

~v0 = ~a0 ~p0 = ~v0=k~v0k;

~v1 = ~a1 � (~a1 � ~p0) ~p0 ~p1 = ~v1=k~v1k; (7.530)

~v2 = ~a2 � (~a2 � ~p0) ~p0 � (~a2 � ~p1) ~p1 ~p2 = ~v2=k~v2k;

~v3 = : : :

4Symmetrische positiv de�nite Matrizen haben orthogonale Eigenvektoren. | Nur wenn die
Matrizen nicht normal sind, sind die linear unabh•angigen Eigenvektoren nicht orthogonal.
Wann ist nun ein Matrix A normal? Eine Matrix ist genau dann normal, wenn sie mit der
adjungierten Matrix Ayvertauscht. Mathematisch bedeutet das

A � Ay = Ay � A:

Die adjungierte Matrix ist de�niert als das Transponierte und Konju giert-komplexe von A.
O�enbar sind symmetrische reelle Matrizen immer selbstadjungiert: Ay = A und damit auch
normal.
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7. Weiteres zu gro�en linearen Systemen

Diese Strategie wollen wir jetzt verwenden, wobei wir aber nicht orthogonalisieren,
sonderA-orthogonalisieren. Damit ist es m•oglich, die konjugierten Richtungen, die
man nicht a priori kennt, im Laufe der Iteration zu generieren.

Als anf•angliche Richtung~p(0) w•ahlt man das anf•angliche Residuum:~p(0) = ~� (0) .
Dann berechnet man~x(1) gem•a� ( 7.523) wie beim steepest descent. Um die neue
Richtung ~p(1) zu gewinnen, dieA-orthogonal zu ~p(0) ist, oder allgemeiner, um
die neue Richtung im Schritt n + 1 zu bestimmen, geht man vom Gradienten
�r F

�
~x(n+1)

�
= ~� (n+1) (siehe (7.517)) aus und setzt an

~p(n+1) = �r F
�
~x(n+1)

�
+

nX

j =0

� n+1 ;j ~p(j ) = ~� (n+1) +
nX

j =0

� n+1 ;j ~p(j ) : (7.531)

Zur Bestimmung der Koe�zienten � n+1 ;j verwendet man nun die Forderung, da�
die neue Richtung~p(n+1) bez•uglich aller alten Richtungen~p(l ) , l � n, A-orthogonal
ist. Dazu wird (7.531) mit ~p(l ) � A � von links multipliziert. Wir erhalten so

0
l � n
= ~p(l ) � A � ~p(n+1) = ~p(l ) � A � ~� (n+1) +

nX

j =0

� n+1 ;j ~p(l ) � A � ~p(j )

| {z }
� � l;j

= ~p(l ) � A � ~� (n+1) + � n+1 ;l ~p(l ) � A � ~p(l ) :

(7.532)

Die Summe reduziert sich hier auf nur einen Summanden, da wir im Sinne einer
Induktion annehmen k•onnen, da� die ~p(j ) f•ur j = 0; :::; n schonA-orthogonal sind.
Damit folgt

� n+1 ;l = �
~p(l ) � A � ~� (n+1)

~p(l ) � A � ~p(l )
: (7.533)

Unter Verwendung von (7.522) und (7.523) kann man nach einiger Rechnung zei-
gen (Anhang C), da� nur der Koe�zient � n+1 ;n in (7.531) eingeht, also nur der
Summand mit l = n. Damit ist

~p(n+1) = ~� (n+1) + � n+1 ;n ~p(n) = ~� (n+1) �
~p(n) � A � ~� (n+1)

~p(n) � A � ~p(n)
~p(n) : (7.534)

Deshalb kann man dieA-orthogonalen Richtungen durch die einfache Rekursion
erhalten

~p(0) = �r F
�
~x(0)

�
= ~� (0) ;

~p(n+1) = ~� (n+1) �
~p(n) � A � ~� (n+1)

~p(n) � A � ~p(n)
~p(n) :

(7.535a)

(7.535b)

Diese Richtungen werden im Laufe der Iteration (7.523) erzeugt. Wenn man schon
alle Richtungen bis~p(n) iteriert hat, geht in die Berechnung der neuen Suchrichtung
~p(n+1) nur die jeweils letzte Suchrichtung~p(n) ein, sowie das aktuelle und das letzte
Residuum ~� (n) . Dies wirkt sich nat•urlich g•unstig auf die Rechenzeit aus. Wenn
�r F

�
~x(n+1)

�
= ~� (n+1) = 0 ist, bricht die Iteration ab und man ist am Extremum

von F bzw. an der L•osung~x = A� 1 � ~b angelangt.
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Krylov-R •aume

Die Menge der Suchrichtungenf ~p(j )g, j = 0; :::; n � 1 � N � 1, spannen einen
n-dimensionalen UnterraumVn des gesamten L•osungsraumes auf. Bei jedem Ite-
rationsschritt wird eine neue Dimension er•o�net. Dies liegt, wie bei der Gram-
Schmidt-Orthogonalisierung (7.530), an dem ersten Summanden~� (n+1) in (7.535b).
Denn der zweite Summand zeigt ja nur in die alte Richtung~p(n) . Der erste Summand
lautet

~� (n+1) = ~b� A � ~x(n+1) = ~b� A �
�
~x(n) + � (n)~p(n)

�
= ~b� A � ~x(n)

| {z }
~� ( n )

� � (n)A � ~p(n)

= ~� (n) � � (n)A � ~p(n) : (7.536)

Hieran sieht man, da� das Residuum~� (n+1) im Laufe der Iteration bei jedem Schritt
n ! n + 1 in einem gr•o�eren Unterraum desRN betrachtet wird. Die jeweils neu
hinzugekommene Richtung ist durchA � ~p(n) gegeben. Dasselbe gilt wegen (7.535b)
f•ur ~p(n+1) . Der erste Summand~� (n) in (7.536) stellt keine neue Richtung dar, denn
~� (n) wird durch dieselbe Gleichung (7.536) beschrieben, nur mit einem um 1 re-
duzierten Index, und es gilt~p(0) = ~� (0) . Daher sind ~� (n) und ~p(n) in demselben
Unterraum desRN enthalten. In Tabelle 7.1 sind die Abh•angigkeiten skizziert.

Man schreibt nun denn-ten Unterraum Vn in der folgenden Form auf

Vn = span
�

~� (0) ; A � ~� (0) ; A2 � ~� (0) ; :::An� 1 � ~� (0)
	

= span
�

Aj ~� (0) j 0 � j � n � 1
	

:
(7.537)

Diese Unterr•aume sukzessive h•oherer Dimension nennt man nach dem russischen
Schi�sbauingenieur Krylov Krylov-Unterr •aume. Die Vektoren Aj ~� (0) mit j � n
sind nicht A-orthogonal. Sie spannen aber denselben Unterraum auf, wie dieA-
orthogonalen Suchrichtungen~p(j ) mit j � n

Vn = span
�

~� (0) ; ~� (1) ; :::~� (n)
	

= span
�

~� (0) ; A � ~� (0) ; :::An� 1 � ~� (0)
	

(7.538)

= span
�

~p(0) ; A � ~p(0) ; :::An� 1 � ~p(0)
	

Tabelle 7.1.: Skizze der entscheidenden Abh•angigkeiten von ~p(n+1) .

n ~p(n) neue Richtung in~p(n+1)

0 ~� (0) ~p(1) = A � ~p(0) = A � ~� (0)

1 ~� (1) +
�
� ~p(0)

�
~p(2) = : : : A � ~p(1) : : : = : : : A � ~� (1) : : :

...

n ~� (n� 1) + : : : ~p(n+1) = : : : A � ~p(n) : : : = : : : A � ~� (n) : : :
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Dies kann man mittels Induktion und (7.536) zeigen: Angenommen es gilt

~� (n) ; ~p(n) 2 span
�

~� (0) ; A � ~� (0) ; :::An� 1 � ~� (0)
	

; (7.539)

dann folgt nach (7.536)

~� (n+1) 2 span
�

~� (0) ; A � ~� (0) ; :::An � ~� (0)
	

; (7.540)

und dann ist auch~p(n+1) aus diesem Unterraum.
Im Laufe der Iteration wird das Residuum daher in Krylov-Unterr•aumen mit

wachsender DimensionV1; V2; : : : ;VN zum Verschwinden gebracht. Wegen (7.526)
bleiben diejenigen Komponenten des Residuums, die in einem Schritt eliminiert
wurden, auch weiterhin Null, wenn man weiteriteriert und zum n•achsth•oheren
Krylov-Unterraum •ubergeht. Die Iteration bricht damit nach h•ochstensN Schritten
ab. Dann ist ~� (n) = 0.

CG-Algorithmus und Abwandlungen

Damit stellt sich der Algorithmus der konjugierten Gradienten folgenderma�en
dar:56

CG-Algorithmus:

SELECT ~x(0) (Startwert)

SET ~p(0) = ~� (0) = ~b� A � ~x(0) (1. Suchrichtung)

LOOP: n = 0; 1; :::

� (n) =
~p(n) � ~� (n)

~p(n) � A � ~p(n)
=

~� (n) � ~� (n)

~p(n) � A � ~p(n)
(Schrittweite) (7.522)

~x(n+1) = ~x(n) + � (n)~p(n) (Iteration) ( 7.523)

~� (n+1) = ~� (n) � � (n)A � ~p(n) (Residuum)

IF j~� (n+1) j2 < � STOP

� (n) = �
~p(n) � A � ~� (n+1)

~p(n) � A � ~p(n)
=

~� (n+1) � ~� (n+1)

~� (n) � ~� (n)
(Koe�zient) ( 7.533)

~p(n+1) = ~� (n+1) + � (n)~p(n) (neue Richtung) (7.535b)

5Das CG-Verfahren geht zur•uck auf Hestenes and Stiefel(1952). Es ist einer der wichtigsten
Algorithmen der numerischen linearen Algebra.

6Man kann zeigen
~p(n ) � A � ~� (n +1)

~p(n ) � A � ~p(n )
= �

~� (n +1) � ~� (n +1)

~� (n ) � ~� (n )
:
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Es ist

~p(n) � ~� (n) =
�
~� (n) � � (n� 1)~p(n� 1)

�
� ~� (n) = ~� (n) � ~� (n) � � (n� 1) ~p(n� 1) � ~� (n)

| {z }
=0

: (7.541)

Da dasn-te Residuum~� (n) keine Komponente mehr in Richtung der fr•uheren Such-
richtungen (insbesondere~p(n� 1)) besitzt (vgl. 7.525), verschwindet das zweite Ska-
larprodukt. Damit gilt das blaue Gleichheitszeichen (= ) in dem obigen Algorithmus.

Da die Gleichungen in der Str•omungsmechanik im allgemeinen nicht symmetrisch
sind (bis auf die Poisson-Gleichung f•ur den Druck oder im Limes der reinen W•arme-
leitung), m•ussen die Gleichungen symmetrisiert werden. Das kann man erreichen,
indem man das doppelt so gro�e System betrachtet

�
0 A

AT 0

�
�
�

~y
~x

�
=

�
~b
0

�
; (7.542)

dessen Matrixper constructionemsymmetrisch ist. Die L•osung~y ist dabei irrele-
vant. Wenn man dieses System analog zum CG-Verfahren behandelt, erh•alt man
das sogenannteBi-konjugierte-Gradienten-Verfahren(Bi-CG).

Es gibt einen ganzen Zoo verschiedener Varianten des CG-Verfahrens, die alle
zu denKrylov-Unterraum-Verfahren z•ahlen. Als Gleichungsl•oser erw•ahnenswert ist
noch dasGMRES-Verfahren (generalizedminimal res iduum), f•ur welches die
Matrix A nicht positive de�nit sein mu� ( Golub and van Loan, 1989; Saad, 2003).

Alexei Nikolaje-
witsch Krylow
1863{1945

Bei allen Krylov-Unterraum-Verfahren werden nur Matrix-
Vektor-Multiplikationen und Skalarprodukte ben•otigt. Bei
d•unnbesetzten Matrizen kostet damit eine Matrix-Vektor-
Multiplikation und auch ein Iterationsschritt O(N ) Operationen.
Wenn man nur sehr wenige Iterationen ben•otigt, ist das Verfah-
ren immer nochO(N ), jedoch mit einem gro�en Vorfaktor (An-
zahl der Iterationen). Daher eignen sich diese Verfahren nur f•ur
gro�e d•unnbesetze Matrizen (ab ca. 104 Unbekannten).

Damit man eine gute N•aherung nach m•oglichst wenigen Ite-
rationen erh•alt, ist es von wesentlicher Bedeutung, das Problem
in eine geeignete Form zu transformieren. Dies ist die Aufgabe
der Vorkonditionierung. Bei einer guten Vorkonditionierung wird
das Residuum zuerst bez•uglich derjenigen Richtungen minimiert (d.h. eliminiert),
die einen wesentlichen Beitrag zum Residuum liefern. Bei einer linearenVorkondi-
tionierung wird das Gleichungssystem von links mit einer Matrix multipliziert, die
A� 1 m•oglichst gut approximieren sollte. Im Prinzip kann das von jedem iterativen
Verfahren wie dem Jacobi- oder dem GS-Verfahren geleistet werden. Beim Krylow-
Unterraum-Verfahren (CG-Verfahren) ist es g•unstig, wenn die Matrix A eine kleine
Konditionszahl besitzt (siehe Kap.2.1.4), bzw. eineguteVerteilung der Eigenwerte.
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8. Erg•anzende Themen

8.1. Ausblick: Partielle Di�erentialgleichungen

Die meisten raum-zeitlichen Vorg•ange in Natur und Technik werden in kompakter
Weise durch partielle Di�erentialgleichungen beschrieben. Die Vielfalt der Pheno-
mene spiegelt sich in der Struktur der Di�erentialgleichungen und dererforderlichen
L•osungsstrategie wieder, wodurch das Gebiet sehr umfangreich ist. Daher soll in
diesem Kapitel nur ein kurzes Schlaglicht auf die numerische Behandlung partieller
Di�erentialgleichungen geworfen werden.

8.1.1. Allgemeine Bemerkungen

Partielle Di�erentialgleichungen sind Di�erentialgleichungen in mindestens zwei un-
abh•angigen Variablen. Beispiele sind

@T
@t

� �
@2T
@x2

= 0; (1D-W•armeleitungsgleichung) (8.543a)

@2�
@x2

+
@2�
@y2

= 0; (2D-Potentialgleichung) (8.543b)

@2H
@t2

� c2 @2H
@x2

= 0: (1D-Wellengleichung) (8.543c)

Ein etwas komplizierteres Beispiel ist die inkompressibleNavier-Stokes-und Kon-
tinuit •atsgleichung

@u
@t

+
�

u
@
@x

+ v
@
@y

+ w
@
@z

�
u = �

1
�

@p
@x

+ �
�

@2

@x2
+

@2

@y2
+

@2

@z2

�
u; (8.544a)

@v
@t

+
�

u
@
@x

+ v
@
@y

+ w
@
@z

�
v = �

1
�

@p
@y

+ �
�

@2

@x2
+

@2

@y2
+

@2

@z2

�
v; (8.544b)

@w
@t

+
�

u
@

@x
+ v

@
@y

+ w
@
@z

�
w = �

1
�

@p
@z

+ �
�

@2

@x2
+

@2

@y2
+

@2

@z2

�
z; (8.544c)

@u
@x

+
@v
@y

+
@w
@z

= 0: (8.544d)

f•ur das Geschwindigkeitsfeld~u(x; y; z; t) = u~ex + v~ey + w~ez und das Druckfeld
p(x; y; z; t) in bewegten 
uiden Medien dar. Hierbei sind die einzelnen Geschwindig-
keitskomponenten miteinander gekoppelt. Au�erdem taucht der Druck als Variable
auf, der so bestimmt werden mu�, da� die Massenerhaltung gew•ahrleistet ist.
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8. Erg•anzende Themen

Die meisten nichtlinearen partiellen Di�erentialgleichungen k•onnen nicht mit ana-
lytischen Methoden gel•ost werden. D.h., man kann ihre L•osungen nicht in geschlos-
sener Form angeben. Daher ist man auf numerische N•aherungsl•osungen angewiesen.
Eine weitere Komplikation besteht darin, da� die Eigenschaften partieller Di�erenti-
algleichungen sehr unterschiedlich sein k•onnen, weshalb verschiedenen Gleichungen
i.a. unterschiedliche numerische Methoden erfordern. Man kann partielle Di�eren-
tialgleichungen in drei Typen einteilen. Sie werden klassi�ziert als

ˆ hyperbolisch,

ˆ parabolisch, oder

ˆ elliptisch.

HyperbolischeGleichungen wie (8.543c) beschreiben wellenartige Vorg•ange. Eine
St•orung an einem bestimmten Raumpunkt breitet sich mit der endlichen Geschwin-
digkeit c im Volumen aus.Elliptische Gleichungen wie (8.543b) beschreiben Gleich-
gewichtszust•ande. Hierbei wirkt sich eine•Anderung an einem bestimmten Raum-
punkt ohne Verz•ogerung auf die L•osung an s•amtlichen Punkten des Raumes aus, wie
zum Beispiel bei der Deformation einer belasteten Platte.ParabolischeGleichun-
gen wie (8.543a) stellen gewisserma�en den Grenzbereich zwischen hyperbolischen
und elliptischen partiellen Di�erentialgleichungen dar. Sie beschreibenAusgleichs-
vorg•ange.

Das Gebiet der partiellen Di�erentialgleichungen ist sehr umfangreichund reich-
haltig. F•ur sehr viele F•alle existieren leider keine mathematischen Beweise•uber
die Existenz und/oder die Anzahl von L•osungen. Dies gilt im besonderen Ma�e f•ur
nichtlineare partielle Di�erentialgleichungen.

Zur L•osung partieller Di�erentialgleichungen mu� man kompatible Rand- und
Anfangsbedingungen zur Verf•ugung stellen. Manchmal sind auch noch gewisse phy-
sikalische Forderungen sicherzustellen, etwa die Inkompressibilit•at des Fluid (Mas-
senerhaltung) in (8.544d), die selbst als weitere Di�erentialgleichung formuliert ist,
oder die Positivit•at einer Gr•o�e wie z.B. der Filmdicke bei der Dynamik von sich
ausbreitenden d•unnen Filmen.

Die numerische L•osung von partiellen Di�erentialgleichungen gliedert sich in zwei
wesentliche Schritte,

1. die Diskretisierung und

2. die L•osung eines (gro�en) algebraischen Gleichungssystems.

F•ur den zweiten Schritt (2) hatte wir elementare Methoden in Kap.2 diskutiert.
An dieser Stelle sei bemerkt, da� e�ziente Algorithmen umso wichtiger werden, je
gr•o�er die Anzahl der Unbekannten ist. Je gr•o�er ein Problem ist, das numerisch
behandelt werden kann, desto wichtiger ist es, e�ziente Algorithmen zu verwenden,
denn der Vorteil in der Anzahl der zur L•osung erforderlichen Operationen skaliert
mit O(N � � � ), wobei N die Anzahl der Unbekannten ist, und� und � die Expo-
nenten des Grundalgorithmus bzw. des e�zienteren Algorithmus. F•ur den ersten
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Schritt (1) gibt es sehr viele verschiedene Varianten. Hier ist im wesentlichen die
Diskretisierung im Raum zu nennen. Beispiele sind

ˆ �nite Di�erenzen,

ˆ �nite Volumen,

ˆ �nite Elemente,

ˆ Randelemente,

ˆ spektrale Methoden,

ˆ pseudo-spektrale Methoden,

ˆ gitterfreie Methoden (vortex methods),

ˆ Gitter-Boltzmann-Methoden

ˆ u.a.m.

8.1.2. Beispiel: Eindimensionale W•armeleitungsgleichung

Am Beispiel der parabolischen eindimensionalen W•armeleitungsgleichung (8.543a)
auf einem Raumgebietx 2 [0; 1] wollen wir einige elementare Methoden und Be-
funde illustrieren. Um eine Diskretisierung in �niten Di�erenzen zu erhalten, •uber-
ziehen wir das (x; t )-Gebiet mit einem homogenen Gitternetz (Abb.8.1). Anstelle
einer Betrachtung der unendlich vielen Werte der Temperatur an allen Punkten in
einem Intervall x 2 [0; 1] und zu allen Zeitpunktent 2 [0; 1 ] aus dem halbunendli-
chen Streifen (x; t ) 2 [0; 1]� [0; 1 ] betrachten wir nur die Temperaturwerte an den
diskreten Gitterpunkten. Seien diese Punkte gegeben durch

x �! x j = j � x; j 2 [0; J ]; � x = 1=J; (8.545a)

t �! tn = n� t; n 2 [0; 1 ]: (8.545b)

Abbildung 8.1.: •Aquidistantes Gitter. Die
Funktionswerte an den blauen Punkten
werden durch die Randbedingungen vor-
gegeben.
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Ein explizites Verfahren: FTCS

Um von den kontinuierlichen Variablen in (8.543a) zu einer Gleichung f•ur die dis-
kreten Variablen Tn

j = T(x j ; tn ) zu kommen, betrachten wir stellvertretend f•ur alle
Gitterpunkte den Punkt (n; j ) und entwickeln die Funktion T an den umgebenden
Punkten in eine Taylor-Reihe um den Entwicklungspunkt (x j ; tn ) = ( j; n ). Dann
erhalten wir

T(x j ; tn+1 ) = Tn+1
j = Tn

j + � t
�

@T
@t

� n

j

+
� t2

2

�
@2T
@t2

� n

j

+ O(� t3): (8.546)

Wenn wir die Gleichung nach@2T=@t2 au
 •osen, erhalten wir f•ur die erste Zeitablei-
tung �

@T
@t

� n

j

=
Tn+1

j � Tn
j

� t
�

� t
2

�
@2T
@t2

� n

j

+ O(� t2)

| {z }
O(� t)

: (8.547)

Wenn wir die Zeitableitung durch den ersten Summanden approximieren, machen
wir demnach einen Fehler der Gr•o�enordnung O(� t).1

In •ahnlicher Weise k•onnen wir die zweite r•aumliche Ableitung bilden. Dazu ent-
wickeln wir Tn

j � 1 und Tn
j +1

Tn
j � 1 = Tn

j � � x
�

@T
@x

� n

j

+
� x2

2

�
@2T
@x2

� n

j

� O(� t3); (8.548a)

Tn
j +1 = Tn

j + � x
�

@T
@x

� n

j

+
� x2

2

�
@2T
@x2

� n

j

+ O(� t3): (8.548b)

Wenn wir die Summe beider Gleichungen bilden, f•allt die erste Ableitung heraus
und wir k•onnen nach der zweiten Ableitung au
•osen.

Tn
j +1 + Tn

j � 1 � 2Tn
j = � x2

�
@2T
@x2

� n

j

+ O(� x4); (8.549)

was auf
@2T
@x2

=
Tn

j +1 � 2Tn
j + Tn

j � 1

� x2
+ O(� x2) (8.550)

f•uhrt. Wenn wir nun die kontinuierliche zweite Ableitung durch die diskrete ersetzen
machen wir einen Fehler der Gr•o�e O(� x2). Wir erhalten damit den sogenannten
FTCS-Algorithmus (forward in t ime and centered in space) der eindimensionalen
W•armeleitungsgleichung

Tn+1
j � Tn

j

� t
� �

Tn
j +1 � 2Tn

j + Tn
j � 1

� x2
= 0: (8.551)

1Wir gehen davon aus, da� die Vorfaktoren (exakten Ableitungen) von der Gr•o�enordnung eins
sind.
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Abbildung 8.2.: L•osung der transienten eindimensionalen W•armeleitung mittels FTCS-
Schema f•ur s = 0 :50 und J = 20 (� x = 1=19). Es wurde � = 1 gesetzt. Blau: Anfangs-
bedingung t = 0, gr•un: t = � t, rot : t = 6� t und cyan: t = 94� t � 0:13. Die gepunkteten
Linien stellen die nahezu exaktenL•osungen dar.

Dieses Verfahren ist von der GenauigkeitO(� t; � x2). In diese Gleichung geht einzig
der Parameters = � � t=� x2 ein. Er ist ein Ma� f •ur die Gr•o�e des Zeitschrittes.
Man sieht: Wenn man die Temperatur an allen Raumpunkten zu einem gewissen
Zeitpunkt n kennt, kann man die Temperatur zu jedem neuen Zeitpunktn + 1
explizit angeben, denn man kann die Gleichung nachTn+1

j au
 •osen. Da man f•ur t =
0 ohnehin eine AnfangsverteilungT(x; t = 0) = T0

j f•ur j = 0; : : : ; J vorgeben mu�,
kann man das gesamte Temperaturfeld Schritt f•ur Schritt explizit berechnen. In die
Werte Tn

1 und Tn
J � 1 in Randn•ahe gehen die RandwerteTn

0 bzw. Tn
J ein. Wenn man

diese vorgibt, entspricht dies einer vorgegebenen Randtemperatur. Experimentell
lie�e sich dies durch temperierte Kupferbl•ocke erreichen. Ein Zeitschritt w•urde bei
diesem expliziten VerfahrenO(J ) Operationen kosten. Billiger geht es nicht.

Wenn man das Verfahren (8.551) implementiert, kann man das in Abb.8.2 oder
8.3 gezeigte Verhalten �nden. Bei genauerer Analyse �ndet man, da�der FTCS-
Algorithmus f•ur s > 0:5 nicht funktioniert und nicht-physikalische Oszillationen mit
explodierender Amplitude liefert. Es handelt sich hierbei um einenumerische Insta-
bilit •at. Die Stabilit •atsbedingungs � 1=2 schr•ankt die realisierbare zeitliche Schritt-
weite ein, was zu einem h•oheren numerischen Aufwand f•uhrt. Eine Verdopplung der
r•aumlichen Gitterpunkte erfordert dann eine Vervierfachung der erforderlichen Zeit-
schritte, um die Berechnung bis zu einer vorgegebenen Zeit durchzuf•uhren. Generell
ist die Frage nach der Stabilit•at eines Algorithmus wesentlich. Es gibt Methoden,
mit deren Hilfe man die Stabilit•at von Algorithmen f•ur lineare oder linearisier-
te Gleichungen systematisch untersuchen kann (siehe Vorlesung•uber Numerische
Methoden der Str•omungs- und W•armetechnik, LVA-Nr. 302.017).
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(a)
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Abbildung 8.3.: Instabilit •at des FTCS-Algorithmus f•ur die zeitabh•angige eindimensiona-
le W•armeleitung f•ur s = 0 :53 (J = 20). (a) zeigt die r •aumliche Abh•angigkeit der L•osung
(vgl. mit Abb. 8.2 f•ur das stabile Verfahren mit s = 0 :50) und (b) zeigt die zeitliche
Entwicklung am Punkt j = 10 (blau) im Vergleich zur stabilen L•osung (gr•un, s = 0 :5).

Eine einfache implizite Diskretisierung

Eine andere M•oglichkeit der Diskretisierung mit �niten Di�erenzen besteht darin,
die zweite r•aumliche Ableitung nicht zum Zeitpunkt n sondern zum Zeitpunktn+1
auszuwerten. Dann erh•alt man den Algorithmus

Tn+1
j � Tn

j � s
�
Tn+1

j +1 � 2Tn+1
j + Tn+1

j � 1

�
= 0; (8.552)

oder
� sTn+1

j +1 + (1 + 2 s)Tn+1
j � sTn+1

j � 1 = Tn
j : (8.553)

Hierbei wurden die Terms so sortiert, da� alle Unbekannten (Zeitpunkt n + 1)
auf der linken Seite und alle bekannten Gr•o�en (Zeitpunkt n und fr•uher) auf der
rechten Seite der Gleichung stehen. Dieses implizite Verfahren ist aufwendiger als
das explizite, weil man in jedem Zeitschritt ein Gleichungssystem l•osen mu�. Die
Matrix ist allerdings tridiagonal. Damit kann man den Thomas-Algorithmus zur
schnellen L•osung verwenden.

Das in jedem Schritt zu l•osenden Gleichungssystem hat die folgende Form
0

B
B
B
B
B
@

(1 + 2s) � s
� s (1 + 2s) � s

. . . . . . . . .
� s (1 + 2s) � s

s (1 + 2s)

1

C
C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
B
@

Tn+1
1

Tn+1
2
...

Tn+1
J � 2

Tn+1
J � 1

1

C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
@

Tn
1 + sTn+1

0

Tn
2
...

Tn
J � 2

Tn
J � 1 + sTn+1

J

1

C
C
C
C
C
A

:

(8.554)
Dies ist ein Gleichungssystem nur f•ur die inneren Punkte. Die roten Eintr•age stam-
men von den als vorgeben betrachteten Randbedingungen.
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Man kann zeigen, da� das implizite Verfahren (8.553) uneingeschr•ankt stabil ist.
D.h. man kann beliebig gro�e Schrittweiten � t verwenden, ohne da� unphysikalische
St•orungen exponentiell mit der Zeit anwachsen. Wenn man nur an der asymptoti-
schen L•osung f•ur t ! 1 interessiert ist, kann man sehr gro�e Schrittweiten w•ahlen.
Ist man jedoch an dem genauen zeitlichen Verhalten interessiert, darf der Zeitschritt
nicht zu gro� gew•ahlt werden, da ansonsten der Diskretisierungsfehler zu gro� wird.

W•armeleitung in mehr als einer Dimension

Die W•armeleitungsgleichung lautet in zwei Raumdimensionen

@T
@t

= �
�

@2

@x2
+

@2

@y2

�
T: (8.555)

Wenn wir nun die Ableitung in y-Richtung in Analogie zur x-Richtung (8.550)
bilden, erhalten wir

Tn+1
j;k � Tn

j;k

� t
= �

�
Tn

j +1 ;k � 2Tn
j;k + Tn

j � 1;k

� x2
+

Tn
j;k +1 � 2Tn

j;k + Tn
j;k � 1

� y2

�
= 0: (8.556)

Dies ist wieder ein explizites Verfahren. Man kann zeigen, da� dieses Verfahren
stabil ist, solange

s1 + s2 �
1
2

; (8.557)

wobei s1 = � � t=� x2 und s2 = � � t=� y2. Die Zeitschrittweite ist also gegen•uber
dem eindimensionalen Fall reduziert. In drei Dimensionen �ndet man eine weitere
Reduktion mit der Bedingungs � 1=6 (s1 = s2 = s3).

Ein stabileres implizites Verfahren lautet (es seis = s1 = s2)

Tn+1
j;k � Tn

j;k = s
�
Tn+1

j +1 ;k � 2Tn+1
j;k + Tn+1

j � 1;k + Tn+1
j;k +1 � 2Tn+1

j;k + Tn+1
j;k � 1

�
= 0: (8.558)

Wenn man die Unbekannten wie in Abb.2.2 in der SW-Ecke beginnend bis in die
NO-Ecke durchnumeriert, erh•alt man ein lineares Problem mit der pentadiagonalen
Matrix wie in Abb. 2.3 illustriert.

Alternativ zur L •osung des pentadiagonalen Systems, kann man versuchen, die
relativ starke Kopplung der Variablen zu reduzieren. Dazu k•urzen wir die diskrete
zweite Ableitung ab mit

� 2Tj;k

�x 2
=

Tj +1 ;k � 2Tj;k + Tj � 1;k

� x2
: (8.559)

Die zweite Ableitung � 2Tj;k =�y2 wird entsprechend de�niert. Dann betrachten wir
die halb-implizite Formulierung

�
1 �

� � t
2

� 2

�x 2
�

� � t
2

� 2

�y 2

�
Tn+1

j;k =
�

1 +
� � t

2
� 2

�x 2
+

� � t
2

� 2

�y 2

�
Tn

j;k : (8.560)
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Wenn man nun die beiden Klammerausdr•ucke quadratisch erg•anzt, erh•alt man
�

1 �
� � t

2
� 2

�x 2

� �
1 �

� � t
2

� 2

�y 2

�
Tn+1

j;k (8.561)

=
�

1 +
� � t

2
� 2

�x 2

� �
1 +

� � t
2

� 2

�y 2

�
Tn

j;k +
(� � t)2

4
� 2

�x 2

� 2

�y 2

�
Tn+1

j;k � Tn
j;k

�
:

Mit Tn+1
j;k � Tn

j;k � � t ist der letzte Summand� � t3 und kann f•ur hinreichend
kleine Werte von � t vernachl•assigt werden. Dann lautet das Problem

�
1 �

� � t
2

� 2

�x 2
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1 �

� � t
2

� 2

�y 2

�
Tn+1

j;k

| {z }

=
�

1 + � � t
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� 2

�x 2

�
T �

j;k

=
�

1 +
� � t

2
� 2
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� �
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� � t
2

� 2
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�
Tn

j;k

| {z }

=
�

1 � � � t
2

� 2

�x 2

�
T �

j;k

:

(8.562)
Wenn man dann einen ZwischenzustandT � de�niert und die durch die Unterklam-
merung de�nierten Relationen fordert, ist die Gleichung o�enbar identisch gel•ost.
Die beiden Forderungen lauten

�
1 �

� � t
2

� 2

�x 2

�
T �

j;k =
�

1 +
� � t

2
� 2

�y 2

�
Tn

j;k

�
1 �

� � t
2

� 2

�x 2

�
Tn+1

j;k =
�

1 +
� � t

2
� 2

�y 2

�
T �

j;k

(8.563a)

(8.563b)

Um sie zu erf•ullen, mu� man zwei Teilschritt berechnen, wobeiT �
j;k eine Zwischen-

l•osung darstellt. Der Vorteil dieserSplitting-Methodeliegt darin, da� in jedem Teil-
schritt nur tridiagonale Matrizen zu l•osen sind, im Gegensatz zur pentadiagonalen
Matrix im Ausgangsproblem. In jedem Teilschritt wird nur eine Raumrichtung im-
plizit behandelt. Die beiden Raumrichtungen werden also alternierendimplizit be-
handelt. Diese recht popul•are Methode wird daher auchADI-Methode (alternating
directions implicit ) genannt. Sie geht zur•uck aufPeaceman and Rachford Jr.(1955).

Diese ADI-Methode l•a�t sich auch auf drei Dimensionen erweitern. Dann werden
insgesamt drei Teilschritte ben•otigt, wobei in jedem Teilschritt nur jeweils eine
Raumrichtung implizit behandelt wird.

8.2. Fourier-Transformationen

Motivation: L •osen von linearen Di�erentialgleichungen, Signalanalyse, Numerische
L•osung von partiellen Di�erentialgleichungen

Da die schnellen Transformationen zwischen Orts- und Spektralraum eine Schl•us-
selstellung einnehmen, soll beispielhaft die schnelle Fourier-Transformation behan-
delt werden. Entsprechende schnelle Transformationen gibt es auch f•ur andere Funk-
tionensysteme, insbesondere auch f•ur Chebyshev-Polynome, die im n•achsten Un-
terkapitel vorgestellt werden.
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8.2.1. Kontinuierliche Fouriertransformation

Sei f (x) eine Funktion auf der reellen Achse�1 < x < 1 . Dann de�niert man
die Fourier-Transformation als Abbildung f (x) ! f̂ (k)

f̂ (k) =
1

p
2�

Z 1

�1
f (x)eikx dx: (8.564)

Die Umkehr-Abbildung ist die inverse Fourier-Transformation

f (x) =
1

p
2�

Z 1

�1
f̂ (k)e� ikx dk: (8.565)

Dies kann man durch Einsetzen•uberpr•ufen, denn es ist

f (x) =
1

p
2�

Z 1

�1
f̂ (k)e� ikx dk =

1
2�

Z 1

�1

� Z 1

�1
f (x0)eikx 0

dx0

�
e� ikx dk (8.566)

=
1

2�

Z 1

�1

� Z 1

�1
e� ik(x0� x)dk

�

| {z }
2�� (x0� x)

f (x0)dx0 =
Z 1

�1
� (x0 � x)f (x0)dx0 = f (x):

(8.567)

Man nennt f̂ (k) das Spektrumvon f (x), wobei k 2 R Wellenzahlhei�t.
Die Fourier-Transformation ist eine lineare Abbildung. Istf̂ 1 die FT von f 1, dann

ist f̂ 1 + f̂ 2 die FT von f 1 + f 2. Beispiel: Es einf (x) = A cos(bx). Dann lautet die
FT

f̂ (k) =
1

p
2�

Z 1

�1

A
2

�
eibx + e � ibx

�
eikx dx (8.568)

=
A

p
4�

� Z 1

�1
ei( k+ b)xdx +

Z 1

�1
ei( k� b)x dx

�
(8.569)

=
A
2

[� (k + b) + � (k � b)] : (8.570)

Das Spektrum besitzt� -Peaks beik = � b und bei k = b.
Ist die Funktion f (x) 2� -periodisch, dann ....

8.2.2. Diskrete Fouriertransformation

Die schnelle Fourier-Transformation (FFT) basiert auf derdiskreten Fourier-
Transformation (DFT) . Wir betrachten eine 2� -periodische Funktionu(x), die an
N •aquidistanten Punkten x j ausgewertet (gesampled) wird.2 Die Intervall•ange ist
dann � x = 2�=N und die St•utzpunkte be�nden sich bei

x j =
2�j
N

; mit j = 1; :::; N: (8.571)

2hk: Und was ist im allgemeinen Fall?
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Die Werte an den St•utzstellen sind

uj = u(x j ): (8.572)

Dann approximieren wir die Funktionu(x) durch die diskreteFourier-Reihe3

uj = u(x j ) =
KX

k= � K

ûkeikx j ; j = 1; :::; N: (8.573)

DieseN Gleichungen bieten Informationen zur Bestimmung vonN = 2K +1 unbe-
kannten Amplituden ûk . Sie sind gegeben durch diediskrete Fourier-Transformation

ûk =
1
N

NX

m=1

ume� ikx m ; k = � K; :::; K: (8.574)

Um diese Relation beweisen zu k•onnen, ben•otigen wir die diskrete Orthogonalit•ats-
relation f•ur die harmonischen Funktionen eikx j des Fourier-Systems

NX

j =1

e� im(2�j=N )eik(2�j=N ) =
NX

j =1

ei( k� m)2�j=N =
�

N; falls k � m = nN; n 2 Z
0; sonst:

(8.575)
Diese Orthogonalit•atsrelation kann man sich leicht klarmachen. Denn wennk� m =
nN ist, dann ist der Exponent ein ganzzahliges Vielfaches von 2� i und damit lauten
alle Summanden einj 2� = 1. Der Summand mit Wert 1 taucht dann genauN -mal
auf. Falls jedochk � m = q 2 Z 6= nN ist, dann liegen die Summanden eiq2� (j=N ) f•ur
j = 1; :::; N gleichm•a�ig verteilt auf dem Einheitskreis in der komplexen Ebene. Die
komplexen Zeiger•uberstreichen dabei den Winkelbereich von 2� (q=N) bis 2�q mit
dem Inkrement 2� (q=N). Der Einheitskreis wird alsoq-mal •uberstrichen. Wegen
der Gleichverteilung der Zeiger kompensieren sie sich zu Null.

Die Orthogonalit•atsrelation (8.575) k•onnen wir nun verwenden, um die diskrete
Fourier-Transformation zu beweisen. Wenn wir (8.574) in (8.573) einsetzen, erhalten
wir4

uj =
KX

k= � K

 
1
N

NX

m=1

um e� ikx m

!

eikx j =
1
N

NX

m=1

um

KX

k= � K

eik(x j � xm )

=
1
N

NX

m=1

um

KX

k= � K

e2� ik(j � m)=N

| {z }
= N� j;m ; (8.575)

=
NX

m=1

um � j;m = uj : (8.576)

3Beachte, da� man die Summationsbereichek = � K; :::; K und j = 1 ; :::; N beliebig verschieben
kann, wenn die Funktionswerte uj periodisch in j fortgesetzt werden (mit Periode N ), was
wir hier annehmen. Denn der Faktor eikx j = e ikj 2�=N ist periodisch in k mit Periode N , weil
k ! k + N nur den Zusatzfaktor ei j 2� = 1 liefert. Au�erdem ist auch die Fourier-Transformierte
ûk N -periodisch in k (siehe (8.574)).

4Beachte, da� der Summationsbereich in der Orthogonalit•atsrelation keine Rolle spielt, solange
er •uber N zusammenh•angende ganze Zahlen geht.
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Damit haben wir bewiesen, da� (8.574) die Umkehrung von (8.573) ist.
Wenn uj 2 R reell ist, dann ist uj = u�

j und es gilt

û� k =
1
N

NX

m=1

ume+i kx m
um = u �

m=

 
1
N

NX

m=1

um e� ikx m

! �

= û�
k : (8.577)

Damit sind nur noch K + 1 Amplituden unabh•angig voneinander, was den Rechen-
aufwand verringert.

8.2.3. Diskrete Fouriertransformation als lineare Operat ion

Wenn wir die Gitterpunkte (8.571) einsetzen, erhalten wir aus (8.573) f•ur den Vektor
der Funktionswerte

~u = uj =
KX

k= � K

ûk eikj 2�=N
| {z }

G jk

= G� ~̂u: (8.578)

Wir sehen also, da� die Abbildung~̂u ! ~u der Amplituden auf die Funktionswerte
(Transformation aus dem Fourier-Raum in den Ortsraum) eine lineare Transforma-
tion ist, die durch eine Multiplikation mit der Matrix

G = Gjk = e ikj 2�=N (8.579)

erreicht wird. Diese Transformation kostetO(N 2) Operationen (Multiplikationen).
Entsprechend kann man auch die diskrete Fouriertransformation(8.574) als Multi-
plikation einer Matrix mit dem Vektor der Funktionswerte schreiben

~̂u = F � ~u (8.580)

mit der Transformationsmatrix (vgl. (8.574))

F = Fkm =
1
N

e� ikm 2�=N (8.581)

Mit Hilfe der diskreten Orthogonalit•atsrelation kann man zeigen, da�F die Inverse
von G ist: F = G� 1. Denn es gilt5

F � G =
1
N

NX

k=1

e2� ikj=N e� 2� ikm=N =
1
N

NX

k=1

e2� ik(j � m)=N = � j;m = I: (8.582)

5Der Summationsindex kann verschoben werden, da die Matrizen in jedem Index periodisch sind
mit Periode N .
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8.2.4. Schnelle Fourier-Transformation

Wie wir gesehen haben, kostet die Berechnung der Fourier-Transformierten ~̂u aus
den Funktionswerten ~u (bzw. umgekehrt) eine Anzahl vonO(N 2) Operationen
(Matrix-Multiplikation), wenn man die normale Matrix-Vektor-Multiplik ation ver-
wendet. Die Anzahl der Operationen kann man reduzieren, wenn man anders vor-
geht.

Bei der T schnellen Fouriertransformation(FFT) wird die urspr •ungliche Fourier-
transformation f•ur N Punkte sukzessive auf Fourier-Transformationen mit jeweils
der halben Anzahl von Punkten zur•uckgef•uhrt ( N ! N=2 ! N=4 ! :::). Diese
Aufspaltung wird solange fortgesetzt bis nur noch die triviale Fouriertransformati-
on f•ur einen einzigen Punkt•ubrig bleibt.6

Mit Hilfe der FFT kann man die Anzahl der erforderlichen Operationenauf
O(N ln N ) reduzieren. Bei gro�en Werten vonN , sagen wirN = 100, ist die FFT
damit um einen Faktor vonN= ln N � 22 schneller als die Matrix-Multiplikation.7

In drei Dimensionen ergibt sich damit schon der betr•achtliche Faktor 223 � 104.
Bei einer Anzahl von 106 St•utzstellen in einer Dimension hat man eine Ersparnis
um den Faktor � 7 � 104.

Um die Vorteile der FFT zu nutzen, darf N keine Primzahl sein. Die gr•o�te
Beschleunigung erh•alt man, wenn N eine Potenz von 2 ist:N = 2 p, p 2 N.8

Dann kann man die diskrete Fourier-Transformation f•ur N St•utzstellen auf zwei
diskrete Fourier-Transformationen mit jeweilsN=2 St•utzstellen zur•uckf•uhren, wenn
wir die Summe in zwei Teilsummen spalten, die sich nur•uber die geraden bzw. die
ungeraden Indizes erstrecken. Wenn wir die Summation von 0 bisN � 1 laufen
lassen und den FaktorN � 1 weglassen, erhalten wir aus (8.574)

ûk =
N � 1X

j =0

uj e� ik2�j=N =
N=2� 1X

j =0

u2j e� ik2� (2j )=N +
N=2� 1X

j =0

u2j +1 e� ik2� (2j + 1)=N

=
N=2� 1X

j =0

u2j e� ik2�j= (N=2)

| {z }
:= ûeven

k := û(0)
k

+ e� ik2�=N

| {z }
:= W k

N=2� 1X

j =0

u2j +1 e� ik2�j= (N=2)

| {z }
:= ûodd

k := û(1)
k

: (8.583)

Man sieht, da� man die Fourier-Transformierteûk als Summe darstellen kann, die
aus den Fourier-Transformierten der Funktionswerte mit geraden Indizes und derje-
nigen mit ungeraden Indizes besteht. Beide, FTs haben dann jeweilsdie halbe L•ange
N=2. Dadurch haben wir schon eine Ersparnis: Die beiden Fourier-Transformationen
der L•angeN=2 kosten nur 2� (N=2)2 = 2 � N 2=4 = N 2=2 Operationen. Hinzu kom-
menN Multiplikationen mit einem komplexen Exponentialfaktor undN Additionen

6hk: Siehe auchBoyd (2000) (pdf �le) f •ur eine gute Einf•uhrung inkl. FFT f •ur Chebyshev.
7Dies gilt nur im Prinzip. In der Praxis kommen noch maschinenabh•angige Faktoren hinzu.
8In (8.573) war N ungerade. Man kann aber auchN gerade w•ahlen und die Summe in (8.573)
von 1 bis N oder von 0 bisN � 1 nehmen, vgl. Fu�note 3 auf S. 186.
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(wenn man sie mitrechnen will); in Summe also

N 2

2
+ 2N < N 2; falls N > 4: (8.584)

Bei dieser Betrachtung haben wir ausgenutzt, da� wir die Produkte (in den Summen
•uber j ) nur f •ur die halbe AnzahlN=2 derk-Werte bilden m•ussen, und nicht f•ur alle
k-Werte aus dem eigentlichen Bereich [0; N � 1]. Denn die Summanden in den FT's
der halben L•angeûodd

k und ûeven
k sind periodisch ink mit der Periode N=2. Denn

f•ur festesj gilt

e� ik2�j= (N=2) k! k+ N=2
= e � ik2�j= (N=2) e� i2�j

| {z }
=1

: (8.585)

Wir k •onnen nun die Zerlegung weiterf•uhren und die beiden Summen in (8.583)
wieder in zwei Summen•uber die geraden und die ungeraden Indizes aufspalten. Als
Beispiel sei die zweite Unterteilung durchgef•uhrt, wobei wir den Faktor W = e � 2� i=N

einf•uhren,9

ûk
(8.583)

=
N=4� 1X

j =0

u2(2j )e� ik2� (2j )=(N=2) +
N=4� 1X

j =0

u2(2j +1) e� ik2� (2j +1) =(N=2)

| {z }
û(0)

k

+ W k

 N=4� 1X

j =0

u2(2j )+1 e� ik2� (2j )=(N=2) +
N=4� 1X

j =0

u2(2j +1)+1 e� ik2� (2j +1) =(N=2)

!

| {z }
û(1)

k

=
N=4� 1X

j =0

u2(2j )e� ik2�j= (N=4) +
N=4� 1X

j =0

u2(2j +1) e� ik(2j +1) �= (N=4)

+ W k

 N=4� 1X

j =0

u2(2j )+1 e� ik2j�= (N=4) +
N=4� 1X

j =0

u2(2j +1)+1 e� ik(2j +1) �= (N=4)

!

=
N=4� 1X

j =0

u2(2j )e� ik2�j= (N=4)

| {z }
= û(00)

k

+ W 2k
N=4� 1X

j =0

u2(2j +1) e� ik2j�= (N=4)

| {z }
= û(01)

k| {z }
û(0)

k

+ W k

 N=4� 1X

j =0

u2(2j )+1 e� ik2j�= (N=4)

| {z }
= û(10)

k

+ W 2k
N=4� 1X

j =0

u2(2j +1)+1 e� ik2j�= (N=4)

| {z }
= û(11)

k

!

| {z }
û(1)

k

9Beachte:W k =
�
e� 2� i=N

� k
= e � 2� ik=N .
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Gitterpunkt j 0 1 2 3 4 5 6 7
0 1 0 1 0 1 0 1

FFT-Zuordnung 00 10 01 11 00 10 01 11
000 100 010 110 001 101 011 111

Bit-Inversion 000 001 010 011 100 101 110 111

Tabelle 8.1.: Zuordnung der Werte an den Gitterpunkten j zu den einzelnen FFTs bei
sukzessiver Halbierung der Punktzahl der FFTs. Eine 0 stehtf•ur gerade Punkte und eine
1 f•ur ungerade Punkte. Bei jeder Aufteilung in zwei Fouriertransformation der geraden
und ungeraden Punkte, aber der halben L•ange, wird dem Index (Bezeichnung der FFT)
eine 0 (gerade) oder eine 1 (ungerade) angeh•angt, je nachdem, ob es sich bei der neuen
Anordnung um eine gerade oder eine ungerade Position in der momentanen Fourierreihe
handelt.

= ::: (8.586)

Hierbei k•onnen die Exponentialfaktoren in den Summen ebenfalls als Potenzenvon
W ausgedr•uckt werden. Wenn N = 2 q eine ganzzahlige Potenz von 2 ist, kann
man diese Aufteilung bis zu dem Punkt durchf•uhren, bei dem die Summe nur noch
•uber einen einzigen Funktionswert zu bilden ist. Diese Prozedur ist anschaulich in
Tab. 8.1 dargestellt. Bei jeder Zerlegung in gerade bzw. ungerade Terme erh•alt der
zur Kennzeichnung hochgestellte Index die Zi�er 0 (gerade) oder 1(ungerade) an-
geh•angt. Bei N = 8 mu� man die Fouriertransformation drei mal (= log 2(8)) in
gerade und ungerade Beitr•age zerlegen. In der Tabelle ist die jeweilige Zuordnung
jedes einzelnen Summanden entweder zu den geraden oder ungeraden Punkten der
jeweiligen Transformation dargestellt. Wenn man auf dem niedrigsten Niveau ange-
kommen ist, besteht die Fourier-Transformation nur noch aus einem einzigen Punkt.
Wenn man die Kodierung (den hochgestellten Index) der resultierenden 1-Punkt-
FFTs bitweise invertiert (Bit-Inversion), erh•alt man gerade die Bin•ar-Darstellung
des Gitter-Index j des jeweiligen Funktionswertes. Der FFT-Algorithmus besteht
dann in einer sukzessiven gewichteten Addition der im Baumdiagramm Abb. 8.4
benachbarten Werte.10

Um den numerischen Aufwand abzusch•atzen, beachten wir, da� wir in jedem
Schritt N Werte berechnen m•ussen, zum Beispiel

W00û
(00)
k + W01û

(01)
k + W10û

(10)
k + W11û

(11)
k (8.587)

Dazu ben•otigt man bei jeder Unterteilung O(N ) Operationen, denn die Anzahl
der Summanden erh•oht sich zwar mit der Tiefe der Unterteilung, aber in demsel-
ben Ma�e nimmt die Zahl der Werte k, f•ur welche man die Summen berechnen
mu�, ab (wegen der Periodizit•at des Ausdrucks). In dem Beispiel haben wirO(4)
Summanden, die Summe mu� man aber nur f•ur N=4 k-Werte berechnen. Da wir
log2 N Unterteilungen haben, betr•agt der Gesamtaufwand zur Berechnung von ^uk

10Die immer wiederkehrenden Operationen k•onnen auch durch das sogenannteButter
y -
Diagramm symbolisiert werden.
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u0

000

u4

W 4k 001

00

u2

010

u6

W 4k 011

W 2k 01

0

u1

100

u5

W 4k 101

10

u3

110

u7

W 4k 111

W 2k 11

W k 1

ûk

Abbildung 8.4.: Baumdiagramm der Aufspaltung einer FFT f•ur N = 8. Auf jeder Stufe
mu� man eine gewichtete Summe•uber die beiden Terme nehmen, die von der Stelle
verzweigen. Die Anzahl derk-Werte, f•ur die man das machen mu�, halbiert sich aber mit
jeder Stufe. Die Ausgangsreihenfolge ergibt sich durch dieBin•arinversion des Gitterindex.

nur O(N log2 N ) Operationen. Dies mu� mit den O(N 2) Operationen f•ur die DFT
verglichen werden.
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A. Algebraische Grundlagen

Die lineare Algebra ist f•ur das numerische Rechnen essentiell. Daher sollen in diesem
Anhang die wichtigsten Regeln wiederholt werden. Das Kapitel h•alt sich sehr eng
an das Buch vonGolub and Ortega(1996).

A.1. Vektoren und Matrizen

Ein Spaltenvektorist ein n-Tupel von reellen oder komplexen Zahlen

~x = x i =

0

B
@

x1
...

xn

1

C
A : (A.588)

Der entsprechendeZeilenvektor ist ~xT = ( x1; :::; xn ). Der hochgestellte Index T
bezeichnet dasTransponierte (s.u.). Eine m � n-Matrix ist ein Feld

A = A ij =

0

B
@

A11 : : : A1n
...

...
Am1 : : : Amn

1

C
A (A.589)

mit m Zeilen und n Spalten, wobei jedes ElementA ij 2 R reell oder A ij 2 C
komplex sein kann. Die nat•urlichen Zahlenm und n bezeichnen dieDimensionen
der Matrix. Ist m = n so hei�t die Matrix quadratisch, ansonsten rechteckig.

Eine Untermatrix von A entsteht, wenn man irgendwelche Zeilen und/oder Spal-
ten der Matrix ersatzlos streicht. Ein Vektor kann als eine Matrix mitn = 1 aufge-
fa�t werden. Eine Matrix kann man auch als einen Zeilenvektor au�assen, dessen
Elemente aus Spaltenvektoren bestehen

A =
�

~A1; : : : ; ~An

�
; mit ~A i =

0

B
@

A1i
...

Ami

1

C
A (A.590)

Gleichberechtigt k•onnen wir A auch als einen Spaltenvektor au�assen, dessen Ele-
mente aus Zeilenvektoren bestehen.

Die zu einer gegebenen MatrixA transponierte Matrix AT erh•alt man, wenn
man die beiden Indizes vertauscht, d.h. wenn man Zeilen und Spalten miteinan-
der vertauscht. Dies ist gleichbedeutend mit einer Spiegelung der Matrix um die
Hauptdiagonale(Abb. A.1).
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Abbildung A.1.: Die Transponierte (rot ) einer Matrix
(gr•un).

Damit ist

B = AT = AT
ij = A j i =

0

B
@

B11 = A11 : : : B1m = Am1
...

...
Bn1 = A1n : : : Bnm = Amn

1

C
A : (A.591)

Dies gilt auch, wenn die Matrix komplex ist. F•ur komplexe Matrizen ist jedoch
neben der transponierten auch diekonjugiert transponierte Matrix von Interesse,
die durch Transponieren und Bilden des konjugiert Komplexen entsteht

Ay = ( A ij )y = A �
ji =

0

B
@

A �
11 : : : A�

m1
...

...
A �

1n : : : A�
mn

1

C
A : (A.592)

Hierbei bezeichnet� bei Zahlen das konjugiert Komplexe undy bei Matrizen das
konjugiert Transponierte.1 Die konjugiert transponierte Matrix wird auch hermite-
sche konjugierte Matrixoder adjungierte Matrix genannt.

Charles Hermite*

1822{1901

Eine Matrix A hei�t symmetrisch, wennA = AT ist, d.h. A ij =
A j i . Nur eine quadratische Matrix kann auch symmetrisch sein.
Wenn A = Ay bzw. A ij = A �

ji , dann hei�t die Matrix hermitesch
oder selbstadjungiert. Beispiele sind

0

B
B
@

1 3 i 7
3 9 � 2i � 8
i � 2i 1 0
7 � 8 0 � i

1

C
C
A und

0

B
B
@

1 1 i 2i
1 9 � 2 � 8i

� i � 2 0 7
� 2i 8i 7 0

1

C
C
A : (A.593)

(symmetrisch) (hermitesch)

1Zum Beispiel ist �
1 + 2i 3
2 � 5i 4

� y

=
�

1 � 2i 2 + 5i
3 4

�
:

* Charles Hermite war franz•osischer Mathematiker. Er arbeitete •uber Zahlentheorie, Algebra,
orthogonale Polynome und elliptische Funktionen und erzielte wichtigeErgebnisse•uber doppelt
periodische Funktionen und Invarianten quadratischer Formen. 1858 l•oste er eine algebraische
Gleichung 5ten Grades mit Hilfe elliptischer Funktionen. Im Jahre 1873bewies er, da� die
Eulersche Zahl e transzendent ist. Erst darauf aufbauend wurde 1882 die Transzendenz von�
von Carl Louis Ferdinand von Lindemann bewiesen.
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A.2. Operationen mit Vektoren und Matrizen

Leopold
Kronecker
1823{1891

Eine quadratischen � n Matrix hei�t diagonale Matrix, wenn
nur die Diagonalelemente von Null verschieden sind, wenn also

A =

0

B
@

A11
. . .

Ann

1

C
A = ai � ij ; (A.594)

wobei � ij dasKronecker Symbolist, mit

� ij =
�

1; falls i = j;
0; falls i 6= j:

(A.595)

Wichtige Matrizen sind auch die obere und untereDreiecksmatrix. Bei diesen
n � n Matrizen sind entweder die Elemente oberhalb oder die Elemente unterhalb
der Hauptdiagonalen gleich Null. Es sind also

L = L ij =

0

B
@

L11
...

. . .
Ln1 : : : Lnn

1

C
A ; U = Uij =

0

B
@

U11 : : : U1n
. . .

...
Unn

1

C
A : (A.596)

A.2. Operationen mit Vektoren und Matrizen

Vektoren und Matrizen k•onnen mit einer Zahl� multipliziert werden. Es gilt

�~x =

0

B
@

�x 1
...

�x n

1

C
A und � A =

0

B
@

�A 11 : : : �A 1n
...

...
�A m1 : : : �A mn

1

C
A : (A.597)

Vektoren k•onnen addiert und skalar multipliziert werden, wenn ihre Dimensionen
identisch sind. F•ur die Addition gilt

~x + ~y =

0

B
@

x1 + y1
...

xn + yn

1

C
A ; (A.598)

f•ur die skalare Multiplikation (durch den Punkt � symbolisiert) gilt

~x � ~y =
nX

i =1

x i yi = x i yi = x1y1 + : : : + xnyn : (A.599)

Oft wird das Summenzeichen weggelassen. Dann gilt: Wenn zwei Indizes in einem
Produkt doppelt vorkommen (hieri ), dann mu� die Summe aller Produkte gebildet
werden, wobeii von 1 bisn l•auft. Dies nennt man auchEinstein-Konvention.

Matrizen k•onnen miteinander addiert werden, wenn alle entsprechenden Dimen-
sionen der beiden Matrizen gleich sind. Matrizen k•onnen auch miteinander (skalar)

H. C. Kuhlmann
Numerische Methoden der Ingenieurwissenschaften

195



A. Algebraische Grundlagen

multipliziert werden, wenn die Dimensionen der beiden Matrizen,•uber welche die
Summe gebildet werden mu�, gleich ist. Ist zum BeispielA ij einem� n-Matrix und
B ij einen � l-Matrix, dann gilt

A � B =
nX

j =1

A i j B j k = A i j B j k =

0

B
@

A11 : : : A1n
...

...
Am1 : : : Amn

1

C
A �

0

B
@

B11 : : : B1l
...

...
Bn1 : : : Bnl

1

C
A

= C =

0

B
@

P
n A1nBn1 : : :

P
n A1nBnl

...
...P

n Amn Bn1 : : :
P

n Amn Bnl

1

C
A =

0

B
@

C11 : : : C1l
...

...
Cm1 : : : Cml

1

C
A : (A.600)

Es wird also summiert•uber den Spaltenindex vonA und den Zeilenindex vonB.
Beide m•ussen identisch sein. Sonst ist das Skalarprodukt nicht de�niert. Man erh•alt
also einm � l-Matrix Cij .2

F•ur die Addition und Multiplikation von Matrizen gilt das Assoziativ- und Dis-
tributivgesetz. Das Kommutativgesetz gilt aber nur f•ur die Addition von Matrizen,
nicht f •ur die Multiplikation. Im allgemeinen ist

A � B 6= B � A; (A.601)

d.h. die Reihenfolge der Faktoren mu� bei Umformungen immer gleich bleiben.
Au�erdem gilt f •ur die Transposition

(A + B)T = AT + BT aber (A � B)T = BT � AT (Reihenfolge!): (A.602)

A.2.1. Spezialf•alle

Ein Grenzfall der Matrix-Multiplikation tritt auf, wenn die beiden Matr izen A und
B die Dimension 1� n und n � 1 haben. Dann gilt o�ensichtlich

�
A1; : : : ; An

�
�

0

B
@

B1
...

Bn

1

C
A =

nX

i =1

A i B i : (A.603)

Dies ist nichts anderes als das normale Skalarprodukt zwischen zweiVektoren. Es
wird auch inneres Produkt genannt. Sind die Dimensionen umgekehrtn � 1 und
1 � n, dann ist

0

B
@

A1
...

An

1

C
A

�
B1; : : : ; Bn

�
=

0

B
@

A1B1 : : : A1Bn
...

...
AnB1 : : : AnBn

1

C
A : (A.604)

2Wir werden den Punkt ( �) des Skalarprodukts immer ausschreiben um anzudeuten, da� die
Summe•uber einen Index zu nehmen ist. In anderen Publikationen wird der Punkt oft weggelas-
sen. Es ist aber•ubersichtlicher, ihn beizubehalten, denn manchmal treten auch andere Produkte
auf, die anders gebildet werden (Kreuzprodukt oder dyadisches Produkt).
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A.3. Orthogonalit•at und lineare Unabh•angigkeit

Diese Produkt hei�t dyadisches Produkt. Das dyadische Produkt zweier Vektoren
wird bei uns dadurch angedeutet, da� kein Operator zwischen denVektoren steht:
~a~b = C. Bei dieser Schreibweise ist es nicht sofort klar, ob es sich um einen Zeilen-
oder einen Spaltenvektor handelt. Alternativ kann man man anstellevon~a�~bschrei-
ben~aT~b= � und f•ur ~a~bdie Form~a~bT = C unter weglassen des Punktes� verwenden.

A.3. Orthogonalit •at und lineare Unabh•angigkeit

Zwei Vektoren ~x und ~y hei�en orthogonal, wenn ihr Skalarprodukt verschwindet,
d.h. wenn

~x � ~y =
X

i

x i yi = 0: (A.605)

Sie werdenorthonormal genannt, wenn zus•atzlich noch gilt ~x � ~x = ~y � ~y = 1.
Ein System von Vektorenf ~x1; : : : ; ~xng hei�t orthogonal, wenn f•ur alle i 6= j gilt
~xi � ~xj = 0. Falls sogar

~xi � ~xj =
�

1; falls i = j;
0; falls i 6= j;

(A.606)

gilt, so bilden die Vektoren einOrthonormalsystem.
Wenn man einen Satz von orthogonalen Vektoren hat, so kann man durch Ska-

lierung daraus einen Satz von orthonormalen Vektoren herhalten,wenn man alle
Vektoren auf die L•ange 1 normiert. Dies erreicht man durch Division des Vektors
~x durch seine L•ange (Eukilidische Norm)

p
~x � ~x =

p
x2

1 + : : : + x2
n . Der Vektor

~y =
~x

p
~x � ~x

(A.607)

besitzt dann die L•ange 1, denn~y � ~y = 1. F •ur einen komplexen Vektor erh•alt man
seine L•ange durch

p
~x � ~x� .

Ein Satz von m Vektoren f ~x1; : : : ; ~xm g der Dimensionn hei�t linear abh•angig,
falls es Zahlenci gibt, die nicht alle Null sind, so da�

mX

i =1

ci ~xi = 0: (A.608)

Anschaulich bedeutet dies, da� man (A.608) nach einem Vektor, dessen Vorfaktor
nicht verschwindet, au
•osen kann. Es gibt dann gewisse Vektoren, die sich als ei-
ne Linearkombination aus den restlichen Vektoren darstellen lassen. Wenn jedoch
(A.608) nur dann erf•ullt ist, wenn alle ci = 0 sind, dann hei�en die Vektoren ~xi

linear unabh•angig.
Die Menge U aller Linearkombinationen einer Menge vonm n-dimensionalen

Vektoren f ~x1; : : : ; ~xm g, d.h.

U = spanf ~x1; : : : ; ~xm g = f c1~x1 + : : : + cm~xm g; ci 2 R (A.609)
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bildet einenUnterraum des Raumes allern-dimensionaler Vektoren. F•ur reelle Vek-
toren ist alsoU � Rn .

Sind die Vektoren f ~x1; : : : ; ~xm g linear unabh•angig so hat der Unterraum
spanf ~x1; : : : ; ~xm g die Dimensionm. Dann bilden die Vektoren f ~x1; : : : ; ~xm g eine
Basis desm-dimensionalen Raumes, im reellen Fall also desRm .

Eine wichtige Eigenschaft von Matrizen ist die Anzahl der linear unabh•angigen
Spaltenvektoren. Diese Zahl wird alsRang der Matrix bezeichnet. Man kann dann
zeigen, da� auch die Zahl der linear unabh•angigenZeilenvektorengleich dem Rang
der Matrix ist. Wenn A eine m � n-Matrix ist und p die minimale Dimension
p = min f m; ng. Dann gilt Rang(A) � p. Falls Rang(A) = p besitzt die Matrix
A den vollen Rang.

A.4. Eigenschaften von Matrizen und Determinanten

A.4.1. Orthogonale Matrizen

Eine quadratischen � n Matrix hei�t orthogonal, wenn gilt

AT � A = A � AT = I; (A.610)

wobei

I = diag(1; : : : ; 1) =

0

B
@

1
.. .

1

1

C
A (A.611)

die n-dimensionale Einheitsmatrix ist. Die Elemente des Produkts zweiern � n-
Matrizen bestehen aus den Skalarprodukten aller Zeilenvektoren der ersten mit
den Spaltenvektoren der zweiten Matrix. Die Zeilenvektoren der Transponierten
sind aber die Spaltenvektoren. Daher bestehen die Elemente vonAT � A aus allen
Skalarprodukten der Spaltenvektoren vonA untereinander undA� AT aus allen Ska-
larprodukten der Zeilenvektoren vonA. Die Bedingung (A.610) ist dann identisch
mit der Forderung, da� die Spalten- bzw. die Zeilenvektorenorthonormal sind.

Falls f•ur eine komplexe Matrix mit orthonormalen Spalten (Zeilen) gilt

Ay � A = A � Ay = I; (A.612)

wird die Matrix A unit•are Matrix genannt.

A.4.2. Inverse Matrix

Durch eine Multiplikation mit der Einheitsmatrix I •andert sich eine MatrixA nicht.
O�enbar gilt

A = I � A = A � I: (A.613)
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A.4. Eigenschaften von Matrizen und Determinanten

Die Einheitsmatrix kann auch als Matrix von Spaltenvektoren~ei aufgefa�t werden,
bei denen eine 1 in deri -ten Komponente erscheint und bei dem alle anderen
Komponenten Null sind (Einheitsvektoren). Damit ist

I =
�
~e1; : : : ; ~en

�
: (A.614)

Wir betrachten nun die n inhomogenen linearen Gleichungssysteme

A � ~xi = ~ei ; i = 1; : : : ; n (A.615)

und nehmen an, da� das Gleichungssystem f•ur jeden Wert i 2 f 1; : : : ; ng eine
eindeutige L•osung besitzt. Wenn wir die jeweiligen L•osungsvektoren~xi als Spalten
einer Matrix X au�assen, lassen sich alle diese Gleichungssysteme zusammenfassen
und in der Form

A � X = I (A.616)

schreiben. O�enbar mu� dann X = A� 1 die zu A inverse Matrix sein. Die Inverse
wird als A� 1 geschrieben.

Um ein lineares Gleichungssystem

A � ~x = ~b (A.617)

zu l•osen, k•onnte man mathematisch korrekt von links mit der InversenA� 1 multi-
plizieren. Man erh•alt dann die L•osung

~x = A� 1 � ~b: (A.618)

In der Praxis ist aber die Berechnung der Inversen zu aufwendig und die L•osung
des linearen Gleichungssystems erfolgt anders (siehe Kap.2). Beachte, da� im Spe-
zialfall einer orthogonalen Matrix (AT � A = I) die Inverse identisch mit der Trans-
ponierten ist: A� 1 = AT .

A.4.3. Determinanten

Determinanten von quadratischenn � n-Matrizen k•onnen im Prinzip mit der
Leibniz-Formel (siehe auch (1.5))

det A =
X

� 2 Sn

sgn(� ) A1� (1) ::: An� (n) (A.619)

berechnet werden. Hierbei ist� eine Permutation von (1; : : : ; n). Die Menge aller
derartigen Permutationen wird alsSn bezeichnet und

sgn(� ) =
�

1; falls � einegeradePermutation von (1; : : : ; n) ist;
� 1; falls � eineungeradePermutation von (1; : : : ; n) ist :

(A.620)
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Da die Anzahl aller Permutationen von (1; : : : ; n) n! betr•agt, ist die Summe•uber
n! derartiger Produkte zu erstrecken. F•ur n = 2 gibt es nur die gerade Permutation
(1; 2) und die ungerade Permutation (2; 1), so da�

det A = A11A22 � A12A21: (A.621)

F•ur n = 3 gibt es die 3! = 6 Permutationen (hier schon mit Vorzeichen geschrieben)
(1; 2; 3), � (1; 3; 2), � (2; 1; 3), (2; 3; 1), (3; 1; 2) und � (3; 2; 1) und wir erhalten

det A = A11A22A33 � A11A23A32 � A12A21A33+ A12A23A31+ A13A21A32 � A13A22A31:
(A.622)

Dies Ergebnis erh•alt man auch aus der Entwicklung nach Unterdeterminanten.
F•ur Determinanten gelten die die folgenden Regeln:

1. Sind 2 Spalten oder Zeilen vonA identisch oder ist eine Spalte
oder Zeile gleich Null, dann ist detA = 0.

2. Werden zwei Spalten oder Zeilen vonA vertauscht, dann wechselt
det A das Vorzeichen.

3. Wird eine Spalte oder eine Zeile mit einer Zahl� multipliziert,
dann wird die Determinante mit � multipliziert. Dies bedeutet,
da� det( � A) = � n det A ist.

4. detAT = det A und detAy = (det A)� .

5. Wird ein skalares Vielfaches einer Spalte (Zeile) zu einer anderen
Spalte (Zeile) addiert, so•andert sich die Determinante nicht.

6. F•ur zwei n � n-Matrizen gilt det(A � B) = det A det B.

7. Die Determinante einer einer Dreiecksmatrix ist das Produkt der
Hauptdiagonalelemente, z.B. detU = U11 : : : Unn .

8. SeiAij die (n� 1)� (n� 1)-Untermatrix von A; Die durch Streichen
der i -ten Zeile undj -ten Spalte ausA hervorgeht, dann ist

det A =
nX

j =1

A ij (� 1)i + j det Aij ; f•ur jedesi ; (A.623a)

det A =
nX

i =1

A ij (� 1)i + j det Aij ; f•ur jedesj : (A.623b)

Dies ist nichts anderes als die Entwicklung einer Determinante
nach Zeilen bzw. Spalten. Die Unterdeterminante (mit Vorzei-
chen) (� 1)i + j det Aij wird Adjunkte von A ij genannt.
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A.4.4. Regul•are Matrizen

Wenn also eine zuA inverse Matrix A� 1 existiert, dann gilt (A.616). Daraus erhalten
wir mit Hilfe der obigen Regel4

det A det A� 1 = det I = 1: (A.624)

Daher darf f•ur eine invertierbare Matrix die Determinante nicht verschwinden:
det A 6= 0. Eine invertierbare Matrix nennt man auch regul•are Matrix. Ist eine
Matrix nicht regul •ar, wird sie singul•ar genannt. Die folgenden Aussagen•uber eine
n � n-Matrix sind •aquivalent:

1. A ist regul•ar.

2. A� 1 existiert.

3. detA 6= 0.

4. Das lineare SystemA�~x = 0 besitzt nur die triviale L •osung~x = 0.

5. F•ur jeden Vektor ~b besitzt das lineare SystemA~x = ~b eine ein-
deutige L•osung.

6. Die Spalten (Zeilen) vonA sind linear unabh•angig.

7. Rang(A) = n.

Wegen (A.610) und Regel4 sind auch orthogonale Matrizen regul•ar; ihre Deter-
minanten verschwinden nicht.

A.4.5. Positiv und negativ de�nite Matrizen

Eine wichtige Rolle in der numerischen linearen Algebra spielt die Bedingung

~xT � A � ~x > 0; f•ur ~x 6= 0 und ~x 2 Rn : (A.625)

Ein reelle Matrix, die diese Bedingung erf•ullt, wird positiv de�nit genannt. Positiv
de�nite Matrizen sind regul•ar.3

3W•are die Matrix A nicht regul•ar, so g•abe es nach Regel4 eine nicht-triviale L •osung ~x mit
A � ~x = 0. Dies w•urde aber im Widerspruch zu (A.625) stehen. Beachte, da� eine positiv de�nite
Matrix nicht unbedingt symmetrisch sein mu�. Die antisymmetrische M atrix

�
a b

� b a

�

ist positiv de�nit.
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In •ahnlicher Weise de�niert mannegativ de�nit f•ur eine reelle Matrix als

~xT � A � ~x < 0; f•ur ~x 6= 0 und ~x 2 Rn : (A.626)

Falls in den Relationen (A.625) und (A.626) nur die schw•acheren Bedingungen�
bzw. � gelten, hei�en die Matrizenpositiv semi-de�nit bzw. negativ semi-de�nit.

Eine Matrix A ist positiv (negativ) de�nit, genau dann wenn ihr symmetrischer
Anteil positiv (negativ) de�nit ist. Um das zu sehen, zerlegt man die Matrix in
einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Anteil

A =
1
2

�
A + AT

�

| {z }
Sij ; symmetrisch

+
1
2

�
A � AT

�

| {z }
Cij ; antisymmetrisch

: (A.627)

WegenCij = � Cj i gilt

~xT � C � ~x = x i Cij x j = � x i Cj i x j = � x j Cj i x i = 0: (A.628)

Damit ist
~xT � A � ~x = ~xT � S� ~x =

1
2

~xT �
�
A + AT

�
� ~x: (A.629)

F•ur eine reelle und symmetrische MatrixA sind die folgenden Aussagen•aquiva-
lent:

ˆ A ist positiv de�nit,

ˆ alle Eigenwerte vonA sind positiv,

ˆ alle Hauptunterdeterminanten vonA sind positiv.

Ist eineN � N Matrix reell und symmetrisch, dann kann man sie in der speziellen
Form

A = G� GT (A.630)

schreiben, wobeiG 2 RN � N eine eindeutig bestimmte untere Dreiecksmatrix ist, die
positive Diagonalelemente besitzt. Diese Zerlegung wird auchCholesky-Zerlegung
genannt. Diese Zerlegung spielt eine gro�e Rolle in der L•osung linearer Gleichungs-
systeme.

A.5. Eigenwerte

Eigenwertprobleme stellen eine wichtige Problemklasse dar und tauchen vielen tech-
nischen Zusammenh•angen auf (zum Beispiele bei der Bestimmung vor Resonanz-
frequenzen von elastischen Strukturen und der zugeh•origen Schwingungsformen).
Ein gew•ohnliches Eigenwert Problem f•ur eine gegebene quadratischen � n-Matrix
A lautet

A � ~x = �~x: (A.631)
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A.5. Eigenwerte

Die Aufgabe besteht darin, komplexe Zahlen� (Eigenwert) komplexe Vektoren~x
(Eigenvektor) zu �nden, so da� (A.631) erf•ullt ist. Man sucht dabei nicht-triviale
L•osungen~x 6= 0, denn f•ur ~x = 0 ist die Gleichung immer und f•ur beliebige Werte
von � erf•ullt. Nicht-triviale Eigenvektoren sind nur bis auf einen unbestimmten
skalaren Faktor bestimmt. Die Menge alle Eigenwertef � i g einer Matrix A wird
auch Spektrum von A genannt. Die Menge aller Eigenvektorenf ~xi g von A wird
Eigensystemgenannt.

Das Eigenwertproblem (A.631) kann man auch als homogenes lineares Problem
schreiben

(A � � I) � ~x = 0: (A.632)

Oben hatte wir f•ur regul•are Matrizen A gesehen, da�A � ~x = 0 nur die triviale
L•osung~x = 0 besitzt , det A 6= 0 ist. Die Negation besagt, da� mindestens eine
nichttriviale L •osung~x 6= 0 existiert , det A = 0. •Ubertragen auf das Eigenwert-
problem (A.632) bedeutet dies, da� es mindestens einen nichttrivialen Eigenvektor
geben mu�, genau dann wenn

det (A � � I) = 0 : (A.633)

Dies wird auch L•osbarkeitsbedigungdes homogenen linearen Systems (A.632) ge-
nannt. Die Determinante ist ein Polynomn-ten Grades in� . Man nennt dieses Po-
lynom dascharakteristische Polynom. Die Eigenwerte� sind danach die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms. Als Beispiel betrachten wir eine 2� 2-Matrix.
Dann haben wir

det (A � � I) = det
�

A11 � � A 12

A21 A22 � �

�
= ( A11 � � ) (A22 � � ) � A12A21: (A.634)

Wie man sieht, ergeben sich die m•oglichen Werte von� in diesem Fall als Nullstellen
eines Polynoms zweiten Grades in� .

Aus der Algebra ist bekannt, da� ein Polynom vom Graden genaun Wurzeln
(Nullstellen) besitzt, die reell oder komplex sein k•onnen. Die Wurzeln m•ussen nicht
alle verschieden sein. Tritt eine Wurzel mehrfach auf, so sagt man,da� der entspre-
chende Eigenwertentartet ist.4

A.5.1. Eigenwerte und Determinante

Da die Determinante det (A � � I) das charakteristische Polynom ist, welches die
Eigenwerte� i als Wurzeln hat, k•onnen wir schreiben

det (A � � I) = ( � 1 � � ) : : : (� n � � ) : (A.635)

Wenn wir in dieser Gleichung� = 0 setzen, erhalten wir die wichtige Beziehung

det A = � 1 : : : � n : (A.636)

4Die Einheitsmatrix I besitzt nur den Eigenwert � = 1, der aber n-fach entartet ist. Jeder Vektor
ist ein Eigenvektor von I. Falls man die Eigenvektoren auf 1 normiert und orthogonal w•ahlt,
besteht das Eigensystem aus denn Einheitsvektoren.
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Die Determinante einer Matrix ist gleich dem Produkt ihrer Eigenwerte. Daran
erkennt man sofort, da� die Determinante von Null verschieden ist, genau dann
wenn alle Eigenwerte von Null verschieden sind. Ist nur ein Eigenwert Null, so ist
auch die Determinante Null. Bezogen auf die oben betrachtete Regularit •at einer
Matrix k •onnen wir damit feststellen:

Eine reelle oder komplexen � n-Matrix A ist genau dann regul•ar, wenn
alle ihre Eigenwerte� i 6= 0 von Null verschieden sind.

A.5.2. Eigenwerte spezieller Matrizen

Eigenwerte der Transponierten

Wegen

det (A � � I) = det ( A � � I)T = det
�
AT � � I

�
= 0 (A.637)

besitzt AT dieselben Eigenwerte wieA. Die Eigenvektoren vonAT sind aber im
allgemeinen verschieden von denen vonA. Mit der Existenz von Eigenvektoren von
AT , d.h. aus

AT � ~x = �~x (A.638a)

folgt durch Transponieren
�
AT � ~x

� T
= �~x T (A.638b)

bzw.

~xT � A = �~x T : (A.638c)

Hierbei ist zu beachten, da�~xT ein Zeilenvektor ist. Wenn man sich nicht sicher ist,
kann man die Umformungen auch unter Verwendung derIndexnotation durchf•uh-
ren.5

Eigenwerte von Dreicksmatrizen

Da die Determinante einer Dreicksmatrix oder einer Diagonalmatrix einerseits aus
dem Produkt der Diagonalelemente besteht und andererseits das Produkt der Ei-
genwerte ist, stehen die Eigenwerte bei diesen speziellen Matrizen auf der Diagonale.

5

X

i

AT
ij x i = �x j )

X

i

A ji x i = �x j )
X

i

AT
ji xT

i = �x T
j )

X

i

A ij xT
i = �x T

j :
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Eigenwerte der Inversen

F•ur regul•are MatrizenA kann man einen Zusammenhang herstellen zwischen deren
Eigenwerten � und denjenigen der InversenA� 1. Denn mit A � ~x = �~x folgt dann
durch Multiplikation von links mit A� 1

~x = A� 1 � A � ~x = � A� 1 � ~x ) A� 1 � ~x =
1
�

~x: (A.639)

Die Eigenwerte der Inversen sind also die inversen Eigenwerte und dieEigenvektoren
von A� 1 sind identisch mit denjenigen vonA.

Eigenwerte symmetrischer Matrizen

Eigenwerte reeller Matrizen k•onnen reell oder komplex sein. Dies ist klar, wenn man
daran denkt, da� das charakteristische Polynom mit reellen Koe�zienten durchaus
komplexe Wurzeln haben kann. Wenn ein Eigenwert einer reellen Matrixkomplex
ist, dann ist es auch der zugeh•orige Eigenvektor.

Wir betrachten nun eine reelle symmetrische Matrix. F•ur sie gilt AT = A. Wenn
wir nun die Eigenwertgleichung (A.631) f•ur A von links mit dem adjungierten (trans-
ponierten und konjugiert komplexen) Vektor~xy multiplizieren, erhalten wir

~xy � A � ~x = �~x y � ~x = � k~xk2

| {z }
> 0

: (A.640)

Da �
~xy � A � ~x

� y
= ~xy � Ay �

�
~xy

� y
= ~xy � A � ~x; (A.641)

ist die linke Seite von (A.640) reell. Da auch~xy � ~x 2 R, mu� � reell sein. Also gilt:

Eine symmetrische reelle Matrix hat reelle Eigenwerte. Man kann dann
auch die Eigenvektoren reell w•ahlen.

Entscheidend f•ur die reellen Eigenwerte war, da�Ay = A ist. Derartige Matrizen,
die komplex sein d•urfen, nennt manselbstadjungiert. Allgemein gilt, da� selbstad-
jungierte Matrizen reelle Eigenwerte besitzen.

Eine Matrix hei�t schiefsymmetrisch(skew-symmetric), wenn gilt AT = � A.
Dann gilt f •ur eine reelle schiefsymmetrische Matrix

�
~xy � A � ~x

� y
= ~xy � Ay �

�
~xy

� y
= � ~xy � A � ~x: (A.642)

Mit ( A.640) ist dann
� A � ~x = � � ~x; (A.643)

also � = � � � . Dies bedeutet aber, da�� rein imagin•ar ist.

H. C. Kuhlmann
Numerische Methoden der Ingenieurwissenschaften

205



A. Algebraische Grundlagen

Eine schiefsymmetrische reelle Matrix hat rein imagin•are Eigenwerte.

SeiA eine symmetrische positiv de�nite Matrix (siehe (A.625)) und � ein Eigen-
wert mit zugeh•origem Eigenvektor, dann ist

� =

> 0z }| {
~xT � A � ~x

~xT � ~x
> 0: (A.644)

Wir folgern

Alle Eigenwerte einer positiv de�niten symmetrischen Matrix sind po-
sitiv.

Au�erdem kann man zeigen:

Die Eigenwerte einer reellen symmetrischenn � n-Matrix sind genau
dann

ˆ positiv, wenn A positiv de�nit ist,

ˆ nicht negativ, wennA positiv semi-de�nit ist,

ˆ negativ, wennA negativ de�nit ist,

ˆ nicht positiv, wenn A negativ semi-de�nit ist,

A.5.3. •Ahnlichkeitstransformationen

Unter einer •Ahnlichkeitstransformation einer Matrix A ! B versteht man eine
Transformation der Form

B = P � A � P� 1; (A.645)

mit Hilfe einer regul•aren (daher invertierbaren) TransformationsmatrixP. Die •Ahn-
lichkeitstransformation spielt eine Rolle bei einer beliebigen Koordinatentransfor-
mation ~x ! ~x0 = P � ~x. Denn wenn man von dem Problem

A � ~x = ~c (A.646)

ausgeht, erh•alt man das transformierte SystemB � ~x0 = ~c0, indem man (A.646) von
links mit P multipliziert und die Identit •at I = P� 1P einf•ugt

= Iz }| {
P � A � P� 1
| {z }

B

� P � ~x| {z}
~x0

= P � ~c|{z}
~c0

(A.647)
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Eine wichtige Eigenschaft der•Ahnlichkeitstransformation ist es, da� sich die Eigen-
werte nicht •andern. D.h. B = P � A � P� 1 besitzt dieselben Eigenwerte wieA, denn
das charakterisitische Polynom ist identisch

det (A � � I) = det
�
P � P� 1

�
det (A � � I) = det Pdet (A � � I) det P� 1

= det
�
P � A � P� 1 � � I

�
= det ( B � � I) : (A.648)

Obwohl die Eigenwerte unver•andert bleiben, •andern sich die Eigenvektoren! Sie
transformieren sich wie alle Vektoren durch Multiplikation mitP.

A.5.4. Hauptachsentransformation (Diagonalisierung)

Die •Ahnlichkeitstransformation kann man ausnutzen, um ein lineares Problem A �
~x = ~cin eine Form zu bringen, in der die Matrix einfacher (am besten diagonal) ist.
Dies gelingt, wenn dien � n-Matrix n linear unabh•angige Eigenvektoren~xi besitzt.
In diesem Fall bildet man die TransformationsmatrixP als Zeilenvektor bestehend
aus den Eigenvektoren

P := ( ~x1; : : : ; ~xn ) : (A.649)

Dann wird

A � P = A � (~x1; : : : ; ~xn ) = ( A � ~x1; : : : ;A � ~xn ) = ( � 1~x1; : : : ; � n~xn )

= ( ~x1; : : : ; ~xn ) � D = P � D; (A.650)

wobei
D = diag ( � 1; : : : ; � n ) (A.651)

eine Diagonalmatrix ist, auf deren Diagonale genau die Eigenwerte stehen. Damit
l•a�t sich A darstellen als

A = P � D � P� 1: (A.652)

Die Matrizen A und D sind also•ahnlich. Die Koordinatentransformation (A.649)
erlaubt es also die MatrixA zu diagonalisieren.

A.5.5. Jordan-Normalform

Wenn einen � n-Matrix weniger als n linear unabh•angige Eigenvektoren besitzt,
dann kann man zeigen, da� gewisse Eigenwerte mehrfach auftreten (Multiplizit •at
von Eigenwerte). Die Umkehrung gilt nicht: Es kann n•amlich sein, da� Eigenwerte
mehrfach auftreten, obwohl allen Eigenvektoren linear unabh•angig sind (Beispiel:
I). Ein einfaches Beispiel f•ur eine Matrix, die keine n linear unabh•angigen Eigen-
vektoren besitzt ist

A =
�

1 1
0 1

�
: (A.653)

Denn der Eigenwert � 1;2 = 1 ist 2-fach entartet und der einzige Eigenvektor ist
(1; 0)T . Daher l•a�t sich A nach (A.653) nicht diagonalisieren.
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Marie Ennemond
Camille Jordan
1838{1922

Allgemein ist es aber m•oglich, jede n � n-Matrix durch
eine •Ahnlichkeitstransformation auf die sogenannteJordan-
Normalform zu bringen (ohne Beweis)

J =

0

B
B
B
B
B
@

� 1 � 1

� 2 � 2
. . . . . .

. . . � n� 1

� n

1

C
C
C
C
C
A

: (A.654)

Hierbei sind � i die Eigenwerte und� i 2 f 0; 1g, wobei

� i =
�

1 , � i = � i +1

0 , � i 6= � i +1 :
(A.655)

Hierbei kann man die Eigenwerte, die entartet sind, allesamt in sogenannte Jordan-
Bl•ockezusammenfassen. In dem Beispiel

J =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

4 1
4 1

4
� 3

i 1
i

6
4:2

� 9

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

(A.656)

sind die Jordan-Bl•ocke rot dargestellt. Der Eigenwert� 1 = 4 ist dreifach und der
Eigenwert � 3 = i ist 2-fach entartet. Oft wird dann die Form

J =

0

B
@

J1
. . .

Jp

1

C
A (A.657)

gew•ahlt, wobei p < n und die Block-Matrizen Ji aus Jordan-B•ocken bestehen mit
identischer Diagonale (Eigenwerte) und Einsen auf der ersten Nebendiagonale. Man
sieht nun, da� das Beispiel (A.653) aus einem kleinen Jordan-Block besteht.

A.5.6. Transformation auf eine Dreiecksmatrix

Die Jordansche Normalform ist von theoretischer, aber nicht von gro�er praktischer
Bedeutung. Aus numerischen Gr•unden ist es w•unschenswert, mit unit•aren oder
orthogonalen Matrizen zu arbeiten.

Mit unit •aren oder orthogonalen Matrizen kann man eine Matrix nicht immer auf
eine Diagonalform bringen. Man kann sie aber auf Dreiecksmatrizen transformieren.
Es gilt (ohne Beweis)
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Satz von Schur: F•ur jede beliebigen � n-Matrix A existiert eine unit•are
Matrix U (dann ist U� 1 = Uy, siehe (A.612)), so da�

U � A � U� 1 = U � A � Uy = T; (A.658)

wobei T eine Dreiecksmatrix (triangular matrix ) ist.

F•ur orthogonale Transformationen gilt

Satz von Murnaghan-Wintner: F•ur jede beliebigen � n-Matrix A exi-
stiert eine orthogonale Matrix P (dann ist P� 1 = PT , siehe (A.610)),
so da�

P � A � P� 1 = P � A � PT = T; (A.659)

wobei

T =

0

B
@

T11 : : : T1m
. . .

...
Tmm

1

C
A (A.660)

einem� m Dreiecksmatrix ist (m � n), die aus 1� 1- oder 2� 2-Bl•ocken
besteht.

Issai Schur
1875{1941

Beim Satz von Schur sind die Diagonalelemente vonT iden-
tisch mit den Eigenwerten vonA, da U eine •Ahnlichkeitstrans-
formation ist. Wenn A reell ist und komplexe Eigenwerte hat,
so ben•otigt man zu dieser •Ahnlichkeitstransformation komplexe
TransformationsmatrizenU.

Will man nur mit reellen orthogonalen Transformationsmatri-
zen arbeiten, so stellt der Satz von Murnaghan-Wintner sicher,
da� es eine Transformation gibt, welche eine reelle MatrixA bei-
nahe in eine Dreiecksmatrix•uberf•uhrt. Die reellen Eigenwerte
von A stehen dann in den 1� 1-B•ocken vonTii . Die 2� 2-Bl•ocke

von Tii besitzen dann je einen Satz konjugiert-komplexer Eigenwerte, diemit den
konjugiert-komplexen Eigenwerte vonA •ubereinstimmen.

A.5.7. Singul •arwertzerlegung

Wenn man nur orthogonale oder unit•are •Ahnlichkeitstransformationen verwenden
m•ochte, umA in eine einfachere Gestalt zu bringen, so geben die obigen S•atze von
Schur und von Murnaghan-Wintner die einfachsten allgemeinen Formen an, auf
welche manA transformieren kann.

Wenn man jedoch auf eine•Ahnlichkeitstransformation verzichtet, kann manjede
reelle Matrix mittels zweier orthogonaler Matrizen auf Diagonalform bringen. Nur
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stehen auf der Diagonale der Diagonalmatrix dann eben nicht mehr dieEigenwerte.
Man nennt diesSingul•arwertzerlegung(SVD).6

Singul•arwertzerlegung: F•ur jede reelle Matrix A gibt es orthogonale
Matrizen U und V (also mit U� 1 = UT und V� 1 = VT ), so da�

A = U � D � V (A.661)

mit D = diag( � 1; : : : ; � n ) wobei f•ur alle i gilt � i � 0.

Die Gr•o�en � i werdenSingul•arwertevon A genannt. Der Zusammenhang zwischen
den Singul•arwerten vonA und gewissen Eigenwerten ergibt sich ausAT � A

AT � A = VT � D � UT � U| {z }
I

� D � V = VT � D2 � V: (A.662)

Die rechte Seite stellt eine•Ahnlichkeitstransformation dar, und zwar vonAT � A.
Das QuadratD2 = D� D ist, wie auchD, diagonal. Auf der Diagonale vonD2 stehen
die Quadrate � 2

i der Singul•arwerte von A. Daher sind die� 2
i die Eigenwerte von

AT � A.
Man kann zeigen, da� die Anzahl der nicht-verschwindenden Singul•arwerte gleich

dem Rang der Matrix ist. Auch l•a�t sich die Singul•arwertzerlegung auf komplexe
Matrizen erweitern. Dann sindU und V unit •ar. Die Singul•arwerte � i bleiben aber
reell.7

A.6. Normen

Um Vektoren miteinander vergleichen zu k•onnen, ben•otigt man ein Ma�. Wir be-
zeichnen das Ma� eines Vektors~x als Norm k~xk. Dieses Ma� sollte sinnvollerweise
die folgenden Eigenschaften besitzen

k~xk � 0; f•ur alle ~x und k0k = 0; (A.663a)

k�~x k = j� jk~xk; f•ur alle �; (A.663b)

k~x + ~yk � k ~xk + k~yk; f•ur alle ~x und ~y: (A.663c)

Die Eigenschaft (A.663c) hei�t Dreiecksungleichung.

6Singular V alue D ecomposition.
7Motiviert durch den Ausruf von George Forsythe (1917{1972):'Will somebody please �gure out
how to compute the pseudo-inverse of a matrix?'entwickelte Gene Golub 1965 einen stabilen
Algorithmus zur Berechnung der Singu•arwert-Zerlegung (SVD). Dieser hat sich zu einem der
n•utzlichsten Algorithmen der Numerik entwickelt.
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Euclid von
Alexandrien
ca. 325{265 v.Ch.

Die bekanntest Norm ist dieEukilidische Norm(l2-Norm)

k~xk2 =

vu
u
t

nX

i =1

x2
i : (A.664)

Sie ist ein Spezialfall einer sogenanntenlp-Norm

k~xkp =

 
nX

i =1

jxp
i j

! 1=p

; p 2 R: (A.665)

Im Grenzfall p ! 1 erh•alt man die Maximumnorm l1

k~xk1 = lim
p!1

 
nX

i =1

jxp
i j

! 1=p

= max
1� i � n

jx i j : (A.666)

In diesem Fall •uberlebt nur die Komponente von~x mit dem gr•o�ten Betrag.
Neben der Vektor-Norm ist auch dieMatrix-Norm von Bedeutung. Sie wird de-

�niert als

kAk := max
~x6=0

kA � ~xk
k~xk

= max
k~xk=1

kA � ~xk : (A.667)

Geometrisch kann die Matrix-Norm gedeutet werden als die gr•o�te L •ange, dieA � ~x
mit k~xk = 1 annehmen kann.
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B. Bemerkungen zur
Gau�-Quadratur

Eine streng mathematische Ableitung der Gau�-Quadratur kann man in Freund
et al. (2007) �nden. Hier soll nur kurz gezeigt werden, da� die Gau�-Quadratur

Z 1

� 1
w(x)f (x) dx =

nX

i =1

ai f (x i ) (B.668)

f•ur jedes Polynomm-ten Gradesf (x) = p(x) mit m � 2n � 1 exakt ist.
Um dies zu zeigen, setzen wir voraus, da� die Gewichteai de�niert sind durch

das lineare Gleichungssystem

nX

i =1

pk(x i )ai =
�

hp0jp0i ; falls k = 0;
0; falls k = 1; 2; : : : ; n � 1;

(B.669)

wobei pk(x) ein orthogonales Polynom vom Gradek ist und

hf (x)jg(x)i =
Z 1

� 1
w(x)f (x)g(x) dx (B.670)

das zugeh•orige Skalarprodukt mit Gewichtsfunktionw(x). Wir betrachten nun die
allgemeine Darstellung eines beliebigen Polynoms der Ordnungm � 2n � 1 in der
Form

p(x) = pn (x)q(x) + r (x); (B.671)

wobei pn (x) ein orthogonales Polynom vom Graden ist und

q(x) =
n� 1X

k=0

� kpk(x) und r (x) =
n� 1X

k=0

� kpk(x): (B.672)

Wenn wir dieses allgemeine Polynomp(x) von Gradem � 2n � 1 mit der Gewichts-
funktion w(x) integrieren, erhalten wir einerseits

Z 1

� 1
w(x)p(x) dx

p0=1
= hpn (x)q(x) + r (x)jp0i = hpn(x)jq(x)i

| {z }
=0

+ hr (x)jp0i

= hr (x)jp0i = � 0 hp0jp0i : (B.673)
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Der Term hpn (x)jq(x)i = 0 verschwindet, weilq(x) vom Graden � 1 ist und damit
orthogonal zu dem orthogonalen Polynomn-ter Ordnung pn (x). Andererseits gilt
wegen (B.669)

nX

i =1

ai p(x i )
pn (x i )=0

=
nX

i =1

ai r (x i ) =
nX

i =1

ai

 
n� 1X

k=0

� kpk(x)

!

=
n� 1X

k=0

� k

 
nX

i =1

ai pk(x)

!

= � 0 hp0jp0i : (B.674)

Mit ( B.673) und (B.674) ist

Z 1

� 1
w(x)p(x) dx =

nX

i =1

ai p(x i ); (B.675)

f•ur jedes Polynomp(x), das h•ochstens vom Grade 2n � 1 ist. Damit ist die Behaup-
tung bewiesen.
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C. Koe�zienten der
A-Orthogonalisierung f •ur das
CG-Verfahren

Um zu zeigen, da� fast alle Koe�zienten � n+1 ;l (7.533) in (7.532) verschwinden,
sind ein paar Vorbetrachtungen n•otig. Zun•achst ist es n•utzlich den Fehlervektor~e
der Iteration zu de�nieren. Mit ~e(n) = ~x� � ~x(n) , wobei ~x� die exakte L•osung des
linearen Problems ist, gilt

A � ~e(n) = A � ~x�
| {z }

~b

� A � ~x(n) = ~b� A � ~x(n) = ~� (n) : (C.676)

Wenn man nun zu Beginn der Rechnung den Fehler durch die konjugierten Rich-
tungen darstellt

~e(0) =
N � 1X

j =0

� j ~p(j ) ; (C.677)

dann folgt

~p(n) � A � ~e(0) =
N � 1X

j =0

� j ~p(n) � A � ~p(j ) = � n~p(n) � A � ~p(n) (C.678)

Damit ergibt sich, da� der Fehler nur in dem Komplement des Krylov-Raumes
Vn = spanf ~p(0) ; : : : ; ~p(n� 1)g lebt

~e(n) = : : : =
N � 1X

j = n

� j ~p(j ) : (C.679)

Hieraus folgt wiederum, da� das Residuum~� (n) senkrecht ist zuVn , denn f•ur i < n
gilt

~p(i ) � ~� (n) = � ~p(i ) � A � ~e(n) = �
N � 1X

j = n

� j ~p(i ) � A � ~p(j )

| {z }
=0 ; f•ur i<j

= 0: (C.680)

Damit k•onnen wir zeigen, da� Koe�zienten � n+1 ;l f•ur l < n verschwindet. Es reicht,
den Z•ahler von (7.533), ~p(l ) � A � ~� (n+1) zu betrachten. Dazu gehen wir aus von

~� (l+1) = ~� (l ) � � (l )A � ~p(l ) (C.681)
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Damit gilt

~� (n+1) � ~� (l+1) = ~� (n+1) �
�
~� (l ) � � (l )A � ~p(l )

�
= ~� (n+1) � ~� (l ) � � (l ) ~� (n+1) � A � ~p(l ) : (C.682)

F•ur den Z•ahler von (7.533) folgt also

~� (n+1) � A � ~p(l ) =
~� (n+1) � ~� (l ) � ~� (n+1) � ~� (l+1)

� (l )
(C.683)

F•ur l � n verschwindet der erste Summand im Z•ahler, weil~� (n) 2 Vn und ~� (n) ? V n .
Der zweite Summand, und damit die gesamte rechte Seite verschwindet f•ur l < n .
F•ur l = n verbleibt lediglich

~� (n+1) � A � ~p(n) = �
~� (n+1) � ~� (n+1)

� (n)
: (C.684)

Dies sollte derselbe Term wie in (7.534) sein.
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