Skriptum zur Vorlesung
TU Wien, LVA-Nr. 322.036

NUMERISCHE METHODEN DER
INGENIEURWISSENSCHAFTEN

Hendrik C. Kuhlmann



http://www.fluid.tuwien.ac.at/HendrikKuhlmann

©) 20082021

Hendrik C. Kuhlmann

Institut fiir Stromungsmechanik und Warmeiibertragung
Technische Universitidt Wien

Getreidemarkt 9

A-1060 Wien

Austria

Version: Sommersemester 2021

Das Frontispiz zeigt ein Beispiel von besonderen Trajektorien (schwarze Linien),
welche punktformige schwere Teilchen in einem Stromungsfeld aus schachbrettar-
tig angeordneten Wirbeln (Taylor-Green-Stromung, magenta gestrichelt) fiir lange
Zeiten annehmen konnen. Die Trajektorien besitzen hier eine hohere Periode als
die Wirbelstromung. Der Ausschnitt zeigt eine rdumliche Periode der Strémung.
Beachte, daf die schweren Teilchen der Stromung nicht exakt folgen kénnen.
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Vorbemerkungen

Ziel des Kurses ist die Vermittlung grundlegenden Kenntnisse und Féhigkeiten zur
numerischen Losung einfacher Ingenieurprobleme. Die Veranstaltung ist auch eine
niitzliche Grundlage fiir die weiterfithrenden Kurse

e 302.017 VO Grundlagen der numerischen Methoden der Stromungs- und Wér-
metechnik,

e 302.042 VO Numerische Methoden der Stromungsmechanik.

Die vorliegende erste Version, die im Laufe der Vorlesung des SS 2008 entstan-
den ist, wird sicher noch etliche Korrekturen und Verbesserungen erfahren. Dies
bezieht sich auch auf eine bessere Motivation der einzelnen Problemklassen sowie
auf die Hinzunahme weiterer Beispielrechnungen. Fiir Hinweise und Verbesserungs-
vorschlage wére ich dankbar.

H. C. K.
im Juni 2008

In der zweiten Version wurden die algebraischen Grundlagen in einen Anhang
verschoben. Es wird dem Leser geraten, sich diese Grundlagen in Erinnerung zu
rufen. Desweiteren wurden kleine Passagen zu Beginn der ersten Kapitel eingefiigt,
welche die jeweilige Fragestellungen motivieren sollen. Auflerdem wurde das Litera-
turverzeichnis aktualisiert, kleinere Fehler im Text korrigiert und der Index erstellt.
Weitere laufenden Revisionen werden sich iiber das SS09 erstrecken. Geplant sind
auch noch die weiteren Themen Fouriertransformation und, falls es die Zeit erlaubt,
Wavelets.

H. C. K.
im Marz 2009

In der aktuellen Version wurden weitere Korrekturen beriicksichtigt.

H. C. K.
im Juni 2010

Im SS 2012 wurden weitere Korrekturen des Skriptums vorgenommen und ein
kurzes Kapitel iiber symplektische Integration eingefiigt.

H. C. K.
im Juni 2012

Ab dem SS 2013 wird das Skriptum iiber das Grafische Zentrum der TU Wien
vertrieben.

H. C. K.
im Dezember 2013
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1. Vorbetrachtungen

1.1. Motivation und numerischer Ansatz

Computer werden bei der Losung von wissenschaftlichen und ingenieurméfligen Pro-
blemen in praktisch allen Bereichen standardméflig eingesetzt. Als Beispiele seien
nur die Berechnung von Satellitenbahnen genannt, die gesamte Luftfahrttechnik,
die Auslegung von Briicken und Gebduden oder die Simulation komplexer elek-
tronischer Komponenten und deren thermisches Verhalten (Kiihlung). Um solche
Probleme losen zu konnen, miissen zunachst mathematische Modelle entwickelt wer-
den. Diese bestehen in vielen Féllen aus partiellen Differentialgleichungen. Fiir de-
ren numerische Losung existieren teils umfangreiche Software-Pakete, die fiir viele
Situationen fertige Losungsmethoden bereitstellen. Der Ingenieur mufl nur noch als
Operator tétig werden. Dabei kann es mehr oder weniger zeitaufwendig sein, sich in
méchtige Softwarepakete einzuarbeiten. Die Einarbeitung in die Prozeduren an sich
bereitet bei guter Software meist jedoch keine grofien intellektuellen Schwierigkei-
ten. Schwieriger ist es dagegen, zu verstehen, wie die numerische Losung gewonnen
wird. Ein detailliertes Verstdndnis ist oft nicht mit vertretbarem Aufwand zu er-
reichen, da die Software sehr komplex sein kann und zwecks Optimierung nicht
selten auf ausgekliigelte Algorithmen zuriickgreift. Die meisten Verfahren basieren
jedoch auf gewissen Grundlagen. Deren Verstédndnis ist wichtig, wenn man auf Pro-
bleme stofit, fiir die es keine fertigen Programme gibt und fiir die man die Losung
selbst programmieren mufl. Grundlegende Kenntnisse iiber numerische Methoden
sind auch dann wichtig, wenn die Qualitit (Genauigkeit) eines numerischen Ergeb-

Natur /Technik

y

mathematisches Modell

(DGL)

y

numerisches Modell

(Algebra)
Abbildung 1.1.: Sequenz der Approximation natiirlicher numerische Losung
und technischer Vorgénge durch numerisch berechnete Da- (Daten)
ten. Bei jedem der drei Schritte entstehen Fehler.
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1. Vorbetrachtungen

nisses beurteilt werden soll. Denn die Abbildung der natiirlichen bzw. technischen
Vorginge auf ein numerisches Resultat erfolgt in verschiedenen Schritten. In der
Regel entstehen bei jeder Stufe der Approximation gewisse Fehler (Abb. 1.1).

Die Anwendung numerischer Methoden in den Natur- und Ingenieurwissenschaf-
ten, oft auch wissenschaftliches Rechnen genannt, basiert auf Techniken der nume-
rischen Analysis. Sie entstand schon vor der Erfindung des Computers als Teilgebiet
der Mathematik. Die praktische Umsetzung der Methoden der numerischen Ana-
lysis erfordert Hilfsmittel wie Computer, Betriebssysteme, Programmiersprachen,
etc. Die beiden letztgenannten Gegensténde fallen in das Gebiet der Informatik und
sind nicht (bzw. nur peripher) Gegenstand unserer Betrachtungen.

In den meisten Féllen werden die Probleme in Form von Differentialgleichungen
formuliert, auf algebraische Probleme zuriickgefiihrt und schliellich ndherungswei-
se gelost (Abb. 1.1). Das wichtigste Hilfsmittel der numerischen Analysis ist daher
die Algebra. Darum ist es erforderlich, die Grundlagen der Algebra zu beherrschen.
Zur Erinnerung sind im Anhang A die wichtigsten Regeln der Algebra zusammenge-
stellt. Es wére niitzlich, diese mathematischen Grundlagen zu Beginn dieses Kurses
zu wiederholen.

1.2. Aspekte der Modellierung

1.2.1. Modellbildung

Um ein naturwissenschaftliches oder ein technisches Problem zu l6sen, benotigt
man zundchst die Kenntnis aller Einflufifaktoren. Zuséitzlich werden die physika-
lischen Gesetze benotigt (z.B. die Newtonschen Gesetze, die ihrerseits eine nicht-
relativistische Naherung darstellen), welche die Einflufaktoren mit einer Reaktion
des Systems verbinden, z.B. mit der zeitlichen Entwicklung (Dynamik). Bei der ma-
thematischen Formulierung des Problems konnen manche Einfluifaktoren eventuell
vernachlissigt werden, wenn man keinen wesentlichen Einflufl dieser Grofien auf das
Ergebnis erwartet. Das Resultat einer derartigen Modellentwicklung besteht meist
aus einer oder mehreren partiellen Differentialgleichungen sowie gewissen Anfangs-
und Randbedingungen.

Beispiele: Wie reagiert eine diinne eingespannte Platte, wenn sie seitlich belastet
wird (Abb. 1.2)7 Zur Losung des Problems benotigt man die Differentialgleichungen,
welche die Deformationen mit den Kréften in Zusammenhang bringen. Auflerdem
spielen die Einspannbedingungen eine Rolle (Randbedingungen) sowie die anfing-
lich vorhandene Deformation (Anfangsbedingungen). Ein anderes Beispiel ist das
Absinken einer schweren Kugel in einem viskosen Fluid (Abb. 1.2b).

1.2.2. Diskretisierung

Bei kontinuierlichen Problemen besteht das Modell in der Regel aus partiellen Dif-
ferentialgleichungen. Dann sucht man im Prinzip die Losung (zum Beispiel die

2 4. €. Rublmann
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1.2. Aspekte der Modellierung

(a) (b)

P1

11
-
KQy

Abbildung 1.2.: (a) Belastung und Deformation einer diinnen Platte (nur eine Hilfte ist
blau dargestellt), die an drei Seiten fest und horizontal eingespannt ist (dicke schwarze
Umrandung) und entlang einer Seite homogen belastet wird (rote Linie). Die Deformation
entlang der Mittellinie ist {ibertrieben dargestellt. (b) Eine Kugel, die in einem viskosen
Fluid unter dem Einflufl der Schwerebeschleunigung absinkt (pa > p1).

Auslenkung der Platte in Abb. 1.2a) an allen (unendliche vielen) Raumpunkten als
Funktion der (unendlich vielen) Zeitpunkte.

In vielen Fillen 148t sich die exakte Losung aber nicht in geschlossener Form
angeben. Deshalb versucht man, die exakte Lésung mit numerischen Mitteln zu
approximieren. Bei der Diskretisierung werden die unendlich vielen Freiheitsgrade
des Systems (Auslenkung der ungestorten Platte an allen Punkten in der Ebene,
bzw. Geschwindigkeitsvektor des Fluids an alle Raumpunkten) auf einige wenige
zuriickgefiihrt, womit das Problem endlich wird. Bei diesem Schritt entstehen Dis-
kretisierungsfehler noch bevor mit der eigentlichen numerischen Rechnung begonnen
wurde.

1.2.3. Numerische Losung und maégliche Fehlerquellen

Das diskretisierte Problem mit nunmehr endlich vielen Unbekannten kann in einem
néchsten Schritt numerisch gelost werden. Da die Darstellung von Zahlen im Com-
puter eine endliche Genauigkeit besitzt (es lassen sich nicht unendlich viele reelle
Zahlen darstellen), entstehen bei diesem Schritt weitere Fehler. Dies sind die Run-
dungsfehler. Die Art der Fehler wird klar, wenn man sich verdeutlicht, dafl noch
nicht einmal die Zahl

m = 3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820974944 . . .

exakt numerisch darstellbar ist.

4. €. Rublmann 3
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1. Vorbetrachtungen

Fehlerakkumulation

Auch wenn der Rundungsfehler bei einer einzelnen Operation (z.B. einer Multipli-
kation) klein ist, so kann es doch sein, daf sich die Fehler bei vielen Operationen
(und das ist die Regel) nicht kompensieren sondern akkumulieren. Bei fehlerbehaf-
teten Daten entstehen bei einer exakten Multiplikation Fehler erster und zweiter
Ordnung

(x+ Az)(y + Ay) = vy + Ay + yAz + AzAy . (1.1)
———— ——"
1. Ordnung 2. Ordnung

Wenn die beiden Fehlerterme erster Ordnung immer dasselbe Vorzeichen haben, ak-
kumuliert der Fehler bei wiederholter Multiplikation und kann sogar gréfier werden
als das Ergebnis.

Fatale Ausloschung

Ein dhnliches Problem ist die fatale Ausléschung. Wenn sich zwei Zahlen x und
y nur um die letzte darstellbare Dezimale unterscheiden, dann steht fiir die Zahl
z = x — y nur eine Dezimalstelle zur Verfiigung, was fatal ungenau ist. Bei der
Subtraktion selbst entsteht kein Rundungsfehler. Aber alle Ergebnisse, die sich aus
der Multiplikation mit z ableiten lassen sind dann nur auf einer Dezimalstelle genau.
Sei zum Beispiel bei einer Genauigkeit von 8 Dezimalstellen

axz=ax(z—y)= (74992123 x 10%) x (1.8488409- - — 1.8488406...)
= (7.4992123 -+ x 10*) x (3.-++ x 1077) = 2.24976369 - - - x 107, (1.2)

Hierbei ist nur die erste Dezimale des Ergebnisses richtig. Man wird also versu-
chen, durch geeignete Algorithmen (Rechenvorschriften), die fatale Ausléschung zu
vermeiden.

Schlechte Kondition

Ein anderes Problem, das auftreten kann, ist eine extrem starke Abhéngigkeit des
Resultats von Fehlern in den Eingangsdaten. Man sagt dann, das Problem ist
schlecht konditioniert. Durch geeignete Umformungen (Skalierungen), die Vorkon-
ditionierung genannt werden, 148t sich dieses Problem in vielen Féllen vermeiden.
Wir werden darauf noch in Kap. 2.1.4 zuriickkommen.

Konvergenzfehler

Manchmal kann man das diskretisierte Problem nicht in einem einzigen Schritt nu-
merisch 16sen, sonder muf3 die Losung durch wiederholtes Anwenden einer bestimm-
ten Abfolge von Operationen iterativ gewinnen. Dabei wird davon ausgegangen,
daf3 nach unendlich vielen Iterationen die exakte Losung des diskreten Problems
vorliegt. Da man die Iteration aber nach endlich vielen Schritten abbrechen mu$,
verbleibt ein gewisser Abbruchfehler oder Konvergenzfehler.

4 4. €. Rublmann
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1.2. Aspekte der Modellierung

Effizienz

Bei umfangreichen Rechnungen spielt die Effizienz der Verfahren eine wichtige Rol-
le. Daher gilt es, mit moglichst wenigen Operationen das beste Ergebnis zu erzielen.
Als Beispiel betrachten wir die Berechnung der Losung eines linearen Gleichungs-
systems mit N = 20 Unbekannten

A-Z=b. (1.3)

Zur Losung konnte man die Cramersche Regel verwenden, wonach die Komponenten
x, des Losungsvektors durch

— det A,
" detA

gegeben sind, wobei die Matrix A,, dadurch entsteht, indem man
die n-te Spalte von A durch den Vektor b ersetzt. Bei dieser
Methode miissen N + 1 Determinanten berechnet werden. Die
Determinante einer 20 x 20 Matrix A (was sehr klein ist) kann
man mit Hilfe der Leibniz-Formel aus den Matrixelementen a; ;
berechnen

(1.4)

Gabriel Cramer*
1704-1752 det A = Z sgn(0) a1,6(1) - AN,o(N), (1.5)

oESN

wobei o eine Permutation von {1, ..., N} ist und Sy die Menge aller Permutationen
von {1,..., N}. Da es N! verschiedene Permutationen von {1, ..., N} gibt, sind zur
Berechnung einer Determinante ~ N! Operationen erforderlich. Mit N = 20 ist
N! > 108, Der Intel Core i7 980 XE (ca. 2010) machte bestenfalls ca. 100 GFLOPS
(= 10" FlieBkomma-Operationen pro Sekunde). Damit ergibt sich eine gesamte
Rechenzeit von 7" > 100d.

Wenn man andererseits das Gaufsche Eliminationsverfahren
(Kap. 2.1.1) verwendet, bei dem keine Determinante berechnet
werden muf}, kann man die Losung 7 in ca. N® = 8000 Opera-
tionen erhalten, was mit dem Intel Core i7 980 XE in ~ 10~ "s
erfolgen wiirde. Fiir sehr groBe Systeme (N > 10°) ist dieser
Aufwand aber immer noch zu hoch und man sucht Verfahren,
die mit N? oder noch weniger Rechenoperationen skalieren. Da-

< bei mufl man allerdings die Struktur der Matrix ausnutzen. Je
Gottfried ~ Wil- or¢Ber die Zahl der Unbekannten ist, desto wichtiger wird die

helm von Leibniz  Effizienz der Berechnung.
1646-1716

*Gabriel Cramer war ein Schweizer Mathematiker. Im Jahr 1750 veroffentlichte er das Buch
Introduction a lanalyse de lignes courbes algébriques. In einem der Anhénge findet sich eine
Formel zur Losung linearer Gleichungssysteme, die spater als Cramersche Regel bekannt wird.
Sie gab den Anstofl zur Entwicklung der Determinantentheorie.
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1. Vorbetrachtungen

1.3. Programmierung

Beim Schreiben von Programmen sollte man von vorn herein einige Regeln beach-
ten, die zwar zunéchst etwas Mehraufwand bedeuten, auf lingere Sicht aber viel
Arbeit ersparen kénnen. Die Regeln werden umso wichtiger, je umfangreicher die
Programme werden. Hierzu zéhlen

e Zuverlissigkeit Das Programm sollte frei von Fehlern sein. Dazu
mufl man es ausgiebig testen. Dabei werden die numerischen Er-
gebnisse mit exakten oder anderen bekannten numerischen Daten
(Benchmarks) fiir alle repriasentativen Parameter verglichen. Die
wichtigsten Test sollten dokumentiert werden.

e Robustheit Das Programm sollte zuverléssig und robust sein. Das
heifit, es sollte fiir alle relevanten Eingangsdaten hinreichend ge-
naue Ergebnisse liefern. Falls gewisse Eingangsdaten zu singu-
larem Verhalten oder ungenauen Ergebnissen fiihren, sollte der
Nutzer gewarnt werden.

e Portierbarkeit Das Programm sollte so geschrieben sein, dafi die
Eingangs- und Ausgangsdaten klar iibergeben werden. Es sollte
eine hohere Programmiersprache verwendet werden. Auf maschi-
nenabhéngige Tricks sollte verzichtet werden.

e Wartungsfreundlichkeit Das Programm sollte gut strukturiert
und modular aufgebaut sein. Die Variablennamen sollten sinnvoll
sein. Die einzelnen Teilschritte sollten im Programm selbst gut
kommentiert sein, so dafl ein anderer Nutzer sofort versteht, was
in jedem Schritt gemacht wird. Bei umfangreichen Programmen
mit vielen Ein- und Ausgabeoptionen ist eine separate Dokumen-
tation wichtig.

Es gibt eine exzellente frei verfiighare Programm-Bibliothek, welche Ldser fiir die
wichtigsten elementaren Probleme zur Verfiigung stellt. Sie heiit LAPACK (Line-
ar Algebra PACKage), ist in FORTRAN geschrieben und wird von international
renommierten angewandten Mathematikern gewartet und weiterentwickelt.! LA-
PACK greift auf die noch elementareren Routinen zuriick, die von BLAS (Basic
Linear Algebra Subprograms) zur Verfiigung gestellt werden.

Eine sehr niitzliche hohere Umgebung stellt MATLAB dar (MATrix LABora-
tory). Dies ist eine kommerzielle, plattformunabhéngige Software, mit deren Hilfe
mathematische Probleme komfortabel gelost und graphisch ansprechend dargestellt

Worldaufer von LAPACK waren LINPACK und EISPACK.
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1.4. FlieBkomma-Arithmetik

werden konnen. Das Besondere an MATLARB ist die matrix-orientierte Programmie-
rung. Hierdurch kann die Kodierung in vielen Féllen sehr einfach erfolgen, da man
nicht alle Indizes immer explizit anfiihren muf}. Nicht-kommerzielle Alternativen
zu MATLAB sind Scilab und Octave. In letzter Zeit ist Python immer beliebter
geworden.

Ein weiteres niitzliches Hilfsmittel ist das symbolische Rechnen. Softwarepakete
MACSYMA, REDUCE, MAPLE und MATHEMATICA ermdglichen, gewisse ex-
akte Operationen mit mathematischen Ausdriicken durchzufiihren. Dazu z&hlt zum
Beispiel das Vereinfachen von komplizierten Formelausdriicken, exaktes Integrie-
ren oder exaktes Dividieren von rationalen Ausdriicken. Die Ergebnisse sind immer
exakt im Gegensatz zum numerischen Rechnen, das prinzipiell fehlerbehaftet ist.

Wenn man ein Problem numerisch 16sen will, gibt es zwei Aspekte zu beach-
ten. Die Verifikation und die Validierung. Die Verifikation ist die Uberpriifung des
numerischen Codes hinsichtlich einer fehlerfreien Implementierung (s.o.). Zur Ve-
rifikation werden normalerweise bestimmte Testfille (benchmarks) berechnet und
die Ergebnisse mit denjenigen anderer Autoren verglichen. Handelt es sich um ei-
ne numerische Approximation (zum Beispiel einer Stromung), dann mufl auflerdem
gezeigt, werden, dafl das numerische Ergebnis bei einer beliebigen Erhohung der
Genauigkeit (Gitterverfeinerung) gegen den korrekten Grenzwert konvergiert. Die
Validierung bezieht sich auf ein physikalisches Modell. Zur Validierung eines Mo-
dells (Approximation der Realitéit) mufl gezeigt werden, dafl die Ergebnisse der
Modellrechnung fiir alle moglichen Bedingungen hinreichend genau der Realitét
entsprechen. Dies macht in der Regel einen Vergleich mit Experimenten erforder-
lich (siehe dazu auch Roache, 2009).

1.4. FlieBkomma-Arithmetik

Zahlen werden im Computer bindr dargestellt. Dies ist durch die elektronische Rea-
lisation bedingt (leitender/nicht leitender Zustand). Die elementare Einheit ist ein
Bit. Es kann die beiden Werte 0 und 1 annehmen. Mit 8 Bit kann man daher
28 = 256 Werte (0 bis 255) darstellen. 8 Bit werden zu 1 Byte zusammengefaft.?

Eine Untermenge der ganzen Zahlen Z kann exakt dargestellt werden. Die Be-
schrankung wird durch die Anzahl der zur Darstellung zur Verfiigung stehenden
Bits diktiert. Bei integer*4® stehen 4 Byte = 4 x 8 Bit = 32 Bit zur Verfiigung.
Damit kann man 232 = 4294 967 296 Werte darstellen, also den Bereich von 0 bis
4294 967295. Wenn man ein Bit fiir das Vorzeichen verwendet, lassen sich mit 4
Byte die ganzen Zahlen aus dem Intervall [—2 147 483 647, 2 147 483 648] darstellen.
Dies sind 10 Dezimalstellen.

Bei der Darstellung der reellen und der komplexen Zahlen R bzw. C ist neben
der Groflenbeschrankung auch zu beachten, dafl zwischen den darstellbaren Zahlen

22 Byte stellen ein Wort (16 Bit) dar und 4 Byte stellen ein Doppelwort (32 Byte) dar.
3Die 4 bezeichnet hier die zur Verfiigung stehenden Bytes.
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1. Vorbetrachtungen

11 52
s f
Ulooar 02721 0

Abbildung 1.3.: Aufteilung der 8 Bytes einer real#*8 Flielkommazahl in ein Vorzeichen-
Bit s, 11 Exponent-Bits e, und 52 Mantissen-Bits f. Die untere Zeile gibt den Wertebe-
reich an, den s, e und f annehmen koénnen.

Liicken entstehen. Die Groflenbeschriankung ist meist nicht das Problem — aufler
eventuell bei der Berechnung von Determinanten.

Bei den FliefsSkomma-Zahlen ' C R wird die Position des Kommas separat ab-
gespeichert und man hat eine gewisse Anzahl von Dezimalen fiir den Wert zur
Verfiigung. Daher skaliert der Abstand der Zahlen auch mit ihrer GroBe.* Fiir ein-
fache und doppelte Genauigkeit werden fiir reelle Zahlen 4 bzw. 8 Bytes verwendet.
Dies sind 4 x 8 = 32 bzw. 8 x 8 = 64 Bits. Wenn man eine exponentielle Dar-
stellung verwendet und fiir das Vorzeichen und den Betrag des Exponenten 8 bzw.
12 Bits verwendet, so verbleiben zur Darstellung der Mantisse 24 Bits (einfache
Genauigkeit) bzw. 52 Bits (doppelte Genauigkeit).

Einfache Genauigkeit ist oft nicht ausreichend. Daher betrachten wir eine Flief3-
kommazahl mit doppelter Genauigkeit real*8, wofiir 64 Bit zur Verfiigung stehen.
Dies sind 25 = 18446 744073709551 616 Werte. Nach dem IEEE-Standard 75/°
wird eine reelle Zahl in der Form

- (_1)52(e—1023) (1 + %) (1.6)

m=1+f'

dargestellt, wobei von den 64 Bit 1 Bit fiir das Vorzeichen (s = 0,1), 11 Bits fiir
den Exponenten e (Basis 2) und 52 Bits fiir die Mantisse m verwendet werden, die
meistens normiert als m = 1+ f’ dargestellt wird. Hierbei regelt 0 < f' = f/2%% < 1
die Nachkommastellen (Abb. 1.3). Die reellen Zahlen aus dem Intervall [1,2) werden
nach dem [EEE-Standard 754 dargestellt als

m=1+f =1+0,1+221+2x2°2 143 x27%2 1+ (2°2 -1)27

J

~
252 Werte

(1.7)
diejenigen aus dem Intervall [2,4) wiren dann

mx2 = 240,242 24+2%x27% 243x275 24 (221277 (1.8)

J/

TV
252 Werte

4Bei sogenannten Festkommazahlen ist der Abstand zwischen zwei Zahlen immer gleich grof.
SSiehe http://754r.ucbtest.org/standards/754.pdf. Der Link hat sich zwischenzeitlich geindert.
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1.4. FlieBkomma-Arithmetik

und so weiter. Der relative Abstand benachbarter Zahlen ist also nie grofler als
2752 ~ 2.22 x 10716, In Matlab ist dies identisch mit der relativen Genauigkeit
.5 Die Zahlen F scheinen also relativ dicht zu liegen.”
Fiir den Exponenten e stehen im Prinzip 2!! = 2048 Werte zur Verfiigung. Die
Werte e = 0 und e = 2047 werden aber zu Darstellung von 0, NaN und INFINITY
folgendermafen verwendet:®

1. Falls e = 2047 und f # 0, dann ist z = NaN, unabhéngig von s,
2. Falls e = 2047 und f = 0, dann ist wie in (1.7) x = (—1)° INFINITY,
3. Falls 0 < e < 2047, dann ist z = (—1)%2¢71923 (1 + '),

4. Falls e = 0 und f # 0, dann ist x = (—1)*2°71922(0 + f’) (denormalisierte
Zahlen),

5. Falls e =0 und f =0, dann ist x = (—1)°0 (Null mit Vorzeichen).

Damit verbleibt ein ganzzahliger Bereich e € [1,2046], womit fiir den Exponenten
e — 1023 der Bereich [—1022,1023] zur Verfiigung steht. Folglich ergibt sich der
Betrag der groBten darstellbaren Zahl zu [1 + (1 — 27°2)] x 219 ~ 1.798 x 103,
Die vom Betrage her kleinste darstellbare Zahl ist (14 0) x 271922 ~ 2,225 x 107308,
Wenn man die exakten Rechenoperationen +, —, x und / allgemein mit x und
deren diskrete Versionen mit ® bezeichnet, dann sollte im Idealfall immer gelten

r®y=(xxy)(l+e), (1.9)

mit einem relativen Fehler ¢ < €aschine. Flr die meisten heutigen Computer ist
dies der Fall. Die Maschinengenauigkeit sollte dann im Bereich €ypaschine ~ 2724
(einfache Genauigkeit, 32 Bit) bzw. 2752 (doppelte Genauigkeit, 64 Bit) liegen.
Dies sind =~ 6 x 107® bzw. ~ 1070, Dieselbe Relation sollte auch fiir Operationen
mit komplexen Zahlen gelten, wobei jedoch €,a5chine fiir die Multiplikation und die
Division um einen Faktor von 232 bzw. 2°/2 zu vergréBern sind.

Durch die Rundung bei Rechenoperationen geht im allgemeinen auch die Asso-
ziativitit der Addition verloren, d.h.

(a®b)dc#(bdc)®a. (1.10)

Das Ergebnis hiangt davon ab, welche Zahlen zuerst miteinander verkniipft werden.
Ahnliches gilt auch fiir das Distributivgesetz.

6Matlab rechnet intern mit real*8, zeigt die Zahlen aber normalerweise mit nur 4 Nachkomma-

stellen dar. Wenn man eine genauere Anzeige mochte, kann man dies mit oder
erreichen.

"Bei einigen Algorithmen kann dies trotzdem problematisch sein, so da man zu einer noch
hoherer Genauigkeit iibergehen mufl.

8Fiir die Details, siehe http://754r.ucbtest.org/standards/754.pdf.

9Der Intel Pentium von 1994 lieferte fiir doppelte Genauigkeit zuniichst nur ein €maschine =
6.1 x 1076, Dies ist 11 Gréfenordnungen zu gro. Der Fehler konnte aber durch Korrektur einer
Datentabelle behoben werden.
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2. Losung linearer
Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme tauchen in sehr vielen Problemen auf. Ein typisches
Beispiel ist die Losung eines linearen Randwertproblems (Kap. 5.3). Die Matri-
zen werden insbesondere bei dreidimensionalen Randwertproblemen und bei einer
hohen Gitterauflosung sehr grofl. Nichtlineare Probleme werden meistens iterativ
gelost. Auch hierbei ist in jedem Iterationsschritt ein lineares Problem zu losen
(siehe z.B. Kap. 3.5.6).

Lineare Gleichungssysteme mit geringer Dimension kann man mit einem direkten
Loser behandeln. Ist die Anzahl der Unbekannten aber sehr grof}, so wird man eine
numerische Ndherung mit Hilfe eines schnellen iterativen Verfahrens anstreben.

2.1. Direkte Verfahren fiir lineare Systeme

2.1.1. GauB-Verfahren

Das Gaufs- Verfahren ist ein universelles und direktes Verfahren zur Losung linearer
Gleichungssysteme B

A-Z=b (2.11)
mit voll besetzter Matriz A. Das Gauf-Verfahren beruht auf der Idee, das Problem
sukzessive auf kleinere Systeme zuriickzufithren. Dazu betrachten wir die Matrix

Ay A A .. Al X(—A21/A11) 4 x(—A31/A11)
Agl A22 A23 e AQN (:|+ —‘
. . . . +
N . . (2.12)
ANI AN2 AN.?) <. ANN

Die der Matrix-Gleichung (2.11) zugrundeliegenden Gleichungen fiir die Kompo-
nenten des Losungsvektors konnen beliebig vertauscht, mit Faktoren multipliziert
oder voneinander subtrahiert werden. Daher kénnen wir die Matrix durch Zeilen-
operationen in eine andere Matrix iiberfithren, ohne daf§ sich die Losung 7 éndert.
Dieselben Operationen miissen natiirlich auch auf den Vektor b angewandt werden.

Wie in (2.12) angedeutet, iiberfithren wir A in eine Matrix, in der alle Elemen-
te in der Spalte unterhalb von A;; gleich Null sind. Damit ist das System mit
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2. Lésung linearer Gleichungssysteme

N Unbekannten in ein System der Dimension N — 1 iiberfiihrt worden, denn die
Gleichungen entsprechend den Zeilen n = 2,..., N enthalten nun nicht mehr die
Unbekannte ;. Dieses Verfahren wird nun weitergefiihrt, wobei im zweiten Schritt
mit Hilfe der zweiten Zeile die Matrix-Elemente Agss, ..., Ayo auf Null gebracht wer-
den. Wenn man dies fortsetzt, hat man am Ende ein Problem, in dem nur die obere
Dreiecksmatriz besetzt ist:

Ay A o0 Ay
Ay . A

A= 2 = (2.13)
thN

Hierbei wurden fiir die obere Dreiecksmatrix U dieselben Symbole A;; verwendet,
obwohl nur die erste Zeile von A und die Komponente b; von b gleichgeblieben
sind. Alle anderen Elemente wurden modifiziert. Da man die urspriinglichen Ele-
mente aber nicht mehr benétigt, konnen die entsprechenden Speicherplétze mit den
neuen Eintrdgen iiberschrieben werden. Dieser Teil des Algorithmus wird forward
elimination genannt.

Nun kénnen wir das Problem leicht 16sen, denn mit (2.13) ergibt sich aus der
letzten Gleichung von (2.11)

by

= 2.14
Ton (2.14)

TN
Dieses Resultat kann in Gleichung N —1 eingesetzt werden, um die Gleichung N —1
nach zy_; aufzulosen. Wenn man dies sukzessive von n = N riickwérts bisn = 1
weiterfiihrt, erhalten wir aus der n-ten Gleichung (n-te Zeile von U)

N
Ay + > Apkitp = by, (2.15)

k=n-+1

J/

bekannt

mit der Losung

N
bn _'E:k:n+1f4nk$k
Ann

Ty = (2.16)
Alle Koeffizienten A, und b, sind aus der forward elimination bekannt und die
Komponenten des Losungsvektors xy mit £ > n wurden in den vorherigen Schritten
berechnet. Dieser Teil des Algorithmus wird back substitution genannt.

Die forward elimination kostet ~ N3/3 Operationen' und ist damit wesent-
lich aufwendiger als die back substitution mit ~ N?/2 Operationen. Die Gauf}-

IDie Anzahl der Operationen fiir groe N ist o Zgﬂ k? ~ fON k?dk = N3/3, weil in jedem
Eliminationsschritt Untermatrizen der Grofle k x k neu berechnet werden miissen. Fiir die back
substitution benotigt man dagegen nur o Z,ivzl k~ fo kdk = N?/2 Operationen.
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2.1. Direkte Verfahren fiir lineare Systeme

Elimination ist also sehr rechenintensiv, aber fiir vollbesetzte Matrizen gibt es prak-
tisch kein anderes Verfahren, das wesentlich besser wire.?

Bei der Diskussion des Gauf-Algorithmus haben wir angenommen, dafl die Dia-
gonalelemente von Null verschieden sind. Falls dies einmal nicht der Fall sein sollte,
kann man die betreffende Zeile n mit einer anderen Zeile m > n vertauschen. Wenn
die Matrix regulér ist, gibt es dort immer ein von Null verschiedenes Matrixelement.
Die Zeilenvertauschung entspricht nur einer Vertauschung der Gleichungen.

Wenn die GauB-Elimination auf grofle voll-besetzte Matrizen angewandt wird,
kann es zu einer Akkumulation von Fehlern kommen (Golub and van Loan, 1989).
Um dies zu vermeiden, sollten die Diagonalelemente ( Pivot- Elemente) betragsméfig
so grofl wie méglich sein.? Denn dann sind die Multiplikatoren im Gauf-Verfahren
(siehe (2.12)) moglichst klein und Rundungsfehler werden minimiert. Um die Pivot-
Elemente betragsméfig zu maximieren, werden vor der Eliminierung einer Spalte n
die Zeilen mit m > n unterhalb des aktuellen Diagonalelements so vertauscht, dafl
auf der Diagonale das betragsméfig groffitmogliche Element steht. Diese Strategie
nennt man 7Teilpivotisierung. Bei der Totalpivotisierung werden Zeilen und Spalten
der jeweilige Untermatrix vertauscht, so dal das betragsméafig grofite Element der
Untermatrix auf die Diagonalposition kommt. Weil die vollstandige Pivotisierung
mit einem groBen Mehraufwand verbunden ist, wird meist darauf verzichtet.*

Die GauB-Elimination 148t sich nicht gut vektorisieren oder parallelisieren. Sie
wird daher relativ selten bei Problemen mit sehr vielen Unbekannten (z.B. CFD-
Problemen) verwendet.

2.1.2. LU-Zerlegung

Eine wichtige Variante der Gauf-Elimination ist die LU-Zerlegung. Hierbei wird
A =L-U in ein Produkt aus einer unteren (L) und einer oberen Dreiecksmatrix (U)
zerlegt. Diese Zerlegung ist vorteilhaft, wenn man mehrere Losungen von (2.11) fiir
verschiedene rechte Seiten b berechnen mus.

Den ersten Schritt der Gauf}-Elimination, bei welcher alle Elemente unter dem
Element A;; zu Null gemacht werden, kann man auch als Matrix-Multiplikation

’Die Verwendung der Cramerschen Regel (1.4) ist ausgeschlossen, da hierzu O(N!) Operationen
notig wiren. Die erforderliche aufwendige Berechnung von Determinanten sollte also tunlichst
vermieden werden.

3Ansonsten konnen fatale Fehler auftreten, zum Beispiel wenn eine kleine Zahl von einer sehr
groflen Zahl abgezogen wird, deren absolute Ungenauigkeit grofer ist als der kleine Subtrahend.
Dann éndert sich die grofle Zahl nicht, was zu singuldrem Verhalten fithren kann.

4Bei diagonaldominanten oder symmetrischen positiv definiten Matrizen ist keine Teilpivotisie-
rung erforderlich. Trotzdem kann die Genauigkeit bei positiv definiten Matrizen durch Teilpi-
votisierung etwas verbessert werden.
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2. Lésung linearer Gleichungssysteme

L; - A schreiben, wobei

1 0 1
T e R I B (2.17)
' 1 lNl . 0 _l.Nl . 1
Y 7 g g

ist, mit ly1 = Ag1/A11, kK = 2,...,N. Da in der Matrix C; nur die erste Spalte
von Null verschieden ist, gehen in das Produkt C; - A nur die Elemente der ersten
Zeile von A ein.” Im n-ten Zwischenschritt kann man die Elimination als Matrix-
Multiplikation mit

1
L,=1-C, = L (2.18)
" " _ln+1,n 1 .
—Inn 1
auffassen, wobei
Agn
lk,n:Ak . k=n+1,...,N. (2.19)

Alle Matrizen L,, sind untere Dreiecksmatrizen. Die Gauf3-Elimination, welche auf
eine obere Dreiecksmatrix fiihrt, 148t sich also als eine Sequenz von Multiplikationen
mit unteren Dreiecksmatrizen darstellen

L

Damit haben wir U. Wenn man L invertieren konnte, so dafl A = Lt U, und wenn
diese Inverse eine untere Dreicksmatrix wire, dann hétte man die LU-Zerlegung
erreicht. Dazu beachten wir, dafl alle Matrizen L,, regulér sind, da die Determinanten
gleich 1 sind. Demnach ist ihr Produkt L auch regulér. Es ist leicht zu sehen, daf3
ein Produkt zweier unterer Dreiecksmatrizen wieder eine untere Dreiecksmatrix ist.
AuBlerdem kann man L,, leicht invertieren. Die Inverse erhilt man einfach durch
Vorzeichenwechsel vor den Elementen [, ,,, denn

Lnl-Ln:(|+Cn)~(|—Cn):|+Cn—cn—cn-ocn:| (2.21)
Damit kann man die Inverse von L sofort angeben, denn mit
L7t Ly, Lyey e Lo Ly =1 (2.22)
(o1 o
SMit C - A = Zj Ci(jl)Ajk = CZ-(ll)Alk tragt nur 7 = 1 zum Ergebnis bei.
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2.1. Direkte Verfahren fiir lineare Systeme

erhalten wir die gesucht untere Dreiecksmatrix der LU-Zerlegung
Li=LCt=170 Ly, (2.23)
Die Inverse L1 ist also auch wieder eine untere Dreiecksmatrix.® Damit kann man
(2.20) nach A auflésen
A=L"'.U=L-U. (2.24)
Da alle Dreicksmatrizen L,, Einsen auf der Diagonale haben, hat auch L Einsen auf

der Diagonale.
Man kann nun zeigen (siehe unten), dafi’

1
@ 1
g
L=L Lyt Ly, = A_31 A_?Q 1 : (2.25)
11 22
Ayt A Avn-1
Ay Ay AN71,N71

In die Matrix L gehen also gerade jene Faktoren ein, die bei der Gauf-Elimination
berechnet werden miissen. Damit kostet die LU-Zerlegung genausoviel wie die Gauf3-
Elimination. Die Gau-Elimination liefert U und ganz nebenbei L ohne zusétzlichen
Aufwand. Auflerdem kann man fiir L denselben Speicherplatz wie fiir die untere
Dreieckshélfte von A verwenden, denn die Zwischenergebnisse miissen nicht explizit
gespeichert werden.

Um (2.25) zu zeigen, definieren wir den n-ten Spaltenvektor

0
= ¥ (2.26)
anrl,n
lN,n
Sei €, der Einheitsvektor, der eine 1 in der n-ten Zeile besitzt und 0 sonst. Dann
ist L, = | — [,,&,, = | — C,,.® Damit erhalten wir fiir das Produkt
Lj-gh:(Lﬂk@.o+ﬁﬂaﬂ):|+ﬁa+ﬁﬂaﬂ, (2.27)

6Ganz allgemein kann man zeigen, daf die Inverse einer unteren (oberen) Dreiecksmatrix auch
wieder eine untere (obere) Dreiecksmatrix ist.

"Beachte, da nur die Koeffizienten A,,; aus der urspriinglichen Matrix stammen. Die Elemente
Apo, ... werden im Laufe der Gauf-Elimination wiederholt iiberschrieben.

8 Mit l_;é’n ist das dyadische Produkt gemeint. Dann ist die Reihenfolge der Faktoren wichtig und

der zweite Faktor ist eigentlich transponiert zu nehmen. Also {l_;é'n} = [fn} (€]
ij

i J
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2. Lésung linearer Gleichungssysteme

—

denn es ist €, - [,41 = 0. Damit ist

1
l21 1

L=L; Lyt = 1+ 0E+. . Ay ey = |l D2 1 . (2.28)
Inv In2 o0 vy 1

Mit der LU-Zerlegung (2.24) kann man das lineare Problem A-Z=L-U-Z =10

in zwei Stufen 16sen, wenn man U - & =: i/ definiert, also

(2.29a)
. (2.29b)

!

8
Il
S

L.

uU-
Die beiden Gleichungen kénnen nun sukzessive mittels back substitution effizient
gelost werden, zuerst (2.29a) und dann (2.29b). Wenn man Losungen fiir verschie-
dene Vektoren b auf der rechten Seite sucht, ist die LU-Zerlegung vorteilhaft. Denn
die LU-Zerlegung mufl nur einmal durchgefiihrt werden, da die Kenntnis von b dazu
nicht erforderlich ist. Dann erhélt man die verschiedenen Losungen jeweils mit nur
O(N?) Operationen.

Nicht jede Matrix A kann LU-zerlegt werden. Wenn aber die Determinanten aller
Untermatrizen det |A(1:n,1:n)| # 0 fiir alle n € [1, N — 1] von Null verschieden
sind, dann ist A LU-zerlegbar (hinreichende Bedingung). Wenn A auflerdem regulér
ist, d.h. det |A| # 0, dann ist die LU-Zerlegung eindeutig (Golub and van Loan,
1989).

In MATLAB kann man mit die Matrizen . und U erhalten,

welche die LU-Zerlegung von A darstellen. Dann kann man das Gleichungssystem
A -7 = b losen, indem man es mit Hilfe des MATLAB-Befehls \ nach ¥ auflost:

2.1.3. Tridiagonale Systeme

Eine besonders effiziente Losung existiert fiir tridiagonale Systeme. Diese ergeben
sich zum Beispiel bei der Diskretisierung einer gewthnlichen Differentialgleichung
zweiter Ordnung (eindimensionales Problem) mittels zentraler finiten Differenzen.
So hat (5.389) in Kap. 5.3.1 die Form

by
as by Co

Un-1 bno1 Cno JX(‘“"/”"*” T=d (2.30)

Qp, bn Cn

an—1 by-1 cnoa
an by

16 4. €. Rublmann
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2.1. Direkte Verfahren fiir lineare Systeme

Dirichlet-Randbedingungen der DGL gehen dabei in die Elemente d; und dy ein.
In der Matrix sind nur die Hauptdiagonale und die beiden ersten Nebendiagonalen
besetzt. Die untere Nebendiagonale a, kann man mit dem Gaufl-Schema eliminie-
ren. Wenn der Algorithmus schon bis zur Zeile n — 1 durchgefiihrt wurde, d.h. wenn

as = ... = a,—1 = 0 schon eliminiert wurden, dann wird in der nichsten Zeile a,,
durch a
Zeile(n) —  Zeile(n) — 3 " x Zeile(n — 1) (2.31)
n—1

eliminiert. Die neuen Matrix-Elemente der Zeile n von A und das neue Element d,,
ergeben sich dann zu

a, —  Q, — b—bn,l =0, (2.32)
n—1

bn — bn &Cnfh (23?))
bnfl

C, —  Cp— ban x 0 =c,, (2.34)
n—1

d, —s d,— ba—"dn_l. (2.35)
n—1

Dieser sogenannte forward sweep fithrt auf die einfache obere Dreiecksmatrix”

by
by co

8y
I
a

(2.36)

bnvo1 en-—a
N

wodurch das Gleichungssystem mit back substitution gelost wer-
den kann. Wenn zy,xn_1,...,Z541 schon berechnet wurden,
dann ergibt sich z,, aus

dn — CpTp41

by

Dieses Verfahren wird auch Thomas-Algorithmus oder TDMA
(Tri-Diagonal Matriz Algorithm) genannt. Der Algorithmus ist
Llewellyn Hilleth  hegonders 6konomisch, denn die erforderlichen Operationen ska-
Thomas lieren linear mit der Anzahl N der Unbekannten. Effizienter
1903-1992 geht es praktisch nicht. Wenn immer méglich wird daher die-
ser Algorithmus bzw. Varianten davon benutzt. Der Thomas-
Algorithmus kann leicht auf Systeme mit mehreren Diagonalen

bpTyn + Cotpi1 =d, = T, = (2.37)

9Beachte, dafl die modifizierten Werte hier dieselbe Bezeichnung haben.
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2. Lésung linearer Gleichungssysteme

erweitert werden. Aulerdem kann man damit Systeme l6sen, deren Matrizen eine
Block-Tridiagonalstruktur besitzen. Dann sind alle obigen Operationen vektoriell zu
verstehen.

Im dem Spezialfall, dafl alle Elemente einer Diagonale denselben Wert besitzen,
kann man das System noch effizienter 16sen. Dies kann man mit zyklischer Reduktion
erreichen, die nur O(In N) Operationen benétigt.

2.1.4. Kondition eines linearen Problems

Das Gauf3-Verfahren mit Teilpivotisierung ist ein robuster direkter Loser. Ohne
Pivotisierung ist es aber fiir groe Matrizen instabil. Auch konnen Probleme ent-
stehen, wenn ein Gleichungssystem schlecht konditioniert ist. Eine schlechte Kondi-
tion bedeutet, dafl die numerische Losung duflerst sensitiv von den Matrixelementen
oder von der rechten Seite der Gleichung abhingt. Im Extremfall ist eine numerische
Losung gar nicht moglich.

Ein Beispiel

Das Verhalten sei an einem Beispiel demonstriert. Dazu nehmen wir an, daf§ die
verwendete Arithmetik nur eine Genauigkeit von 3 signifikanten Dezimalstellen be-
sitzt. Wir betrachten das Problem

0.83221 + 0.448z5 = 1.00, (2.38a)
0.784z; 4+ 0.421z5 = 0. (2.38b)
Mit A 0.784
log = =28 — 2227 0.942308 ... ~ 0.942 2.39
L7 AL 0.832 ’ (2.39)

wobei die roten Ziffern der Rundung zum Opfer fallen, erhalten wir die neuen
Matrixelemente

AL = 0.421 — 0.942 x 0.448 = 0.421 — 0.422016 ... ~ —0.001, (2.40)
b =0 — 0.942 x 1.00 = —0.942. (2.41)

Dies fithrt auf das System

0.832; + 0.448z5 = 1.00, (2.42a)
—0.001zy = —0.942. (2.42b)

Backsubstitution ergibt die berechnete Losung
1 = —506 (—439) und  my = 942 (817). (2.43)

In Klammern ist die auf drei Stellen genaue ezakte Losung angegeben. Der Fehler
der Losung durch das Gauf-Verfahren betriagt ~ 15 %.

18 4. €. Rublmann
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2.1. Direkte Verfahren fiir lineare Systeme

Um der Ursache fiir diese Abweichung auf den Grund zu gehen, kann man sich
fragen: Wie sieht denn das Gleichungssystem aus (Koeffizienten /Lj), dessen exakte
Losung (2.43) ist? Dazu setzen wir das erhaltene Ergebnis (2.43) riickwiérts in die
Gleichungen ein, wobei wir

e dieselbe rechte Seite b verwenden,

e dasselbe A;; = 0.832 = 12111 verwenden, da diese Grofle im Gauf3-Verfahren
nicht verdndert wurde, und

e denselben Faktor ly; = 0.942 verwenden wie in (2.39). Dadurch wird Ay =
1211411 = 0.942 x 0.832 = 0.783744 festgelegt.

Mit (21, 77) nach (2.43) konnen wir dann die noch fehlenden Matrixelemente Ay
und Ay bestimmen. Die erste Gleichung (2.38a) liefert

0.832 x (—506) + Ay x 942 =1, (2.44)
mit dem Ergebnis Ay, = 0.447974. Die zweite Gleichung (2.38b) ergibt
0.783744 x (—506) + Agy x 942 = 0, (2.45)
was auf Ay = 0.420992 fithrt. Insgesamt man also das Gleichungssystem mit A

0.832x; + 0.44797425 = 1.00, (2.46a)
0.783744x, + 0.420992z5 = 0. (2.46b)

Seine exakte Losung ist (2.43). Die Anderungen der Koeffizienten fll-j gegeniiber A;;
(2.38) sind blau hervorgehoben. Die maximale Abweichung der Koeffizienten von
denjenigen aus (2.38) betriagt ~ 0.03 %. Diese kleine Variation fiihrt auf eine grofie
Variation (15 %) der exakten Losung, was einer Verstarkung um einen Faktor von

944

943

T2 942

941

a1 T

I
Abbildung 2.1.: Die Losungen der beiden Gleichungen (2.38) in der Nidhe des Punktes

(2.43) (blau), den man als Schnittpunkt mittels Gau-Verfahren und drei signifikanten
Stellen erhilt. Die beiden Geraden sind fast parallel.
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2. Lésung linearer Gleichungssysteme

ca. 500 entspricht! Diese Sensitivitit liegt daran, dafi die Matrix in (2.38) beinahe
singulér ist. Fiir ein 2 x 2-System 148t sich die Singularitdt geometrisch interpretie-
ren. Die beiden Geraden, die durch die beiden Gleichungen in (2.38) beschrieben
werden, sind fast parallel. Eine kleine Anderung der Steigung oder des Achsenab-
schnitts einer der Geraden hat dann eine extreme Verschiebung des Schnittpunkts
zur Folge. Beide Geraden aus (2.38) sind zusammen mit dem berechneten (falschen)
Schnittpunkt in Abb. 2.1 gezeigt.
Wenn man das gegeniiber (2.38) leicht verédnderte System

0.8322, + 04485 = 1.00, (2.472)
0.784z1 + (0.421+¢€) x5 = 0, (2.47D)

betrachtet, dann dndert sich die Steigung einer der beiden Geraden mit e. Es gibt
dann einen Wert ¢ = 0.00115384615 .. ., fiir den beide Geraden parallel sind. Das
System ist dann singulér. In der Umgebung von €* gibt es jedoch unendlich viele
Werte e, fiir welche (2.47) nahezu singulér ist.

Im allgemeinen (d.h. bei zufilligen Matrizen) ist es relativ unwahrscheinlich, dafl
eine Matrix singulér ist. Normalerweise ist es daher kaum moglich, allein von der
Problemstellung darauf zu schliefen, ob eine Matrix singuldr oder nahezu singulér
ist oder nicht. Man kann aber die resultierende Matrix hinsichtlich ihrer Konditio-
nierung untersuchen. Ein Maf fiir die Kondition ist die Konditionszahl.

Kondition einer Matrix

Ein klassisches Beispiel fiir eine schlecht konditionierte Matrix
ist die Hilbert-Matrix

1 1/2 ... 1/N
- 1{2 1/3 ) 1/(N:+1) (2.48)
1/N 1N —1)
David Hilbert Bei Verwendung einfacher Genauigkeit (ca. 8 Dezimalstellen) un-
1862-1943 terscheidet sich die numerisch berechnete Inverse von Hg schon

in der ersten Dezimalstelle von der exakten Inversen Hg'.'?
Die Determinante einer Matrix A kann eine Aussage iiber die Kondition des
zugehorigen linearen Problems machen. Dazu beachten wir, daf§ die Determinante
das Volumen des Parallelepipeds angibt, das durch ihre Spaltenvektoren im R
aufgespannt wird. Wenn wir alle Spaltenvektoren mit Hilfe ihrer Lange «,, auf 1

10Dje Inverse von Hy lautet

(Hy)~! = (=1 (N +i—1)N+j—1)!
Nl T i+ -1) (G- DG - DO - i)l(N =)
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2.1. Direkte Verfahren fiir lineare Systeme

normieren, erhalten das normierte Volumen des Parallelepipeds

det A
v 00 it e = A2 bt A, (2.49)

Q1 ...0N

Wenn nun alle Spaltenvektoren orthogonal zueinander sind, dann ist die Matrix
A optimal konditioniert und das normiert Volumen (2.49) ist V' = 1. Falls aber
zwei Spaltenvektoren nahezu parallel sind (fast linear abhéngig sind), dann ist die
Matrix A schlecht konditioniert und das Volumen des Parallelepipeds tendiert zu
Null. Je kleiner V' also ist, desto schlechter ist die Kondition der Matrix A.
Unabhéngig von dieser geometrischen Interpretation mifit man die Kondition
einer Matrix am besten dadurch, dal man untersucht, wie empfindlich die Losung

Z des linearen Problems B
A-Z=0D (2.50)

von einer Variation der Matrix A abhéngt. Dazu betrachten wir eine kleine Variation
0A von A. Dann wird sich auch die Losung 7 etwas dndern. Fiir die gednderte Losung
T+ 07 muf gelten

(A +6A) - (T4 07) = b, (2.51)

oder

A-Z+A-06Z+0A-(T+061) =b. (2.52)

Mit (2.50) erhalten wir
A- 0% = —0A - (¥ +97) . (2.53)

Daher muB fiir die gesuchte Anderung 64 der Losung gelten
6% = —A"1 . 6A - (T + 7). (2.54)

Um die GréBe der Anderung zu beziffern, schitzen wir ||07]| mit Hilfe der Norm
ab. Dies fiihrt auf!!
07| < [|AT"[| 1Al |2 + oz (2.55)

Fiir die relative Anderung der Losung im Vergleich zur relativen Anderung der
Norm der Matrix erhalten wir so
10A]]

157 1
10T - (2.56)
|7+ 6| J,_H/HAH

cond(A)

Das Verhiltnis der relativen Anderungen definiert die Konditionszahl der Matrix A
cond(A) = ||A[l [[A7Y]| . (2.57)

Es ist leicht zu zeigen, dafl cond(A) > 1 ist.'” Wenn cond(A) dicht bei 1 liegt, so
ist die Losung nicht sehr sensitiv gegeniiber einer Variation der Matrixelemente.

HWenn die Matrix-Norm (A.667) auf der verwendeten Vektornorm basiert, gelten die Abschét-
zungen ||A - B|| < ||A[[IB|| (Submultiplikativitit) und [|A - || < [|A||||Z|| ( Vertrdglichkeit).
12 Aufgabe: Zeige unter Verwendung der Definition der Matrix-Norm (A.667), da cond(A) > 1.
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Die Matrix ist gut konditioniert. Je grofer die Konditionszahl ist, desto sensitiver
verhélt sich die Losung und die Matrix ist schlecht konditioniert. Die praktische
Bedeutung der Konditionszahl hangt von der Genauigkeit der Daten und der Zah-
lendarstellung im Computer ab. Eine Konditionszahl von 10° kann beispielsweise
den Verlust von 6 Dezimalstellen bedeuten. Dies ist kein Problem bei doppelter
Genauigkeit (15-16 Stellen genau), kann sich aber bei einfacher Genauigkeit (7-8
Stellen genau) katastrophal auswirken. Man kann dieselbe Konditionszahl (2.57)
auch aus der Sensitivitit der Losung & beziiglich einer Variation der rechten Seite
b herleiten.'?

Es ist normalerweise schwierig, die Konditionszahl genau zu berechnen, ohne die
Matrix zu invertieren. Die Programmpakete LAPACK und LINPACK bieten jedoch
Werkzeuge, mit deren Hilfe sich die Konditionszahl abschétzen 1d8t. Man findet,
daB die Konditionszahl ungefihr mit dem Quadrat der Matrix-Dimension ~ N2
anwichst. '

Die Konditionszahl nach (2.57) hiangt von der gewéhlten Norm ab. Nimmt man
die l5-Norm (Euklidische Norm) so ist

Umax

cond(A) = : (2.58)

Omin

wobel 0. und o, die betragsméflig grofiten und kleinsten Singuldrwerte von A
sind (siche (A.661)). Dies gilt fiir den allgemeinen Fall, bei dem Eigenvektoren von
A mehrfach auftreten konnen. Ist die Matrix A normal, dann sind alle Eigenvektoren
orthogonal zueinander und es gilt in der l5-Norm

)\max

)\min

cond(A) = : (2.59)

wobel A\pnax und A, die betragsméaflig grofiten und kleinsten FEigenwerte von A
sind. Falls schliefllich A wunitdr ist, dann hat A orthonormale Spaltenvektoren (vgl.
(A.612)) und das Volumen des zugehorigen Parallelepipeds nach (2.49) ist V = 1.
In diesem Fall ist cond(A) = 1.

Die nach (2.58) definierte Konditionszahl kann in MATLAB durch den Befehl

berechnet werden, denn der betragsméaflig grofite und kleinste Singulérwert

148t sich iterativ ermitteln (fiir die Bestimmung von Eigenwerten siche Kap. 6.2).
Mit berechnet man die Konditionszahl in der p-Norm und
berechnet eine untere Grenze fiir die [;-Norm einer Matrix, was insbesondere bei
groflen diinn-besetzten Matrizen hilfreich ist.

13 Aufgabe: Betrachten Sie die Sensitivitiit der Losung ¥ — # + 0% des linearen Problems
AZ=b

beziiglich einer Variation der rechten Seite b — b+ 6b. Driicken Sie die Grofe der relativen
Anderung der Losung [|0Z]| / ||Z]| durch diejenige der rechten Seite aus und stellen Sie einen
Zusammenhang her mit der Konditionszahl der Matrix A.

MFiir Tridiagonal-Matrizen mit konstanten Diagonalen kann man die Konditionszahl explizit
berechnen und auch ihre Abhingigkeit ~ N? bestitigen (siehe Golub and Ortega, 1996).
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2.1.5. Vorkonditionierung

Um dem Problem einer schlechten Kondition zu begegnen, kann man das lineare
System (2.50) mit einer reguliren Matrix P~ von links multiplizieren, genau wie
bei einer Ahnlichkeitstransformation (siche Kap. A.5.3). Man erhélt dann dieselbe
Losung 7 aus dem Problem

Pl A Z=P b (2.60)

Hierbei sollte die Matrix P~! so beschaffen sein, dafl P~! - A eine deutlich geringere
Konditionszahl besitzt als A.

Zwei Extremfille sind sofort klar. Sei P = I, dann &ndert sich die Kondition
nicht. Falls andererseits P = A, dann ist cond(P~1-A) = cond(A~! - A) = cond(l) =
1. Um dies zu erreichen, miifite man A aber invertieren, was einer Losung des
Ausgangsproblem gleichkdme. Aus diesem Grund versucht man, fiir die Matrix P
eine leicht invertierbare Ndherung von A zu finden. Leider ist dies nicht immer
einfach und natiirlich auch vom jeweiligen Problem abhéngig.

2.2. lterative Losung linearer Gleichungssysteme

Jedes lineare System kann im Prinzip mit dem Gauf-Algorithmus bzw. mit der
LU-Zerlegung gelost werden. Die Dreiecksmatrizen der LU-Zerlegung sind norma-
lerweise voll besetzt. Dies ist auch dann der Fall, wenn die Matrix A dinn besetzt
ist. Der Gauf-Algorithmus ist jedoch mit einem erheblichen numerischen Aufwand
verbunden (Anzahl der Operationen ~ N3).

In den allermeisten Fillen stellt das zu 16sende lineare Problem eine diskretisierte
Version eines kontinuierlichen Problems dar. Der bei der Diskretisierung entstehen-
de Diskretisierungsfehler ist normalerweise sehr viel grofier als der Rundungsfehler
der Computerarithmetik. Es macht daher keinen Sinn, das lineare System genauer
zu losen als durch den Diskretisierungsfehler vorgegeben. Dies legt eine iterative
Losung des linearen Problems nahe, auch fiir diinn besetzte Matrizen.'® Iterative
Methoden sind immer dann effizient, wenn jede Iteration billig ist und wenn nicht
zu viele Iterationen bendttigt werden, um zu einer hinreichenden Genauigkeit der
Approximation der exakten Losung zu kommen. Das Buch von Saad (2003) enthélt
einen sehr guten Uberblick iiber iterative Verfahren.

2.2.1. Aligemeines Konzept

Zur Demonstration des allgemeinen Konzeptes betrachten wir das lineare System
A-Z=b (2.61)

und zerlegen die Matrix A in
A=M-—N. (2.62)

5Nichtlineare Systeme erfordern generell iterative Methoden.

4. €. Rublmann 23

Numerische Methoden der Ingenieurwissenschaften



2. Lésung linearer Gleichungssysteme

Damit lautet das Problem .
M-Z=N-7+0b. (2.63)

Um zu einem Iterationsschema zu kommen, setzen wir einfach

M.z =N 2 4 (2.64)

Die entscheidende Frage ist, wie man A in M und N aufspalten muf}, um eine
schnelle Konvergenz von #™ gegen die Losung von (2.61) zu erzielen. Fiir eine effi-
ziente Losung sollte das Iterationsschema (2.64) mit moglichst wenigen Operationen
moglichst schnell konvergieren. Dies erfordert

1. eine schnelle Berechnung der rechten Seite von (2.64): Wenn wir davon aus-
gehen, dafl A diinn besetzt ist, dann sind auch M und N diinn besetzt (im
Gegensatz zur LU-Zerlegung) und N - ™ ist schnell zu berechnen.

2. eine einfache Losung des verbleibenden linearen Systems: Um das System
schnell 16sen zu konnen, sollte M schnell zu invertieren sein. Daher sollte M
moglichst diagonal, tridiagonal oder von Dreiecksform sein.

3. eine Konvergenz nach wenigen [terationen: Um mit wenigen [terationen aus-
zukommen, sollte schlieflich M eine moglichst gute Approximation von A
darstellen, wodurch N - 7 in einem gewissen Sinne klein wird. Im Grenzfall
N - ¥ = 0 wire man ja nach nur einer Iteration fertig.

Bevor wir uns einer theoretischen Konvergenzbetrachtung zuwenden, wollen wir
noch einige weitere Groflen definieren und deren Beziehungen untereinander kléaren.
Nach n Iterationen haben wir im allgemeinen nur eine Naherung der exakten Losung
# erhalten. Dann ist (2.61) nicht exakt erfiillt, und es bleibt ein Residuum p'™ iibrig

A7 =p— (2.65)
Wenn wir dies von der exakten Gleichung abziehen, erhalten wir
A (F—2M) =AW =5, (2.66)
&n)

Hierbei haben wir den Fehler é™ = #—#™ definiert. Zwischen dem Fehler und dem
Residuum besteht ein linearer Zusammenhang. Wenn das Residuum verschwindet,
dann verschwindet auch der Fehler. Eine weitere niitzliche Gréfie ergibt sich, wenn
wir M- 7™ von (2.64) abziehen. Dann erhalten wir eine Gleichung fiir die Korrektur
5 .— pntl) _ zn)

M- (#+D) — #) = (N = M) & +b. (2.67)
%,—/ H/—/
g(n) [ —A S
P

Fiir die Korrektur gilt also

M- 5 = 5 (2.68)
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2.2.2. Konvergenz iterativer Loser

Hier wollen wir mit einfachen Betrachtungen untersuchen, worauf es ankommt,
wenn man eine schnelle Konvergenz eines iterativen Verfahrens erhalten mochte.
Dazu suchen wir zunéchst eine Gleichung fiir die Entwicklung des Iterationsfehlers
ém = #—#™ Wenn man von der Ausgangsgleichung (2.63) die Iterationsgleichung
(2.64) subtrahiert, erhdlt man

M. et = N . & = ) = ML N -, (2.69)

Fiir ein konvergentes Verfahren mufl gelten: lim,_,., €™ = 0. Fiir den Grenzwert
der Iteration (2.69) und die Konvergenzgeschwindigkeit spielen die Figenwerte Ay

und die Eigenvektoren 1/7;3 der Matrix M~! - N eine entscheidende Rolle. Sei daher
M~ N = Ay 4, (2.70)

mit k= 1,..., K, wobei K die Anzahl der Gleichungen (Dimension der Matrix A)
ist. Wenn wir annehmen, dafl die Eigenvektoren ein wvollstindiges Funktionensys-
tem bilden, dann kénnen wir jeden beliebigen Anfangsfehler als Superposition von
Eigenvektoren darstellen

K
&0 =" aiy. (2.71)
k=1

Wenn man dies in (2.69) einsetzt, sieht man, dafl jeder Iterationsschritt lediglich
einen Faktor A\, vor ¢ ausspuckt. Somit erhalten wir

K
& =" ap (\)" . (2.72)
k=1
Wenn €™ fiir n — oo gegen Null gehen soll, mus fiir alle Eigenwerte gelten: |\, < 1,
denn die Eigenvektoren sind linear unabhéngig voneinander.
Nach einigen Iterationen wird derjenige Term in (2.72) dominieren, der zum be-
tragsmaBig grofiten Eigenwert gehort. Dies sei 0.B.d.A. A\;. Dann ist

&~ ay (A)" 1. (2.73)

Wenn wir die Iteration bei einer Toleranzschwelle ||é™ || = O(0) fiir den Iterations-
fehler abbrechen, erhalten wir als Abbruchbedingung (es sei ||¢1|| = O(1))

5 ~ Q7 |)\1|n, (274)

woraus wir durch Logarithmieren die Anzahl n der erforderlichen Iterationen erhal-
ten
In|0/ay]

. 2.75
In |)\1| ( )
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Wenn also der spektrale Radius R (grofiter Betrag eines Eigenwerts: R = maxy [Agl;
hier R = |A1]) gegen 1 geht, wird n sehr grof und die Konvergenz ist langsam.
Umgekehrt ist die Konvergenz schnell, wenn der Betrag des betragsméflig grofiten
Eigenwerts von M~! . N moglichst klein wird. Dies entspricht dem Fall, in dem N - 7
moglichst klein und M ~ A ist. Denn fiir M = A und damit N = 0 wére man ja
schon nach einer einzigen Iteration fertig.

Um entscheiden zu konnen, wann man eine Iteration abbrechen sollte, mufl man
den Iterationsfehler €™ bestimmen. Da man die Eigenwerte )\, von M~ - N aber
meist nicht kennt oder sie nur mit grofem Aufwand berechnen kann, mufl der
[terationsfehler anders abgeschitzt werden. Hierbei kann man ausnutzen, dafl die
Betriige des Fehlers €™, des Residuums 5™ und des Inkrements 5™ nach einer
Anfangsphase in dhnlicher Weise mit dem Iterationsindex n skalieren.

2.2.3. Einige elementare iterative Methoden

Um iterative Verfahren zu demonstrieren, betrachten wir als Beispiel die inhomo-
gene stationére Diffusionsgleichung in zwei Dimensionen (Poisson-Gleichung)

iy PO P

=5 Tap b (2.76)

Sie beschreibt u.a. das stationdre Temperaturfeld in einer diinnen Platte, die einer
homogenen Wirmezufuhr (z.B. durch Strahlung) ausgesetzt ist. Zusétzlich miis-
sen noch eine Anfangsverteilung der Temperatur und Randbedingungen (z.B. die
Funktionswerte auf der Berandung des Gebiets) vorgegeben werden.

Die Poisson-Gleichung (2.76) wird nun diskretisiert. Dazu tiberziehen wir die
(x,y)-Ebene mit einem dquidistanten Gitter der Gitterweiten Az in a-Richtung
und Ay in y-Richtung. Die Gitterlinien werden mit Indizes ¢ (in 2-Richtung) und j
(in y-Richtung) numeriert. An den diskreten Schnittpunkten (7, j) der Gitterlinien
i und j wird die endliche Anzahl von Unbekannten ¢; ; definiert (Abb. 2.2a). Wenn
man die in der Poisson-Gleichung (2.76) auftretenden zweiten Ableitungen durch
zentrale finite Differenzen approximiert, erhédlt man die diskretisierte Version der
Poisson-Gleichung

Gi1j — 2055 + Giv1j n Gij—1— 20i; + i j11 _ b

v Ay i (2.77)

Sie muB fiir jeden inneren Gitterpunkt (i, j) erfiillt sein. Wenn wir in jeder Raum-
richtung K Punkte verwenden, sind dies N = K? Gleichungen fiir K2 Unbekannte
Gij-

Wir fithren nun die geographische Notation ein, wobei die Punkte in der Umge-
bung des jeweiligen zentralen Punktes P = (i, j) entsprechend ihrer Himmelsrich-
tung benannt werden (Abb. 2.2). Dann kann man Gleichung (2.77) schreiben als

Apop+ Y A =bp, (2.78)

I=W,S,N,E
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NE

1 A o 0
1 A o 0
1 A o 0
1 A o 0
1 A o 0
1 A o 0
1 A o 0

SW

Abbildung 2.2.: (a) 5-Punkt-Stern und geographische Bezeichnung der Gitterpunkte. (b)
Anordnung der Unbekannten ¢; ; innerhalb des Vektors g; Die Gitterpunkte werden von
unten links beginnend schnell von Siid (S) nach Nord (V) durchlaufen und dann (lang-
samer Index) von West (I¥) nach Ost (E). Die Werte am Rand (blau) sind vorgegeben.

wobei der Index P alle N = K x K Gitterpunkte durchlduft und die Summe jeweils
nur iiber die 4 physikalischen Nachbarpunkte des aktuellen Punkts P zu nehmen
ist. Wir ordnen nun die N Variablen wie in Abb. 2.2b in der Form

—

= (d11: b1, P21 ok oy Pra: OrK) (2.79)

wobei der zweite (schnelle) Index vertikal von unten (S) nach oben (N) lduft, und
der erste (langsame) Index von links (1¥') nach rechts (£). Dann ist der globale
Index n des Vektors ¢ = ¢, gegeben durch n = (1—1)K+7.

Wenn man nun die N Gleichungen fiir alle inneren Punkte (grau in Abb. 2.3b)
aufstellt, erhdlt man ein lineares Gleichungssystem, wobei die Matrix A penta-
diagonal ist, so wie in Abb. 2.3 dargestellt. In unserem speziellen Beispiel eines
aquidistanten Gitters sind die Diagonalen konstant mit den Werten Ap = 4 und
Aw = As = Ay = Ag = —1 (bis auf einen gemeinsamen Faktor Az™2 = Ay~2,
vgl. (2.77)).

Jacobi-lteration

Eine der einfachsten iterativen Methoden ist die Jacobi-Iteration. Hierbei ist M
diagonal und die Diagonalelemente werden identisch mit denjenigen von A gewéhlt.

Wenn nun M = diag(A) identisch mit der Diagonalen von A ge-
wihlt wird (siche Abb. 2.4a), lautet die Jacobi-Iteration entsprechend (2.64)
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A
Kj dw
¢s
Aw Ag Ap AN Agp [ ] bp = bp
Kz‘ X Kj N
0y
\/

Abbildung 2.3.: Anordnung der Koeffizienten in der Matrix A fiir finite Differenzen wie
in Abb. 2.2a bei Verwendung der geographischen Notation und Anordnung der Variablen
wie in Abb. 2.2b. Die leeren Matrixelemente auf den beiden ersten Nebendiagonalen
symbolisieren Werte von den Randbedingungen. Sie werden dem Vektor b zugeschlagen, so
daf} diese Eintrége in der Matrix Null sind. Genauso werden die bekannten Funktionswerte
am Rand behandelt, die in die ersten K Gleichungen und die letzten K Gleichungen
eingehen.

n ]‘ n
) yir (bp - > Ag )> . (2.80)

I=W,S,N,E

Der Aufwand zur Losung in jedem Iterationsschritt ist O(N).
Man kann zeigen, dafl die Anzahl der fiir die Konvergenz erfor-
derlichen Iterationen proportional ist zur Anzahl der Unbekann-
ten N = K2. Daher benétigt man zur Losung des Systems ~ N2
Operationen. Dies sind mehr Operationen als man fiir einen di-
rekten Loser nach Art von TDMA (Aufwand ~ N) bendtigen
wiirde. Daher wird die Jacobi-Iteration selten verwendet.

Philipp Ludwig
Ritter von Seidel
1821-1896

GauB-Seidel-Iteration

Bei der Gauf-Seidel-Iteration wird fiir M die untere Dreiecksmatriz von A verwendet
(Abb. 2.4b). Diese stellt eine bessere Approximation von A dar als die Diagonale al-
lein. Wir erwarten also eine Reduktion der Anzahl der erforderlichen Iterationen im

28 4. €. Rublmann
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\\ | \\

N N

(b) Gaufl-Seidel

|
_|_

Y [N

Abbildung 2.4.: Symbolische Darstellung der Zerlegung der Matrix A in die Iterations-
matrix M und einen Teil —N, welcher der rechten Seite der Gleichung zugeschlagen wird
(vgl. (2.64)). (a) Jacobi-Iteration, (b) GauB-Seidel-Iteration.

Vergleich zum Jacobi-Verfahren. Damit lautet die Gauf-Seidel-Iteration (vergleiche

Abb. 2.3)
S A" =tp— > A (2.81)

1=W,S,P I=N,E

Wenn man die Gleichungen beginnend mit der linken unteren Ecke des Gitters
(SW-Ecke) 16st, sind fiir jeden Punkt P die Werte an den Punkten S und W

jeweils schon zuvor berechnet worden und daher bekannt. Dann kann man (2.81)
nach gb () Juflosen

G40 = - (br — Awely™ = Asef™ - Avel) — Apgl) . (28

Wie man in Abb. 2.5 sieht, konvergiert die Gauf}-Seidel-Iteration doppelt so schnell
wie die Jacobi-Iteration, benotigt aber immer noch ~ N Iterationen und einen
Gesamtaufwand von O(N?) Operationen. D.h., auch die GauB-Seidel-Tteration ist
noch zu langsam.

SOR-Methode

Durch eine Modifikation der Gauf-Seidel-Methode kann man die Konvergenz we-
sentlich beschleunigen. Die Idee dabei ist, die in jedem Schritt durchgefiihrte Kor-
rektur kiinstlich zu vergréfern und damit die aktuelle Niherungslosung ¢™ stérker
zu korrigieren. Die Tteration mittels sukzessiver Uberrelazation (Successive Quver-
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(a) (b)
150 L9 : : : 100 | ‘ ‘
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Abbildung 2.5.: (a) Konvergenz des Jacobi-, Gau-Seidel- (GS) und des SOR-Verfahrens
in Abhé#ngigkeit vom Relaxationsfaktor w (als Zahlen angegeben) fiir die Poisson-
Gleichung V?¢ = —1, die auf K; x K; = 41 x 41 (inneren) Punkten mit zentra-
len finiten Differenzen auf einem Quadrat mittels finiter Differenzen nach (2.77) dis-
kretisiert wurde. Die Anfangsbedingung und Randbedingungen sind ¢(® = 0 und
¢(Rand) = 0. Fiir w = 1.9 ist man schon oberhalb des optimalen Relaxationsfak-
tors, da die Konvergenz nicht mehr monoton ist. Das (langsame) Gauf-Seidel-Verfahren
(GS) entspricht w = 1. (b) Logarithmische Auftragung des mittleren RMS-Inkrements

n — K; K, n n 2
Aol = \ UK I (6 — of)’

Relazation, SOR) lautet (wieder beginnend im Siidwesten)

n+1 n n+1 n
53 ) _ ED)_I_w(GSgbgD ) g)))

S (b~ Awl — 456§ — Anel) — Awe) + (1 - w) o

(2.83)

Hierbei ist ngbgLH) der Wert, der sich aus dem Gauf3-Seidel-Verfahren (2.82) ergibt
und w der Uberrelazationsfaktor. Er gibt an um welchen Faktor die GauB-Seidel-
Korrektur (GS gfﬂ) - gf)) verstiarkt wird (w > 1). Damit wird die Konvergenz
beschleunigt. Fiir w = 1 erhélt man die urspriingliche Gauf-Seidel-Iteration (2.82).
Fiir einfache Probleme wie die Poisson-Gleichung kann man den optimalen Wert
Wopt > 1 theoretisch berechnen.'® Fiir kompliziertere Probleme kann man ihn nur
empirisch finden. Dabei hilft es zu wissen, dafl die Konvergenz monoton ist fiir

Fletcher (1991) gibt an

2
Wo =,
TN

wobei p der grofite Eigenwert von | — diag(A)~! - A ist. Die Losung dieses Problems kann aber
genau so aufwendig sein, wie das Ausgangsproblem selbst.

30 4. €. Rublmann

Numerische Methoden der Ingenieurwissenschaften



2.2. Iterative Losung linearer Gleichungssysteme

w < Wepty und oszillatorisch fiir w > wepe. Fiir w = wepy, ist die erforderliche Zahl
der Iterationen proportional zur Wurzel aus der Anzahl der Unbekannten (~ VN ),
was eine substantielle Verbesserung gegeniiber der Gauf-Seidel-Iteration darstellt,
bei der die Anzahl der Iterationen ja linear mit der Anzahl der Unbekannten (~ N)
ansteigt. Das typische Konvergenzverhalten der drei elementaren Methoden ist in
Abb. 2.5 fiir die Losung von V2¢ = —1 auf dem Einheitsquadrat dargestellt.

Die raum-zeitliche Entwicklung der iterierten Losung fiir das GauB-Seidel-
Verfahren ist in Abb. 2.6 gezeigt. Man erkennt, dafl kurzwellige Schwankungen sehr
schnell gedampft werden. Das macht den GauB-Seidel-Operator zu einem guten
Gldttungsoperator fiir sogenannte Mehrgitterverfahren.
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Abbildung 2.6.: GauB-Seidel-Iteration von V2¢ = —1 auf einem Quadrat mit homogenen
Dirichlet-Randbedingungen und einem Gitter von 41 x 41 internen Punkten. Gezeigt sind
die zufélligen Anfangsbedingung (n = 0) auf dem Definitionsbereich [0, 1] x [0, 1] mit
Funktionswerten ¢;; € [0,1] (a), sowie die Approximationen der Losung ¢ nach n = 1
(b),n=2(c),n=4(d), n="50 (e) und n = 1000 (f) Iterationen. Nur die Losung iiber
den inneren Punkten ist dargestellt. Man erkennt die guten Glattungseigenschaften der
Gauf3-Seidel-Iteration nach nur wenigen Iterationsschritten. Beachte die unterschiedlichen
Skalen.
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Interpolation Zur Berechnung des elastischen Verhaltens von Korpern oder der
Stromung um einen Korper herum (z.B. Rotorblatt, Tragfliigel, etc.) mufl man meist
ein rdumliches Rechengitter erstellen, welches der gegebenen Kontur der Korpero-
berfliche angepafit ist (siche Abb. 3.1). Um bei der Gittergenerierung hinreichend
flexibel zu sein, ist es erforderlich, die Kontur an jedem beliebigen Punkt moéglichst
genau mathematisch beschreiben zu kénnen. Dazu verwendet man einen endlichen
Satz von Punkten auf der Kontur. Alle unendlich vielen Punkte zwischen den dis-
kreten Stiitzstellen werden dann durch Funktionen beschrieben, die man durch
Interpolation erhalt.

Ein dhnliches Problem liegt vor, wenn man die Trajektorie eines Partikels in ei-
ner Stromung (%, t) verfolgen mochte. Oft ist das Teilchen so klein, dafl es die
Stromung nicht beeinflufft. Dann kann man die Strémung vorab numerisch an dis-
kreten Stiitzpunkten berechnen. Da man zur Berechnung der Trajektorie X (t) des
Teilchens entsprechend ) '

X(t) = Fla(X,t), X] (3.84)
das Geschwindigkeitsfeld aber an allen Raumpunkten benétigt, mufl auch hier zwi-
schen den Gitterpunkten interpoliert werden.

Approximation FEin verwandtes Problem ergibt sich, wenn man eine sehr grofle
Anzahl von gegebenen Funktionswerten (z. B. fehlerbehaftete Mewerte) als Funk-
tion einer unabhéngigen Variablen durch eine einfache (glatte) Funktion annidhern
mochte. Dies nennt man Approximation. Hierzu kommen zum Beispiel Polynome in
Betracht. Sie besitzen den Vorteil, daf sie sich mit Hilfe der Grundrechenarten aus-
werten lassen und einfach differenziert und integriert werden kénnen. Damit lassen
sich sehr leicht Ndherungen fiir Ableitungen und Integrale der betrachteten Funk-
tion finden. Ein Nachteil der Polynome ist jedoch, daf sie fiir x — +oo divergieren,
die zu approximierende Funktion meist jedoch nicht.

X SO
LA
T

Nl

Abbildung 3.1.: Angepafites Gitter nach

IiIIIIIIIIIIIIIIIhIllhl’l’l’l"’l’l,lﬂi

Numerische Methoden der Thermo- und oisettaaasgggensatiaammumunniiiii
. ' 2zraraggaaggaarpnmiiiiil
Fluiddynamik von T. Rung, L. Xue, e
2700 g

J. Yan, M. Schatz und F. Thiele (2002).
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Abbildung 3.2.: Entwicklung der Exponentialfunktion e” (schwarz) um den Punkt z¢ =
0. Die Abbruchordnung der Reihe ist farbig gekennzeichnet (bis zur vierten Ordnung).

3.1. Approximation durch eine Taylorreihe

Zunéchst betrachten wir die Taylorreihe einer Funktion f(z), entwickelt um den
Punkt xg

£(2) = £(eo) + F(0)(w = 20) + 5" (o)(w = 20)? o+ [ o) — )"

1 n+1 n+1
+ mﬂ 0 (2)(x — @)™+ (3.85)

Wenn man die Taylor-Reihe bei n abbricht, verbleibt ein Fehler (Lagrangesches
Restglied), der durch den blauen Term gegeben ist. Fiir den Fehler mufi man die
(n+1)-te Ableitung an einer Zwischenstelle z € [xg, z] (falls z > ¢ ist) auswerten.

Bei der Approximation einer Funktion durch eine Taylor-
Reihe, werden nur Informationen (Funktionswert und Ableitun-
gen) an einer einzigen Stelle zy ausgewertet. Als Beispiel sind
in Abb. 3.2 die ersten Approximationen (oskuliernde Polynome)
der Exponentialfunktion e* gezeigt, die um den Punkt xq = 0
entwickelt wurde.

Bei der Approximation bekannter Funktionen kann man den gl Q
Fehler mit Hilfe des Restglieds abschitzen. Da man aber den ‘
exakten Zwischenwert z nicht kennt, mufl man den Fehler (das
Restglied) iiber dem Intervall maximieren, iiber welches die Ap-
proximation verwendet wird. Wenn man die (n + 1)-te Ableitung nicht berechnen
kann, wird es sehr schwierig, den Fehler genau zu quantifizieren. Oft ist dies sogar
unmoglich.

Brook Taylo
1685-1731

34 4. €. Rublmann

Numerische Methoden der Ingenieurwissenschaften



3.2. Polynom-Interpolation

3.2. Polynom-Interpolation

Bei der Approximation durch eine Taylor-Reihe stammt die In-
formation nur von einem einzigen Punkt, dem Entwicklungs-
punkt. Nur dort ist die Approximation exakt. Bei der Interpola-
tion stehen Informationen an mehreren Punkten zur Verfiigung.
Typischerweise mochte man eine kontinuierliche Funktion p fin-
den, welche n+1 vorgegebene Werte f; = f(z;) an n+1 verschie- Alexandro.
denen Stellen z; exakt annimmt. Bei der Polynom-Interpolation Théophile
sucht man dann ein Polynom p(z) mit dieser Eigenschaft. Vandermonde
Das Polynom p(x), das die n + 1 Bedingungen 1735-1796

28

erfiillt, wird Interpolationspolynom genannt. Fiir n = 1 wissen wir, dafl durch zwei
verschiedene vorgegebene Punkte (bei 2y und z;) genau eine Ausgleichsgerade

fl_fO

T1 — o

p(z) = fo+ (x — x0) (3.87)

gelegt werden kann. Dies ist ein Polynom ersten Grades.
Um die Bedingungen (3.86) im allgemeine Fall von n + 1 Punkten zu erfiillen,
benotigt man ein Polynom vom Grade n und macht daher den Ansatz

p(x) =ay+ a1z + ...+ a,z". (3.88)

Die n+ 1 unbekannten Koeffizienten a; kann man mit Hilfe der Bedingungen (3.86)
finden. Die Bedingungen

p(x;) = ag + a1z + ... + apxy = f, i=0,...n, (3.89)

kann man als ein lineares Gleichungssystem fiir den Vektor der unbekannten Koef-
fizienten a; schreiben und erhélt so

1 zg 23 ... af agp Jo
1 oz 22 ... 2" aq fi

! e =" (3.90)
1z, 22 " ap fn

Die blaue Koeffizienten-Matrix in (3.90) wird Vandermondesche Matriz genannt.
Wenn die Vandermondesche Matrix regulér ist (siehe Anhang A.4.4), d.h. wenn
die Spalten (bzw. Zeilen) linear unabhéngig voneinander sind, dann existiert eine
eindeutige Losung und das Interpolationspolynom kann eindeutig bestimmt werden.
In der Praxis gibt es jedoch effizientere Methoden, das Interpolationspolynom zu
erhalten.’!

In MATLAB kann man mit dem Befehl A=vander(x) eine n x n Vandermondsche Matrix
erzeugen, wobei x ein Vektor der Lange n ist.
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1.5

Abbildung 3.3.: Die 5 Lagrange-Polynome L;(z) vierter Ordnung zu den 5 Punkten z; €
{0,1,2,4,5}. Jedes Polynom ist Eins am betreffenden Knoten und verschwindet an allen
anderen Knoten.

3.2.1. Lagrange-Interpolation

Bei der Methode der finiten Elemente fiir stuktur- oder stromungsmechanische
Berechungen wird die unbekannte Funktion F' (gesuchtes Verriickungs- oder Ge-
schwindigkeitsfeld) hiufig als Uberlagerung (gewichtete Summe) von gewissen fest
vorgegebenen Ansatzfunktionen ¢;(z) dargestellt. Im eindimensionalen Fall macht
man den Ansatz

F(a) =Y f05() (391)

Hierbei ist jede der Ansatzfunktionen ¢;(z) einem vorgegebene Gitterpunkt (Kno-
ten) x; zugeordnet. Es wire nun schén, wenn die Losung F'(x) an den Knotenpunk-
ten x; genau durch die Koeffizienten f; in (3.91) reprisentiert wiirde: F(xz;) = f;.
Um dies zu erreichen, ist es zweckméfig, Ansatzfunktionen zu verwenden, fiir wel-
che ¢j(xz;) = 1 und ¢;(x;) = 0 fiir k # j. Fir die Ansatzfunktion ¢;(z) sollte
also gelten ¢;(xy) = 6; . Funktionen ¢, mit dieser Eigenschaft lassen sich mit Hil-
fe von Polynomen konstruieren. Fiir paarweise verschiedene? Punkte zg, z1,. .., 2y
definiert man fiir jeden Punkt z; ein zugehoriges Lagrange-Polynom L;(x)

- xr—T .

Lj(x):Hm_x’“, i=0,1,...,n. (3.92)
k=0 "7 &
hj

2D.h. alle z-Werte miissen verschieden sein. Beispielsweise sind die Punkte {1,2,3,3,4} nicht
paarweise verschieden.
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Wenn man das Produkt ausschreibt

v—x,  (v—m0)... (v —2jm1) L (v —2500) .. (2= 2p)

vj—xp (5= 0). . (15— wj) L (25— 2j4) - (25— 20)

(3.93)
k=0
k]
sieht man leicht, daB8 L; an allen Stiitzpunkten x = z; mit & # j verschwindet
und nur am Punkt = z; gleich eins ist. Die Lagrange-Polynome besitzen also die
gesuchte Eigenschaft

0 sonst.

L) ={ § S (39

Entweder ist in (3.92) ein Faktor gleich Null, oder alle Faktoren kiirzen sich zu 1.
Die Lagrange-Polynome sind im allgemeinen vom Grade n. Als Beispiel sind in Abb.
3.3 die Langrange-Polynome L;(x) zu den 5 Punkten x; € {0,1,2,4,5} gezeigt.
Mit den Eigenschaften der einzelnen Lagrange-Polynome defi-
niert man nun das Lagrangesche Interpolationspolynom als

p(z) = Z i Li(z). (3.95)

Das Polynom p(z) interpoliert die an den Knotenpunkten z;
. vorgegebenen Werte f;. Fiir jeden der vorgegebenen Punkte z;
Joseph-Louis verschwinden alle Lagrange-Polynome L;, bis auf ein einziges,
Lagrange welches den Wert 1 annimmt. Dieses wird mit dem Wert f; mul-
1736-1813 tipliziert. Damit sind die n + 1 Bedingungen (3.86) erfiillt.

Wenn man also in (3.91) die Langrange-Polynome (3.92) als Ansatzfunktionen
verwendet, kann man die Losung F'(x) = p(z) als Polynom darstellen. Bei der
Methode den finiten Elementen verwendet man meist eine recht niedrige Ordnung
(erste oder zweite Ordnung) fiir die Ansatzfunktionen. Dabei werden nur die (weni-
gen) Knoten verwendet, die sich in einem gewissen Raumgebiet (Element) befinden.
Das gesamte Rechengebiet besteht dann aus einer sehr groflen Anzahl von Elemen-
ten.

Ein Beispiel ist in Abb. 3.4 gezeigt. Hier wurde die Funktion f = tanh(x) durch
14 &dquidistante Stiitzstellen im Intervall x € [—6,6] mittels (3.95) interpoliert.
Man erkennt, daf§ die Fehler im Randbereich relativ groff werden. Dies hidngt damit
zusammen, dafl jeder Funktionswert f; an einem einzelnen Punkt x; einen globalen
FEinfluff auf den gesamten Kurvenverlauf hat.

3.2.2. Newton-Interpolation

Die Lagrange-Interpolation (3.95) ist nicht komfortabel, wenn die Anzahl der ge-
gebenen Wertepaare (z;, f;) nicht konstant ist. Denn die Lagrangeschen Polynome
(3.92) hingen von allen n+1 Punkten ab. Deshalb miissen sie allesamt neu gebildet
werden, wenn sich die Punktzahl dndert.
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2
1
f Abbildung 3.4.: Interpolation
von f = tanh(xz) (schwarz)
0 1 mittels Lagrangescher Interpo-
lation (blau) mnach (3.95) an

14  &dquidistanten  Stiitzstellen
-1 x; (blau). Man erkennt die
schlechte Darstellung im Rand-
bereich. Durch Verwendung von

) w ‘ : Chebyshev-Knoten (3.107) (rot)
—6 -3 0 3 6 lassen sich die Oszillationen stark
L reduzieren.

Eine Alternative stellt die Newton-Interpolation dar. Sie lie-
fert ein Interpolationspolynom, das mit dem Lagrangeschen In-
terpolationspolynom (3.95) identisch ist. Bei der Newtonschen
Formulierung 148t sich die Anzahl der Punkte sehr einfach er-
weitern. Voraussetzung fiir die Newton-Interpolation ist jedoch
eine dquidistante Anordnung der Punkte im Abstand ;1 —z; =
h = const.

Die Konstruktion des Newtonschen Interpolationspolynoms

Sir Isaac Newton

1642-1727 erfolgt folgendermaflen. Wir definieren die finiten Differenzen in
Vorwértsrichtung
Afj = fja1— 15 (3.96)
Finite Differenzen hoherer Ordnung werden definiert als
Affyi= A(ARLf) = A L = AR (3.97)

Dann ergeben sich die Differenzen hoherer Ordnung des ersten Funktionswertes f
als

Afo=fi— fo, (3.98a)
A fo=A(Afy) = Afi — Afo = fo —2f1 + fo, (3.98h)
Afo=Nf1 — A% fo = Afy — 2Af1 + Afy = f3— 3fa + 31 — fo, (3.98c¢)

A"fo = fu - ( ! ) focr + ( ) ) I ) (3.984)

Hierbei sind
n
k
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3.2. Polynom-Interpolation
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Abbildung 3.5.: Sukzessive Newton- ‘ ‘ ‘
Interpolation von fiinf dquidistanten 0 0.2 0.4 0.6 0.8
Punkten im Abstand h = 0.2. x

die gewohnlichen Binomialkoeffizienten.
Mit den soeben definierten Vorwartsdifferenzen lautet das Newtonsche Interpo-
lationspolynom

Tr — 2o

h

(x —xp) ... (r— x5 1)
n! hn

(x — x)(x — 1)

2
5 AZfy 4

Afo +

A" fo.

(3.100)
Um zu beweisen, da8 p,(z) nach (3.100) tatséchlich die Interpolationsbedingungen
(3.86) erfiillt, priift man zunéchst leicht, dal p,(zo) = fo, da alle anderen Summan-
den in (3.100) an der Stelle z verschwinden. Dann betrachtet man p,, ()

pn:f0+

Ty — Zo

pn(z1) = fo + Afo = fi, (3.101)

=1

und so weiter. Den Beweis kann man durch Induktion fithren (Freund et al., 2007).
Das Newtonsche Interpolationspolynom (3.100) entspricht einer Taylorentwicklung
um g, wobei die diskreten Ableitungen am Punkt zy mittels finiter Vorwértsdiffe-
renzen berechnet werden Afy/h, A®fq/h?, etc.

Bei Erhchung der Anzahl der Stiitzpunkte ergibt sich das Newton-Polynom ein-
fach durch Hinzunahme weiterer Summanden bzw. hoherer Differenzen. Wir kénnen
(3.100) daher leicht auf p,,; erweitern

(x —x0) ... (2 — xn)An-l—lfO. (3.102)

Pni1(®) = pu(2) + (n+ 1)1 prt1

Diese Flexibilitdt ist manchmal von Vorteil. Man sieht, daf der (n+1)-te Summand
an den Stiitzstellen bei xg, ..., x, verschwindet und deshalb die Funktionswerte an
diesen Stellen nicht verdndert. In Abb. 3.5 ist ein Beispiel gezeigt.

Da man durch n + 1 Punkte nur ein Polynom vom Grade n legen kann, ist das
Interpolationpolynom eindeutig festgelegt. Daher sind die Newtonschen Interpola-
tionspolynome identisch mit den Lagrangeschen Interpolationspolynomen!
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3.2.3. Eindeutigkeit der Polynom-Interpolation und
Verallgemeinerung

Die bisher beschriebenen drei Verfahren zur Erzeugung eines Polynoms vom Grade
n (Vandermonde, Lagrange, Newton), welches n + 1 vorgegebene Punkte genau
reproduziert, liefern ein und dasselbe Interpolationspolynom, nur in einer jeweils
anderen Darstellung.

Zu n + 1 beliebigen paarweise verschiedenen Punkten zg,...,x, und
zugeordneten Werten fy, ..., f, existiert ein eindeutiges Polynom vom
Hochstgrade n, welches genau durch diese Punkte geht, d.h., welches
(3.86) erfiillt.

Diesen Satz kann man durch Widerspruch beweisen (siehe z.B. Golub and Ortega,
1996): Angenommen es gibe zwei Interpolationspolynome p(z) und ¢(z). Dann ist
auch r = p — ¢ ein Polynom vom Hochstgrade n, welches an den n + 1 Stiitzstellen
x; gerade seine Nullstellen hat. Aus dem Fundamentalsatz der Algebra® ergibt sich
dann, dass » = 0 das Nullpolynom ist, womit p = ¢. Damit ist auch der Beweis
erbracht, da§ die Vandermondesche Matrix (3.90) regulér ist (eindeutige Losung),

wenn die Punkte z, ..., z, paarweise verschieden sind.
Alle bisher betrachteten Interpolationen waren von der Form
p(z) = apdo(x) + ... + anon(x), (3.103)

wobei die {¢;(x)} lediglich verschiedene Basisfunktionen sind. In den obigen Bei-
spielen bestanden die Basisfunktionen aus verschiedenen Sétzen von Polynomen
vom Héchstgrade n. Dies waren ¢; = 27 im Standardfall (Vandermonde), ¢; =
L;(x) bei der Lagrange-Interpolation und ¢; = (x —xy) ... (z — ;) bei der Newton-
Interpolation.

Auch andere Polynome koénnen verwendet werden, zum Beispiel die bekannten
Chebyshev-Polynome (siche Kap. 4.5.3). Hierfiir benotigt man die Funktionswerte
an ganz bestimmten Stiitzstellen eines festen Intervalls. Bei Hermite-Polynomen
kann man zusétzlich neben den Funktionswerten auch verlangen, dafl die ersten
Ableitungen an den Stiitzstellen vorgegebene Werte annehmen. Manchmal ist es
auch giinstiger keine Polynome, sondern andere Funktionensysteme fiir die Inter-
polation zu verwenden, z.B. Exponentialfunktionen ¢; = e®? (o fest vorgegeben)
oder trigonometrische Funktionen sin(a;mz).

Unter Verwendung allgemeiner Basisfunktionen {¢;(z)} lautet die Interpolati-
onsbedingung offenbar

3Der GauBsche Fundamentalsatz der Algebra, spezialisiert auf Polynome mit reellen Koeffizien-
ten, lautet: Jedes reelle Polynom r(x) lift sich in reelle Polynomfaktoren vom Grade eins oder
zwei zerlegen, z.B. r = (x — a)(2? +b). Eine Polynom vom Grade n mit reellen Nullstellen kann
dann nur maximal n verschiedene Nullstellen besitzen, nicht aber n + 1. Das einzige Polynom
vom Grade n mit n + 1 Nullstellen ist das Nullpolynom.
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3.2. Polynom-Interpolation

was in Analogie zu (3.90) auf das Gleichungssystem

Po(w0) O1(x0) P2(w0) ... Gn(z0) Qo Jo

a oz | Do) drlza) da(za) o alm) | = Jil (3.105)

bo(rn) 1(mn) da(z) o bulz)) \an) \J

fithrt. Auch hier mufl man fiir die Existenz und Eindeutigkeit der Losung (der
Interpolation) fordern, daf die Koeffizienten-Matrix regulér ist, d.h. det A # 0.
Bei der polynomialen Interpolation hat jeder Wert f; einen globalen Einflufy auf
das Verhalten des Interpolationspolynoms. Dies kann zu groflen Fehlern fiihren,
insbesondere, wenn die zu approximierende Funktion lokal stark variiert.
Ahnlich wie fiir das Restglied bei der Taylorreihe kann man den Fehler bei einer
Polynom-Approximation prézisieren (ohne Beweis).

Fehler bei der Polynominterpolation: Im Falle einer zu interpolieren-
den Funktion f(z) kann der Fehler durch Polynominterpolation ange-
geben werden. Es sei f(z) auf dem Intervall, das die Punkte z, ..., x,
enthélt, (n+1)-mal differenzierbar. Wenn p,,(x) das eindeutige Interpo-
lationspolynom vom Héchstgrade n ist, das (3.86) erfiillt, dann lautet
der Fehler

(x —xg) ... (x —x,)
(n+1)!

f(@) = palz) = O (2), (3.106)

wobei z € [zg, z,] eine von x abhingige Zwischenstelle ist.

Wenn die (n + 1)-te Ableitung f™*1) an irgendeiner Stelle grof
wird, kann demnach an einer anderen Stelle des Intervalls ein
sehr grofler Fehler auftreten. Diese unter Umsténden ungiinstige
Eigenschaft hangt mit dem oben angesprochenen globalen Ein-
flul eines jeden Punktes zusammen. Daher erscheint es wiin-
schenswert, zur Interpolation einer Funktion an einer Stelle x
auch nur Funktionswerte an benachbarten Stiitzstellen zu ver-
wenden. Dieses Konzept werden wir in Kap. 3.3 verfolgen.

Carl David
. Tolmé Runge
3.2.4. Lagrange-Interpolation 1856-1927

auf Chebyshev-Stiitzpunkten

In Kap. 3.2.1 hatten wir gesehen, dafl es am Rand des Gebiets der dquidistanten
Lagrange-Interpolation zu iiberméfBig starken Oszillationen des Interpolationspo-
lynoms kommt (Abb. 3.4). Dies wird auch als Runge-Phdnomen bezeichnet. Die
Ostzillationen am Rand kénnen vermieden werden, wenn man die Interpolations-
punkte zum Rand hin verdichtet.
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Abbildung 3.6.: Chebyshev-Punkte (rot) als Projektion gleichverteilter Punkte (griin)
auf dem halben Einheitskreis fiir ¢ = 0,1, ..., 20.

Eine Moglichkeit der Verdichtung besteht in der Verwendung sogenannter
Chebyshev-Knoten. Die Verteilung der Punkte ergibt sich, wenn man die n + 1
Interpolationspunkte dquidistant auf dem halben Einheitskreis in der komplexen
Ebene verteilt, die Punkte auf die reelle z-Achse projiziert und dann das Intervall
la, b], tiber welchem interpoliert wird, dem Durchmesser [—1, 1] des Einheitskreises
anpafit (Abb. 3.6). Man erhélt damit die Chebyshev-Knoten (mit den Randpunk-

ten)
a+b b—a i
;= — — ,=0,1,...,n. 1
x 5 5 Cos (nw), 1=0,1,...,n (3.107)

Wie die rote Kurve in Abb. 3.4 zeigt, werden mit dieser Punktwahl die Oszillationen
am Rand stark unterdriickt.’

3.3. Splines

Trotz Verwendung von Chebyshev-Punkten kann das Runge-Phédnomen nicht im-
mer unterdriickt werden. Um diese Nachteile der Interpolation mit Polynomen ho-
hen Grades zu vermeiden, kann man zu einer stiickweisen Interpolation niedri-
gen Grades iibergehen. Diese Art der Interpolation findet vielfache Anwendung im
CAD-Bereich.

Eine einfache Interpolation, die nur Funktionswerte an benachbarten Stiitzstellen
verwendet, ist die stiickweise lineare Approximation. Ein Beispiel ist in Abb. 3.7
gezeigt. Dieser Ansatz kann verallgemeinert werden. Dabei wird das gesamte In-
tervall in Teilintervalle unterteilt, die jeweils dieselbe geringe Anzahl von Punkten
enthalten. Dann wird nur innerhalb eines jeden Teilintervalls separat interpoliert.

4Eine alternative Chebyshev-Verteilung mit denselben Konvergenzeigenschaften ist (ohne Rand-
punkte)

_a+b_b-a [(2¢+1) ]

i = - , =0,1,...,n.
T 5 5 2n+27T 1=0 n
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f |
Abbildung 3.7.: Stiickweise lineare \ \
(schwarz) und stiickweise quadrati- 0
sche (rot) Approximation der sechs .
Punkte (z,f) = (0,1), (1/6,3), 0 ‘ ‘
(1/3,2), (0.5,1), (2/3,0), (5/6,2) und 0 0.5 1
(1,1) (blaue Punkte). x

Normalerweise besitzt die stiickweise Interpolation eine sehr niedrige Ordnung, ab-
héngig von der Punkteanzahl eines jeden Teilintervalls.

Punkte auflerhalb eines Intervalls haben deshalb keinen Einflufl auf die lokale Ap-
proximation. Ein grofler Nachteil der stiickweisen Interpolation besteht darin, dafl
die Interpolation i.a. nicht glatt ist. D.h., sie ist an den Grenzen der Teilintervalle
i.a. nicht differenzierbar.

3.3.1. Quadratische Splines

Damit die stiickweise Polynomapproximation differenzierbar wird, mufl man ver-
langen, dafl die rechts- und linksseitigen Ableitungen an den Stiitzpunkten und
Intervallgrenzen identisch sind.

Wir betrachten die Interpolation, bei der jedes Intervall nur zwei Stiitzpunkte
enthélt. Um die genannten Zusatzbedingungen zu erfiillen, setzen wir die Interpo-
lationsfunktion jedoch nicht linear sondern quadratisch an. Als Beispiel betrachten
wir die quadratische Interpolation zwischen den vier Punkten (z1, zy, x3,z4). Auf
jedem der drei Intervalle [z;, ;. 1] definieren wir dann die quadratischen Funktionen

qz(l‘) = ai2x2 + apx + a;o, 1= ]_, 2, 3. (3108)

Damit die Bedingung ¢;(z;) = f; (linker Randpunkt des i-ten Intervalls) und
¢i(xiv1) = fir1 (vechter Randpunkt des i-ten Intervalls) erfiillt ist, miissen wir
fordern

T i) T3 T4

¢ (z1) = fi, qi(z2) = fo, q2(23) = fs, (3.109a)
q2(x2) = fo, a(r3) = fs, g3(74) = fu. (3.109b)

Dies sind 2 x 3 = 6 Bedingungen. Damit die Ableitungen an den beiden inneren
Intervallgrenzen x5 und x5 stetig sind, miissen auch noch die zwei weiteren Bedin-
gungen

41 (z2) = qy(x2), ¢5(x3) = q3(w3), (3.110)
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Abbildung 3.8.: Stiickweise quadratische

‘ ‘ Interpolation der ersten 4 Punkte aus Abb.

0 0.2 0.4 0.6 3.7 fiir die Anfangssteigungen ¢} (z1) = 1,
T 10 und 20.

erfiillt sein. Insgesamt miissen also 8 Bedingungen erfiillt werden. Dies ist moglich,
da wir nach (3.108) insgesamt 3 x 3 = 9 Koeffizienten zur Verfiigung haben. Um die
Interpolation eindeutig zu bestimmen, haben wir sogar noch eine weitere Bedingung
frei. Diese konnen wir verwenden, um die Anfangssteigung festzulegen: ¢;(z1) = d;.
Die resultierenden 9 Bedingungen ergeben ein lineares System von 9 Gleichungen
fiir die 9 Unbekannten a,;. In Abb. 3.8 ist ein Beispiel gezeigt, in dem die ersten 4
Punkte aus Abb. 3.7 stiickweise quadratisch interpoliert wurden.

Wenn man diese Betrachtungen auf n Knoten erweitert, hat man n — 1 Inter-
polationsfunktionen, d.h. 3(n — 1) Unbekannte a;; zu bestimmen. Die Stetigkeit
der stiickweisen Interpolationen liefert 2(n — 1) Bedingungen und die stetige Dif-
ferenzierbarkeit an den inneren Punkten weitere n — 2. Man hat also insgesamt
2(n—1)+(n—2) =3n—4=3(n—1) — 1 Bedingungen. Im allgemeinen Fall bleibt
also immer eine Bedingung frei, die man zu Festlegung der Anfangssteigung ¢} (1)
verwenden kann.

3.3.2. Kubische Splines

Bei vielen physikalischen Problemen reicht die einfache Differenzierbarkeit nicht aus.
Man mochte lieber eine zweifach-differenzierbare Approximationen haben. Diese
Forderung fiithrt auf die kubische Spline-Interpolation. Die kubischen Splines stellen
eine sehr wichtige und vielfach verwendete Klasse von Interpolationspolynomen dar.

Sei die Funktion f(z) an den n Stiitzstellen z; durch f; = f(x;), i = 1,...,n,
vorgegeben. Die Interpolationsfunktion im Intervall x € [z;, ;1 1] setzen wir dann
als Polynom dritten Grades an

Pi(z) = fi +bj(x — x;) + ci(w — 2;)* + di(x — x;)°, i=1,.,n—1. (3.111)

Wir miissen also insgesamt 3(n — 1) Koeffizienten (b;, ¢;, d;), i = 1,...,n— 1 bestim-
men.

Per constructionem gilt am linken Rand eines jeden Intervalls P;(x;) = f;. Die
drei freien Koeffizienten b;, ¢; und d; werden so bestimmt, dafl das Interpolations-
polynom an allen inneren Intervallgrenzen zweifach stetig differenzierbar ist. Fiir
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x; Li41

8

Abbildung 3.9.: Notation bei der kubischen Spline-Interpolation (Beispiel: xfig).

die inneren Punkte bedeutet dies (Abb. 3.9)

Funktion stetig: Pi(xit1) = fis1, 1=1,.,n—2 (3.112a)
1. Ableitung stetig: P/(z41) = Py (Tig1), i=1,..,n—2 (3.112Db)

)

2. Ableitung stetig:  P/(zi41) = Py (2ip1),  i=1,..,n—2. (3.112¢)

Dies sind erst 3(n — 2) Bedingungen. Hinzu kommt noch die Bedingung fiir den
rechten Randpunkt P, (x,) = f,. Es bleiben also noch zwei Bedingungen frei, die
man an die gesuchten Koeffizienten stellen kann.

Sei h; = x;11 — x; der Abstand der Stiitzstellen. Mit P/(x) = 2¢; + 6d,;(x — x;)
folgt dann aus (3.112c¢)

2¢; + 6d; (41 — x;) = 2¢i11 + 6di1 (T — Tig1)
———— ~—— ——

=h; =0

bzw.

@:f%§%9,¢:1wwn—z (3.113)

Wenn man dies in (3.112a) einsetzt, erhalten wir
fit bihs + cih? + dih? = fi4 by + P+ SR =
Aufgelost nach b; ergibt sich
fin—fi ) cimt 2
h; ’ 3 ’
Beachte, dafi in (3.113) und (3.114) die fiir das letzte Intervall benotigten Koef-
fizienten d,_; und b,_; nicht enthalten sind. Um diese Werte mit einzuschlieflen,
erh6hen wir den Laufindex i fiir beide Gleichungen um eins bis auf n — 1 mit dem

Verstéandnis, dal die in den Gleichungen fiir © = n — 1 dann auftauchende Grofle ¢,
eine noch zu bestimmende Hilfsgrofe ist.

b; = i=1,..,n—2. (3.114)
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Aus (3.112b) erhalten wir firi =1,...,n—2

!
Pi/(ﬂfzqu) = bl -+ 2Cl' (.I‘qul — I‘Z> +3dl (.I‘qul — .Ti)Q = Pi/Jrl(SL’Z'Jrl) = bi+1. (3115)
hi h2
Fiir i = n — 2 taucht auf der rechten Seite die Unbekannte b,_; auf, die wir durch

die HilfsgroBe ¢, ausgedriickt haben. Zusammen mit (3.113) fiir d; und (3.114) fiir
b; erhalten wir formal die Gleichungen zur Bestimmung von ¢;

Jive — fin fiJrl_fi) .
— , 1=1,...n—2,
hiya h;

hici +2 (hi + hit1) Cig1 4+ Pig1Cipo = 3 (

(3.116)
die auch die Hilfsgrole ¢, einschliefit. Dies ist im Prinzip ein tridiagonales System
von n — 2 Gleichungen fiir die Unbekannten ¢; bis ¢, in der Form

p— — Cl
X1 X X I i T

: : Co [451
[ X XX |
: : . : = : (3.117)
| |
| |
| |

i [ X X X Cn—1_ | In—2 |

- Cn =

Da wir nur eine (n — 2) x n-Matrix fiir n Unbekannte haben, ist das System zwei-
fach unterbestimmt. Insgesamt haben wir aber mit n — 2 Gleichungen (3.117) fiir
c1,..n und jeweils n — 1 Gleichungen (3.113) (fiir dy,_,,—1) und (3.114) (fr by ,—1)
insgesamt 3(n —2)+2 = 3(n—1) — 1 Gleichungen. Eine weitere Gleichung erhalten
wir noch aus der schon oben erwéhnten Bedingung P, _(x,) = f,, am rechten Rand

Pn71<xn> = fnfl + bnflhnfl + Cnflhifl + dnflhifl = fn; (3118)

womit wir auf die erforderlichen 3(n — 1) Gleichungen kommen.

Da (3.117) aber zweifach unterbestimmt ist, haben wir noch 2 Bedingungen frei,
um das System zu schlieen. Zu diesem Zweck kann man beispielsweise die Steigun-
gen von f an den beiden Réndern vorgeben, d.h. Pj(z1) = f| und P,_(z,) = [},
die Steigung f| und die Kriimmung f; an nur einem Rand, oder héhere Ableitungen
im Innern.

MATLAB stellt eine Spline-Interpolation in Form von zur Ver-
fligung, wobei die Vektoren x und f die Stiitzstellen und die zu interpolierenden
Daten enthalten und r der Vektor der Stellen ist, an denen die Interpolationsfunk-
tion y berechnet werden soll.”

5Der MATLAB-Befehl verwendet die Zusatzbedingungen, dafl die dritten
Ableitungen an den Stellen xo und z,—1 stetig sind: f1"(z2) = f§'(z2) und [ 5(zp-1) =
e (@n-1),
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0.75 1

0.5]

Abbildung 3.10.: B-Splines By (blau) und B_; sowie B (beide rot gepunktet). Die Werte
0, 1/4 und 1 an den fiinf Stiitzstellen von By(x) sind griin markiert.

Der Begriff Spline stammt aus dem Schiffbau. Eine lange diinne Latte (Straklat-
te), die an einzelnen Punkten durch Négel fixiert wird, biegt sich genau wie ein
kubischer Spline mit natiirlichen Randbedingungen (f{ = f” = 0). Die Form ergibt
sich daraus, dafl die Latte bestrebt ist, die inneren Spannungen zu minimieren.

3.3.3. Kubische B-Splines

Einen anderen einfachen Zugang zu kubischen Spines erhélt man iiber die so-
genannten basic splines oder B-Splines, wenn man eine homogene Schrittweite
h; = h = const. wahlt. Dazu definiert man eine Menge von kubischen Splines,
die allesamt dieselbe Kontur besitzen. Sie sind nur auf einer Linge von 4h von Null
verschieden und gegeneinander verschoben (Abb. 3.10). Die kubischen B-Splines
sind stiickweise definiert als

.

1
e (x — xi_2)3, Tio < x < Ty,
1 3 3 2 3 3
Z+E($—$i71)+4—h2($—wif1) _4—;7/:5(1’_372‘71) y i < x <y,
‘ _ 1 3 3 3
Bi(z) = 1 + m (Tiy1 — ) + 2 (2341 — 37)2 s (w41 — 55)37 Ty S < Ty,
1
4—h3 (.[L'Z‘+2 — 1‘)3, Lit1 S x S Tit2,
0, sonst.
\
(3.119)
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Zur Bestimmung von B; stehen fiir die kubischen Funktionen in den 4 Intervallen
4 x4 = 16 Koeflizienten zur Verfiigung. Die Stetigkeit an den drei inneren Punkten,
die beiden Randwerte 0 und die Normierung des Maximums auf 1 liefern 3+2+1 = 6
Bedingungen. Dazu kommen noch 2 x 5 = 10 Bedingungen fiir die Stetigkeit der
ersten und zweiten Ableitungen an den 5 Punkten (griin in Abb. 3.10).

Einen beliebigen kubischen Spline ¢(z) kann man nun als Superposition kubischer
B-Splines ansetzt. Dies ergibt die Darstellung

c(x) = Z a;Bj(x). (3.120)

Die n unbekannten Koeffizienten a; lassen sich mit Hilfe der n Interpolationsbedin-
gungen

bestimmen. Wenn man beachtet, da8 B;(x;) = 0 ist fiir |[¢—j| > 2 (nur die néchsten
Nachbarn von z; tragen etwas bei), erhalt man durch Einsetzen von (3.120) in die
Bedingungen (3.121) das Gleichungssystem

a1 By (x1) + aaBa(x1) = f1,
a1 By (x2) 4+ aaBa(x3) + a3Bs(x2) = fo,
(lQBQ(ZL‘g) + ang(ng) + G,4B4(ZL'3) = fg, (3122)

an72Bn72<xn71) + anlen71<xn71) + aan<xn71) - fn717
an—an—l(xn) + (lan(ZL'n) = fn

Dies kann man auch in Matrix-Form schreiben als

B1($1) BQ(%) ay Ji
Bl(l‘g) BQ(I‘Q) Bg(ZL‘Q) a9 f2
BQ(I‘;},) B

3(!703) B4($3)

Bn72<xn71> Bn71<~1’n71) Bn<xn71>

anl(xn> Bn<xn) Ap, fn

(3.123)

Mit B;(x;) = 1 und By1(z;) = 1/4 erhalten wir das einfache tridiagonale System
(vergleiche auch (3.116))

4 1 ai S
. 1 4 1
i coe =1 . 3.124
o =1 (3124

—_
—_
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3.4. Methode der kleinsten Quadrate

An dieser Stelle sei erwéhnt, dafl eine Matrix A = a;; diagonaldominant heifit,
genau dann wenn fiir alle i = 1,...,n gilt

Jail > Jagl. (3.125)
j=1
J#
Wenn anstelle von > sogar > gilt, so heifit die Matrix A streng diagonaldominant.
Man kann zeigen, dafl Matrizen, die streng diagonaldominant sind, auch regulir
und damit invertierbar sind (siche auch Anhang A.4.4). Offenbar ist die Matrix in
(3.124) streng diagonaldominant. Damit ist das lineare Problem eindeutig losbar.
Es ist sogar sehr schnell 16sbar (Kap. 2.1.3).

Bei der obigen Form (3.124) hat man zunéchst keinen Einflufl auf die Randstei-
gungen, anders als im Fall der allgemeinen kubischen Splines in Kap. 3.3.2. Man
kann aber anstelle der ersten und letzten Gleichung von (3.123) an den Réndern
fordern

CLQBo(.Tl) + (1131(1’1) + CLQBQ(SL’l) = f17 (3126&)
an-1Bn_1(x,) + anBp(,) + api1 Bpii(xn) = fo, (3.126b)

wobei man ag und a,, 1 beliebig wihlen kann, um zum Beispiel die Randsteigungen
festzulegen. Die Summanden mit den beliebig aber fest gewéhlten Werten ay und
a,+1 kann man dann auf die rechte Seite der Gleichung bringen, was auf den modifi-
zierten Vektor der Inhomogenitéten [fi —aoBo(71), f2, - -5 fao1, fa—@ns1Bny1(2,)]"
fiihrt.

Fiir eine direkte Losung zu gegebenen Randsteigungen f{ und f/ kann man die
erste und die letzte Gleichung in (3.124) durch (3.126) ersetzen und die zwei zu-
sdtzlichen Gleichungen

=0

/ / / !
aoBy(z1) + a1 By(z1) +asBy(x1) = f1, (3.127a)
an-1B;, 1 (,) + an B, (2,) +an+1B;L+1(xn) = fu: (3.127b)
——

=0

als 0-te und (n + 1)-te Gleichung fiir ap und a,; verwenden. Die Matrix des er-
weiterten Systems hat dann noch Eintrége A, und A, 14,1, die man vorab durch
Zeilenoperationen elimimieren kann, um wieder zu einem tridiagonalem System zu
kommen.

3.4. Methode der kleinsten Quadrate

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir gesehen, wie wir durch n + 1 Funktions-
werte an paarweise verschiedenen Stellen z; genau ein Polynom vom Grade n legen
konnen. Ein anderes Problem tritt auf, wenn man beispielsweise sehr viele (> n+1)
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MeBwerte f; = f(x;) durch ein Polynom niedrigen Grades n approzimieren mochte.
Dann wird in der Regel p(z;) # f; sein. Dies ist kein Problem, da die Daten f; im
Falle von Messungen ohnehin fehlerbehaftet sind. Vielmehr hofft man, daf sich der
Fehler bei Beriicksichtigung einer sehr groflen Anzahl von Punkten herausmittelt.
Man wird also versuchen, ein Polynom (oder eine andere Funktion) zu finden, wel-
ches die Mefidaten in einem gewissen Sinne optimal wiederspiegeln. Dieses Problem
wird Ausgleichsproblem genannt. Um die gesuchte Ausgleichsfunktion zu finden, for-
dert man typischerweise, dal die Summe der Abstandsquadrate der Mefldaten von
der gesuchten Ausgleichsfunktion minimal wird. Dies ist die Methode der kleinsten

Quadrate.
Seien nun m > n + 1 Punkte x; gegeben, wobei mindestens n + 1 von ihnen
paarweise verschieden sind, und f; = f(x1),..., fm = f(x,,) die zugehorigen Funk-

tionswerte (MeBwerte). Wir definieren dann die Ausgleichsfunktion als ein Polynom
n-ten Grades

p(z) = ap+ a1z + ...+ a,z”. (3.128)
Den Fehler des Ausgleichspolynoms kénnen wir als gewichtete Summe der quadra-
tischen Abweichungen definieren

glag,...,a,) = Zwi [p(z;) — fl]Q >0, (3.129)

wobei die Faktoren w; > 0 positive Gewichte sind, mit denen man einigen Punkten
eine hohere und anderen Punkten eine niedrigere Prioritdt beimessen kann. Der
Fehler (3.129) wird in der Regel von Null verschieden sein. Die Aufgabe besteht
nun darin, die Unbekannten ag,...,a, so zu bestimmen, dafl die Fehlerfunktion
(3.129) minimal wird.

Man koénnte im Prinzip auch andere Mafle zur Definition des Fehlers heranziehen.
Die Verwendung der quadratischen Abweichungen hat jedoch den Vorteil, dafl die
Fehlerfunktion g quadratisch in jeder Variablen a; ist und deshalb nur genau ein
Extremum (ein Minimum) besitzt.

3.4.1. Konstanter Fit

Im einfachsten Fall ist das gesuchte Polynom vom Grade 0, also eine Konstante c.
Dann lautet die Fehlerfunktion

m

gle) =Y wi(c—f;)*. (3.130)

i=1

Wenn wir die Bedingungen fiir ein Minimum von g(c) auswerten, erhalten wir

g (c)= 2sz‘ (c—fi) = ZCZU}Z- -2 szfz - 0, (3.131a)
i=1 i=1 i—1

g"(c) = Qsz’ > 0. (3.131b)
i=1
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3.4. Methode der kleinsten Quadrate

Unter der Annahme positiver Gewichte (w; > 0) ist (3.131b) immer erfiillt und wir
erhalten aus (3.131a) den gewichteten Mittelwert

CcC =

7223,,} wwf (3.132)
=1

Wenn alle Punkte gleich gewichtet werden (w; = 1) ergibt sich der einfache Mittel-
wert m
c= M (3.133)

m

3.4.2. Linearer Fit

Beim linearen Fit suchen wir das Polynom ag + a;x, welches die Fehlerfunktion
g(ap,ar) = Zwi (ap + ayz; — fi)?. (3.134)
i=1

minimiert. Die Minimierung von ¢ mufl nun beziiglich der beiden unbekannten
Koeffizienten ag und a; durchgefiihrt werden. Damit die Fléiche g iiber der (ag, aq)-
Ebene ein Minimum aufweist, miissen beide partiellen Ableitungen von g (nach ag
und nach a;) an der Stelle des Extremums verschwinden. Dies fiihrt auf

58 = ;wi (ao + az; — f;) = aoiz;wi +ay ;wm — ;wifi —0, (3.135a)

1 a m m m m
56—51 = Zzl’wzl‘l (ao + a1xr; — fz) = Qo Zzl’wzl‘l + aq ;wlﬁ — Zzlwll‘zfz = 0

(3.135b)

Dies stellt ein lineares Gleichungssystem der Ordnung 2 fiir die beiden Unbekannten

ap und a; dar
Z;n:l W ZZ’; wii \  (ao) _ Zfll w; fi (3 136)
SO wims Y Wit a Yo wifiri ) '
3.4.3. Normalgleichungen

Im Falle eines Fits mittels eines Polynoms vom Grade n lautet die Fehlerfunktion
glag,...,a,) = Z w; (ag + a12; + ...+ apz? — f;)7. (3.137)
i=1

Die notwendigen Bedingungen fiir ein Minimum lauten dann

10g(ag, ... a,) <= :
5 gi(aoé ) = Zwi (z;) [ap + arz; + ...+ apxl — fi] =0, j=0,...,n.
4 i=1
(3.138)
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30

201

10

0 0.5 1
T

Abbildung 3.11.: Approximation der verrauschten Funktion y = 50z — 22 — 402* (griine
Punkte). Gezeigt sind die Polynom-Approximationen (Gewichtsfunktion w; = 1) vom

Grade 0 (gepunktet), 1 (gestrichelt), 2 (strichpunktiert), 3 (durchgezogen), 4 (blau) sowie
die unverrauschte Funktion (rot).

Dies sind n + 1 lineare Gleichungen fiir die n + 1 Unbekannten a;. Sie heiflen Nor-
malgleichungen. Man kann diese Gleichungen wieder in Matrix-Form schreiben

So S1 S9 ... Sn ag Co

S1 52 83 Sn+1

So A =11, (3.139)
Sn Sp+1l .- ... Sop Qn Cn

wobei . -
sp= wile)  ud =) wiw) fi (3.140)
=1 i=1

Ein Beispiel fiir einen Polynom-Fit ist in Abb. 3.11 gezeigt. Fir m =
n + 1 erhilt man das eindeutige Interpolationspolynom.® Der MATLAB-Befehl

berechnet die Koeffizienten a; eines Polynoms vom Grade n
mittels kleinster Quadrate, wobei die m Datenpaare in den Vektoren z(i) = x; und
f(@) = f(z;) = fi; vorgegeben werden miissen.

Die (n+1) x (n+ 1)-Matrix in (3.139) enthélt identische Eintrége auf den Quer-
diagonalen (die zweite Querdiagonale is rot angedeutet) und ist daher symmetrisch.
Sie enthélt nur die 2n+1 GroBen s,, (3.140), welche Momente genannt werden. Eine
Matrix mit konstanten Querdiagonalen heifit Hankel-Matrix.

Man kann die Gewichte w; auch aus der obigen Hankel-Matrix herausziehen.
Dann erhalten die Bestimmungsgleichungen der Koeffizienten die Form

E'-W-E-Gg=E"-W. [ (3.141)

6 Aufgabe: Zeige fiir m = n + 1 die Aquivalenz von (3.139) und (3.90).
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3.4. Methode der kleinsten Quadrate

Hierbei ist W eine m x m-Matrix, welche die Gewichte w; auf der Diagonale enthélt
und E eine m x (n + 1)-Matrix vom Vandermondeschen Typ (siehe (3.90))7

w1 1z ... af
w 1 =z Ty

W= ‘o . E=|. 7 2. (3.142)
W, 1z ... a,

Man kann zeigen (Golub and Ortega, 1996), da§ ET - W - E fiir mindestens n + 1
paarweise verschiedene Punkte positiv definit (s. Anhang A.4.5) ist. Damit ist ET -
W - E auch regulédr und (3.141) besitzt eine eindeutige Losung.

3.4.4. Allgemeine Ausgleichsprobleme

Man kann die Methode der kleinsten Quadrate verallgemeinern.
Es braucht nicht unbedingt ein Polynom zu sein, welches man
fiir die Approximation verwendet. Man kann auch eine Linear-
kombination von irgendwelchen fest vorgegebenen Funktionen
oo, - .., On verwenden. Dazu macht man den Ansatz

o(z) = 3 aidi(x). (3.143)

Im Fall des Ausgleichs mittels Polynomen ist ¢; = 2. Andere Hermann Hankel
Méglichkeiten bestehen in der Wahl von ¢; = cos(inz) oder ¢; = 1839-1873
exp{k;xz} mit k; € R. Welche Funktionen man am besten verwendet, hingt stark
von der erwarteten x-Abhéngigkeit der Daten ab.

Im allgemeinen Fall kénnen wir genauso vorgehen wie beim Ausgleich mittels
Polynomen. Die Fehlerfunktion lautet im allgemeinen Fall

glag, ... a,) = Zwk [Z a;p;(xy) — fk] ) (3.144)

Die notwendigen Bedingungen fiir ein Minimum lauten damit

%89(%(’9;&;7“0 _ ;wk@(m) laodo(zx) + ... + andu(wr) — fi] =0, j=0,...,n.

(3.145)

"Es ist
m m

E'-W-E = (E")uw;diEjr = > (E")i > widijEjr =Y (ET)uwiEi = wi(E"); B
i=1

i=1 j=1 i=1

= Zwl(xl)l(xz)k = Zwi(a:i)“rk, l+k=7.
i=1

i=1
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Wenn man die Gleichungen zusammenfafit, erhélt man die Matrix-Form

Soo So1 So2 --- Son ag Co
S10 S11 S12 .- Sin
$20 Sl =1 (3.146)
Sno0 Spl -+ -+ Snn an Cn
wobei nun

m m

=> wnd(wr)di(xr)  und o= wdy(@) fi (3.147)

k=1 k=1

Die Matrix ist symmetrisch (s;; = s;;). Die Querdiagonalen sind aber nicht not-
wendigerweise konstant (s;; # s;_1,41). Deshalb ist die Matrix i.a. keine Hankel-
Matrix, sondern nur noch eine sogenannte Gramsche Matriz. Damit (3.146) eindeu-
tig 1osbar ist, mufl man bestimmte Forderungen an das System von Ansatzfunktio-
nen {¢;(z)} stellen.®

Die Normalgleichungen (3.139) und (3.146) konnen in der Re-
gel fiir kleine Werte von n gut gelost werden. Wird n jedoch
zu grof}, kann es sein, dafl die Matrix schlecht konditioniert ist
(siche Kap. 2.1.4 und (2.57)). Dies kann zu numerischen Pro-
blemen fiihren. Eine Moglichkeit der Abhilfe besteht darin, die
Approximation nicht mit Hilfe der Monome z", sondern mit Hil-
fe eines Systems von orthogonalen Polynomen {q(x)} (beziiglich
der Punkte {z;}) durchzufithren. Diese haben die Eigenschaft,
dafl alle Matrixelemente s;; = > -, wgqi(xy)qj(x)) = a;0;; bis
auf die Diagonalelemente verschwinden. Dann wird die Matrix
des zu lésenden Systems diagonal. Wie man die orthogonalen
Polynome systematisch konstruieren kann, ist z.B. in Golub and
Ortega (1996) beschrieben.”

Jorgen Pedersen
Gram
1850-1916

3.5. Bestimmung von Nullistellen

Die Bestimmung von Nullstellen ist ein Problem, das sehr héufig auftritt. Schon das
anscheinend einfache mechanische Problem, die Gleichgewichtslage eines Systems

8Man kann (3.146) auch wieder in der Form (3.141) schreiben mit entsprechend modifizierten
Matrizen E und W. Jedoch ist ET - W - E im allgemeinen nicht mehr positiv definit. Fiir eine
eindeutige Losung muf man die Ansatzfunktionen (und Punkte ;) so withlen, dafi ET - W - E
positiv definit ist.

9Polynome qo, .. .,q, vom Grade 0,...,n heilen orthogonal beziiglich der Punkte x1,...,Zm,
wenn gilt

qu(xi)qj(zi):(), fir k,j=0,1,...,n, k#j.

Man kann sie sukzessive aus den Daten konstruieren.
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3.5. Bestimmung von Nullstellen

Abbildung 3.12.: Gleichgewicht zZwei-
er elastischer Stdbe unterschiedlicher
Elastizitdat bei Belastung.

aus zwei elastischen Stidben unter einer Last (Zweischlag, Abb. 3.12) zu berechnen,
fithrt auf nichtlineare Gleichungen, die nicht mehr in geschlossener Form gelost
werden kénnen. Auch die Navier-Stokes-Gleichung der Stromungsmechanik ist auf-
grund des konvektiven Terms - V4 nichtlinear. Zur Berechnung von Stromungen
mufl man daher im allgemeinen ein grofles System nichtlinearer Gleichungen fiir die
unbekannten Geschwindigkeitskomponenten an allen Punkten eines feinen Gitters
16sen.

3.5.1. Newton-Verfahren

Ein einfaches algebraisches Problem konnte lauten: Berechnen Sie die Losung(en)
von

A\r? = sin(z). (3.148)

Die graphische Losung ist in Abb. 3.13a dargestellt. Eine nichtlineare algebrai-
sche Gleichung wie (3.148) kann man immer in der Form eines Nullstellenproblems

(a)
1 , ‘ 1

(b)

B VY

—1 . L/ | . 4'/ . -2 .
5) 10

10 =5 0 5 10 s T R
i X

Abbildung 3.13.: (a) Graphische Losung von (3.148) fiir A = 0.01. (b) Entsprechendes
Nullstellenproblem mit f(z) = sin(x) — Az?.
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Abbildung 3.14.: Lineare Ndaherung der Funktion f
in der Néhe der Nullstelle z* durch die Tangente
p an f bei xg. Die roten Linien verdeutlichen die
Abfolge der Newton-Iteration anschaulich.

schreiben. Hier lautet das Nullstellenproblem (Abb. 3.13b)
f(z) =sin(z) — A\x* = 0. (3.149)

Wire f(x) ein Polynom vom Grade n, dann hitte f genau n reelle oder komplexe
Nullstellen (Wurzeln). Fiir eine allgemeine Funktion &8t sich nicht a priori sagen,
wieviele Nullstellen sie in einem bestimmten Intervall besitzt. Es gilt aber folgendes:

e Ist eine Funktion f(x) in einem Intervall [a, b] streng monoton, dann besitzt
f(x) maximal eine Nullstelle.

e Ist eine Funktion f(z) in einem Intervall [a,b] stetig und ist f(a)f(b) < 0,
dann besitzt f(x) im Intervall [a, b] mindestens eine Nullstelle.

Um eine Nullstelle z* von f(x) numerisch zu bestimmen, wird meistens der Funkti-
onsverlauf zwischen den Punkten a und b durch ein Polynom p(x) niedriger Ordnung
approximiert und dessen Nullstelle ndherungsweise als Nullstelle von f(x) aufgefafit.

Sei xy ein Punkt in der Nédhe der Nullstelle. Fiir die Taylor-Entwicklung von f
um den Punkt zq gilt

F(a) = f(@o) + (2 = 20)(w0) + 5 F(2)(z — )" (3.150)
::;)?m) h Res;glied :

Die Taylor-Entwicklung bis zur ersten Ordnung kénnen wir als Polynomapproxima-
tion erster Ordnung auffassen. Indem wir f durch p ersetzen, haben wir f lineari-
siert. Dabei wird die Funktion f lokal durch die Tangente im Punkt x ersetzt (Abb.
3.14). Aus (3.150) ergibt sich die Approximation x; der Nullstelle von f durch die
Bedingung p(z;) = 0. Diese liefert

p(x1) = f(wo) + (21 — x0) f'(w0) = 0, (3.151)
also fz)
_ Lo

T1 = Ty — f’(,ﬁ(]o) . (3152)
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Wenn man nun vom Punkt x; ausgeht, diesen als neuen Entwicklungspunkt wahlt
und auf dieselbe Art eine zweite Naherung xs berechnet, und so weiter, dann erhélt
man die Newton-Iteration

ntl = Ty — , =0,1,.... 3.153
EO I Trn N (8153)

Diese Iterationsvorschrift wird auch Newton-Raphson-Verfahren'” genannt.

Um die Konvergenz der Newton-Iteration zu untersuchen, betrachten wir den
Fehler z* — x,,11, den wir beim (n + 1)-ten Iterationsschritt machen. Dazu werten
wir die Taylor-Darstellung der Funktion f(z) = p(z) + (x — z,)%f"(2)/2 an der
Stelle x = 2* aus und erhalten fiir die Abweichung von f(z*) = 0 von der linearen
Néherung p(x*)

—p(z”)
§6) —pa) = ) — (0 =z ) £ 3G — P (3154
—

Mit Hilfe eines Newton-Schrittes (3.153) kénnen wir die unterstrichenen Terme
durch z, f'(x,) — f(x,) = Tpe1 f'(x,) ersetzen und erhalten so

T f () — 2 f'(2,) = %f”(z)(x* —1,)% (3.155)
Mit f'(z,) # 0 ergibt sich fiir den Fehler
: LI (o 32 = (= )2 (3.156)

T = S )
————

Ist nun in einem Intervall um die Nullstelle |f”(x)| < M betragsméBig beschrankt
und |f'(z)| > m > 0, dann kann man |¢,| < M/(2m) := ¢ nach oben hin abschét-
zen. Aus der Beschrinktheit des Koeffizienten folgt, dafl sich der Fehler in jedem
Schritt quadratisch verringert. Ist zum Beispiel der Fehler schon |z* — z,,| = 107,
dann wird er im niichsten Schritt kleiner sein als ¢ x 1078, Bei jeder Iteration ver-
doppelt sich ungefahr die Anzahl der korrekten Dezimalen der Approximation der
Nullstelle (siche Tab. 3.1). Typischerweise wéhlt man als Abbruchkriterium der
Newton-Iteration die Bedingung |z,+1 — x,| < €.

Die quadratische Konvergenz der Newton-Iteration ist so ziemlich das schnellste,
was man erreichen kann. Die rapide Konvergenz hat ihren Preis, denn die Newton-
[teration konvergiert nur, wenn der Anfangswert x, schon hinreichend nahe bei

10Joseph Raphson, 1648-1715: Raphson war einer der wenigen, denen es Isaac Newton erlaubte,
vorab seine mathematischen Werke zu sehen. 1690 verdffentlichte Raphson sein Buch Analysis
aequationum universalis, welches das Newton-Raphson-Verfahren zur numerischen Losung von
nichtlinearen Gleichungen enthilt. Hierfiir wurde er 1691 zum Mitglied der Royal Society er-
nannt. Aulerdem schrieb er das Buch History of Fluzions, welches aber erst nach seinem Tod
erschien.
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T

4
2 750343532969441  Vabelle 3.1.: Beispiel fiir die Newton-Iteration von (3.149)

3.062460099178964 mit A = 0.01 und Startwert x¢g = 4. Man erkennt die qua-

3 048532919044707 dratische Konvergenz.
3.048523403179332
3.048523403174493
3.048523403174493

DU W~ OS

50 V‘V

Ty f

-
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n

Abbildung 3.15.: Newton-Iteration fiir das Beispiel (3.149) mit A = 0.01. In (a) wur-
den #dquidistanten Anfangswerte xg € [—10,10] mit Azy = 0.2 gewihlt. Die Iterationen
konvergieren sehr schnell fiir die meisten Anfangsbedingungen nahe einer der sechs Null-
stellen. In (b) wurden Startwerte zp € [—50,50] mit Azg = 1 gewihlt. Fiir Anfangsbe-
dingungen, die weit von einer Losung entfernt sind, treten sehr groie Schwankungen der
Iterierten oder periodisches bzw. quasiperiodisches Verhalten auf.

der wirklichen Nullstelle x* liegt. Dieses Verhalten wird auch als lokale Konvergenz
bezeichnet. Fiir das Beispiel (3.149) ist die schnelle Konvergenz in Abb. 3.15 darge-
stellt. Falls der Startwert zy nicht hinreichend nahe an z* liegt, kann die Iteration
auch divergieren oder in chaotischer Weise schwanken. Auch ist ein periodisches
Verhalten der Iterierten moglich.

3.5.2. Sekantenmethode

Grundlage der Newton-Iteration war die Taylor-Entwicklung in der Néhe ei-
nes Punktes, der hinreichend dicht an der Nullstelle liegt. Anstelle der Taylor-
Entwicklung kann man zur Konstruktion einer verbesserten Naherung der Nullstel-
le auch die Sekante verwenden, die durch die Punkte f(zo) und f(z1) definiert ist,
wobei xy und z; die beiden vorhergehenden Iterierten sind (Abb. 3.16).
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Abbildung 3.16.: Approximation der
Nullstelle von f durch die Nullstelle der

Sekante s.

Die Gleichung fiir die Sekante mit Stiitzpunkten zy und x; lautet

fl_fO

T — X

8:f1+

(x — x1) (3.157)
Fiir die Nullstelle zo der Sekante gilt dann mit s(xg) =0

Q:ﬁ)(xz—“) = m=n- b

Ty —x
0=f + 1~ To

(3.158)

Wenn man diese Methode systematisch fortsetzt, kommt man auf die Iteration
(Sekantenmethode)

a1 zxn—fn%, n=1,2,.... (3.159)

Die Sekantenmethode hat eine dhnliche Struktur wie die Newton-Methode. Der Un-
terschied besteht darin, dal bei der Sekantenmethode die Ableitung diskret gebildet
wird, und zwar mit Hilfe der beiden vorhergehenden Iterationspunkte
f Jn= Jnot (3.160)
Tp — Tp—1
Die Konvergenzrate der Sekanten-Methode ist im allgemeinen geringer als diejenige

der Newton-Methode. Man kann zeigen, dafl im Limes x,, — z* die Konvergenz-
ordnung (1 + \/5) /2 ~ 1.62 betrigt, daf also gilt

2" — Zpga| ~ el — "% (3.161)

Dieser Nachteil wird aber unter Umstdnden dadurch kompensiert, dafl man fiir
die Sekanten-Methode pro Iteration nur einen Funktionswert f berechnen muf,
wahrend man bei der Newton-Iteration sowohl f als auch f’ bestimmen muf3.

3.5.3. Bisektion und Regula Falsi

Die einfachste Moglichkeit, eine Nullstelle zu bestimmen, besteht in der Halbierung
des Intervalls (Bisektion). Angenommen, in dem Intervall [a,b] mit f(a)f(b) < O
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A
f(x)
s(z)

] . Abbildung 3.17.: Regula falsi: Die Null-
, stelle von f(z) befindet sich im grauen
J Teilintervall [a, b'], welches durch die Null-
stelle b/ der Sekante s(x) und f(a)f(b') <0

a v b definiert ist.

existiert nur eine Nullstelle von f(z), dann berechnet man f(z;) an der Stelle
x1 = (a+ b)/2. Die Nullstelle befindet sich dann in einem der beiden Teilintervalle

[a,z1],  falls  f(a)f(z1) <O,

bl falls flzy)f(B) < 0. (3.162)

Diese Intervallhalbierung wird nun iteriert. Bei der Intervallhalbierung kann man

den Fehler mit Hilfe der urspriinglichen Intervallinge b — a abschétzen. Nach m

Bisektionen betragt er

b—a
TR

|z* — x| < (3.163)
Um den Fehler um 6 Zehnerpotenzen zu verringern (2™ = 10°), benétigt man daher
m = 61log,(10) ~ 20 Iterationen. Die Konvergenz ist also sehr langsam.

Um eine Verbesserung der Konvergenzrate zu erreichen, kann man anstelle der
Intervallhalbierung die neue Intervallgrenze ; auch mit Hilfe der Sekanten-Methode
(3.159) berechnen. Das resultierende Verfahren heifit dann regula falsi (Abb. 3.17).

3.5.4. Fehler und Kondition

Numerisch kann man die Funktion, deren Nullstelle zu bestimmen ist, nur mit
endlicher Genauigkeit auswerten. Da die Funktionswerte in der Ndhe der Nullstelle
sehr klein werden, kann es sein, dafl bei einer bestimmten Iteration der Bisektion das
Vorzeichen von f falsch ist. Weitere Iterationen machen dann keinen Sinn mehr und
die Fehlerabschétzung (3.163) verliert ihre Giiltigkeit. Dieses Problem duBert sich
dann in einem irreguléren Verhalten der Iteration. Dies trifft auch fiir die Newton-
[teration und die Sekanten-Methode zu, denn auch bei diesen Verfahren muf3 die
kleine Gréfe f in der Ndhe der Nullstelle berechnet werden.

Das Problem ist offenbar umso grofler, je flacher die Funktion f durch die Null-
stelle geht. Am Beispiel einer linearen Funktion ist dieser Sachverhalt in Abb. 3.18
dargestellt. Ein anderes bekanntes Beispiel sind die n entarteten Nullstellen z; = 0
von z" = 0. Falls nun die rechte Seite nicht Null ist, sondern nur ein wenig davon
abweicht, erhilt man

" = e, (3.164)
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f

i

Abbildung 3.18.: Ungenauigkeit der Nullstellenbestimmung bei schlechter Kondition: Bei
geringer Steigung f’(zo) hat ein kleiner additiver Fehler € eine grofie Auswirkung auf die
Verschiebung § der Nullstelle.

mit den Losungen
z; = /" exp {le} . j=1,...n. (3.165)
n

Falls n = 10 und € = 107'% ist, dann sind die Wurzeln betragsmiBig gleich €'/ =
(10*10)1/10 = 107", In diesem Fall hat eine Anderung der Eingangsdaten um 10~*°
eine Anderung der Ausgangsdaten von 10~! bewirkt. Der Fehler wurde demnach
um einen Faktor 10° verstirkt!

Gangz allgemein bezeichnet man ein Problem, bei dem kleine Ungenauigkeiten in
den Eingangsdaten (Parametern) zu sehr groflen Ungenauigkeiten der Ausgangs-
daten (Losungen) fiihrt, als schlecht konditioniert. Man sagt auch: die Kondition
eines Problems ist schlecht. Diesen Sachverhalt kann man noch prézisieren und
durch Zuweisung einer Konditionszahl quantifizieren (siche auch Kap. 2.1.4).

3.5.5. Fixpunktiteration

Die Nullstelle einer Funktion f(z) wie (3.149) kann man auch mittels Fizpunktite-
ration finden. Dazu addiert man x zu beiden Seiten der Gleichung

r = f(x)+x. (3.166)

Um zu einer Iteration zu kommen, wird die linke Seite bei n + 1 und die rechte bei
n ausgewertet. So erhélt man

Tns1 = g(Ty). (3.167)

In unserem Beispiel ist g(x) = sin(z) — Az? + z. Die beiden Seiten der Gleichung
(3.166) sind in Abb. 3.19 dargestellt. An den Schnittpunkten beider Graphen gilt
x, = g(x,) = z*. Sie heiBen Fizpunkte. Fiir die Fixpunkte gilt offenbar f(z*) = 0.
Damit sind die Fixpunkte identisch mit den Nullstellen von f(z). Es gibt stabile
und instabile Fixpunkte. Ob ein Fixpunkt stabil oder instabil ist, hdngt davon ab,
ob die Iteration eines Startwertes in der Nédhe des Fixpunktes auf den Fixpunkt
konvergiert, oder ob sie sich von ihm entfernt. Der linke Fixpunkt in Abb. 3.19b
ist instabil, wihrend der rechte stabil ist. Fiir einen stabilen Fixpunkt muf} in einer
Umgebung des Fixpunktes gelten |¢/(x)| < 1. Wenn wir nun ein Intervall x € [a, b]
betrachten, so gilt
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(a) (b)

10 ‘ ‘ ‘ -3
—4 e
5
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T
—5F
— &t
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Abbildung 3.19.: (a) Die beiden Seiten x (schwarz) und g(z) (blau) aus (3.167) mit A =
0.01. (b) Zoom in das Gebiet der beiden linken Schnittpunkte (Fixpunkte) in (a). Die

roten Linien zeigen den Verlauf der Fixpunktiteration fiir die Startwerte zo = —5 und
Trog — —6.2.
Falls

1. Voeay 9(z) € [a,],
2. g(x) ist in [a, b] diffbar,
3. Ix<1 Vecy 19(z)] <K <1,

dann besitzt g(x) genau einen Fixpunkt in [a, b] und fiir alle Anfangs-
werte o konvergiert die Iteration (3.167) gegen den Fixpunkt z*, wobei
Tpy1 — T

lim

n—oo X, — T*

= g'(x*). (3.168)

Um die Bedingung (3) zu erfiillen,’! kann es unter Umstinden notig sein, die
Funktion f(z) in (3.167) geeignet zu skalieren. Die schnellste Konvergenz erhilt
man, wenn |¢'(z*)| — 0 moglichst klein wird. Die instabilen Fixpunkte werden zu
stabilen Fixpunkten, wenn man das Vorzeichen f(z) — —f(z) umkehrt und, falls
erforderlich, geeignet skaliert.

Die babylonische Methode die Wurzel aus einer beliebigen positiven reellen Zahl

"Dje dritte Bedingung nennt man auch Lipschitz-Bedingung mit Lipschitz-Konstante K.
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a 7zu ziehen, bestand aus der Fixpunktiteration'?

Tpy1 = % (3% — xn) +x, = % (a% + xn) = g(zy). (3.169)
Im Falle der Konvergenz fiir n — oo gilt 2** = a. Wegen ¢'(z = 2* = /a) = 0
gilt |¢'(z)| < 1 in einer Umgebung von z* = y/a. Deshalb ist die Fixpunktiteration
stabil und konvergiert optimal.

Auch das Newton-Verfahren (3.153) kann als Fixpunktiteration aufgefafit wer-
den, wenn man die Iterationsfunktion g(x) := = — f(x)/f'(x) definiert. Mit einer
Modifikation der Fixpunktiteration (Aitken- oder auch Steffensen- Verfahren) kann
man die Konvergenz beschleunigen (siehe Quarteroni and Saleri, 2006).

3.5.6. Newton-Verfahren fiir nichtlineare Gleichungssysteme

Wir wollen nun das Newton-Verfahren zu Bestimmung der Nullstelle einer nicht-
linearen Funktion f(x) auf nichtlineare Gleichungssysteme aus I Gleichungen in
Abhéngigkeit von I Unbekannten x; iibertragen. Diese Art von Problemstellung
tritt hdufig auf, wenn man z.B. stationédre Losungen (Gleichgewichtslagen) nichtli-
nearer dynamischer Systeme wie etwa (5.285) oder (5.351) sucht (siehe auch Abb.
3.12).

Die simultan zu 16senden Gleichungen kann man in der Form schreiben

—

fi(l‘l,...,l‘[): (f):O, Z:]_,,] (3170)

Wir suchen nun den Vektor #* = (z7,...,z3)T, so daB (3.170) erfiillt ist. Die ge-
suchte Nullstelle ist also ein Punkt #* im /-dimensionalen Raum.
Wie im eindimensionalen Fall sei () eine anfingliche Approximation der Null-

stelle #*. Dann ergibt die Taylor-Entwicklung von f im /-dimensionalen Raum um
den Punkt 7

(@) = f(@9) + (7 — ) - V f(2®) + Terme hoherer Ordnung. (3.171)

J/

-~

=p(Z)

Die Linearisierung der Vektorfunktion f um den Punkt 7 lautet f = p. In zwei
Dimensionen (I = 2) wird dann jede Komponente f;(z1, z2) der Funktion f(z1, z»)
durch eine Ebene p;(x1,x5) approximiert, die im Punkt #® tangential zur jewei-
ligen Fliche f;(xy,z2) ist (Abb. 3.20). Entsprechend wird in / Dimensionen jede
Hyperfliche f;(xy,...,z;) durch je eine Hyperebene approximiert, die im Punkt
7 tangential zur Hyperfliche f;(zy,...,z;) ist.

12Aus 2% = a ergibt sich a/x — 2 = 0. Wenn man dies skaliert und z addiert, erhilt man
a/z—z)+z =2
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Abbildung 3.20.: Graphische Darstellung
der Bestimmung der Nullstelle £*
Dimensionen als Schnittpunkt zweier bili-
nearer Funktionen p; und po mit der Ebene
p1=p2=0.

in zwei

Wenn wir nun in (3.171) ﬁ(f(l)) = 0 setzen, erhalten wir
FO 4+ (70 - 79) . v O — . (3.172)

Mit der Identifikation (¥ — z(" und 2 — Z"+V ergibt sich
in Komponentenschreibweise

(n) (n)
PO (x(n+1) B x(n)) ofi " _ (312 ) el (3.173)

Carl Gustav
Jacob Jacobi
18041851

i J 7 ) "ou; Oz,

J/

()
6j

Wenn wir die Jacobi-Matriz definieren

o (@) of (#)
) 8$1 o ox I
g — jl,(;L) — % — : : , (3.174)
J g™ Ofr (f(n)) ofr (i:(n))
83:1 o ox I
konnen wir (3.173) auch kompakt vektoriell schreiben als
1@ ) — _ fln) (3.175)

In der Praxis wird man diese Gleichung nie nach #"+" auflosen, sondern mit dem
Korrekturvektor 60 = 1) — ™ rechnen. Der Algorithmus lautet dann:

Newton-Algorithmus
e Berechne 6 aus J™ . 5 = _ fln),

e Setze ZnD) = g 4 5

Im Fall der Konvergenz verschwinden sowohl die Korrektur § = 0 als auch das
Residuum f = 0.
Hinsichtlich der Konvergenz des mehrdimensionalen Newton-Verfahrens kann

—

man den folgenden Satz beweisen: Ist f(Z) in einer Umgebung der Nullstelle Z*,
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— —

d.h. f(z*) = 0, zweimal stetig differenzierbar und ist J = V f|z reguldr, dann kon-
vergiert die Newton-Iteration (3.175) bzw. (3.173) gegen Z*, d.h. 2" — &, falls
7 geniigend nahe bei #* liegt. Die Konvergenz ist quadratisch, d.h.,

D — |2 < 7™ — 713, (3.176)

wobei ¢ eine Konstante ist. Hierbei ist wichtig, daf§ J regulér ist. Ansonsten geht
die quadratische Konvergenz verloren, obwohl die Iteration immer noch gegen einen
Grenzwert konvergieren kann. Die Bedingung, dafl J regulér ist, entspricht im ein-
dimensionalen Fall der Bedingung f'(z*) # 0.

In der Praxis geniigen meist nur 1-4 Iterationen (vgl. Tab. 3.1). Ein Nachteil der
Newton-Iteration besteht darin, daf alle I? Elemente der Jacobi-Matrix fiir jede
Iteration neu berechnet werden miissen. Dies wird besonders dann teuer, wenn die
Jacobi-Matrix dicht besetzt ist. Nach dem Aufstellen der Jakobi-Matrix mufl man
auflerdem noch in jedem Schritt ein lineares Gleichungssystem losen.

Wenn man die Jacobi-Matrix nicht analytisch berechnen kann, mufl man sie nu-
merisch bestimmen. Eine Option besteht darin, die exakten Ableitungen durch finite
Vorwiérts-Differenzen zu approximieren

0K  SE T hE) — ()
J(Z) = o 3

. (3.177)

Hierbei ist h eine kleine Schrittweite und €; der Einheitsvektor in j-Richtung.
Eine weitere Modifikation des Newton-Verfahrens besteht darin, die Jacobi-
Matrix nicht in jeden Iterationsschritt neu zu berechnen, sondern fiir einige Schritte
mit derselben Jacobi-Matrix zu rechnen. Dies entspricht der sukzessiven Nullstel-
lenapproximation mit einer konstanten Steigung (vgl. Abb. 3.14). Dieses Verfahren
verringert jedoch die Konvergenzrate.
Andere Modifikationen des Newton-Verfahren sind sogenannte Quasi-Newton-

Verfahren der Form
D) = ) _ @) L fln), (3.178)

Hierbei wurde die inverse Jacobi-Matrix [J (")] ! durch eine einfachere Matrix H™
und einen Schrittweitenfaktor w(™ ersetzt, so daf sie im Limes der Konvergenz mit
der inversen Jacobi-Matrix iibereinstimmt (Ortega and Rheinboldt, 1970).

Wie fiir das eindimensionale Newton-Verfahren benétigt man auch fiir das mehr-
dimensionale Newton-Verfahren einen guten Anfangswert #®. Liegt der Anfangs-
wert zu weit von ¥ entfernt, kann ein komplexes Verhalten auftreten. Die Abhén-
gigkeit der gefundenen Nullstelle vom Anfangswert ist in Abb. 3.21 am Beispiel des
zweidimensionalen Systems f(z) = 2% — 1 mit z = z + iy € C gezeigt. Aufgespalten
in Real- und Imaginéarteil gilt

freal - :L‘g - 31‘?/3 —1= 0, (3179)
fimag - 31‘2?/ - y3 =0. (3180)

Die Nullstellen ergeben sich sofort aus z* = 1 als die drei Einheitswurzeln in der

komplexen Ebene 27 = e°, 25 = e*™/3 und 2§ = e¥i7/3,

4. €. Rublmann 65

Numerische Methoden der Ingenieurwissenschaften



3. Interpolation und Approximation

(a)

Abbildung 3.21.: Newton-Fraktal fiir die Newton-Iteration der komplexen Funktion
p(2) = 22 — 1. Gezeigt ist die komplexe Ebene der Startwerte zg. In (a) zeigt die Farbe
an, zu welcher der drei Nullstellen die Newton-Iteration konvergiert. Die Grenzen der
Attraktionsbereiche der einzelnen Nullstellen sind fraktal. In (b) ist die Farbe ist ein Maf}
fiir die Anzahl der Iterationen, die erforderlich sind, um fiir einen gegebenen Startwert
2o eine bestimmte Genauigkeit ||z, — z||2 < € zu erreichen. Die Abbildungen wurden mit
dem Programm FRACTINT erstellt.

3.5.7. Verfolgung einer Losung bei Parametervariation

In vielen Fillen héngt die Funktion, deren Nullstelle man sucht, noch von minde-
stens einem unabhéngigen Parameter ab. In unserem Beispiel (3.149) ist dies der
Parameter . Ein nicht-triviales Beispiel ist die Berechnung einer stationéren Stro-
mung. Gesucht wird dann das Geschwindigkeitsfeld und seine Abhéngigkeit von
der Reynoldszahl A = Re. Die Komponenten des unbekannten Vektors & bestehen
dann aus allen 3 Geschwindigkeitskomponenten an allen Knotenpunkten eines ge-
cigneten Rechengitters. Die Vektorfunktion f| (Z, Re), die sich aus der Navier-Stokes-
Gleichung durch die Diskretisierung ergibt, lebt dann in einem sehr hochdimensio-
nalen Raum, der durch die Komponenten VOH_’I_" aufgespannt wird. Die stationdren

Losungen entsprechen dann den Nullstellen f(7*,Re) = 0 im hochdimensionalen
Raum von 7.

Natiirliche Parameterfortsetzung

—

Sei eine Losung #* fiir A = 1 bekannt. Fiir sie gilt f(7*,\ = 1) = 0. Dann kann es
schwierig sein, mit diesem Startwert #*(A = 1) die Lésung von f(Z*, A = 103) = 0
fiir einen anderen Parameter zu finden, da sich durch die Anderung des Parameters
A (z.B. der Reynoldszahl) die Lésung 7* (A = 10%) zu weit vom urspriinglichen Wert
Z*(A = 1) entfernt hat. In diesem Fall kann man X in mehreren hinreichend kleinen
Schritten AX erhohen und in jedem Schritt eine Newton-Iteration durchfiihren,
wobei man als Startwert jeder Newton-Iteration die konvergente Losung der jeweils
vorherigen Newton-Iteration verwendet. Mit dieser Strategie kann man die Losung
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Abbildung 3.22.: Exakte Nullstellen 2*(\) des Problems (3.149) (schwarze Kurven) und
Resultat der Newton-Iteration bei natiirlicher Parametervariation fiir ansteigende Werte
von A beginnend bei A = 0 (blaue Kreise).

7*(A) als Funktion des Parameters A verfolgen.

Diese natiirliche Parameterfortsetzung funktioniert, wenn sich die Losung z*(\)
kontinuierlich als Funktion von A\ entwickelt und keine Singularitdten auftreten.
Es kann jedoch sein, daB sich die Losungskurve @*(\) zurickbiegt und z*(\) keine
eindeutige Funktion von A ist. Als Beispiel fiir dieses Verhalten betrachten wir unser
eindimensionales Beispiel (3.149). Die Losung z*(\) als Funktion des Parameters
A ist in Abb. 3.22 gezeigt.'> Wenn man nun einen Losungsast verfolgt, indem man
A in kleinen Schritten erhoht, wird die Newton-Iteration an dem Punkt, an dem
sich der Losungsast zuriickbiegt (kritischer Punkt), im giinstigsten Fall auf eine
andere Losung springen. Dieses Verhalten ist in Abb. 3.22 dargestellt. Hier springt
die Losung bei Erhéhung von A von dem nichttrivialen Losungsast mit x* < 0 auf
den Ast x* = 0. Damit hat man aber den urspriinglichen Losungsast verloren.

Am kritischen Punkt wird bei einer Parametervariation ein Paar neuer Losungen
kreiert oder vernichtet. Dies nennt man auch Sattel-Knoten- Verzweigung. Die Situa-
tion ist noch einmal schematisch in Abb. 3.23 gezeigt. In solchen Féllen kann man
den urspriinglichen Losungsast mit der natiirlichen Parameter-Fortsetzung nicht
weiter verfolgen und man mufl andere Methoden der Verfolgung verwenden.

Pseudo-Bogenliangen-Fortsetzung

Eine bessere Moglichkeit der Verfolgung von Losungen ist die Pseudo-Bogenldingen-
Fortsetzung (pseudo-arclength continuation). Dieses Verfahren wurde zuerst von
Keller (1977) vorgeschlagen. Hierbei wird der Parameter A als zusétzliche Variable

3Hier ist einfach \ = sin (z*) /2*°.
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(a)

Abbildung 3.23.: Idee der Bogenlidngen-Fortsetzung: (a) Ausgehend von einer konvergier-
ten Losung (X*, A*) (blauer Punkt) wird von der neuen Newton-Iteration verlangt, daf
der Abstand As vom der alten konvergierten Losung konstant bleibt. Dann verliuft die
Iteration (angedeutet durch den roten Pfeil) von einer geeigneten ersten Schéitzung (roter
Punkt) zur neuen Losung griiner Punkt. Wenn die Schrittweite As (rote Linie) hinrei-
chend klein ist, kann der blaue Losungsast relativ glatt verfolgt werden. (b) Losung = von
f(x,\) = 0 als Funktion des Parameters \. Mit Hilfe der Pseudo-Bogenléngen-Fortsetzung
kann man die Losung auch iiber kritische Punkte (Sattel-Knoten-Verzweigungen, blaue
Punkte) hinaus verfolgen. Die roten Balken symbolisieren die Schritte mit konstanter
quasi-Bogenldnge.

aufgefat. Im (I + 1)-dimensionalen Raum (Z, \) definieren dann die I Gleichungen
F(#,\) = 0 cine cindimensionale Untermenge des R'*!: die Losungskurve #*()).
Um einen Punkt auf dieser Losungskurve festzulegen, der das Ziel der Newton-
Iteration sein soll, brauchen wir eine weitere Gleichung. Diese Gleichung besteht
in der Forderung, da8 sich der iterierte Punkt (™, A) im (Z, \)-Raum in einem
fest vorgegebenen Abstand As (Pseudo-Bogenlinge) von dem vorherigen, iterierten
und konvergierten Punkt (X*, A*) auf der Losungskurve befindet (Abb. 3.23). Dann

gilt fiir die Werte von 2™ und A die Einschrankung

"4 (A=A = (As)”. (3.181)

2

r— X"

Wir fassen nun # und A als die gesuchten Variablen auf und betrachten das erwei-
terte Nullstellenproblem im I 4 1-dimensionalen Raum

F (@) =0, (3.182a)
S 112
g(@N) = A=A + |7 —X*|| —(As)’=0 (3.182b)
2
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J
0fs
0fi)O; BN
Abbildung 3.24.: Struktur der erweiterten Jacobi-
Matrix bei Verwendung der Pseudo-Bogenlédngen- dg/0x; 99
Fortsetzung,. oA

Die Newton-Iteration fiir dieses erweiterte System kénnen wir dann formulieren als
(vgl. den Newton-Algorithmus auf Seite 64)

() (n)

of;  Of; ;
or; O\ M _ g - i
ag] o : ()\%nﬂ) B )\J(n) = — (3.183)
8—% a b Kor;erktur : g

N J/

TV
Jacobi-Matrix

Wenn wir die partiellen Ableitungen von g ausfithren (Summenkonvention)

L =2 X5t | =2 - X)) =2 (o X)), (3184a)
J J
=5,
ag (n)
x| =20 - AT =2 (A — A, (3.184D)
erhalten wir
ofi af, 1™ LD () A\

2 (z; — X7) 2(A—AY)

Die Struktur der erweiterten Jacobi Matrix ist in Abb. 3.24 illustriert. Beachte, daf3
die reduzierte Jacobi-Matrix df;/0x; am kritischen Punkt singulér wird. Dies liegt
daran, dafl sich am kritischen Punkt A\ = A, bei Variation von A zwei Nullstellen
gegenseitig vernichten. Dies geschieht in unserem Beispiel bei A =~ 0.05 (Abb. 3.22).
Gleichung (3.185) mufl nun iteriert werden. Dazu benétigen wir moglichst gute
Startwerte.

Vorhersage-Schritt

Einen guten Startwert (Z®, \(?) (roter Punkt in Abb. 3.23a bzw. rote Quadrate in
Abb. 3.25) kann man erhalten, indem man von dem konvergenten Punkt (X*, A*)
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1t
057
x 0r
—-0.5
1t
-1 0 1
A

Abbildung 3.25.: Quasi-Bogenlidngen-Verfolgung mit As = 0.4 am Beispiel der Funktion
f(z,\) = 22 + A% — 1. Die Nullstelle f(z,\) = 0 ist als schwarzer Kreis dargestellt.
Die Anfangswerte einer jeden Newton-Iteration sind die roten Punkte. Der Verlauf jeder
Newton Iteration ist als rote Linie gezeigt. Die konvergierten Nullstellen sind mit griinen
Punkten symbolisiert. Die erste Iterierte liegt schon innerhalb der Groflie der griinen
Symbole. Als Abbruchkriterium wurde ¢ = 107! gewihlt, was hier typischerweise 5
Newton-Iterationen erforderte.

—

auf dem Losungsast f(#,\) = 0 ausgeht (blauer Punkt in Abb. 3.23a bzw. griine
Quadrate in Abb. 3.25) und einen Schritt der Lange As tangential zum Losungsast
F(#,\) = 0 vorwiirts geht (rote Linie in Abb. 3.23a bzw. blaue Linien in Abb. 3.25).
Dazu mu man im (/ + 1)-dimensionalen Raum (I Variablen ¥ und 1 Parameter \)
die tangentiale Richtung an die Losungskurve f = 0 im Punkte ()Z' * A*) berechnen.

Sei der Tangentialvektor T = (7?, t(’\))T. Um seine Komponenten zu bestimmen,
beachten wir, daf3 die tangentiale Richtung dadurch gekennzeichnet ist, daf} sich
f in Richtung von T nicht &ndert. Die Anderungsrate irgendeiner Funktion in T-
Richtung ist proportional zu T -V wobei V = (V,0\)T der Nabla-Operator im
(I + 1)-dimensionalen Raum ist.'*

Daher fordern wir vom Tangentenvektor T = (t_: t(/\))T im ([ + 1)-dimensionalen
Raum

T Vf=¢.-Vf+tVa,f=0. (3.186)

Dies sind I Bedingungen fiir die I + 1 Komponenten von T. Der Tangentenvektor
ist durch (3.186) nicht eindeutig bestimmt, da sein Betrag noch frei ist. Deshalb
kann man zum Beispiel 7} = 1 setzen und so (3.186) eindeutig losen. Da wir jedoch

UWenn ||T]|, = 1 auf eins normiert ist, dann ist die Richtungsableitung in T-Richtung gegeben
durch 7"- V.
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um die Linge As in f—Richtung gehen wollen, setzen wir durch die Normierung
T
T

T —

As (3.187)

2

die Lange von T auf As fest. Wenn man T = ( tONT auf diese Weise bestimmt
hat, wird die néchste Newton-Iteration nach (3.185) mit dem Startwert

7© X+ t
()= (5)+(,0) 189

Beispiel Als Beispiel betrachten wir

initialisiert.

flx, ) =2+ 1 — 1. (3.189)

Die gesuchte Losung von f(x, \) = 0 ist der schwarze Kreis in Abb. 3.25. Ausgehend
von der bekannten Losung (X*, A*) = (1,0), einer Pseudo-Bogenlinge As = 0.4
und einer Anfangsschétzung (2%, \(?) = (1,0.4) (erster roter Punkt in Abb. 3.25)
wird nach (3.185) iteriert. Die Jacobi-Matrix aus (3.185) lautet dann

df; af; () (n)

2x 2\
or; O\ — “ X
Z(xj—jX;) 2 (A A%) 2(x = X*) 2(A—A")

(3.190)

Die Iteration wird als konvergent erachtet, wenn fiir die Korrektur von x und A gilt
(2D — x("))2 + (A — A ) €? (erster griiner Punkt in Abb. 3.25). Damit
haben wir unsere neue Nullstelle (X *, A*) berechnet.

Nun benétigen wir einen neuen Vorhersage-Schritt. Dafiir betrachten wir die
eindimensionale Version von (3.186)

@ 9f

— 0. (3.191)

Wenn wir willkiirlich ¢®) = 1 setzen, ergibt sich

N = <g%gi) n (3.192)

Die Lénge des Tangentialvektors ist dann

, = \/(t(m)>2 + (t(’\))2 _ \/1 + (g;;gi)x A*, (3.193)

N = ||T
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Damit erhalten wir einen Tangentialvektor der Linge As mit den Komponenten

As

N7

0 — (8f/8;1:) As (3190 X" As
OfON) xepe N A* N

@) = (3.194a)

. (3.194b)

In unserem Beispiel muB man noch ¢t®) — —sign (9f/0\) t®) einfiigen, damit die
Losung wie in Abb. 3.25 im Uhrzeigersinn durchlaufen wird.

Man kann nun mit (2@, A@) = (X* 4@ A%+ tV) (zweiter roter Punkt in
Abb. 3.25) die nichste Newton-Iteration starten. Damit ist es moglich, die gesamte
Losung (Kreis) zu verfolgen, obwohl die Losung z*(\) als Funktion von A nicht
eindeutig ist.

Man erkennt leicht, dal die Quasi-Bogenlédnge s = nAs der wirklichen Bogenlén-
ge der Losungskurve umso néher kommt, desto geringer die Schrittweite As gewéhlt
wird.
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In vielen Fillen mochte man das bestimmte Integral

[(f):/ f(z)dx (4.195)

ndherungsweise bestimmen. Dies kann notwendig werden, wenn die Berechnung der
exakten Losung zu aufwendig ist oder wenn die exakte Losung nicht in geschlossener
Form dargestellt werden kann. Ein Beispiel ist

/0 " cos(4x) cos [3sin(x)] do = 7 (2)4 P (4.196)

P il +4)0

Eine Naherung des exakten Ergebnisses erhélt man, wenn man die unendliche Reihe
bei ¢ = n abbricht.
Bei der numerischen Integration sucht man typischerweise Ndherungen der Form

/ f(z)dz ~ Z a: f (i), (4.197)

wobei n+1 Stiitzpunkte x; € [a, b] innerhalb des abgeschlossenen
Intervalls verwendet werden und a; zugehorige Gewichtskoeffizi-
enten sind. Damit hat man das kontinuierliche Problem (4.195)
in ein diskretes Problem (4.197) tiberfiihrt (diskretisiert). Diese
Art der Approximation wird Quadratur genannt.

Zur Bestimmung der zu z; gehorigen Koeffizienten a; wird die
Funktion f(z) unter dem Integral in (4.197) typischerweise durch
andere Funktionen p(z) ersetzt, die an den vorab gewéhlten
Roger Cotes Stiitzstellen x; mit der Funktion f identisch sind [p(z;) = f(x;)],
1682-1716 aber leicht integriert werden koénnen. Die Koeffizienten a; erge-
ben sich dann aus Forderungen der Art fff(x) dr ~ fabp(x) dz = Yo gaip(z;) =
Yo gaif(x;) fiir moglichst viele Funktionen p(x). Fiir p(z) werden oft Polynome
oder Exponentialfunktionen verwendet.

4.1. Newton-Cotes-Formeln

Die einfachste Moglichkeit besteht darin, n + 1 = 1 zu wéahlen und die Funktion f
durch eine Konstante zu ersetzen, die mit dem Funktionswert am linken Rand f(a)
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tibereinstimmt (man kann auch f(b) nehmen). Dann erhélt man die Rechteck-Regel

b b
/ f(z)dx ~ / fla)dx = (b—a)f(a). (4.198)

Als Stiitzpunkt kann man auch einen Wert aus dem Innern des Intervalls ver-
wenden. Meist wird der Mittelpunkt (a + b)/2 genommen. Man gewinnt dann die
Mittelpunktsregel (mid-point rule)

[ o= [ (550 ar=o-ar (B52).

Ein besseres Ergebnis erhélt man, wenn man zwei Stiitzpunkte (n + 1 = 2) wéhlt
und die Funktion durch eine lineare Funktion approximiert, die durch die beiden
Punkte f(a) und f(b) geht. Dies fithrt auf die Trapez-Regel

/ Fla)de ~ / [f@) + W(@« _ a)] de = (b— Q)M. (4.200)

Hierbei wird das Integral durch eine Fliche in Trapez-Form ersetzt.
Als weitere Verbesserung ist es naheliegend, ein interpolierendes
Polynom zweiten Grades zu verwenden, das mit den n + 1 = 3
Stiitzpunkten a, b und dem Mittelpunkt (a+b)/2 mit den Funk-
tionswerten von f {ibereinstimmt. Man findet dann die Simpson-
Regel*

/abf(x) . (bga) {f(a) +4f (a;b) +f(b)} - (4201)
Thomas Simpson

1710-1761 Die genannten Approximationen sind in Abb. 4.1 graphisch dar-
gestellt.

Man kann nun so weitermachen und das Intervall [a, b] in n Teilintervalle unter-
teilen. Inklusive a und b hat man dann n + 1 Stiitzpunkte z;. Eine Moglichkeit,
die n 4+ 1 unbekannten Koeffizienten a; in der Quadratur-Formel zu bestimmen,
besteht darin, zu verlangen, dafl die Ndherung (4.197) exakt erfiillt ist, wenn die
zu integrierende Funktion f(x) ein beliebiges Polynom vom maximalen Grade n

ist. Am einfachsten wihlt man einfache Polynome f = 27 mit j = 0,...,n. Dann
lauten die n + 1 Bedingungen fiir die Koeffizienten a; zu den Stiitzstellen x;
b
) b7 _ a]+1
ddg=—" " L a;x!, =0,1,...,n. 4.202
/ — Z L (4.20)

!Thomas Simpson (1710-1761): Englischer Mathematiker. Neben der nach ihm benannten Qua-
draturformel gehen die heutzutage {iblichen Bezeichnungen Sinus, Cosinus, Tangens und Co-
tangens auf ihn zuriick sowie auch die differentielle Form des Newton-Verfahrens.

74 4. €. Rublmann

Numerische Methoden der Ingenieurwissenschaften



4.1. Newton-Cotes-Formeln

(a) Rechteck-Regel (b) Mittelpunktsregel

= f(fj(m) dz

x a (a+0b)/2 b x

(¢) Trapez-Regel (d) Simpson-Regel

(z)dz

T a (a+0)/2 b x

Abbildung 4.1.: Approximation des bestimmten Integrals durch Approximation des In-
tegranden mittels verschiedener Interpolationen. Die quadratische Interpolation in (d) ist
nur schematisch gezeigt.

Diese n + 1 Bedingungen fiithren auf das lineare Problem

1 1 1 ... 1 ao b—a
To L1 X T a b? — a?)/2

oo o R (" =/ , (4.203)
or O L an (bt — a1 /(n+ 1)

wobei die Matrix die schon bekannte Vandermondesche Gestalt (3.90) (transpo-
niert) hat. Sie ist reguldr, wenn die Punkte z; paarweise verschieden sind. Wenn
man die Punkte x; dariiber hinaus auch noch dquidistant wahlt, nennt man die
resultierende Formel (4.197) Newton-Cotes-Formel.

Eine alternative Moglichkeit, die Koeffizienten a; zu bestimmen (in Analogie zu
den oben beschriebenen Trapez- und Simpson-Regeln), besteht darin, f(x) durch
die Lagrange-Interpolation (3.95) der n Punkte [z;, f(z;)] zu approximieren

F() = pla) =3 flae) L (), (4.204)

4. €. Rublmann 75

Numerische Methoden der Ingenieurwissenschaften



4. Numerische Integration

mit den Lagrange-Polynomen vom Grade n

Lz(‘n)(x):Hj__Zk’ i=20,1,...,n. (4.205)
kg "t k
ki

Das Integral wird dann approximiert als

[ e [pwde = [3 ) 1@ de =Y fa) [ L0 @) s

(4.206)
Hieran kann man die Gewichte a; direkt ablesen. Sie sind identisch mit denjenigen
aus (4.203), denn die Polynom-Interpolation ist eindeutig.
Als Beispiel betrachten wir n = 1 mit xg = a und z; = b und den zugehorigen
Funktionswerten fo = f(a) und f; = f(b). Die beiden Lagrangeschen Polynome
sind

uy _ x—b 1y _ T—a
Ly’ = p— und Ly’ = 7 a (4.207)
Damit erhalten wir die Approximation von f(x)
= + Lty 4.208
p(z) o (z) fo () fr- (4.208)

Fiir die Gewichte der Quadraturformel erhélt man dann nach (4.206)

b br—b 1(z—021" b—a
_ [ W Y — = - , 4.2
aop /a o (z)de /a a—bdx 5 ) 5 (4.209)

a

Analog erhélt man a; = ag = (b — a)/2. Dies liefert genau die Trapezregel (4.200).

4.2. Summierte Formeln

An Abb. 4.1 ist ersichtlich, dal die Newton-Cotes-Formeln fiir Polynome niedriger
Ordnung sehr fehlerbehaftet sein kénnen. Daher konnte man versuchen, bessere Ap-
proximationen zu erhalten, indem man den Grad der Polynome sukzessive erhcht.
Dieses Verfahren ist aber nicht praktikabel, da die Vandermonde-Matrix schlecht
konditioniert ist. Ab der Ordnung n > 8 konnen auch negative Koeffizienten a;
auftreten, was zu Ausloschungseffekten fithren kann (siehe Kap. 1.2). Auflerdem
ist nicht sichergestellt, dafl die Folge der Approximationen fiir n — oo tatséchlich
gegen das gesuchte Integral konvergiert.?

Aus diesem Grund ist es meist wesentlich besser, das Intervall [a, b], iiber welches
integriert wird, in viele Teilintervalle [x; 1, z;] mit zp = a und x, = b zu zerlegen

2Siehe die Problematik der Punkteverteilung innerhalb des Intervalls bei der Lagrange-
Interpolation; Kap. 3.2.1.
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und die Polynom-Approximation stiickweise zu verwenden, wobei die Ordnung der
Polynome relativ niedrig sein kann. Dazu schreibt man

/a bf () dz = zn; / f(z)dz. (4.210)

Wenn man nun die Integrale iiber die Teilintervalle mittels Rechteck-Regel appro-
ximiert, erhdlt man die summierte Rechteck-Regel (SR)

Isg(f) = Z hif (1), (4.211a)

wobei h; = x; —x;_1 die Lange des i-ten Teilintervalls bezeichnet. In analoger Weise
erhdlt man die summierten Mittelpunkts- (SM), Trapez- (ST) und Simpson-Regeln
(SS)

Ism(f) = Zn: hif <%) : (4.211b)
i=1

r(f) = 3 2 ) + £l (4211¢)

n

Iss(f) = Z% lf(xil) +Af (%) + f(:cl-)] . (4.211d)

i=1
Bei diesen Approximationen wurde der Integrand durch stiickweise konstante
(SR,SM), lineare (ST) oder quadratische Polynome (SS) approximiert.

4.3. Fehlerbetrachtungen

Bei der Approximation der Integrale treten zwei Fehlerquellen auf. Einerseits ist
dies der Fehler, den man bei der Approximation der Funktion durch ein Polynom
macht (Diskretisierungsfehler). Hinzu kommt andererseits der Rundungsfehler, der
durch die diskrete Darstellung der Zahlen und die diskreten Rechenoperationen
entsteht.

4.3.1. Diskretisierungsfehler

Der Diskretisierungsfehler lautet

b
E = / [f(x) — p(x)] du. (4.212)

Diesen Fehler kénnen wir mit Hilfe des Fehlers der Polynom-Interpolation von Gra-
de n (3.106) schreiben als

1

R ] / (= 20) . (& — 2) fO [2(2)] da, (4.213)

4. €. Rublmann 77

Numerische Methoden der Ingenieurwissenschaften



4. Numerische Integration

wobei g, ..., x, die Interpolationspunkte sind und z(z) € [a, b] eine von x abhin-
gige Zwischenstelle ist.

Fiir die Rechteck-Regel (R) (n = 0) konnen wir den Diskretisierungsfehler be-
tragsméafBig abschétzen (das Approximationspolynom ist hier vom Grade Null)

b b
M
Brl = | [ (@~ ) (@) de| < max| )] [ o alde = T (0 ).
a \ z , v Qa
My
(4.214)
Fiir die Mittelpunktsregel (M) erhélt man mit zo = (a + b)/2
b b b b M
Bl =| [ (o= 52) £t el <, [ o= = M-
' ' (4.215)

ahnlich wie fiir die Rechteck-Regel. Bei der Mittelpunktsregel ist diese Abschétzung
allerdings zu grob. Denn man kann den Diskretisierungsfehler zu M, (b — a)® /24
abschiitzen.?

Fiir die Trapez-Regel (T) sind die Interpolationspunkte 2 = @ und = = b und wir
erhalten die Abschétzung (das Approximationspolynom ist hier vom Grade 1)

1

b
M.
Brl =5 < [ o= e -ylde =12 0"

(4.216)

/Xx—@m—bvwawwx

wobei My = max, |f”(z)| (fiir den Integranden gilt (z — a)(x — b) < 0).

3Eine bessere Abschitzung des Fehlers der Mittelpunktsregel erhdlt man, wenn man den Inte-
granden f(z) — p(z) im Fehler (4.212) in eine Taylor-Reihe um den Mittelpunkt z,,, = (a+b)/2
des Intervalls entwickelt. Mit p(x) = f(x,,) = const. erhalten wir

p(@) + F(@) = T @m) + T (@) @ 2 (@) + 5@~ 2 )+
—_————

Damit erhalten wir den Betrag des Diskretisierungsfehlers

b
1
|Em| = / {(z — T f () + §(x — )2 () + . ] dx
b 1]
<\ [ @) ) da| 4 5| [ (o= )2 ) da]
b 1 b
<\ en)l| [ @ wm)do| + 518 @n)| [ (0= zm)?do+
a 2 — a
—_— <M;
=0
My 3
< —(b— e
<5 (b—a)” +
Die durch ... angedeuteten Terme sind fiir b — a < 1 zu vernachléssigen. Der Fehler ist also

geringer (hohere Potenz von (b — a)) als derjenige, den man durch die einfache Abschétzung
(4.215) erhilt.
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Fiir die Simpson-Regel erhélt man in &hnlicher Weise die Fehlerabschétzung

My 5
Eql < - 4.21

wobei My eine obere Schranke fiir den Betrag der vierten Ableitung ist.

Bei all diesen Abschitzungen geht eine Potenz der Intervallinge (b — a)* ein.
Wenn b — a = O(1) grof ist, wird auch der Fehler grof§ sein. Wenn aber b — a < 1
klein ist gegeniiber 1, dann wird der Fehler umso kleiner, je hoher die Potenz k
ist. Dies ist der Fall bei den summierten Formeln, fiir welche ja eine sehr feine
Intervallunterteilung angestrebt wird. Jedoch addieren sich bei der Summenbildung
auch die Fehler, so dafl wir fiir die summierte Rechteck-Regel beispielsweise den
Fehler

M n
|Esg| < 71 > n; (4.218)
=1

erhalten, wobei h; = x; — x;_1 die i-te Intervalldnge ist. Hierbei haben wir M; {iber
das gesamte Intervall [a, b] maximiert, obwohl es eine giinstigere Abschétzung gibe,
wenn wir die Abschitzung intervallweise durchgefiihrt hétten. Fiir die Fehlerord-
nung spielt dies aber keine Rolle.

Im wichtigen Spezialfall einer homogenen Unterteilung h; = h = (b — a)/n des
Gesamtintervalls erhalten wir

| Bsg| < %(b —a)h=0(h). (4.219a)

Der Fehler der summierten Rechteck-Regel ist also von erster Ordnung in h. Man
sagt auch: Die Fehlerordnung ist O(h'). Dies bedeutet, dafl der Fehler bei einer Ver-
ringerung der Lange h der Teilintervalle linear mit h kleiner wird. Fiir dquidistante
Intervallunterteilungen erhilt man in analoger Weise die Fehler der summierten
Mittelpunkts-, Trapez- und Simpson-Regeln zu

M
[Bsul < 57 (b= a)h* =0 (1), (4.219D)
M
| Esr| < 1—22(5 —a)h? =0 (h?), (4.219¢)
M, 4 4
Egs| < — - . 4.21

Die Simpson-Formel ist noch relativ einfach, aber trotzdem schon von vierter Ord-
nung. Daher wird sie haufig verwendet.

Die Konstanz der Sub-Intervallinge h stellt eine gewisse Einschriankung dar.
Denn es gibt Integranden, die in einem Gebiet stark variieren und in anderen Ge-
bieten nur langsam mit x variieren. Dann kann es sinnvoll sein, die Intervallinge
adaptiv zu wéhlen. Eine mogliche Strategie besteht darin, die Intervallinge h zu
halbieren und das Integral {iber A mit der Summe der beiden Integrale iiber die Teil-
intervalle mit jeweils h/2 zu vergleichen. Falls der Unterschied kleiner ist als der
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tolerierte Fehler, dann werden die beiden Intervalle nicht weiter verfeinert. Andern-
falls werden die Intervalle der Lange h/2 wieder halbiert, jeweils auf die Lénge h/4.
Dieser Prozel wird fortgesetzt, bis man iiberall die gewiinschte lokale Genauigkeit
erreicht hat.

4.3.2. Rundungsfehler

Falls wir eine exakte Zahlendarstellung hétten, kénnten wir ein Integral beliebig
genau berechnen. Die Computer-Arithmetik stellt die Zahlen jedoch mit einer end-
lichen Genauigkeit dar. Wenn wir den Rundungsfehler von f(z;) mit ¢; bezeichnen
und den Fehler der kombinierten numerischen Addition und Multiplikation mit »;,
dann gilt zum Beispiel fiir die summierte Trapez-Regel (4.211c¢)

B =3 { S ) + e+ @)+l b (4.220)

i=1

Fiir h — 0 strebt der Diskretisierungsfehler gegen Null (Esr ~ h?), aber der sum-
mierte Rundungsfehler durch ¢; und 7; steigt an. Wenn wir die Summen separat
nehmen, konnen wir schreiben

wm _ ay) "
Igp" = Z ) Lf (wi1) + f (25)] + Z 5 (€i-1+€) + Zni . (4.221)
=1 i=1 i—1
Ist )4

Damit konnen wir den Betrag des Fehlers |E| folgendermafien abschétzen (ungiin-
stigster Fall)

|E| = |I§¥™ — Isr| <> hmax|e| + Y max|n] . (4.222)
i=1 i=1

Mit h = (b — a)/n ist dann

n

b—a
IE| < (b—a) max|ei|+%amax|m|. (4.223)
beschréinkt —
fiir h—0

Der Fehler, der von den diskreten Operationen (Multiplikation und Addition) her-
rithrt, kann fiir » — 0 im ungiinstigsten Fall ~ h~! akkumulieren. Daher muf der
gesamte Fehler (Diskretisierungsfehler und Rundungsfehler) wie in Abb. 4.2 sche-
matisch dargestellt von h abhéingen. Das Minimum des Fehlers liegt meist bei sehr
viel kleineren Werten von h, als sie in der Praxis verwendet werden.*

4Squire and Trapp (1998) beschreiben eine Methode zur Approximation von Ableitungen einer
reellen Funktion mit Hilfe komplexer Variablen, wodurch die fatale Auslgschung (subtraktiver
Ausléschungsfehler) vermieden wird.
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A
|E Rundungsfehler ~ h~!
Diskretisierungsfehler ~ h?
Abbildung 4.2.: Qualitatives  Verhalten
des gesamten Fehlerbetrags |E| (Dis-
kretisierungsfehler und Rundungsfehler)
als Funktion der Intervallinge h. Bei
der summierten Trapezregel hat man |
einen Fehler ~ h?, der fiir h — 0 in ein | >
Verhalten ~ h~! iibergeht. 0 ho h

4.4. Romberg-Verfahren

Mit Hilfe des Romberg-Verfahrens lassen sich Integrale genauer berechnen als mit
den Newton-Cotes-Formeln. Die Idee besteht darin, das Intervall sukzessive dqui-
distant zu verfeinern und dabei nicht nur das Ergebnis auf dem feinsten Gitter zu
verwenden sondern auch noch zusétzliche Informationen aus den Ergebnissen, die
man auf den gréberen Gittern erhalten hat. Die Nutzung dieser Zusatzinformation
beruht auf der Richardson-Extrapolation.

Wir nehmen an, dafl wir das gesuchte Integral auf einem gro-
ben Gitter der Weite H und auf einem feinen Gitter der Weite h
berechnet haben. Weiter sei der Fehler der verwendeten Appro-
ximation in beiden Fillen von m-ter Ordnung. Dann gilt

grob: I(f)=1Ig+cyH™, (4.224a)
fein:  I(f) = I + cph™. (4.224Db)

Diese Gleichungen enthalten die drei Unbekannten I, ¢y und cp,.

Lewis Fry i ) ) . )
Richardson Die beiden Koeffizienten ¢y und ¢;, sind verschieden, aber fast
1881-1953 identisch. Wenn wir nun ndherungsweise c := ¢, ~ cy annehmen,

dann kénnen wir (4.224) 16sen und ¢ sowie I (f) berechnen. Durch
Bilden der Differenz erhalten wir

O~Ig—Iy+c(H"—h"), (4.225)

woraus I

s
N ——— 4.226
T Hm —pm (4.226)
folgt. Eingesetzt erhalten wir so
I, — Iy Iy — Iy

()=~ +——h"=1+———. 4.227
(F)~ I+ o —pm h+(H/h)m—1 (4.227)

Dies nennt man Richardson-FExtrapolation. Die Relation gilt natiirlich nicht exakt,
weil nur ndherungsweise gilt ¢y = ¢,. Aber man kann erwarten, daf§ (4.227) ein
besseres Ergebnis liefert als [, allein.
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k=20 k=1 k= k=3
7MW Ji 73 74
@
n=1 |1 — 1_52)
1
"9 12( ) — LE:),)
— If)/ \I§4)
_4 1 _— T, B
n= 4 \ 1(2)/7 8
_g I " Abbildung 4.3.: Schematische  Darstel-
"= lung des Romberg-Verfahrens.

Als Beispiel betrachten wir nun die Trapezregel und berechnen die Richardson-
Extrapolation basierend auf den beiden Intervallteilungen

:b—a und H:2h:b_a

h :
n n/2

(4.228)

Der Fehler der summierten Trapezregel ist nach (4.219¢) von zweiter Ordnung m =
2. Aus (4.227) folgt dann

[h - [H In - In/2

[(f)%[h—Fm:[n"— 22_1

(4.229)

Im letzten Schritt haben wir die Anzahl der Intervalle (n bzw. n/2), welche zur
Berechnung der Integrale verwendet werden, als Index verwendet. Da das Ergebnis
nur eine verbesserte Approximation ist, schreiben wir die Richardson-Extrapolation
als

[T(Ll) B [(1)
1@ =10 4 227_;/2 (4.230)

Der hochgestellte Index in Klammern kennzeichnet die Ausgangsnéherung (1) und
die erste Richardson-Extrapolation (2).

Man kann diese erste Richardson-Extrapolation nun fiir ver-
schiedene Auflésungen (Anzahl von Intervallen bei der Auftei-
lung des Integrationsgebiets [a, b]) berechnen, die sich jeweils um
einen Faktor 2 unterscheiden. Die benachbarten Paare der An-
zahl von Intervallen sind (1,2), (2,4), (4,8), und so weiter. Dies
ist in Abb. 4.3 skizziert. Aus den beiden Integralen eines jeden
Paares erhélt man je eine Richardson-Extrapolation. Diese ver-
besserten Nédherungen bezeichnen wir mit 112, Jetzt kann man
einen Schritt weiter gehen und aus den ersten Extrapolationen

Wi Romb
11? wiederum in der gleichen Art den Fehler eliminieren. Wenn 19?)1;?0030111 e

man dies systematisiert, erhélt man das Romberg- Verfahren.

Um das Romberg-Verfahren durchzufiihren, benotigen wir aber zunéchst die Feh-
lerordnung der Niherungen I®®! Um sie zu erhalten, betrachten wir zunéchst nur
ein Intervall der Lange H mit den beiden Teilintervallen der Liange h = H/2 (Abb.
4.4) am Beispiel der Trapez-Regel. Nach (4.200) gilt dann
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! f2
- S e
h | h
Abbildung 4.4.: Zur Berechnung des Fehlers 1 -
der Richardson-Extrapolierten bei Verwendung <3 = x
der Trapezregel. H
1)
[75,/2 (fl + f2), (4.231a)

IV =

H
H
h=—:

2

l\3|§‘[\3

H
(fi+ fo) + (fo +h)=J(h+2f+f).  (4.231b)
Eingesetzt in (4.230) erhalten wir die Richardson-Extrapolation

L(h+2fo+ f2) —E(fr + f2)

I = g(fl +2fo + f2) +

3
:g [f1+2f0+f2+ (f1+2f0+f23)_2(f1+f2)
H (2 8 2 H
- <%+%+%) :E(f1+4f0+f2)- (4.232)

Dies ist gerade die Simpson-Formel (4.201) und deren Fehler ist, wie wir in (4.217)
gesehen hatten, von fiinfter Ordnung. Wir bendétigen hier aber die summierte Formel
und diese ist nach (4.219¢) von vierter Ordnung. Damit gilt fiir den Fehler

1\4
E® = Mh* ~ (—) : (4.233)
n
In Analogie zu (4.230) wiirde dann die zweite Richardson-Extrapolation (nun mit
= 4) lauten
[T(LQ) _ [(2)
O =14 2 4.234

Dieses Verfahren fiihrt man nun bis zu einer maximalen Anzahl von Intervallteilun-
gen fort. Dabei nutzt man aus, da8 fiir den Fehler in der (k — 1)-ten Richardson-
Extrapolation gilt (ohne Beweis)

1 2k
E}PN(—) : (4.235)

n

Die Fehlerordnung (der Exponent) erhtht sich also bei jedem Schritt um 2, was zu
einer rapiden Konvergenz fiihrt. In Verallgemeinerung des Resultats lautet dann
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die k-te Richardson-Extrapolation

TR+ _ ) 4 M (4.236)
n — n 22k -1 . .

In Abb. 4.3 ist dies bis zur dritten Ordnung (k = 3) dargestellt.
Als Beispiel betrachten wir die Romberg-Integration von x* auf [0, 1]. Die exakte
Losung lautet

I(f) = /le‘* dz = [%SI = 0.2, (4.237)

Wir werden die Integration bis n = 4 bzw. £k = 2 durchfithren. Mit Hilfe der
Trapezregel (4.200) verschaffen wir uns zunéchst die Ausgangsintegrale

1Y = % [£(0) + £(1)] = 0.5, (4.238a)
IV = i [£(0) + 2£(0.5) + f(1)] = i [0+2x 05" +1] =0.28125,  (4.238D)
Y = % [£(0) + 2£(0.25) + 2(0.5) + 2£(0.75) + f(1)]

= % [042x0.25" +2 x 0.5" +2 x 0.75" + 1] = 0.220703125  (4.238¢)

Die erste Richardson-Extrapolation liefert dann

0.28125 — 0.5
1Y = 0.28125 + ———— =0.208333333, (4.239a)

0.220703125 — 0.28125
1Y = 0.220703125 + g = (.200520833. (4.239b)

Die zweite Richardson-Extrapolation ergibt

0.200520833 — 0.208333333
1Y = 0.200520833 + T = 0.200000000.  (4.240)

Dieses Ergebnis stimmt in mindestens 9 Dezimalstellen mit dem exakten Ergebnis
iiberein.

4.5. GauB-Quadratur

Bei den Quadraturen nach Newton-Cotes sind wir von fest vorgegebene Stiitzstel-
len z; ausgegangen. Das Problem bestand darin, die n + 1 Gewichtsfaktoren a; in
(4.197) geeignet zu bestimmen. Sie wurden so festgelegt, dafl Polynome bis zum
Hochstgrade n ezrakt integriert werden. Dies fithrte auf ein lineares System zur
Bestimmung der Koeffizienten a;.
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4.5. GauB-Quadratur

Hier betrachten wir wieder eine Approximation des Integrals in der Form?®
Ia(f) = Z a; f (i) - (4.241)
i=1

Die Idee der Gaufl-Quadratur ist es, neben den n Gewichten a;
auch die n Stiitzstellen z; als Unbekannte aufzufassen und die-
se so zu bestimmen, dafl das resultierende Ergebnis moglichst
genau ist. Damit hat man doppelt so viele freie Parameter (2n)
wie beim Newton-Cotes-Ansatz. Ahnlich wie in (4.202) kann man
nun x; und a; so wahlen, dafl Polynome bis zum Grade 2n—1 ex-
akt integriert werden. Daher wird eine wesentlich héhere Genau-
igkeit erwartet. Allgemein bezeichnet man alle Integrationsfor-
meln, bei denen sowohl alle Gewichte wie auch alle Stiitzstellen

Johann Carl variiert werden, als Gauf-Quadratur.
Friedrich Gauf Um die Gau-Methode zu nutzen, ist es sinnvoll, das Integra-
1777-1855 tionsintervall = € [a, b] mit Hilfe von
b b—
v JQFCL - e (4.242)

auf das Intervall ¢ € [—1,1] abzubilden. Dies ist keine Einschrinkung, denn mit

dz = (b —a)d&/2 gilt

[ 1@t =252 [ @) (4.243)

4.5.1. 2-Punkt-GauB-Quadratur

Bevor wir uns dem allgemeinen Fall zuwenden, betrachten wir n = 2. Die 2-Punkt-
Néherung (4.241) des Integrals lautet

L(f) = a1 f(z1) + a2 f (x2). (4.244)

Mit dieser Formel sollten wir Polynome bis zur Ordnung (2n — 1) exakt integrieren
konnen. Fiir n = 2 hat das allgemeine Polynom die Form

f(x) = 1 4 cow + e32” + e4”, (4.245)
mit beliebigen Koeffizienten ¢;. Das exakte Integral iiber [—1, 1] lautet einerseits

1
I(f) = /1 flx)dx = [clx + C—g’x?’} 1 = 2c; + %Cg. (4.246)

®Die Summe beginnt hier bei 1 und nicht bei 0 wie in (4.197).
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Wenn wir andererseits f mittels der Quadraturformel (4.244) integrieren, erhalten
wir formal

2
01]2(]_) + CQIQ(?E) + 03]2(1‘2) + C4IQ(I‘3) ; 201 + 503 . (4247)
Appro;irmation T)«a/kt_/

Hierbei haben wir gefordert I»(f) = I(f)! Die Quadraturformeln fiir die einzelnen
Potenzfunktionen lauten

I(1) = a1 + as, (4.248a)
Iy(z) = ayz1 + agmo, (4.248Db)
L(2?) = 127 + aga3, (4.248¢)
L(2*) = a12% + agax. (4.248d)

Ein Koeffizientenvergleich in (4.247) (die Koeffizienten ¢; sind beliebig) ergibt damit
das nichtlineare Gleichungssystem fiir die Unbekannten aq, as, x1 und s

a; +ag =2, (4.249a)

171 + ATy = O, (4 249b)
2

a3 + axxs = 3 (4.249¢)

a3 + apaly = 0. (4.249d)

Das System kann man eindeutig l6sen. Man erh&lt®

a; =1 as =1, (4.250a)

1
r = ——= To =

V3

Damit lautet die 2-Punkt-Gauf-Quadratur
1 1
L(f)=f (——) +f (—) : (4.251)

4.5.2. n-Punkt-GauB-Quadratur

Fiir n > 2 kann man das resultierende nichtlineare Gleichungssystem nicht mehr so
einfach 16sen. Dann benotigt man einen anderen Zugang. Man kann nun zeigen, dafl
die n-Punkt-GauB-Quadratur (4.241) ein beliebiges Polynom (2n — 1)-ter Ordnung
exakt integriert, wenn die n Stiitzstellen x; die Nullstellen eines Polynoms n-ter
Ordnung

P.(x)=(x—z1)(x —x9) ... (v — 2p) (4.252)

6Aus (4.249b) und (4.249d) folgt a1/az = —xo/z1 und aj/az = —x3/x3 was auf 23 = 23
und damit auf a1/az = £1 fithrt. Wegen (4.249a) mufl aber das Pluszeichen gelten, so dafl
a1 =ag =1 und z1 = —x9. Aus (4.249¢) folgt damit x1 o = il/\/g.
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sind, welches orthogonal ist zu jedem beliebigen Polynom Q(z) niedrigerer Ordnung,
also von hochstens (n — 1)-ter Ordnung.
Orthogonalitdt bedeutet in diesem Zusammenhang, daf3

(P,|Q) = / P,(x)Q(z)dz = 0. (4.253)

1

Wenn wir jetzt Polynome der Struktur f(z) = P,(z)Q(x) betrachten, mit Ordnung
zwischen n und 2n — 1, so gilt offenbar

(4.253)  p1 G (4‘231)(1 i (4.252)
05 [ P@)Ql) de S0 PueQe) 20, (25)

da P,(x;) =0 fir i = 1,...,n. Im Anhang B wird gezeigt, dal alle Polynome der
Ordnung m < 2n — 1 exakt integriert werden.

Von zentraler Bedeutung fiir die Gaufl-Quadratur sind damit orthogonale Polyno-
me. Die Stiitzstellen der Gauf}-Quadratur der Ordnung n sind gerade die Nullstellen
eines orthogonalen Polynoms der Ordnung n. Wenn die Stiitzstellen bekannt sind,
kann man die Gewichtsfunktionen a; aus der Losung eines (dann linearen) Glei-
chungssystems wie (4.249) erhalten.

Die Gewichte a; kann man bei gegebenen Stiitzstellen x; aber auch wie in (4.206)
durch die Integration des Lagrangeschen Interpolationspolynoms (4.204) vom Grade

n erhalten (mit Summe {iber i = 1,...,n), denn
1 n n 1 ' n
1~ [ <Z LE"’(z)f(x») dr =Y () [ L@ dr S afm) = 10,
—t\i=t =1 ;,_/ i=1

Z (4.255)
Die Gewichte a; ergeben sich demnach als Integrale {iber die zu den Stiitzstellen x;
gehorigen Lagrange-Polynome Lgn) (x)

a; = /_1 L (z) dz. (4.256)

4.5.3. Orthogonale Polynome

Orthogonale Polynome {f,,(z) }ren, sind charakterisiert durch die Orthogonalitits-
relation

alfnd = [ ()l (0) s = B (4.257)

Hierbei nennt man (...) := ffw(a:) ...dx auch Skalarprodukt.” Es gibt verschie-
dene Systeme von orthogonalen Polynomen. Das jeweilige System wird durch die

"Durch Vergleich von (4.257) mit €, - €, = On,m erkennt man die formale Analogie zwischen der
Orthogonalitit von Funktionen {f,(x)} und der Orthogonalitit von Einheitsvektoren {€,} im
RV,
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Gewichtsfunktion w(z) bis auf einen Normierungsfaktor eindeutig festgelegt. Die
Polynome sind ganz allgemein von der Form

ful2) = kpa"™ + K 2™t (4.258)

mit gewissen Koeffizienten k, und k/,. AuBlerdem geniigen alle orthogonalen Poly-
nome f, einer Rekursion der Form

fn+1 = (an + xbn)fn - Cnfn—l- (4259)

Die Koeffizienten a,,, b, und ¢, der Rekursionsformel stehen mit den Koeffizienten
k, und k!, und den Normierungsfaktoren h,, im Zusammenhang

kn+1 k/ +1 k/ knJrlknflhn
bn: ’ n:bn - - ’ n— " 197 - 4.2
o (knﬂ )T T Bhe (4.260)

Legendre-Polynome

Im einfachsten Fall ist [a,b] = [—1,1] und w(xz) = 1. Die re-
sultierenden Polynome heiflen Legendre-Polynome und werden
mit P,(x) bezeichnet. Mit den ersten Polynomen Py(z) = 1 und

"
.

4

3
> ‘lj
I >
‘.‘,.

{ ' Py (z) = x kann man aus der Rekursionsformel
No My
® (n+1)Puis(z) = 20+ DaPy(e) — nPyy(z),  n=12,...
(4.261)
alle Legendre-Polynome sukzessive konstruieren. Sie sind ent-
Adrien-Marie sprechend (4.257) orthogonal. Der Normierungsfaktor ist h, =
Legendre 2/(2n + 1). Die Legendre-Polynome niedriger Ordnung lauten®
1752-1833
Py(z) =1, (4.262a)
P (x) =z, (4.262D)
1
Py(1) = 5(33;2 —1), (4.262¢)
1
Py(z) = 5(5:,:3 — 31), (4.262d)
1
Py(r) = é(35gc4 — 3027 + 3), (4.262e)
1
Ps(7) = §(63:c5 — 702° + 157). (4.262f)

Sie sind in Abb. 4.5 dargestellt. Man sieht, daf§ die oben in (4.250) berechneten
Stiitzstellen der 2-Punkt-Gauf-Quadratur gerade die Nullstellen von P (z) sind.

8Numerisch kénnen die Legendre-Polynome mit Hilfe des Gram-Schmidt’schen Orthogonalisie-
rungsverfahren (s.u.) ausgehend von den Monomen (z™),cn iterativ erzeugt werden.
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4.5. GauB-Quadratur

Abbildung 4.5.: Legendre-Polynome P, (x). Im Limes hoher Ordnung n fallen die Funk-
tionen sehr schnell vom Randwert ab und besitzen im Innern eine fast konstante Oszilla-
tionsamplitude. Die Oszillationen sind in Randnéhe schneller als im Zentrum.

Die Legendre-Polynome® bilden ein wvollstindiges Orthogonalsystem. Das heifit,
man kann jede reelle Funktion f(x) auf [—1, 1] nach Legendre-Polynomen entwickeln

f@) =" cn Pu(x). (4.263)

n=0

Da die Legendre Polynome orthogonal sind, ergeben sich die Koeffizienten ¢,, durch
Projektion von f(z) mittels des Skalarprodukts (4.257) auf die Legendre-Polynome
P,

(Pp|f) = / P.(2)f(z)dz = / IchPm(x)Pn(x)dx

1

9Die Legendre-Polynome P, (x) sind Losungen der Legendreschen Differentialgleichung

(1 —2®)f" —2xf +nn+1)f =0, n € Np.

Diese Gleichung ist ein Grenzfall (m = 0) der allgemeinen Legendre-Differentialgleichung

m2
s ) =0

mit ¢ und m ganzzahlig und 0 < m < /. Thre Losungen sind die sogenannten zugeordneten
Legendre-Polynome [ = Pl(m)(ac). Die allgemeine Legendresche Differentialgleichung resultiert,
wenn man Losungen der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten sucht. Die Differentialgleichung
beschreibt dann den meridionalen Anteil (z = cosf) der Losung. Der azimutale Anteil ist ~
e™%#_ Dies spielt z.B. eine Rolle in der quantenmechanischen Berechnung des Wasserstoffatoms
oder bei anderen Problemen mit Kugelsymmetrie (Elekrostatik, Geodisie). Fiir den Fall m =0

sind die zugeordneten Legendre-Polynome identisch mit den Legendre-Polynomen Pl(mzo) () =
Py(a).

(1—a2®)f" —2zf + <e[e+ 1] -
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Y / Po(a) Pala) d = 2m S (4264)

n=0 N s

2m.m /(2m+1)

Chebyshev-Polynome

e+ Ein anderes populares System orthogonaler Polynome erhélt
 man fiir [a,0] = [~1,1] und w(z) = (1 — 2?)/2. Dann ergeben
?’i ~ sich die Chebyshev- Polynome T, (z). Das Skalarprodukt lautet

dann

T ()
(T,|T,,) ———"d
| V 1 =
m, n =20,
= hnOnm = Onm { 7/2, n#0. (4.265)

Pafnuty Lvovich
Chebyshev
1821-1894

Mit Ty = 1 und T} = =z erhélt man die {ibrigen Chebyshev-
Polynome mit der einfachen Rekursion

Toi1(x) = 22T, (z) — T, -1 (), n=12... (4.266)

Die ersten Polynome lauten'®

To(z) = 1, (4.267a)
Ti(x) =z, (4.267b)
Ty(z) = 22% — 1, (4.267¢)
Ts(x) = 42° — 3, (4.267d)
Ty(z) = 8x* — 82 +1, (4.267e)
Ts(z) = 162° — 202° + 5. (4.267f)

Sie sind in Abb. 4.6 gezeigt. Mit Hilfe von x = cosf kann man die Chebyshev-
Polynome auch schreiben als'

T, (x) = cos(nfh) = cos [n arccos (x)] . (4.268)

10Dje Chebyshev-Polynome sind Losung der Chebyshev-Differentialgleichung

(1—2®)f" —af +nf=0.

"Dies kann man mittels der Rekursionsformel priifen. Eingesetzt in (4.266) ergibt sich

—~~
Thi1(x) =cos[(n+1)0] =  2cosOcos(nf)  —cos[(n —1)0] = 22T, (x) — Tr—1(x). v

cos[(n—1)0]+cos[(n+1)0]
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(a) (b)
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Abbildung 4.6.: Chebyshev-Polynome T,,(z). Sie oszillieren am Rand sehr viel schneller
als im Innern. Alle lokalen Extrema sind vom Betrage eins.

Auch die Chebyshev-Polynome bilden ein vollstindiges Orthogonalsystem. Man
kann jede reelle Funktion f(z) auf [—1, 1] darstellen als

fz) = Z i Ti(x). (4.269)

Wenn man die Reihe bei ¢ = n abbricht, kann man die n+1 Koeffizienten ¢; erhalten,
indem man f(z) mittels des Skalarprodukts (4.257) auf die Chebyshev Polynome
projiziert, wie in (4.264). Dieses Verfahren wird Galerkin-Methode genannt.

Alternativ dazu kann man die Funktion f(z) an den Extrem-
stellen z; von 7),(x) auswerten. Dann ergeben sich die Koeffizi-
enten ¢; aus den n + 1 linearen Gleichungen

fla;) =D eli(;). (4.270)

Dies wird Kollokations-Methode genannt. Die Extremstellen
von T,,(z) inklusive der Randpunkte heilen Chebyshev-Gauyfs-
Lobatto-Punkte. Fir die Extremstellen gilt 77 (z;) = 0, d.h.

Rehuel Lobatto / / : /
T (x;) = 0,)] =— 0;)6. =0. 4.271
17971366 n(25) = [cos(nb;)] nsin(nb;) 6; ( )
Dies gilt bei nf; = jm,'? oder
2; = cos (%) . j=0,1,...,n. (4.272)

Diese Chebyshev-Gauf-Lobatto-Punkte hatten wir schon oben in (3.107) zur Ver-
meidung des Runge-Phinomens verwendet.'® Fiir weitere Systeme von orthogonalen
Polynomen sei auf Abramowitz and Stegun (1972) verwiesen.

?Fiir die beiden Randpunkte = = +1 ist T}, (z;) # 0, da ¢ — —oo divergiert.
13Bis auf die Reihenfolge der Numerierung der Punkte.
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4.5.4. Bezug zur GauB-Quadratur

Fiir die GauB-Quadratur werden die Nullstellen z.B. der Legendre-Polynome be-
notigt. Die Nullstellen fiir die N-Punkt-Legendre- Gauf-Quadratur kann man aus
der Rekursion (4.261) gewinnen. Sei z; € [—1,1] irgend ein Punkt. Dann gilt nach
(4.261)

(n+1)Py1(x;) = 2n+ )z Py(x;) — nPy_q1(x;), n=12 ..., (4.273)
oder
n+1 n

Dies kann man verallgemeinern. Die allgemeine Rekursion fiir orthogonale Polyno-
me (4.259) kann man in der Form schreiben

nPri1(xi) + bppn (i) + cnpn_1(x;) = zipn(zy), n=12,... (4.275)
Wenn wir nun den Vektor p'= [po(z;), p1(2i), ..., px_1(2;)]* der Linge N definieren,
kénnen wir die Gleichungen fiir n = 0,1,2,..., N — 1 in Matrixform schreiben
bo Qo
(&1 bl aq

co b a
L F = . (4.276)

cn—2 by_o an—2
cnv—1 by_y

In der ersten Zeile taucht ¢y nicht auf, da p_; nicht existiert. In der letzten Zeile
miifite eigentlich noch ay_; auftauchen. Dies ist aber nicht der Fall, genau dann
wenn z; gerade eine Nullstelle von px(z) ist. Denn der Vorfaktor ay_; vor py(z;) =
0 wird dann mit Null multipliziert und der Term verschwindet aus den Gleichungen.
Die Rekursion bricht dann ab!

Gleichung (4.276) definiert iiber die tridiagonale Matrix ein Eigenwertproblem.
Die N Eigenwerte (reell, nicht entartet) der Matrix sind gerade die N Nullstellen x;
von py(z), d.h. die gesuchten Stiitzstellen der Gau-Quadratur. Die Komponenten
der Eigenvektoren reprisentieren die Werte der anderen orthogonalen Polynome
pn(x;) mit n < N an den Stiitzstellen. Wie man Eigenwert-Probleme wie (4.276)
16sen kann, wird in Kap. 6 behandelt.

Hat man die Nullstellen z; des Legendre-Polynoms Py (x) auf diese Weise gefun-
den, ergeben sich die Gewichtskoeffizienten fiir die Legendre-Gau3-Quadratur als
(ohne Beweis, sieche Abramowitz and Stegun, 1972)

2
(1 —a?) [Py ()]

a; = (4.277)
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Fiir niedrige Werte von N sind diese Gréflen in Tab. 4.1 aufgelistet.

Anstelle der Nullstellen der Legendre-Polynome kann man als Stiitzstellen fiir
die GauB-Quadratur (4.241) auch Nullstellen der Chebyshev-Polynome oder an-
derer orthogonaler Polynome verwenden. Dazu bringt man zunéchst das zu be-
rechnende Integral in eine Form, in der auch die Gewichtsfunktion w(z) fiir das
Skalarprodukt der betreffenden Polynome auftritt. Fiir Chebyshev-Polynome mit

w(z) = 1/V1 — 2? wére also

/1 flx)dx = /1 w(z) V1 —a22f(z) de. (4.278)

9(x)

Als Stiitzstellen fungieren dann die Nullstellen des n-ten Chebyshev-Polynoms. Fiir
Chebychev-Polynome kann man die Nullstellen sehr einfach mit Hilfe der Beziehung
T,(x;) = cos(nb;) = 0 berechnen. Hieraus folgt nf; = (2i—1)(7/2) miti=1,...,n.
Wegen x = cos @ folgt

- 21 =1 (4.279)
T; = COS o T, 1=1,...,n. .

Diese Punkte heilen Chebyshev-Knoten. Das resultierende Verfahren wird
Chebyshev-Gauf3-Quadratur genannt. Mit diesen Stiitzpunkten gilt dann

n

[ w@g@ dr =Y ogle) =S af@n/t-at @20

1 i=1

Tabelle 4.1.: Stiitzstellen z; und Gewichte a; fiir die Gau3-Legendre-Quadratur.

Punktezahl n Stiitzstellen x; Gewichte a;
1 0 2
2 +/1/3 1
3 0 8/9
+./3/5 5/9

4 i\/(g—Qm)ﬁ BJ;T\/?’_O

i\/<3 + m/%) /7 18_376‘/%
5 0 128/225

1/ 322 + 1370
- —2y/1 —_—

3 ) 0/7 900

1/ 322 — 1370
- 2y/1 —_—

5 o+ 0/7 900
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Die Gewichtskoeffizienten a; = 7/n sind konstant. Damit kann man explizit schrei-
ben

/_11 fle)do= %2 fleos(.)] V1 = cos?(..) = %2  [eos(...)] sin(..)
= %if [cos (QZ 17r>] sin (QZ 17r) . (4.281)

Bei den genannten Verfahren (Legendre-Gaufl und Chebyshev-Gaufl) werden nur
Stiitzpunkte im Innern des Intervalls fiir die Quadratur verwendet. Manchmal ist es
aber wichtig, auch die Randpunkte selbst zu verwenden. Hierfiir existieren gewissen
Modifikationen (siehe z.B. Canuto et al., 1988), die nur geringfiigig ungenauer sind
als die Verfahren ohne Verwendung der Randpunkte. Wird ein einziger Randpunkt
verwendet, spricht man von Gauf-Radau-Quadratur, werden beide Randpunkte ver-
wendet heifit das Verfahren Gauf$-Lobatto-Quadratur. Diese Verfahren integrieren
dann nur noch Polynome bis zur Ordnung 2N — 2 (GauB-Radau) bzw. 2N — 3
(GauB-Lobatto) exakt, anstelle von 2N — 1 fiir die Formeln ohne die Randpunkte.

In Matlab ist eine adaptive GauB-Lobatto-Quadratur im Befehl

implementiert. Hierbei mufl die Funktion fun definiert sein. Sie
wird {iber das Intervall [a,b] integriert. Der Befehl verwendet
eine adaptive Simpson-Regel.
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5. Anfangs- und Randwert-Probleme

Eine sehr wichtige Klasse von Problemen hat die mathematische Struktur

yi(z) = fi(z,9). (5.282)
Hierbei ist x eine unabhéngige Variable (z.B. der Ort oder die Zeit) und die Vek-
torfunktion f; ein vorgegebener (bekannter) funktionaler Zusammenhang zwischen
den Komponenten y; des unbekannten Vektors y. Man kennt also die funktionale
Abhiingigkeit der einzelnen Anderungsraten f;(z,#) und sucht die Losung ;(z).
Die Problemstellung (5.282) nennt man auch oft dynamisches
System. Dynamische Systeme treten in der Technik sehr haufig
auf. Ein einfaches Beispiel ist ein (mathematisches) Pendel, des-
sen Aufhédngepunkt z(t) = asin(wt) vertikal mit Frequenz w und
Amplitude a oszilliert (Abb. 5.1). Die Bewegungsgleichung fiir
dieses parametrisch angetriebene System lautet

ml = —m [g — aw’ sin(wt)] sin ¢. (5.283)
Vito Volterra Mit der Definition ¢ := ¢ kann diese Gleichung in die Form
1860-1940 . 2
i {% - % sin(wt)] sin g, (5.284a)
¢ =1, (5.284b)

gebracht werden, woran man leicht die Struktur von (5.282) er-
kennt: g1 (¢) = f1(t,y1,92) und 9a(t) = fa(t, y1, y2)-

Ahnliche dynamische Systeme treten auch in der Biologie bei
der mathematischen Beschreibung der Entwicklung von Popula-
tionen auf. Ein bekanntes Beispiel fiir ein System von zwei ge-
wohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung ist das Lotka-

Alfred James Volterra-Modell
Lotka .
Y{t) = —byY () + ey X(OY (). (5.285b)

g ¢
Abbildung 5.1.: Mathematisches Pendel, dessen Aufhéngepunkt m
vertikal harmonisch mit z(¢) = asin(wt) oszilliert.
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5. Anfangs- und Randwert-Probleme

Es wird auch als Rduber-Beute-Modell bezeichnet, da die abhéngigen GroBen X ()
und Y(¢) die Anzahl der R&uber- bzw. Beutetiere représentieren. Die Dynamik
hiingt von den Koeffizienten ab.!

In der Technik kann z.B. das Schwingungsverhalten von Fahrzeugen oder die
Dynamik von Stromungen mittels dynamischer Modelle beschrieben werden. Sie
stehen auch in direktem Zusammenhang mit der linearen und nichtlinearen Rege-
lung von Systemen. Selbst bei der Prognose von Borsenkursen kommen dynamische
Systeme zum Einsatz.?

5.1. Anfangswertprobleme fiir gewdhnliche
Differentialgleichungen

Wir betrachten zunédchst den eindimensionalen Fall. Die Integra-
tion einer Funktion f(z) iiber dem Intervall [a, b] kann man auch
in differentieller Form als das Problem

y'(x) = f(x), mit  y(a) =0, (5.286)

auffassen. Denn durch Integration erhalten wir die Losung

y(z) = / " F(s)ds. (5.287)

Augustin Louis
Cauchy
1789-1857

Das Problem (5.286) kann man verallgemeinern zu

y'(z) = f |z, y(z)], mit y(a)=a und z > a. (5.288)

Dies ist ein einfaches Anfangswertproblem fir gewdéhnliche Differentialgleichungen.
Man nennt es auch Cauchy-Problem. Gewohnliche Differentialgleichungen sind Dif-
ferentialgleichungen, die nur von einer einzigen unabhéngigen Variable (hier x) ab-
héngen. Die Aufgabe besteht darin, aus dem Anfangswert y(a) = « den Verlauf
von y(x) fiir x > a zu berechnen. Gleichung (5.288) ist von erster Ordnung in z,
da die hochste vorkommende Ableitung y") = v/ ist.

Eine weitere Verallgemeinerung besteht darin, ein System von n gewohnlichen
Differentialgleichungen erster Ordnung zu betrachten

@) = file (@), (@), fir i=1,...n wd z>a  (5.289)

welches den Anfangswerten y;(a) = a; geniigt.?

'Es bedeuten by die Sterberate der Riuber, wenn keine Beute vorhanden ist, —by die Reproduk-
tionsrate der Beute ohne Storung und bei groem Nahrungsangebot, cx die Reproduktionsrate
der Réuber pro Beutelebewesen und —cy die Frefirate der Réduber pro Beutelebewesen, d.h. die
Sterberate der Beute pro Rauber.

2Entscheidende Impulse erhielt die mathematische Behandlung nichtlinearer dynamischer Syste-
me durch Poincaré im Zusammenhang mit Problemen der Planetenbewegung.

3Wenn man eine gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung zu l6sen hat, in welcher als
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Fiir die Losung des eindimensionalen Anfangswertproblems
(5.288) und dessen numerische Approximation ist es wichtig zu
klaren, ob die Losung eindeutig ist. Diese Eigenschaft stellt die
Lipschitz-Bedingung sicher, welche eine Forderung an die Funk-
tion f(x,y) ist. Eine Funktion f(z,y) geniigt einer Lipschitz-
Bedingung auf dem Definitionsgebiet D € R x R, wenn gilt*

”f('rvyl)_f(x7y2>H SL('T) Hyl_y2H7 vxvyhy% (5290)

Rudolf Otto

Sigismund mit einer stetigen Funktion L(x) (Lipschitz-Funktion). Anschau-
Lipschitz lich bedeutet dies, dafl der Betrag der Steigung von f beziiglich
1832-1903

y nach oben beschrénkt ist.

Wenn die Funktion f(x,y) aus (5.288) bzgl. x und y stetig ist
und bzgl. y die Lipschitz-Bedingung (5.290) erfiillt, dann kann man beweisen, daf
die Losung des Cauchyschen Anfangswertproblems (5.288) eine eindeutige Losung
y(x) besitzt. Im folgenden gehen wir immer von einer eindeutigen Losung aus.

5.1.1. Euler-Verfahren

Wir wenden uns zunéchst der eindimensionalen gew6hnlichen Differentialgleichung
(5.288) zu. Um die Gleichung numerisch zu l6sen, konnte man den aufretenden
Differentialquotienten gy’ durch den Differenzenquotienten approximieren

dy e+ h) = @) g+ h) - (o)

de ~ h50 h - h ’

(5.291)

wobei h eine kleine Schrittweite in x-Richtung ist. Durch Einsetzen der Ndherung
in (5.288) erhalten wir

y+h) —y(x)
h

= [z, y(2)] (5.292)
oder
Y@+ h) = y(@) + hf [, y(@)]. (5.203)

Wenn man nun bei # = a mit dem Startwert y(a) = « beginnt, kann man den Wert
y(a+ h) =y(a) + hf [a,y(a)] berechnen. Dies kann man fortsetzen und eine Folge
y(xy) berechnen, wobei zy,1 = ) + h ist. Mit y, = y(zx) lautet die diskrete Folge

Yk+1 = Yk + hf (k, yi) » k=0,1,.... (5.294)

hochste Ableitung y(™ (x) auftritt, dann &8t sich immer ein System von n gewdhnlichen Dif-
ferentialgleichungen erster Ordnung konstruieren. Dazu definiert man zusitzlich zu y; = y
noch weitere Funktionen als y» = y(" ™Y, y3 = y(»=2) etc. und betrachtet nur deren erste
Ableitungen.

4Mit y € R® und D € R x R" gilt diese Definition auch fiir Systeme von gewohnlichen Differen-
tialgleichungen erster Ordnung.
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(a) (b)

y A Y = f(xr, yr) y A Y = f(@kt1, Yrt1)
Yk+1 | : ‘ :
Ye+1 |
Yk

Yk |

Abbildung 5.2.: Geometrische Interpretation des Eulerverfahrens. Die exakte Losung ist
als blaue Kurve dargestellt. (a) Beim Vorwirts-Euler-Verfahren (5.294) wird die Steigung
y;, am Punkt z, verwendet, um den Zuwachs 1 —yr = [ 7 y/(z) da = ' (2) f;:“ dz
zu approximieren; (b) beim Riickwirts-Euler-Verfahren (5.298) wird dazu die Steigung

Yy am Punkt 25,1 verwendet.

Die Folge yr = y(z) ist eine diskrete Approximation der exakten kontinuierli-
chen Losung y(x). Dieses Methode nennt man Fuler-Verfahren, genauer gesagt,
Vorwirts-Euler-Verfahren. Das Vorwérts-Euler-Verfahren bezeichnet man als ex-
plizit, da der neu zu berechnende Wert 1., ausschliefilich von explizit bekannten
(schon vorher berechneten) Groflen bei xy, . .., x; abhéngt.

Man kann das Euler-Verfahren bzw. y" auch aus der Taylor-Entwicklung von y(x)
um den Punkt z, erhalten. Dazu betrachten wir

y(x) = y(ae) + (z — zr)y'(w) + O [(z — 21)*] . (5.295)

Fiir x =z und h = z1 — x; erhalten wir daraus
Y, = w L O(h). (5.296)

Hieran erkennt man, dafi das Euler-Verfahren von erster Ord-
nung ist. D.h., der Fehler beim Ersetzen des Differentialquotien-
ten durch den Differenzenquotienten ist von der Gréfenordnung
O (h'). Geometrisch bedeutet das Euler-Verfahren die Appro-
ximation der exakten (variierenden) Ableitung v’ im Intervall
[k, Tk11] durch die Steigung der Tangente im Punkte x; (Abb.
5.2a).

Leohard Fulor Wenn man anstelle von (5.292) die rechte Seite f[z,y(x)] der
1707-1783 Gleichung bei xy; auswertet, erhélt man das Rickwdrts-Fuler-
Verfahren
r+h)—ylx
u ZL YO _ ot by + ) (5.297)
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bzw.
Yet1 = Ye + A (Trt1, Y1) - (5.298)

Offenbar ist auch das Riickwarts-FEuler-Verfahren von erster Ordnung. Im Ge-
gensatz zum Vorwéarts-Euler-Verfahren (5.294) ist das Riickwérts-Euler-Verfahren
(5.298) smplizit: Man kann (5.298) nicht einfach nach y;1 auflosen, da auch die
rechte Seite iiber f(zgi1,yr+1) noch von y,, 1 abhingt. Das implizite Verfahren ist
deshalb nicht so einfach zu verwenden, denn man muf} fiir jeden Integrationsschritt
eine (i.a. nichtlineare) Gleichung lésen. Dafiir hat das implizite Verfahren aber bes-
sere Stabilitdtseigenschaften (Kap. 5.2). Beide Euler-Verfahren gehoren zur Klasse
der Einschritt-Verfahren, da man fiir die Berechnung von g, nur die Informatio-
nen von einem einzigen vorhergehenden Punkt (x) bendtigt.”

Im allgemeinen ist die numerisch berechnete Losung fehlerbehaftet. Normaler-
weise spielt der Rundungsfehler selbst bei den kleinsten in der Praxis verwendeten
Schrittweiten h keine Rolle. Der dominante Fehler ist der Diskretisierungsfehler.

Der Fehlerterm der GroBenordnung O(h) in (5.296) ist ein lokaler Diskretisie-
rungsfehler, der bei jedem Integrationsschritt entsteht. Man kann zeigen, daf sich
die Fehlerordnung des lokalen Diskretisierungsfehlers auf einem endlichen(!) Inter-
vall auf den globalen Diskretisierungsfehler

e(h) = max [y — y= (z;)| = O(h) (5.299)

iibertragt, wobei ¢ = 1,..., N iiber alle Gitterpunkte des endlichen Intervalls z €
[a, b] 1duft, y&iter die mittels Euler-Verfahren berechnete Losung an der Stelle z; ist
und 3yt () die exakte Losung darstellt.

5.1.2. Verbesserungen des Euler-Verfahren

Der relativ grofie Fehler O(h) des Euler-Verfahrens ist in vielen
Anwendungen nicht akzeptabel. Wenn man das explizite und das
implizite Euler-Verfahren gleichgewichtig kombiniert, erhélt man
das Crank-Nicolson-Verfahren

Ykl = Yr + g Lf @k, y&) + F (Trt1, Yrs1)] - (5.300)

i

J@R% %%%%lésbeispiel kann man ja einmal
19162006

Y (z) = y*(x) + 2z —2*  mit y(0)=0
mit Hilfe des Euler-Verfahrens berechnen und mit der exakten Losung y(z) = 22 vergleichen.
SVoraussetzung fiir dieses Verhalten des globalen Fehlers ist, dai f[z,y(z)] eine beschrinkte
Ableitung bzgl. y besitzt und die zweite Ableitung von y im Intervall beschréinkt ist. Auflerdem
gilt die Aussage fiir ein endliches Intervall [a,b]. Fiir den Strahl € [a, oo] kann der Fehler fiir
2 — oo durchaus iiber alle Grenzen wachsen (Beispiel: Harmonischer Oszillator " + y = 0,
Abb. 5.7b).
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Es ist implizit. Aber durch die symmetrische Bildung des fini-
ten Differenzenquotienten (yx+1 — yx)/h und Auswertung von f
beziiglich k + 1/2 ist dieses Verfahren von zweiter Ordnung O(h?) genau. Fiir ge-
wohnliche Differentialgleichungen ist dies leider immer noch nicht genau genug.
Um explizite Verfahren hoherer Genauigkeit systematisch zu konstruieren, kann
man versuchen, mehr Informationen iiber die Funktion f(z) in das Integrationsche-
ma einzubeziehen. Dazu wird die Kenntnis der hoheren Ableitungen von f(z) aus-
genutzt. Wir betrachten zunéchst die Taylor-Entwicklung von y(x) um den Punkt
x bis zur zweiten Ordnung

h2
Yes1 = Y + hyp, + Ey,;’ + O(h?). (5.301)

Wenn wir den Term zweiter Ordnung beriicksichtigen wollen, miissen wir y; bereit-
stellen. Formal ist das nicht schwierig, denn

y'(xy) = %f[%,?/(%)] = [ (@, i) = folr, y(@)]+ fyloe, y(@n)]y (). (5.302)

Damit erhalten wir das Verfahren
2

Yes1 = Yr + hf (Tr, yr) + %[f:l?(xkv yk) + fy(@r ue) f (e, ue) | + O(R?). (5.303)

Es ist von zweiter Ordnung, da der Fehler in der hieraus gebil-
deten Ableitung y}, von der Gréfenordnung O(h?) ist.

Man kann dieses Verfahren verallgemeinern und das R-stufige
Taylor-Verfahren ansetzen als Taylor-Entwicklung

R T
Yrt1 = Z ﬁy(r) (zr, yx) + O(RH)
r=0 (5.304)
Phyllis Nicolson =yp+h Z f(r b (T, yr) + O<hR+1)

1917 1968

Die Fehlerordnung des R-stufigen Taylor-Verfahrens ist O(hft). Fiir R > 2 wird
dieses Konstruktionsprinzip jedoch miihsam, da hohere totale Ableitungen von
f(zk, y) berechnet werden miissen.

5.1.3. Runge-Kutta-Verfahren

Um die Berechnung der Ableitungen von f zu vermeiden, kann
man die Ableitungen durch Differenzenquotienten ersetzen. Fiir
R = 2 sind dann nur Auswertungen von f bei g, erforderlich.
Dazu diskretisiert man y® (zy, yi)

Yy (@r, i) = FV (@r, yp) = %[f(fb’kﬂa Y1) — [ (@r, y)]

~ %{f [Tks1, ye + Bf(xk, yr)] — f(xk,yk)}. (5.305)

Karl Heun
1859-1929
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Damit erhélt man anstelle von (5.303)

h2
Yrr1 = U + hf (vg, yr) + Ef(l)(xk, Yr) (5.306)

~ Y + hf (e, ye) + g{f [Tt Y + D (s )] — £, ?/k)}- (5.307)

Man kann zeigen, dafl dieses Verfahren ebenfalls von zweiter Ordnung ist. Der
lokale Fehler betrigt also O(h?). Man nennt es das Heun-Verfahren. Es ist ein
Runge-Kutta- Verfahren zweiter Ordnung

Yk+1 = Yk + g{f(xka Yk) + f [Zhrr, yn + A (2r, )] } (5.308)

Im Vergleich zum Euler-Verfahren (5.294) wurde f(zy, yx) durch den Mittelwert von
f(@g,yr) und f g1, yr + hf (zg, yr)] ersetzt. Dies ist so dhnlich wie beim Crank-

Nicholson-Verfahren (5.300), hier nur explizit formuliert.
Allgemein setzt man die Runge-Kutta-Verfahren an als

R
Y1 = Yk + hF (xp, yn) =y + h Z e Ko (Tr, k), (5.309)
r=1
wobei

Kl - f(xkayk)a (5310&)

r—1
K, =f (xk +arh, y + hzmes> , r=2...R (5.310D)

s=1

Funktionsauswertungen an gewissen Zwischenstellen sind. Die unbekannten Para-
meter ¢, a, und b.; werden so bestimmt, dafl dieses Runge-Kutta-Verfahren dem
R-stufigen Taylor-Verfahren (5.304) entspricht

R R

SENIS SITINES

r=1 r=1

r—1
hTf“"—l)(:ck, yi) + O(R™), (5.311)
bis zu einer moglichst hohen Fehlerordnung m. Idealerweise ist m = R. Um einer
Koeffizientenvergleich in (5.311) durchzufiihren, werden alle Funktionswerte von
f (an den verschobenen Stellen) im Runge-Kutta-Ansatz (5.309) mittels Taylor-
Entwicklung durch Funktionswerte am Punkt (zy,yx) ausgedriickt.

Betrachte zum Beispiel R = 2. Dann ist

F(z,y) = a1 K1 + oKy = ey f(an, y) + cof [Tr + azh, yi + hbay f (2, yi)]

Tallor

= o f(@ryr) + 2 [f (T, i) + ashfo (2, yi) + hboy f(2r, yi) fy (T, Ur)]
5.31 h
( Szl)f (h, yr) + 5 [fo (@i, yie) + f (@, u) fy (0, Ur)] - (5.312)
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Der Koeffizientenvergleich fiir das letzte Gleichheitszeichen liefert

C1 + Cco = ]_, (5313&)
1

Colla = 5, (5313b)
1

Cgbgl = 5 (5313(3)

Dies sind drei Gleichungen fiir vier Koeffizienten. Es gibt also
mehr als eine Losung. Eine moégliche Losung ist das obige Heun-
Verfahren (5.308). Es entspricht der Losung ¢; = ¢ = % und
as = by = 1. Ein anderes Runge-Kutta-Verfahren erhélt man
mit der Wahl ¢; =0, ¢o =1 und as = by = % Sie fithrt auf

h
Ykt1 = Yk T hf | Try1y2, Uk + §f (T Yk) | - (5.314)

Martin Wilhelm  Dies ist eine Art modifiziertes Euler-Verfahren. Wie das Heun-
Kutta Verfahren ist es ebenfalls von zweiter Ordnung.

1867-1948 Auf diese Weise kann man nun weitere Verfahren mit hcherer
Genauigkeit konstruieren. Fiir R = 4 ergeben sich 13 freie Parameter. Fiir diese
erhélt man 11 Bestimmungsgleichungen zur Konstruktion eines Verfahrens vierter
Ordnung. Unter den vielen Moglichkeiten, die sich daraus ergeben, wird meistens
das folgende Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung verwendet

h
Yen =Ykt g (F1+2F, + 2F5 + Fy) (5.315a)
mit

Fy = f(@k, yx), (5.315b)

h h
FK=f $k+§,yk+§F1 ) (5.315c¢)

h h
Fy=flant 5wtk (5.315d)
F4 = f (SL’]H_l, Yk I hF3) 5 (53156)

Es ist explizit, wie auch das Euler-Verfahren (5.294) und das Heun-Verfahren 2-
ter Ordnung (5.308). Denn wenn man y; berechnet hat, kann man sukzessive
Fy — F» — F3 — Fj berechnen und in (5.315a) einsetzen. Es sind lediglich vier
Auswertungen von f erforderlich. Die so konstruierten Runge-Kutta-Verfahren sind
FEinschritt- Verfahren, da zur Berechnung von y1 lediglich die Kenntnis von vy, er-
forderlich ist.

Allgemein kann man zeigen: Sei p die Ordnung eines Runge-Kutta-Verfahrens.
Dann sind fiir p < 4 genau p Auswertungen von f erforderlich. Fiir 5 < p < 6
sind p + 1 Auswertungen notig, fiir p = 7 sind es p + 2 Auswertungen und fiir
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p > 8 mindestens p + 3. In vielen Fillen stellt das Runge-Kutta-Verfahren vierter
Ordnung einen guten Kompromify zwischen Aufwand und Genauigkeit dar.

Bemerkung: Wenn f = f(z) wie in (5.286) nicht von y abhéngt, dann lautet das
Euler-Verfahren (die variable Schrittweite ist hyy1 = g1 — xp)

Y1 = Yk + hayr f () (5.316)

Mit der Anfangsbedingung yo = 0 wird dann

Y1

—_——
Yo =1+ haf(z1) = yo +hif(xo) +hof(z1). (5.317)
=7

Fir £ = N erhalten wir deshalb
N
un = > o f(za1) = Isp(f). (5.318)
n=1

Dies ist gerade die summierte Rechteck-Regel (4.211a). In analoger Weise kann man
fir f = f(x) und der Anfangsbedingung yo = 0 (d.h. fiir (5.286)) zeigen, dafl das
Runge-Kutta-Verfahren zweiter Ordnung (5.308) der Trapez-Regel entspricht und
das Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung (5.315) der Simpson-Regel.

5.1.4. Adams-Bashforth-Verfahren

Eine andere Moglichkeit zur Konstruktion von Verfahren hoherer
Ordnung besteht darin, Informationen (y;) an zuvor berechne-
ten Punkten x; zu verwenden. Damit gelangt man zur Klasse
der Adams-Bashforth-Verfahren.” Dahinter steht die Idee, eine
genauere Extrapolation von ;.1 zu erhalten, indem man die
Ableitung y" im Intervall [xy, xj41] durch ein Polynom approxi-
miert, welches man durch Interpolation aus den zuvor berechne-

John Couch ten Werten y/, = f(x,,y,) mit n <k erhélt.
Adams Um diese Strategie anzuwenden, setzen wir den Zuwachs an
1819-1892 - - -
wer-m= [ y@do= [ feg@ldes [ e e (5319
T Ty Tk

wobei p(z) das Polynom ist, welches einige vorherige Funktionswerte fi, = f[xg, yi]
interpoliert (Abb. 5.3a). Man erhilt so das Adams-Bashforth-Verfahren

Tr+1
Yerl = Yr + / p(x) dx. (5.320)

Tk

"Francis Bashforth, 1819-1912: Mathematiker und Ballistik-Experte. Veroffentlichte zusammen
mit Adams 1883 einen Aufsatz (An Attempt to Test the Theories of Capillary Action, Cambridge
University Press, 1883), in welchem die Methode von Adams zur Berechnung von Tropfenformen
verwendet wird.
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(a) Adams-Bashforth (b) Adams-Moulton

A A
Y \yz_g Y1/ V

Tp—3 Tk—2 Tk-1 Tk Tk+1 Tp—3 Tk—2 Tk-1 Tk Tek+1

Abbildung 5.3.: Schematische Darstellung der Adams-Bashforth- (a) und der Adams-
Moulton-Strategie (b). Bei Adams-Bashforth-Verfahren 4. Ordnung (a) werden die vier
zuletzt berechneten Funktionswerte y verwendet, um die Ableitungen y, = f(xx,ys)
(rote Punkte) zu gewinnen und daraus y;_ ; (blauer Punkt) zu prognostizieren. Aus der
Integration iiber [z, xp11] gewinnt man dann yg11 — yx. Beim Adams-Moulton-Verfahren
4. Ordnung (b) werden die vier roten Punkte verwendet, um yj, 41 tmplizit vorherzusagen.
Der Bereich, iiber den sich die Interpolation (rote Kurve) erstreckt, ist grau angedeutet.
Die diinne schwarze Kurve soll die exakte Funktion y' = f(x,y) andeuten.

Die einfachste Moglichkeit der Interpolation ist es, das Polynom vom Gra-
de Null zu wihlen, ndmlich die Konstante p = f(zx,yx) = const. Dies liefert
ff:“ p(z)dz = hf(zk, yx). Mit dieser Wahl erhélt man gerade das Euler-Verfahren
(5.294). In der néchsthoheren Ordnung wiirde man fiir p(z) die lineare Funktion
verwenden, welche die Funktionswerte fp 1 = f(xp_1,yp—1) und fr = f(x, yr)
interpoliert. Um diese Interpolation zu konstruieren, ist es am bequemsten, die
Newton-Interpolation (3.100) zu verwenden. Im vorliegenden Fall liegt es nahe, die
finiten Differenzen nicht wie in (3.96) in Vorwiértsrichtung zu bilden, sondern in
Riickwértsrichtung. Damit wird

In Analogie zu (3.100) erhalten wir damit das lineare (Newton-) Interpolationspo-

lynom

r — T
h

wobei das Minuszeichen erforderlich wurde, da wir die positive Schrittweite h =
|zr_1 — x| verwenden. Wenn wir nun das Integral in (5.320) ausfiihren, erhalten
wir

p(x) =p1 = fi - Af, (5.322)

1(z — )’ o h
Yerr =y [ for = 57— A = ye b = 5A S (5.323)
zy

Dies ist das Adams-Bashforth-Verfahren zweiter Ordnung. Wenn man die Differenz
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A fy, einsetzt, erhalten wir

Yrt1 = Yk + M — g (fom1 = fo) = + g (3fk — fr-1) - (5.324)

Wir kénnen nun so fortfahren und durch das Einbeziehen weiterer Punkte in die
Newton-Interpolation (3.100) Adams-Bashforth-Verfahren hoherer Ordnung ent-
wickeln. Das Newton-Polynom zweiter Ordnung, welches die Punkte (xy_o, fr_2),
(Tg—1, fr—1) und (zg, fi) interpoliert, lautet

(z — @) (@ — Tp1) 5o T — (x — @) (@ — Tp—1) 19
pP2=p1t Y Afy = fr — A Afi+ N A% fi.
(5.325)
Durch Integration erhalten wir gemé8 (5.320)%
1(z — )
Ye+1 = Yr + § Srr — —uﬁﬁc
2 h
1 [1 1 S
+ o2 {g (x — 1) — 5 (xp — zp—1) (x — xk_l)Q] Aka} : (5.326)
Ty
Dies fiihrt auf
B h 1 (1,4 1.4 h o h, 9
Yk+1 = Yr + N Jfk 2Afk+2h2 (38h 3h 24h +2h A f
h 5h
=yt hfi = 5Af+ A (5.327)
Wenn wir die Riickwértsdifferenz zweiter Ordnung
A’fp=A(for = fr) = (fr2 = fom1) = (Foor = fi)
= fr—2—2fx—1+ fx (5.328)
einsetzen, erhalten wir
h 5h
Yot = Y+ 5 Bk = fom1) + 5 (o2 = 2far + i), (5.329)
oder
h
Yk+1 = Yk + ﬁ (23.fk = 16fk_1 G 5fk_2) . (5330)

Dies ist das Adams-Bashforth-Verfahren dritter Ordnung.
In analoger Weise kann man das Adams-Bashforth-Verfahren vierter Ordnung
konstruieren (Hausaufgabe), und erhélt

h
Yk+1 = Yr + 24 (55 fr — 59 fx—1 + 37 fx—2 — 9fr_3). (5.331)

8Die Ableitung des Ausdrucks in [...] in (5.326) liefert (@ — x1)(x — x_1).
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Dies kann man nun bis zu beliebiger Ordnung fortsetzen. Die Adams-Bashforth-
Verfahren sind Mehrschritt- Verfahren, da zur Berechnung der neuen Néaherung vy 1
die Werte von 1 aus vorangegangenen Schritten verwendet werden. Die Strategie
ist in Abb. 5.3a fiir das Adams-Bashforth-Verfahren vierter Ordnung (5.331) dar-
gestellt.

Anders als die Einschritt-Verfahren, wie etwa die Runge-Kutta-Verfahren, tritt
bei Mehrschritt-Verfahren ganz allgemein die Problematik der Startwerte auf. Denn
zu Beginn der Rechnung liegen noch nicht hinreichend viele berechnete Funktions-
werte vor, um ein Mehrschritt-Verfahren anwenden zu konnen. In diesem Fall behilft
man sich meist mit der Verwendung eines Einschritt-Verfahrens derselben Fehler-
ordnung, bis man hinreichend viele Punkte berechnet hat. Ahnliches gilt, wenn man
innerhalb der Rechnung die Schrittweite h wechseln mochte.

Mehrschritt-Verfahren besitzen gegeniiber Einschritt-Verfahren den Vorteil, dafl
man auf berechnete Werte zuriickgreift, die man im Speicher halten kann. Es ist
bei jedem Schritt die Funktion f nur einmal auszuwerten. Ist diese Auswertung
rechenintensiv, werden Einschritt-Verfahren entsprechend aufwendig.

5.1.5. Pradiktor-Korrektor-Verfahren

Adams-Bashforth-Verfahren haben den Nachteil, dafl sie manchmal instabil werden
konnen. Ursache dafiir ist die Vorhersage eines Punktes (xy1, yx+1), der auBerhalb
des Interpolationsintervalls (x < zj) liegt (Abb. 5.3a). Um dieses Defizit zu behe-
ben, kann man die Interpolation formal bis auf den Punkt x;,; ausdehnen (Abb.
5.3b). Dies fithrt auf die Adams-Moulton- Verfahren.

Im Fall der linearen Interpolation von v’ = f zwischen den Punkten k& und & + 1
konnen wir die Integration in (5.320) direkt ausfithren und erhalten

h
Yr+1 = Yr T 5 (frse1 + fi) - (5.332)
|
Trapez-Regel
Dies ist das Adams-Moulton-Verfahren zweiter Ordnung. Es ist
identisch mit dem Crank-Nicolson-Verfahren (5.300).” Im Fall
eines kubischen Interpolationspolynoms durch die vier Punkte

e (Tr—2; fr—2), (@r—1, fe-1), (z, fr) und (7py1, frg1) erhélt man
Forest Ray das Adams-Moulton-Verfahren vierter Ordnung

Moulton
1872-1952 h
Y1 = Y + o1 (9fis1 +19f% — 5fie1 + fr—2) - (5.333)

An den Adams-Moulton-Formeln sieht man, dafi auf der rechten Seite auch
fra1 = f(xrs1, yps1) auszuwerten ist. Der Wert y,, 1 liegt aber noch gar nicht vor.

9Das Adams-Moulton-Verfahren erster Ordnung ist identisch mit dem Riickwirts-Euler-
Verfahren (5.297).
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Daher mufl man fiir die Adams-Moulton-Formeln in jedem Schritt eine (i.a. nichtli-
neare) Gleichung lésen, um yy 1 zu berechnen. Die Adams-Moulton-Verfahren sind
also implizit, im Gegensatz zu den Adams-Bashforth-Verfahren, die explizit sind.

Man konnte nun versuchen, die Adams-Moulton-Formeln mittels Newton-
[teration oder einem anderen Verfahren zu losen. Es gibt jedoch einen einfacheren
Zugang. Dabei wird zunéchst eine explizite Formel gleicher Fehlerordnung verwen-
det, um yi11 zu berechnen. Dies der ein Vorhersage-Schritt (Prddiktor-Schritt).
Danach wird der Vorhersage-Wert in die implizite Formel eingesetzt und damit
korrigiert (Korrektor-Schritt). So erhilt man zum Beispiel das Pradiktor-Korrektor-
Verfahren vierter Ordnung

h
Uk = v+ g (55fc = 59fi1 +3Tfua = 9fia) (5.334a)
A =g ($k+1, yfﬁl) , (5.334D)
h
Yk+1 = Yr + o (9f;5f31 +19f —5fr_1 + fk_2> ) (5.334c)

Hier ist (5.334a) der Pradiktor-Schritt, in dem das Adams-Bashforth-Verfahren
(5.331) verwendet wird, und (5.334c) der Korrektor-Schritt. Das Verfahren (5.334)
ist damit vollstdndig explizit. Wenn man das Verfahren in dieser Art implemen-
tiert, was der Regelfall ist, dann hat man zwar nur eine Niherung fiir das voll
implizite Adams-Moulton-Verfahren (5.333) gefunden. Da aber auch eine genauere
Losung der impliziten Gleichung (5.333) immer noch fehlerbehaftet mit Fehlerord-
nung O(h*) ist, macht eine genauere Losung wenig Sinn. Im Prinzip kénnte man
jedoch weiter iterieren und die Schritte (5.334b) und (5.334c) so lange wiederho-
len, bis Konvergenz erreicht ist. Dies wiirde einer iterativen Losung von (5.333)
entsprechen.

5.1.6. Systeme von Differentialgleichungen

Die meisten Probleme in Naturwissenschaft und Technik sind nicht von erster Ord-
nung. Man kann aber jede gewohnliche Differentialgleichung hoherer Ordnung in ein
System von Differentialgleichungen erster Ordnung iiberfithren. Manche Probleme
treten auch in natiirlicher Weise als grofies System von Differentialgleichungen auf.
Ein Beispiel ist die Modellierung von Verbrennungsprozessen. Hierbei sind Glei-
chungen fiir die zeitliche Entwicklung der Konzentrationen aller an der Reaktion
beteiligten chemischen Verbindungen (Spezies) zu losen. Selbst bei einfachen che-
mischen Reaktionen sind leicht 100 oder mehr chemische Komponenten beteiligt,
da auch kurzlebige Zwischenprodukte zu beriicksichtigen sind. Dann sind simul-
tan sehr viele Differentialgleichungen zu l6sen, da die Reaktionsraten der einzelnen
Spezies von den Konzentrationen aller an der Reaktion beteiligten Spezies und dem
thermodynamischen Zustand abhéngen.

Die Erweiterung der bisher besprochenen Algorithmen auf Systeme von Diffe-
rentialgleichungen ist relativ einfach, wenn wir y und f vektoriell auffassen. Mit
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7= (y1,...,yn)T und f= (fi,..., fn)" lautet das zu lésende Problem dann
g'(x) = flz,9(x)]. (5.335)

Man nennt f auch den Fluff. Die unabhéngige Variable = spielt meistens die Rolle
der Zeit. Fiir das einfache explizite Euler-Verfahren gilt dann

Toe1 = G + D [r, G(z1)], (5.336)

oder in Komponenten ausgeschrieben

Y et =Yk + hf1 (Te Vi, - YN

: (5.337)

YN k1 = YNk + PN (Tr Yk - UNg) -
Bei der Notation y, ; bezeichnet der erste Index n die Komponente des Vektors,
wéhrend der zweite Index die unabhingige Variable indiziert (Zeitpunkt). Auch

andere Verfahren lassen sich leicht vektoriell schreiben. Beispielsweise lautet das
Runge-Kutta-Verfahren zweiter Ordnung (5.308) fiir Systeme

. L ho(z - . =
Yk+1 = Yr + 5 {f(xk, Ur) + f [$k+1, U + hf (2, yk)] } : (5.338)

Das Adams-Bashforth-Verfahren zweiter Ordnung (5.324) 148t sich auch leicht vek-
toriell schreiben als

ﬁ L hy e 2
Yer1 =B+ 5 <3fk - f;H) : (5.339)

5.1.7. Symplektische Integration

Es gibt eine wichtige Klassen von Problemen, welche ganz bestimmte exakte Erhal-
tungsgrofen besitzen. Ein wichtiges Beispiel sind Hamilton-Systeme. Deren zeitliche
Entwicklung hat immer die (sogenannte kanonische) Form

- 0H(p,q)
. OH(p.q)
=—— .340b

wobei ¢ und p’ verallgemeinerte Koordinaten und Impulse sind (kanonische Koordi-
naten). Der Phasenraum wird durch ¢und p'aufgespannt. Aufgrund der kanonischen
Struktur der Hamiltonschen Gleichungen (5.340) kann der Flufl im Phasenraum
(rechte Seite von (5.340)) durch Ableitungen der Hamilton-Funktion H (g, p) darge-
stellt werden. Irgendein Zustand des Systems ist dann eindeutig durch die Angabe
von (¢, p) festgelegt, und bei Kenntnis von H(p, ¢) auch die weitere zeitliche Ent-
wicklung.
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Fiir Hamilton-Systeme gilt der Liouvillesche Satz. Er besagt, dafl ein beliebiges
markiertes Phasenraum-Volumen bei der zeitlichen Entwicklung erhalten bleibt.

—

Dies bedeutet, dafi der Flufl f(¢, p) im Phasenraum inkompressibel ist, d.h.

e 0 OH(pq) 0 OH(/pq)
Fov. op _ 0 0HWwG) 0 OHpq) _ 11
V=V _OH(p,q) o7  Op oy Oq 0. (B34
oq

Fiir die Integration von Hamilton-Systemen bzw. Systemen, deren Flufl inkom-
pressibel ist (z.B. die Bewegung von markierten Fluidelementen in einer inkompres-
siblen Stromung), wire es nun wichtig, wenn die exakten Erhaltungseigenschaften
auch vom diskreten numerischen Schema erfiillt wiirden. Insbesondere sollte das Vo-
lumen eines beliebigen markierten Anfangsvolumens unter einem inkompressiblen
FluB auch in der numerischen Losung exakt konstant bleiben, wiahrend es unter
dem Einflufl des Flusses transportiert und deformiert wird.

Integrations-Schemata, welche diese Bedingung erfiillen werden symplektisch ge-
nannt.'? Alle bisher behandelten Schemata sind nicht symplektisch, mit Ausnahme
des Adams-Moulton-Schemas zweiter Ordnung. Wenn man die Differentialgleichun-
gen mit einem nicht-symplektischen Verfahren integriert, gehen die exakte Erhal-
tungseigenschaften der kontinuierlichen Differentialgleichungen verloren.

Betrachte zum Beispiel das einfache mathematische Pendel (keine Dampfung).
Dazu setzen wir in (5.283) die Masse m = 1, die Lénge | = 1, die Schwerebeschleu-
nigung g = 1 und keinen Antrieb a = 0 und erhalten

q =D, (5.342a)
p= —sing. (5.342b)

Hierbei ist ¢ der Winkel und p die Winkelgeschwindigkeit (Drehimpuls pro Masse).
Dies ist ein Hamilton-System mit der Hamilton-Funktion

2

H<p7 Q) = Ekin + Epot - p_

5 084 (5.343)

Durch Ableiten entsprechend (5.340) kann man die Bewegungsgleichungen (5.342)
verifizieren. Der Fluf3 ist inkompressibel

(gi)(—sﬁ)nq):o- (5.344)

Die Gesamtenergie (H) bleibt erhalten, denn H = pp+¢sin g G212 0. Daher erfolgt

die Bewegung im Phasenraum fiir kleine Werte von H (Anfangswerte, kleine Pen-
delausschlidge) auch auf geschlossenen Bahnen um die Fixpunkte (¢, p) = (27n,0).

10Symplektische Integrationsschemata bilden eine Unterklasse der geometrischen Integrations-
schemata. Letztere erhalten alle geometrischen Eigenschaften eines gegebenen Systems von Dif-
ferentialgleichungen.
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Fiir niedrige Gesamtenergie —1 < H < 1 hat man eine gebundene Pendelbewe-
gung. Fiir hohere Energien (H > 1) hat man offene Trajektorien (iiberschlagendes
Pendel).

Wenn man nun die Bewegung mit einem nicht-symplektischen Verfahren inte-
griert, wird die Energie des Systems nicht konstant bleiben. Typischerweise diver-
giert oder verschwindet sie fiir £ — oo. Ersteres passiert zum Beispiel bei Integration
mittels Euler-Vorwérts-Verfahren (5.294). Durch Verwendung eines symplektischen
Verfahrens kann dies verhindert werden. Man kann das Euler-Verfahren (5.294) der-
art modifizieren, so dafl die Energie exakt erhalten bleibt, indem man eine Gleichung
von (5.342) explizit und die jeweils andere implizit auswertet. Dies fiihrt auf das
symplektische Euler-Verfahren fiir Hamilton-Systeme (eine der beiden Varianten)

Qk+1 = qr + WV, H (qr, Prt1), (5.345a)
Prr1 = pr + WV H (qr, Pry1)- (5.345b)

Das symplektische Euler-Verfahren ist formal implizit. Wenn die Hamilton-
Funktion aber in der Form H(q,p) = Eyin(p) + Epot(q) separiert (wie in unserem
Beispiel), dann ist das Verfahren explizit. Fiir unser Beispiel erhalten wir'!

1 = (1 Fa. D _ (4 Pr+1
(p )kﬂ = <p )k+hf(qk,pk+1) = (p )k+h( i, ) (5.346)

Beispielrechnungen sind in Abb. 5.4 dargestellt. Beachte, dafl die Energie der
Bewegung bei Verwendung des Vorwérts-Euler-Verfahrens (schwarz) kontinuierlich
anwachst, so daf§ die gebundene Bewegung in eine ungebundene Bewegung iiber-
geht, wobei die Winkelgeschwindigkeit (p) im Mittel immer weiter zunimmt. Beim
symplektischen Euler-Verfahren (blau) bleibt die Energie hingegen erhalten.

Ahnlich wie das symplektische Euler-Verfahren fiir Hamilton-Systeme ist die im-

plizite Mittelpunktsregel (vgl. (4.199))
. . . — + —
Grp1 = G+ hf [W] (5.347)

symplektisch. Wenn man im Argument von f den Vektor ¥ mit Hilfe des Euler-

—

Riickwirtsverfahrens 4x.1 = 4 + hf(¥k+1) approximiert, erhdlt man die implizite
Mittelpunktsregel auch in der alternativen Form

—

—»k — h —k
§ =0+ 550, (5.348a)

Ger = G+ hF(G). (5.348D)

HNormalerweise mufl man bei den impliziten Verfahren in jedem Zeitschritt ein (eventuell nicht-
lineares) Gleichungssystem 19sen. Beim symplektischen Euler-Verfahren (5.346) fiir das mathe-
matische Pendel kann man die impliziten Gleichungen jedoch explizit auflosen und erhélt

Grt1 = Qi + hpr — A sin(gr),
Prt1 = pr — hsin(qg).
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Abbildung 5.4.: Vorwiirts-Euler (schwarz) und symplektisches Euler-Verfahren (5.346)
(blau) fiir das mathematische Pendel mit Schrittweite h = 0.05 bis ¢ = 40. Das rote
Quadrat kennzeichnet den gemeinsamen Startpunkt mit Anfangswerten (¢, p) = (¢, ®) =
(0,1.7). Die Isolinien von H (Gesamtenergie) sind in dargestellt.

Ein weiteres einfaches Verfahren ist die implizite Trapezregel

— —

— — h’ —

o1 = G+ 5 | Grr) + f () (5.349)
Dies ist gerade das Adams-Moulton-Verfahren zweiter Ordnung (vgl. (4.200)). Die
implizite Trapezregel ist nicht symplektisch, sondern konjugiert symplektisch, be-
sitzt aber ein &hnliches Langzeitverhalten wie eine symplektische Methode. Wenn
man die Gleichung auf (5.342) anwendet und durch ¢ und p ausdriickt, ergibt sich

(1) =(2) 4 [(_n) +(n,)] e

Symplektische Methoden finden weite Anwendung bei molekulardynamischen Si-
mulationen, bei der Berechnung von Planetenbewegungen und in vielen anderen
Gebieten, bei denen es auf genaue Langzeit-Vorhersagen ankommt.

5.1.8. Weitere Beispielrechnungen

Fiir die Rauber-Beute-Gleichungen (5.285) gibt es Parameter-Kombinationen, die
ein stabiles dynamisches Gleichgewicht beschreiben. Dann kénnen beide Populatio-
nen (Réuber und Beute) innerhalb von gewissen Variationen fiir alle Zeiten fortbe-
stehen. Dies ist beispielsweise dann der Fall, wenn der Rduber in natiirlicher Weise
dezimiert wird (positive Zerfallsrate by = 1) und die Beute permanent Nachwuchs
produziert (negative Zerfallsrate bx = —0.25). Da die Beute durch die Rauber de-
zimiert wird, ist die Rate cx = —0.01 sinnvollerweise negativ. Umgekehrt sollte
sich die Beute positiv auf die Anzahl der Réuber auswirken (¢y = 0.01). Unter
diesen Bedingungen kommt es zu stabilen, phasenverschobenen Oszillationen im

4. €. Rublmann 1 1 1

Numerische Methoden der Ingenieurwissenschaften



5. Anfangs- und Randwert-Probleme

150

100 1

50
60

Abbildung 5.5.: Integration des Lotka-Volterra-Modells (5.285) fiir die Parameter bx =
—0.25, by = 1, cx = —0.01 und cy = 0.01. Bei allen Rechnungen wurde die Integration
von t = 0 bis t = T = 13 durchgefiihrt. Die Schrittweite h ist als Parameter angegeben.
Das gefiillte rote Quadrat kennzeichnet die Anfangsbedingung [X,Y](t = 0) = (80, 30).
Die rote Kurve ist sehr nahe an der exakten Lésung und wurde mit dem Runge-Kutta-
Verfahren vierter Ordnung und Schrittweite A = 0.5 berechnet. Die schwarzen Kurven
wurden mit dem Euler-Verfahren und Schrittweiten h = 0.5, 0.25 und 0.1 (von aufien
nach innen) berechnet. Alle Kurven werden im Uhrzeigersinn durchlaufen.

Tierbestand. Im einem [X (¢), Y (¢)]-Diagramm zeigt sich dieser Zyklus als eine ge-
schlossene Kurve, die periodisch durchlaufen wird. Dies ist in Abb. 5.5 dargestellt.

Man erkennt, daf§ das Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung trotz der grofien
Schrittweite (rote Linie und offene rote Symbole) sehr gute Ergebnisse liefert. Das
einfache Euler-Verfahren (schwarze Kurven) hat die Tendenz, von der ezakten Lo-
sung wegzulaufen und spiralférmig zu divergieren. Man miiite die Schrittweite des
Euler-Verfahrens schon extrem verringern (womit eine extreme Erhchung der Re-
chenzeit verbunden wére), um fiir einen Umlauf eine Genauigkeit zu erzielen, die
mit dem Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung vergleichbar wére.

Abbildung 5.6 zeigt den Vergleich zwischen den Runge-Kutta-Verfahren 4-ter
(rot) und 2-ter Ordnung (blau) fiir das Lotka-Volterra-Modell (5.285) mit Para-
metern wie in Abb. 5.5. Fiir die extrem grofle Schrittweite h = 1 zeigt sich, daf
auch die Losung mit dem Runge-Kutta-Verfahren 2-ter Ordnung leicht nach auflen
abdriftet.

In Abb. 5.7a ist schlieBlich ein Vergleich des Adams-Bashforth-Verfahrens
zweiter Ordnung mit dem Préadiktor-Korrektor-Verfahren auf Basis des Adams-
Moulton-Verfahrens analog zu (5.334) gezeigt. Man erkennt das spiralige Auslaufen
des Adams-Bashforth-Verfahrens im Vergleich zum Runge-Kutta-Verfahren vier-
ter Ordnung. Im Gegensatz dazu zeigt das Pradiktor-Korrektor-Verfahren eine
Einwérts-Spirale. Dieser Verhalten ist typisch und kann auch fiir das konservati-
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Abbildung 5.6.: Integration des Lotka-Volterra-Modells (5.285). Die Schrittweite betragt
h = 1. Gezeigt ist das Ergebnis des Runge-Kutta-Verfahrens vierter Ordnung (rot) im
Vergleich zu demjenigen zweiter Ordnung (blau). Alle anderen Parameter sind identisch
wie in Abb. 5.5.

(a) Lottka-Voltera-Modell (b) harmonischer Oszillator

140
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Abbildung 5.7.: Vergleich des Adams-Bashforth-Verfahrens zweiter Ordnung (AB2) und
des Prédiktor-Korrektor-Verfahrens zweiter Ordnung (PK2) mit dem Runge-Kutta-
Verfahren vierter Ordnung (a) fiir das Lotka-Volterra-Modell (5.285) mit A = 1 und Para-
metern wie in Abb. 5.5 und (b) fiir den ungedémpften harmonischen Oszillator jj+w?y = 0
mit A = 0.5, w = 1 und Anfangsbedingungen y(0) =1 und y(0) = 0.

ve System eines harmonischen Oszillators (Abb. 5.7b) beobachtet werden.

Ein anderes beriihmtes Modell stammt vom Meteorologen Lorenz (1963). Zur Be-
schreibung der Konvektion in der Atmosphére schlug er ein Minimalmodell der ther-
mischen Konvektion in einer ebenen Fluidschicht vor. Man kann dieses Modell aus
den Navier-Stokes-Gleichungen erhalten, wenn man diese mittels Galerkin-Methode
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auf einige wenige Fourier-Moden projiziert. Das Modell lautet

X =Pr(Y - X), (5.351a)
Y=-Y+X(r—2), (5.351b)
Z =—bZ + XY. (5.351c)

Die Stromung besteht aus parallelen Konvektionsrollen mit Amplitude X (¢). Y (¢)
ist die zugehorige Amplitude des Temperaturfeldes und Z(¢) eine héhere Harmoni-
sche des Temperaturfelds, {iber welche die Moden X und Y miteinander gekoppelt
sind. Der physikalisch relevante Parameterbereich liegt in der Nahe von r = 1 (re-
duzierte Rayleighzahl). Der Koeffizient b ist konstant.

Fiir r < 1 laufen alle Trajektorien in den stabilen trivialen Fiz-
punkt X =Y = Z = 0 ein. Dieser Zustand entspricht dem reinen
Wiérmeleitungszustand. Fiir r > 1 verzweigen hieraus zwei Fix-
punkte, welche Konvektionsrollen mit gleicher konstanter Ampli-
tude aber unterschiedlichem Drehsinn beschreiben. Bei weiterer
Erhéhung von r werden die beiden stationédren Losungen insta-
bil und es treten zwei stabile Grenzzyklen auf. Bei einer noch
hoheren Rayleighzahl r werden auch die beiden Grenzzyklen in-
stabil und fiir die Parameter Pr = 10, b = 8/3 und r = 28 findet
man ein chaotisches Verhalten. Dabei ndhern sich die Trajekto-
rien dem Lorenz-Attraktor, einem seltsamen Attraktor in Gestalt
einer Cantor-Menge.

Beispielrechnungen sind in Abb. 5.8 gezeigt. Fiir die gegebenen
Parameter und eine Rechnung bis t = T" = 10 ist die Schrittweite
h = 0.01 fiir das Runge-Kutta-Verfahrens vierter Ordnung (RK4) vollstdndig aus-
reichend, was ein Vergleich von Abb. 5.8a und b zeigt. Der Verlauf der Trajektorien
und die jeweiligen Endpunkte stimmen optisch iiberein. Das Euler-Verfahren und
auch das Pradiktor-Korrektor-Verfahren zweiter Ordnung (Abb. 5.8b,c) liefern fiir
h = 0.01 jedoch vollig falsche Ergebnisse hinsichtlich der Trajektorie und der End-
punkte. Lediglich der Bereich, den die Trajektorie iiberstreichen, und die qualitative
Struktur der Trajektorien sind dhnlich.

An dieser Stelle sei bemerkt, dafl chaotische Trajektorien (wie in dem Beispiel)
auch mit einem hypothetisch exakten Integrationsverfahren nur bis zu einem gewis-
sen Zeitpunkt mit gegebener Fehlertoleranz vorhergesagt werden konnten, da dicht
benachbarte Trajektorien exponentiell divergieren. Ab einem gewissen Zeitpunkt
ist das Ergebnis dann unbrauchbar (vollig falsch). Man kann diese Grenze auch
mit vierfach genauer Arithmetik (real*16 anstelle von real*8) nur geringfiigig
verschieben.

In MATLAB findet man verschiedene Loser fiir gewohnliche Differentialglei-
chungssysteme. Ein Standard-Loser, der auf dem Runge-Kutta-Verfahren basiert,
ist (Dormand-Prince-Methode'?).

Edward Norton
Lorenz
1917-2008

12Das Dormand-Prince-Verfahren ist adaptiv. Dabei wird ein Integrationsschritt mit einem RK4-
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(a) RK4, T = 10, h = 0.001
20 ‘ ‘ ‘
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(b) RK4 und Euler, T'= 10, h = 0.01
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Abbildung 5.8.: Trajektorien der Losung des Lorenzsystems (5.351) fiir die Parameter
b= 8/3, Pr = 10 und r = 28 mit der Anfangsbedingung [X,Y, Z](0) = [10,0,20] (roter
Punkt). Die Gleichungen wurden von ¢ = 0 bis t = T = 10 integriert. (a) zeigt die
Trajektorie des Runge-Kutta-Verfahrens vierter Ordnung (RK4, rot) fiir die sehr kleine
Schrittweite h = 0.001. Sie ist optisch identisch mit den RK4-Trajektorien in (b) und (c),
welche fiir die Schrittweite h = 0.01 berechnet wurden. Der blaue Punkt markiert den
Endpunkt der RK4-Trajektorie. Im Vergleich zu RK4 ist in (b) die Losung des Euler-
Verfahrens gezeigt (schwarze Kurve, schwarzer Endpunkt) und (c) zeigt das Pradiktor-
Korrektor-Verfahren im Vergleich zu RK4, ebenfalls fiir h = 0.01 (griine Trajektorie,
grimmer Endpunkt).

Hierbei ist t ein Vektor der Zeitpunkte ¢, fiir den der Losungsvektor ausgegeben
wird, und Y ist ein Feld, bei dem jede Zeile einem Losungsvektor ¢ mit den Kom-

ponenten y, , zum Zeitpunkt ¢, reprisentiert. odefun ist die Funktion f[z,y(z)],
tspan ein mindestens zweikomponentiger Vektor mit der Zeitpunkten, an denen

und einem RK5-Verfahren berechnet. Aus dem Vergleich wird ein Fehler ermittelt. Ist der Fehler
grofler als die vorgegebene Fehlertoleranz, so wir die Zeitschrittweite solange verringert, bis die
Fehlertoleranz eingehalten wird.
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(a) Potential (b) Bifurkation
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Abbildung 5.9.: (a) Potential und Gleichgewichtslagen fiir (5.352) fir R = —0.5, 0 und
0.5. (b) Position der Gleichgewichtslagen als Funktion des Parameters R (Bifurkations-
diagramm).

die Losung ausgegeben werden soll (mindestens Start- bzw. Endzeit) und yO der
Vektor der Anfangsbedingungen. Beachte, dafl die tatséchliche Zeitschrittweite
variabel ist und von ode45 entsprechend der vorgegebenen Fehlertoleranzen (in
options) adaptiv gewéhlt wird.

5.2. Stabilitat

5.2.1. Physikalische Stabilitat

In Natur und Technik treten Instabilitdten in mannigfaltiger Weise auf. Das Thema
kann hier nur heuristisch gestreift werden.'® Als einfaches Beispiel betrachten wir die
iiberddmpfte Bewegung eines Teilchens in einem Doppelminimum-Potential (Abb.

5.9)

- av(y)_ 0 2 y4 . 3
Y= o 8y< RrRL I =Ry —y°. (5.352)

Die Gleichgewichtslagen, fiir welche ¢ = 0 ist, kann man sofort angeben. Fiir R < 0
existiert nur eine einzige reelle Gleichgewichtslage, ndmlich yy = 0. Sie ist stabil,
da sie einem Minimum (dem einzigen) des Potentials entspricht. Bei Erhohung des
Parameters entstehen fiir R > 0 zwei neue Gleichgewichtslagen mit y, » # 0. Beide
Lagen sind stabil gegeniiber kleinen Stérungen, da es sich um zwei lokale Minima
von V (y) handelt. Gleichzeitig wird die Gleichgewichtslage y = yo = 0 instabil, da
V(y =0, R > 0) einem Maximum des Potentials entspricht.'*

13Siehe aber die Lehrveranstaltung Hydrodynamische Instabilititen und Ubergang zur Turbulenz,
LVA-Nr. 304.020.

14 Aufgabe: Berechne die stationiiren Losungen (¢
Bogenldngenverfolgung beginnend mit y*(R = 1)

n (5.352) fiir R > 0 mit Hilfe der
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Unabhéngig von der Stabilitét ist y(¢) = 0 eine Losung der gewohnlichen Diffe-
rentialgleichung (5.352) zum Anfangswert (0) = 0. Um die Stabilitét dieser Losung
zu untersuchen, betrachten wir die zeitliche Entwicklung kleiner Abweichungen €(t)
von der Losung yo = 0. Wenn wir y(t) = yo + €(t) = €(t) in (5.352) einsetzen und
linearisieren'® erhalten wir

g=Ry—y* "L = Re (5.353)
Die Losung zum Startwert e(t = 0) = ¢, lautet
e(t) = ege™™. (5.354)

Startet man also von einem kleinen Anfangswert y(0) = €, so wichst |y(¢)] ¥t
le(t)] fiir R > 0 exponentiell mit der Zeit an. Man sagt: Die Lisung yo ist linear
instabil. Fiir R < 0 ist die Losung y linear stabil.

Dieses Konzept kann man auf komplexere Systeme mit vielen Freiheitsgraden
bzw. auf grofie Systeme von gewo6hnlichen Differentialgleichungen {ibertragen. So
existiert zum Beispiel im Lorenz-Modell die Gleichgewichtslage (X, Y, Z) = (0,0, 0).
Fiir r < 1 ist sie linear stabil, fiir r > 1 ist sie instabil. Fiir » > 1 entstehen zwei neue
nichttriviale stationire Losungen (Gleichgewichtslagen), deren Lage man exakt an-
geben kann (siehe z.B. Guckenheimer and Holmes, 1983). Abbildung 5.10 illustriert
die Stabilitdt des Fixpunktes im Ursprung fiir r < 1 und dessen Instabilitéit fiir
r > 1.

5.2.2. Stabilitat numerischer Verfahren

Die physikalische Instabilitit beschreibt ein (reales) physikalisches Phénomen. Die
numerische Instabilitit ist ein (in der Regel ungewolltes) Artefakt des numerischen
Algorithmus und hat nichts mit dem physikalischen Verhalten zu tun.

Zur Motivation betrachten wir zunéchst ein Beispiel fiir ein numerisch instabi-
les Verfahren. In Anlehnung an das Euler-Verfahren (5.294) erhdlt man bei einer
zeitlich symmetrischen Diskretisierung der Ableitung 3’ aus dem Cauchy-Problem
(5.288)

Ynt1 = Yn1 + 2hfn. (5.355)

Dies ist ein Mehrschrittverfahren, da die Funktionswerte an den Stellen n und n—1
zur Berechnung von y,.1 benotigt werden. Das Verfahren ist zwar von zweiter
Ordnung (symmetrische Bildung der Zeitableitung) und damit prinzipiell genauer
als das Vorwiarts-Euler-Verfahren, es ist aber instabil. Um das zu sehen, berechnen
wir die Losung y(t) fir das obige Beispiel (5.352) eines masselosen Teilchens im
Potential mit Hilfe des symmetrischen Euler-Verfahrens (5.355). Abbildung 5.11
zeigt die Instabilitdt des symmetrischen Verfahrens (5.355) im Vergleich mit dem
fiir diese Parameter (h = 0.15) stabilen Vorwérts-Euler-Verfahren und dem Runge-
Kutta-Verfahren vierter Ordnung.!®

5Fiir Terme €” mit n > 2 gilt fiir € — 0: € < €. Sie konnen daher vernachlissigt werden, solange
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(a) r=09und r=1.1
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Abbildung 5.10.: (a) Trajektorien fiir das Lorenz-Modell mit Pr = 10 und b = 8/3 fiir die
Anfangsbedingung (X,Y, Z)(0) = (0.1,0.3,0.1) (rotes Quadrat). Fiir 7 = 0.9 besitzt das
Systeme nur einen stabilen Fixpunkt bei (X,Y,Z) = (0,0,0). Fiir » = 1.1 ist dieser Fix-
punkt instabil und die Trajektorie konvergiert auf einen der beiden anderen nichttrivialen
Fixpunkte. Die Berechnung erfolgte mit RK4 und h = 0.01 fiir die Zeitspanne t € [0, 7.
Die Losung fiir 7' = 50 (blaue Quadrate) ist grapisch identisch mit der asymptotichen
Losung fiir T — oo. Abbildung (b) zeigt die Attraktion auf einen der beiden nichttrivialen
Fixpunkte, die fiir 7 = 20 noch stabil sind. Fiir » = 24 (c) sind alle Fixpunkt instabil und
das System oszilliert unregelméflg und im Wechsel um jeweils einen der beiden Fixpunkte.
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Abbildung 5.11.: Relaxation des Ortes eines masselosen Teilchens nach (5.352) zum sta-
bilen Fixpunkt yg = 0 (gestrichelt) fiir R = —0.03. Die Anfangsbedingung ist y(0) = 0.7.
Gezeigt sind die Losungen fiir das stabile RK4-Verfahren (rot), das stabile Vorwiirts-
Euler-Verfahren (schwarz) und das instabile symmetrische Verfahren (5.355) (griin). Die
Schrittweite fiir alle Rechnungen ist h = 0.15.

Die allgemeine Problematik der Stabilitdt numerischer Ver-
fahren ist ein umfangreiches und schwieriges Gebiet. Aulerdem
kann man die Stabilitit eines numerischen Verfahrens auf un-
terschiedliche Weisen definieren. Zur Charakterisierung numeri-
scher Verfahren geht man deshalb zunéichst von dem einfachen
eindimensionalen skalaren Modell-Problem, der Dahlquistschen
Testgleichung,'”

y(z)=Xy(z), =0, (5.356)
Germund
Dahlquist bei A € R < 0 ist. Di Kte La Anfanesbedi
1995-2005 wobei ist. Die exakte Losung zur Anfangsbedingung

y(0) = 1 lautet
y(x) = . (5.357)

Wenn wir das Euler-Verfahren auf das Modell-Problem (5.356) anwenden, erhalten
wir mit yg = 1

Y1 = Us + Bf (e, yi) = Y + hdye = (14 M) yp = (1 + AR (5.358)

e(t) < 1 ist.

16Fiir das einfache Doppelminimum-Potential (5.352) kann man auch die exakte Losung Yexaks (t)
berechnen und dann den genauen Fehler ynum () — Yexaks(t) betrachten.

"Die Dahlquistschen Testgleichung entspricht der iiberddmpften Bewegung eines Teilchens im
Potential V = —\y?/2, A < 0.
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Fiir die exakte Losung gilt y(z — oo) = 0. Damit auch fiir die numerische Folge
limy_ o0 ¥ = 0 gilt, miissen wir fordern |1 + Ah| < 1 oder (mit A < 0)
h< 2 (5.359)
Al '
Ist diese Bedingung erfiillt, nennt man das Euler-Verfahren stabil. Ist sie nicht
erfillt, dann gilt limy_ . |yx] = oo und das Euler-Verfahren ist instabil. Daher
definiert man:

Absolute Stabilitat: Ein Einschritt-Verfahren mit Ah # 0 wird ab-
solut stabil genannt, wenn die Néherungslosung des eindimensiona-
len Modellproblems (5.356) fir ®(A) < 0 beschrinkt bleibt, d.h.
supy, |yx| < oo.

Der Bereich in der komplexen Ebene z = Ah € C, fiir welchen ein Verfahren
absolut stabil ist, nennt man den Bereich absoluter Stabilitit.

Auskunft iiber die Stabilitdat des Modellproblems (5.356) gibt offenbar der Ver-
starkungsfaktor

G .= Lt (5.360)
Yk

Fiir Stabilitat muf gelten |G| < 1. Fiir das Euler-Verfahren ist der Verstérkungsfak-
tor G(Ah) = 14+Ah. Der Stabilitiatsbereich ist dann durch |G| = |1+Ah| = |142] < 1
charakterisiert. Mit |1 + 2| = |1 + R(2) +i¥(2)| = \/[1 + R(2)]” + [S(2)]? ist die
Bedingung |1 + z| = 1 ein Kreis mit Radius 1 um dem Punkt z = (—1,0) in der
komplexen Ebene (Abb. 5.12a). Fir Punkte z = Ah innerhalb dieses Kreises ist das
Vorwiirts-Euler-Verfahren absolut stabil.'®

In dhnlicher Weise kann man die Taylor- und Runge-Kutta-Formeln untersuchen.
Mit 4/ = f = My ist fiir das Modell-Problem (5.356) fU=V(z,y) = Ay =
Ay© = X'y, Damit wird aus der Taylor-Formel (5.304)

" -1 (5.356) Bt & (Ah)"
Yk+1 = Yrth Z Tf(rfl)(ﬂ% yk) = yrth Z 1 ANyp = | 1+ Z L
r=1 : r=1 ’ r=1 )

(5.361)

Wir erhalten daraus den Verstarkungsfaktor

(AR)'

G:
rl

T

R
. (5.362)
=0

Die Stabilitdtsbereiche, charakterisiert durch |G| = 1, sind fiir die Ordnungen R =
1, 2, 3 und 4 in Abb. 5.13 dargestellt.

18Man betrachtet die linke komplexe Halbebene z € C mit R(z) < 0, weil der Verstirkungsfaktor
bei einigen Verfahren auch komplex sein kann.
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(a) Vorwirts-Euler

5.2. Stabilitat

(b) Riickwirts-Euler

instabil R(z)

Abbildung 5.12.: Bereiche absoluter Stabilitét (grau) und absoluter Instabilitét (weif3)
fiir das explizite Vorwérts-Euler-Verfahren (a) und fiir das implizite Riickwirts-Euler-

Verfahren (b).

Abbildung 5.13.: Stabilitéitsbereich der

von RK1 bis RK4 (von innen nach auflen).
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Taylor-
und Runge-Kutta-Formeln fiir das Modellproblem
(5.356) als Funktion von z = Mh. Der stabile
Bereich liegt jeweils innerhalb der geschlossenen
Kurven. Dargestellt sind die Stabilitétsbereiche
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Da die Funktion F' (z,y) = Zle ¢, K (z,y) in (5.311) des Runge-Kutta-Ansatzes
bis zur Ordnung R — 1 identisch ist mit der Taylor-Formel, sind die Taylor- und die
Runge-Kutta-Formeln bis zu Ordnung R identisch und besitzen demzufolge auch
dieselben Stabilitédtsgrenzen.

Wenn die exakte Losung sehr stark geddmpft ist (A < —1) mufl man die Schritt-
weite h hinreichend klein wahlen, damit man den Stabilitatsbereich fiir z = Ah nicht
in Richtung der linken Halbebene verlafit. Daher wére es wiinschenswert, wenn sich
der Stabilitatsbereich eines Verfahrens iiber die gesamte linke Halbebene erstrecken
wiirde. Verfahren, die diese Eigenschaft besitzen, nennt man A-stabil (Dahlquist):

Ein Verfahren ist A-stabil, wenn {z € C|R(z) < 0} C S, wobei S der
Stabilitéatsbereich ist.

Man kann zeigen, daf explizite Methoden nie A-stabil sind. Implizite Methoden
sind dagegen A-stabil. Ein Beispiel dafiir ist das implizite Euler-Verfahren (5.298).
Wendet man es auf das Modell-Problem (5.356) an, erhdlt man

Yk

Ykt1 = Yx + hA\ypy1  oder
Der Verstirkungsfaktor ist damit G = (1 —Ah)~"' = (1 —2)"" und fiir die Stabi-
litdtsgrenze gilt |1 — z| = 1. Dies ist ein Kreis mit Radius 1 um den Punkt (1,0)
in der komplexen z-Ebene (Abb. 5.12b), wobei der Bereich innerhalb des Kreises
instabil ist und der gesamte Auflenbereich stabil.

Ausgehend von dem Modell-Problem (5.356), kann man nun versuchen, die Er-
gebnisse auf allgemeinere Anfangswertaufgaben zu iibertragen. Da diese Aufgabe
nicht trivial ist, verzichten wir hier darauf. Die Stabilitét eines Verfahrens ist jedoch
sehr wichtig bei der Losung sogenannter steifer Probleme (Kap. 5.2.4).

5.2.3. Wurzelbedingung

Die Stabilitat linearer Mehrschrittverfahren 1483t sich mit Hilfe einer Wurzelbedin-
gung analysieren. Dazu beachten wir, daffl man ein lineares Mehrschrittverfahren in
der Form

Y1 = Z @ilYp+1—i +h Z bi frv1—i (5.364)
i=1 i=0

schreiben kann. Ist by = 0 so ist das Verfahren explizit, andernfalls ist es implizit.

Zur Klassifizierung der Stabilitdt verwenden wir wieder das Modell-Problem
(5.356). Wir gehen nun von einem beliebigen Satz von m aufeinander folgenden
Werten aus und sammeln diese in einem Vektor Y = (Uky YUh—1, - -+ > Yrt1—m) © der
Lénge m. Mit fr = Ayr (Modell-Problem) kann man das Mehrschrittverfahren
(5.364) dann in der Form schreiben

Yisr =M Yy + hZpi1 (Vi Yir1), (5.365)
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wobel
a; as (07
1 0 ... 0
M = N : ) (5.366)
1 0

Die erste untere Nebendiagonale mit den Einsen stellt nur die Identitdt der schon
zuvor berechneten Funktionswerte sicher. Es findet nur eine Verschiebung des In-
dexes statt. Die erste Zeile von M generiert die neue erste Komponente y;,; von
Ykﬂ Bei gentigend kleiner Schrittweite h — 0 bleibt der Betrag des Vektors thH
beschriinkt.! Die Entwicklung der Losung hingt dann nur von den Eigenwerten ;
der Matrix M ab. Diese sind durch die Wurzeln des charakteristischen Polynoms

mH—ar —Q ... —Qy
-1 [
p(p) = det (ul = M) = det .
-1 pu
= (p—a)p™ " —agu™ . = A1t — (5.367)

gegeben. Hierbei wurde die Determinante nach der ersten Zeile der Matrix ent-
wickelt. Damit die Folge (5.365) beschriankt bleibt, miissen alle Wurzeln p; des
charakteristischen Polynoms (Eigenwerte von M), gegeben durch

plp) = p™ —ayp™ = agp™ " — = ap, =0, (5.368)
betragsméfig keiner oder gleich eins sein. Dies ist das Wurzel-Kriterium
il < 1. (5.369)

Fiir jedes Schema von mindestens erster Ordnung ist > ", a; = 1. Damit ist
@ = 1 immer eine Wurzel von (5.368). Wenn die anderen (m — 1) Wurzeln die
Bedingung |u;| < 1 erfiillen, heiit das Verfahren stark stabil. Es heifit stabil, wenn
fiir die anderen (m — 1) Wurzeln gilt |g;| < 1, und wenn alle Wurzeln mit |u;| = 1
einfach sind.

Fiir die Adams-Bashforth-Verfahren (explizit) der Ordnung m ist a; = 1 und
a;>9 = 0. Daher ist p(u) = p™—p™ 1 = ™1 (p—1). Dann sind (m—1) Wurzeln Null
und eine Wurzel ist Eins. Die Adams-Bashforth-Verfahren sind also stark stabil.?"

Beachte, dal die Stabilitdt nach dem Wurzelkriterium unter der Voraussetzung
h — 0 abgeleitet wurde. Deshalb kénnen die Verfahren, die stabil im Sinne des
Wurzel-Kriteriums sind, fiir hinreichend groie Werte von h trotzdem instabil wer-
den (siehe z.B. den Stabilitdatsbereich der Runge-Kutta-Verfahren in Abb. 5.13, die

9Eine solche Abschiitzung kann man auch fiir andere Funktionen f(z,y) durchfiihren.

20 Auch implizite Runge-Kutta-Verfahren hoherer Ordnung koénnen A-stabil sein. Das Stabilitéits-
gebiet der oben untersuchten expliziten Runge-Kutta-Verfahren ist aber immer beschrinkt,
genauso wie fiir alle linearen explizite Mehrschritt-Verfahren.
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5. Anfangs- und Randwert-Probleme

man auch mittels Wurzelkriterium auf Stabilitdt untersuchen kann). Fiir das sym-
metrische Verfahren (5.355) ist m = 2 mit a; = 0 und as = 1 und wir erhalten aus
(5.368) u? —1 = 0 mit py 5 = £1. Das Verfahren ist also stabil, aber nicht stark sta-
bil. Dies wirkt sich fiir endliche Schrittweite h katastrophal aus (Abb. 5.11). Auf der
anderen Seite kann man die Schrittweite in der Praxis nicht beliebig verkleinern,
da sich ansonsten Rundungsfehler negativ auswirken kénnen und die Rechenzeit
divergiert.

5.2.4. Steife Probleme
Ein Beispiel

Wenn sich die Losung eines Anfangswertproblems auf sehr unterschiedlichen Skalen
von z (entsprechend der Zeit) entwickelt, spricht man von einem steifen System.
Dies ist zum Beispiel der Fall bei dem Problem

y = —100y + 100,  mit y(0) = 2. (5.370)

Die Losung des homogenen Problems ist ypom = ae'%%. Eine partikulire Losung

ist Ypart = 1. Daher lautet die Losung (a = 1 wegen der Anfangsbedingung)
y(r) =1+ e 1007, (5.371)

Offenbar faillt y zunédchst sehr stark ab (y/(0) = —100) und geht fir x+ — oo sehr
schnell gegen 1. Schon bei # = 0.1 ist y(0.1) = 1 + e = 1 + 4.5 x 1075. Danach
dndert sich die Losung kaum noch. Die entscheidende GroBe ist die Anderungsrate
y'. In diesem Beispiel dndert sie sich stark als Funktion von z.

Wenn wir (5.370) nun mit dem Vorwérts-Euler-Verfahren 16sen wollten, erhielten
wir

Yrar = Uk + hf (yr) = v + h(100 — 100y,) = (1 — 100R)y, + 100h.  (5.372)

Man kann leicht nachpriifen, dafy die Losung dieser Rekursionsformel zu dem An-
fangswert 19 = 2 gegeben ist durch

ye = (1 — 100h)* 4 1. (5.373)

Fiir h > 0.01 wird (1 — 100h) negativ. Fiir b = 0.02 oszilliert die Folge der Funkti-
onswerte schon zwischen 0 und 2. Fiir h > 0.02 wird dieser Effekt noch verstérkt.
Das Verfahren ist dann instabil. Das Verhalten fiir h = 0.019 ist in Abb. 5.14 dar-
gestellt (rote Punkte). Der Faktor (1 — 100h) stellt eine Approximation von e~ 0%
dar (in jedem Schritt eine lineare Approximation von (5.371)). Sie ist allerdings nur
gut fiir kleine Werte von h. Das Vorwérts-Euler-Verfahren versucht den Exponen-
tialterm e~1%%% zu approximieren, obwohl er fiir z > 0.1 praktisch nichts mehr zur
Losung beitragt. Typischerweise werden bei steifen Gleichungen und Verwendung
iiblicher Methoden auch diejenigen Terme approximiert, welche das physikalische
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1.57

0.57

0 0.1 0.2 0.3
T

Abbildung 5.14.: Vergleich des expliziten Vorwirts-Euler- (rot) und des impliziten
Riickwirts-Euler-Verfahrens (blau) mit der exakten Losung (griin) von (5.370) fir h =
0.019.

Verhalten stark stabilisieren, aber zur Losung wenig beitragen. Dies fithrt dann zur
Instabilitat der Verfahren.

Um steife Anfangswertprobleme zu l6sen, benétigt man besonders stabile Verfah-
ren. Diese sollten nach Moglichkeit A-stabil sein. Da explizite Verfahren, wie das
Vorwérts-Euler-Verfahren, nicht A-stabil sein konnen, kommen hierfiir vor allem
implizite Verfahren in Betracht.

Als Beispiel betrachten wir das Riickwérts-Euler-Verfahren (5.298), angewandt
auf (5.370). Wir erhalten damit

Y1 = Yi + hf (ks Ys+1) = Y + h (—100yx41 + 100) . (5.374)
Dies koénnen wir wegen der einfachen Form von f nach g, auflssen®

Y + 100h

T3 1000 (5.375)

Yp+1 =

Die Losung dieser Rekursionsformel zu der Anfangsbedingungen yo = 2 lautet

1

— 1 (5.376)
(1 -+ 100h)

Yk =

Anders als die Losung (5.373) fiir das Vorwérts-Euler-Verfahren zeigt die Losung
(5.376) fur das Riickwérts-Euler-Verfahren keine Instabilitét. Die Iterierte y;, néhert
sich monoton fallend dem Grenzwert y; — 1. Man kann das unterschiedliche Verhal-
ten auch dahingehend interpretieren, dafl beim expliziten Vorwérts-Euler-Verfahren
der Exponentialterm in (5.371) durch ein Polynom approximiert wird, welches fiir
x — 0o nicht verschwinden kann. Beim impliziten Riickwéarts-Euler-Verfahren wird

2Tm allgemeinen Fall ist fiir jeden Integrationsschritt eine Gleichung (bzw. fiir Systeme ein Glei-
chungssystem) zu losen, welche nichtlinear sein kann.
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5. Anfangs- und Randwert-Probleme

der Exponentialterm in (5.371) hingegen durch eine rationale Funktion approxi-
miert, die fiir + — oo verschwindet. Ein Vergleich der beiden Euler-Verfahren mit
der exakten Losung ist in Abb. 5.14 gezeigt. Das Riickwérts-Euler-Verfahren ist
nur von erster Ordnung. Ein besseres implizites Verfahren wire zum Beispiel das
Adams-Moulton-Verfahren zweiter Ordnung (5.332).

Steifheit

Um ein MaB fiir die Steifheit zu finden, betrachten wir das lineare System
7 =A-7+bx), (5.377)

mit einer konstanten N x N Matrix A. Man kann die allgemeine Losung dieses
Problems durch eine Superposition von Eigenvektoren ¢, € CV von A darstellen
(Hauptachsentransformation)?*

N
J(x) =) antue™" + glx), (5.378)

n=1

wobei A\, € C die (nicht-entartet angenommenen) Eigenwerte zu den Eigenvektoren
¢, sind. Die Koeffizienten a,, sind Konstanten, die nur von den Anfangsbedingungen
abhéngen, und §(x) ist eine partikuldre Losung. Unter der Annahme R()\,) < 0
tendiert dann jeder Term in der Summe (5.378) gegen Null: &,e** "% 0. Die
Summe in (5.378) stellt damit den transienten Anteil der Losung dar.

Je nach Absolutwert des Realteils |R(),)| gibt es transiente Terme, die schnell
oder langsam zerfallen. Um die Disparitéit der Zerfallsraten zu quantifizieren defi-
niert man die Steifheit als

1RO max
TN (5.379)

Diese Definition kann man auf andere Systeme verallgemeinern, wenn man {\,} als
die Eigenwerte der Jacobi-Matrix df;/0y; auffait (Taylor-Entwicklung der rechten
Seite von (5.335)).

5.3. Randwertprobleme

Bisher (Kap. 5.1) hatten wir Anfangswertprobleme behandelt.
Dabei werden Bedingung nur bei x = 0 vorgegeben. Bei Syste-
men von N gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung
oder bei einer gewohnlichen Differentialgleichung der Ordnung N

dos homogenen Problems ¢ = A - 7 ist i = éeA*. Man stellt dann ¢= " a,C, als
on Figenvektoren von A dar.

Peter Gustav Le-
j[@ﬁle Dlrlchlet 4. €. Rublmann
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5.3. Randwertprobleme

benotigt man dann auch N Anfangsbedingungen, damit die Lo-
sung eindeutig festgelegt ist. Bei mehr als einer Bedingung kon-
nen die Bedingungen im Prinzip auch bei verschiedenen Werten
von x gegeben sein.

Wir betrachten die allgemeine gewdhnliche Differentialglei-
chung zweiter Ordnung

V'(x) = [ o, v(z), 0 ()] (5.380)

auf dem Gebiet = € [a, b]. Da die Gleichung von zweiter Ordnung ist, mufi man fiir
eine eindeutige Losung zwei Bedingungen fordern. Es seien nun die Funktionswerte
an zwei verschiedenen Stellen vorgegeben

v(a) = a, und v(b) = 5. (5.381)

Diese Vorgabe von Funktionswerten bezeichnet man als Dirichlet- Randbedingungen.
Gleichungen (5.380) und (5.381) definieren ein Zweipunkt-Randwertproblem. Es
kann nichtlinear sein, wenn in der Funktion f beispielsweise Terme der Art v’
oder (v')? auftreten. Die einfacheren linearen Zweipunkt-Randwertprobleme lassen
sich in der Form schreiben

v"(z) = B(x)v'(z) + C(x)v(z) + D(z), auf a <z <b. (5.382)
Hierbei sind B(x), C(x) und D(z) fest vorgegebene Funktionen von x.*

5.3.1. Approximation mittels finiter Differenzen
Gleichungen ohne erste Ableitung (B = 0)

Eine Moglichkeit der numerischen Approximation des linearen Zweipunkt-
Randwertproblems (5.382) besteht darin, die Differentialquotienten durch Diffe-
renzenquotienten zu ersetzen. Wir betrachten zunichst den einfachen Fall B = 0*

V"(z) = C(x)v(x) + D(x), auf a <x <hb. (5.383)

Das Gebiet [a,b] wird nun in N + 1 kleine Intervalle aufgeteilt. Bei dquidistanter
Gitterweite h = (b — a)/(N + 1) sind dann die Gitterpunkte gegeben durch (Abb.
5.15)

T, = a -+ nh, n=20,...,N+1. (5.384)

23Ein Beispiel, das in diese Klasse von Problemen fillt, ist die stationire eindimensionale Wirme-
transportgleichung uT’ = k7" mit dem Wirmeleitungsterm 7", der Temperaturleitfahigkeit x
(Diffusivitét) und dem konvektiven Temperaturtransport u7” (u: Stromungsgeschwindigkeit).
Im stationdren Gleichgewicht halten sich beide Terme die Waage. Fiir dieses Problem kénnten
Dirichlet-Randbedingungen naherungsweise mittels poroser durchstromter metallischer Wande
(gute Wirmeleitung) realisiert werden.

2Diese Art Differentialgleichung tritt zum Beispiel auf bei der Bestimmung der Biegemomen-
te v(x) eines eingespannten Stabes unter axialer Druckkraft und homogener Querbelastung
(Knickbiegung).
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To = a Tl 9 TN-—-1 IN TN+1 =b

Abbildung 5.15.: Equidistantes Gitternetz fiir das Intervall = € [a, b] mit Gitterweite h.

Die ersten Ableitungen kann man an den Zwischengitterstellen mittels Differen-
zenquotienten folgendermaflen approximieren

: h\ _ v(@n) = v(@n-1) : h\ __ v(@ng1) —v(zn)
v (xn 5) RS . , und ' |z, + 5= . .
(5.385)

Daraus erhalten wir fiir die Approximation der zweiten Ableitung

U”(x ) ~ v (!En + %) - (l‘n - %) ~ l lv($n+1) - U(l‘n) B ’U(;pn) — U(xn—l)
ZU@HO_2ﬁ?J+v@“ﬂ. (5.386)

Wenn wir diese Approximation in (5.383) einsetzen, erhalten wir mit v(x,) = v,
fiir die inneren Gitterpunkte

% (Un1 — 20, + 1) = Crv, + Dy, fir n=1,...,N, (5.387)

oder
—VUpp1 + (2 + R*Cvn — vy = —h°D,,, fir n=1,...,N. (5.388)
Diese Gleichungen fiir n = 1,..., N koppeln die unbekannten Funktionswerte an

jeweils drei benachbarten Gitterpunkten. Die Gleichungen sind daher implizit und
kénnen nur gemeinsam, d.h. gekoppelt, gelost werden. Die beiden dufleren Gitter-
punkte sind schon durch die Randbedingungen vy = a und vy, = [ festgelegt.
Wenn man die N Gleichungen fiir die N unbekannten Funktionswerte an den in-
neren Punkten in Matrixschreibweise notiert und die Randbedingungen beachtet,
erhélt man

2+ h2C, -1 (1 a — h?D,
—1 24 K20, -1 Vs —h?D,
—1 24+ h*Cy_y —1 : :
(5.389)
1 28 4. €. Rublmann
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Dies ist ein tridiagonales lineares Gleichungssystem, das man leicht 16sen kann (siehe
Kap. 2.1.3). In dem Spezialfall, da§ C'(z) = 0 ist, erhédlt man die einfachere Matrix

A— (5.390)

Bis auf den Faktor —h~?2 ist dies die Matrix-Darstellung des Operators der zweiten
Ableitung, gebildet mit zentralen finiten Differenzen. Sie besitzt viele giinstige Ei-
genschaften. Sie ist symmetrisch und auch positiv definit.”> Fiir C'(z) > 0 ist die
Matrix A in (5.389) die Summe der positiv definiten Matrix (5.390) und einer dia-
gonalen positiv semidefiniten Matrix h*C),d,,,,. Man kann zeigen, daf die Summe,
und damit die Matrix in (5.389), ebenfalls positiv definit und damit regulér ist.
Deshalb besitzt (5.389) unter der Bedingung C'(x) > 0 eine eindeutige Losung.

Fehlerbetrachtungen

Bei der symmetrischen Diskretisierung (5.386) der zweiten Ableitung besitzt der
lokale Diskretisierungsfehler die GroBenordnung O(h?). Um das zu sehen, definieren
wir den lokalen Diskretisierungsfehler der Differentialgleichung als

1
2
wobei T,, die exakte Losung der Differentialgleichung (5.383) am Punkt x,, ist.
Wegen (5.383) kénnen wir C,,v,, + D,, durch v/ ersetzen und erhalten

1
L(z,,h) = 3 (Ups1 — 20, + V1) — 0. (5.392)

L(zy, h) == — (Upt1 — 20, + Up1) — Cy0, — Dy, (5.391)

Dies bedeutet, daf3 sich der lokale Fehler nur durch die Diskretisierung der zweiten
Ableitung ergibt. Wenn wir nun 7,1 und 7,,_; in eine Taylorreihe um den Punkt
x, entwickeln, erhalten wir

h? h3 h*

En—‘,—l = U, + h@; + ?’U + g@m + ﬂ_;;” O(hS), (5393&)
h? h3 h*

En—l = 571 — h@; + ?U - F'Um -+ 24_;;” + O(hS) (5393b)

Eingesetzt in (5.392) ergibt sich der lokale Fehler (die Terme ~ 7,, und diejenigen
mit ungeraden Ableitungen von v kompensieren sich)

1 [, R 6 _ h?_
h2 h U” + ,/,/+O(h ) _ U;; E :7{//

+O(R*) = O(h?). (5.394)

2>Man kann die Eigenwerte der Matmx explizit berechnen und zeigen, dafi sie alle reell und positiv
sind. Positiv definit bedeutet, ZT - A- & > 0 fiir alle ¥ # 0, Z € RY (siehe Anhang A.4.5).

4. €. Rublmann 1 2 9

Numerische Methoden der Ingenieurwissenschaften



5. Anfangs- und Randwert-Probleme

Um nun eine Aussage iiber die tatséchlichen Abweichungen der Funktionswerte
én = Up — v, zu erhalten, subtrahiert man (5.387) von (5.391) und erhélt mit
o, = L(x,, h) die Beziehung

eni1 — (2 + h2CL)en + en_1 = ho,, fir n=1,...,N. (5.395)

Die Gleichung fiir den Fehler e,, ist also fast identisch mit der diskretisierten Diffe-
rentialgleichung (5.388). Nur die rechten Seiten sind unterschiedlich. Um den globa-
len Fehler e := max, |e,| zu finden, miiite man dieses Gleichungssystem l6sen. In
Golub and Ortega (1996) wird gezeigt, daf sich der globale Fehler fiir C'(z) > v > 0
abschétzen 148t als

= O(h?), (5.396)

wobei ¢ := max,, |0,| der maximale lokale Diskretisierungsfehler nach (5.391) ist.
Jedenfalls skaliert der globale Fehler ebenfalls mit A2 und kann durch Gitterverfei-
nerung systematisch reduziert werden.

Gleichungen mit erster Ableitung (B # 0)

Wenn neben der zweiten auch die erste Ableitung von v in die Differentialgleichung
eingeht (B(z) # 0), miissen wir auch v’ approximieren. Wenn wir zentrale Diffe-
renzen verwenden, ergibt sich die Ndherung
ooy v(r+h)—ov(r—h)
v'(x) &~ 5T .
Der Fehler, den man bei dieser symmetrischen Bildung der Differenz um den zen-
tralen Punkt z herum macht, ist von der GréBenordnung O(h?*) und damit von
der gleichen Groéfienordnung wie der Fehler, den wir bei der Diskretisierung von v”
mittels (5.386) machen. Wenn wir wie oben verfahren, erhalten wir fiir die Diffe-
rentialgleichung (5.382) anstelle von (5.388) nun

(5.397)

hB, hB,
(1 — T) Vg1 — (24+R2Cp ) v, + (1 + 5 ) Un_1 = h*D,, fir n=1,...,N.
(5.398)
Mit den Abkiirzungen
Bnh B,h
o =2+ C,h?, Gn=—1+—-, m=—1l-= (5.399)
148t sich dieses Gleichungssystem auch in der Form schreiben
TnUn—1 4+ Pnln + Qupi1 = —h?>D,,. (5.400)
In Matrixform erhalten wir mit v9 = a und vy, = B fiir die inneren Gitterpunkte
P11 G U1 Di + ria/h?
Ty P2 Qe D,
) : . | = —p? : . (5.401)
'N-1 PN-1 (N-1 Dy
N DN UN Dy + qnfB/h?
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Fiir die Losung linearer Gleichungssysteme ist es generell sehr vorteilhaft, wenn
die Matrix diagonaldominant ist. Andernfalls konnen unphysikalische Oszillationen
der Ndherungslosung auftreten. Diagonaldominanz erfordert (siehe (3.125))

Jaiil > lagl. (5.402)
j=1
JFi
In Falle der Matrix (5.401) bedeutet dies

|Dn] > |ral + |aal, fir n=1,...,N, (5.403)
bzw.
B,h B,h
\2+Cnh2\z‘1+ 5 +‘—1+ 5| fir n=1,...,N. (5.404)
=2 fiir | Buh/2/<1
Fiir
|Bph| < 2, fir n=1,...,N. (5.405)

ist die Matrix in (5.401) also diagonaldominant, wenn
124 C,h*| > 2, fir n=1,...,N. (5.406)

Mit C(z) > 0 (s.0.) ist (5.406) fiir alle h erfiillt. Entscheidend ist jedoch offenbar
die Bedingung (5.405).%

Die Bedingung (5.405) stellt eine Einschrénkung der Gitterweite A dar. Man kann
die Bedingung abschwéchen, wenn man fiir die Diskretisierung der ersten Ableitung
einseitige Differenzen verwendet. Dabei ist es wichtig, die Seite, zu welcher die
Differenzen gebildet werden, davon abhéngig zu machen, welches Vorzeichen B(x,,)
besitzt. Man diskretisiert daher

Untl 7% s B, < 0,
TSR S (5.407)
n n—1
-, falls B, > 0.

In der Stromungsmechanik wird dieses Verfahren auch Upwind-Schema genannt.?”

%In der Stromungsmechanik wird max,, |B,h| = Req = |i@|h/v auch als Gitter-Reynoldszahl
bezeichnet. Das rithrt daher, dafi der Koeffizient B(z) in dem Term B(x)v’ dem Geschwin-
digkeitsbetrag |u| im konvektiven Term @ - V@ der Navier-Stokes-Gleichung entspricht. Die
kinematische Viskositit v steht bei V2@, wihrend in (5.382) der entsprechende Faktor vor
v gleich 1 ist. Damit entspricht B,h einer Reynoldszahl Reg, die mit der Lingenskala der
Gitterweite h gebildet wird. Um Instabilititen des numerischen Verfahrens zu vermeiden (da-
bei treten starke unphysikalische Oszillationen von Gitterpunkt zu Gitterpunkt auf), mufl die
Gitter-Reynoldszahl immer kleiner sein als 2. Siehe dazu auch das Skriptum zur Vorlesung
Numerische Methoden der Stromungsmechanik, LVA-Nr. 302.042.

2"In der Navier-Stokes-Gleichung entspricht B, einer Geschwindigkeitskomponente. Beim
Upwind-Schema wird die erste Ableitung dann abhingig von der Stromrichtung (Vorzeichen
von B) unsymmetrisch entgegen dem Strom gebildet (in Luv-Richtung).
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5. Anfangs- und Randwert-Probleme

Bei Verwendung des Upwind-Schemas wird aus (5.399)

Tn Pn dn
—1 2+ C,h*— Byh —1+ B,h  falls B, <0, (5.408)
— (14 B,h) 24+C,h2+ B, —1 falls B, > 0.

Mit C,, > 0 kann man nun leicht die Diagonaldominanz der Matrix in (5.401) tiber-
priifen. Sie ist nun unabhéingig von der Gitterweite. Diese vorteilhafte Eigenschaft
hat ihren Preis. Denn die einseitigen Differenzen des Upwind-Schemas sind nur von
erster Ordnung O(h) genau.
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Neumann-Randbedingungen

Bisher hatten wir Randbedingungen verwendet, bei denen
die gesuchte Funktion am Rand vorgegeben war (Dirichlet-
Randbedingungen). Oftmals ist jedoch anstelle des Funktions-
wertes am Rand die erste Ableitung vorgegeben

V(@)=a und V(b)) =p. (5.409)

Diese Randbedingungen werden Neumann-Randbedingungen ge-
nannt. Gemische Randbedingungen

John von
Neumann

1903-1957

mu(a) +m'(a) = und  §u(b) +&0'(0) =6 (5.410)

werden manchmal auch als Robin-Randbedingungen bezeichnet.

Um zu sehen, wie man im Falle von Neumann-Randbedingungen (5.409) vorgeht,
betrachten wir die einfache Differentialgleichung (5.383), d.h. B(z) = 0, die bei
symmetrischer Diskretisierung der zweiten Ableitung auf das System (5.389) fiihrte.
Bei Neumann-Randbedingungen sind die Randwerte vy und vy.q nicht a priori
bekannt und miissen (im Gegensatz zu Dirichlet-Randbedingungen) als Variablen
betrachtet werden. Deshalb muf§ auch die Differentialgleichung an den Punkten z
und 1 aufgestellt werden. Wenn man die zweite Ableitung von v am linken Rand
xo symmetrisch bildet, erhélt man

'U” - v_1 — 2’00 —+ 14
0o~ h2 :

(5.411)

Der hierbei auftauchende Wert v_; am fiktiven Punkt x_; kann nun mittels der
diskretisierten Neumann-Randbedingung eliminiert werden. Dazu diskretisieren wir
die Neumann-Randbedingung mittels zentraler Differenzen als

V1 — UV

412
57 (5.412)

a=1'(a) ~
Es folgt v_; = v; — 2ah. Damit kénnen wir den unbekannten Wert v_; aus (5.411)
eliminieren und erhalten so

y _ 2v1 — 2ug — 2ah
0o~ h2 :

(5.413)

Dies ist der gesuchte Ausdruck fiir die zweite Ableitung im Punkt z,. Falls man am
rechten Rand Dirichlet-Randbedingung hat, ist man fertig. Man hat dann ein (N +
1)-dimensionales Gleichungssystem zu 16sen. Sind am rechten Rand auch Neumann-
Randbedingungen vorgegeben, verfihrt man analog wie am linken Rand und fiigt
einen externen Gitterpunkt bei x o ein. Dann resultiert ein Gleichungssystem der
Ordnung N + 2.
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5. Anfangs- und Randwert-Probleme

Wenn wir nun (5.413) fiir n = 0 und die entsprechende Gleichung fiir n = N + 1
verwenden, erhalten wir die diskretisierte Differentialgleichung analog zu (5.387) an
den beiden Randpunkten in der Form

2u1 — 2vy — 2ah

2 = Cyvg + Dy, (5.414a)
26h —2 +2
P ”;;2“ N Ons1vnsr + Dysr, (5.414b)
oder
(24 h*Cy) vo — 201 = —2ah — B Dy, (5.415a)
—2UN + (2 -+ h20N+1) UN+1 = QBh - hQDN_H. (5415b)
damit erhdlt man das Gleichungssystem entsprechend zu (5.389)
2+ h200 —2 Vo —2ah — h2D0
-1 2+ h20, —1 —h%D,
—1 2+ h2Cy -1 —h%Dy
-2 24+ h*Cnia UN41 28h — h*Dy 14
(5.416)

Die bei Neumann-Randbedingungen auftretende Matrix ist nicht mehr symme-
trisch wie diejenige in (5.389); man kann (5.416) aber auf eine symmetrische Form
transformieren. Fiir ), > 0 hat man Diagonaldominanz und die Matrix ist regulér
und besitzt eine eindeutige Losung. Im Falle C' = 0 ist die Matrix singulér, denn
mit € = (1,...,1)T ist A- & = 0. Damit ist die Differentialgleichung v” = D(x)
mit Neumann-Randbedingungen nicht eindeutig losbar. Hat man eine Losung V()
gefunden, so erhilt man beliebig viele andere Losungen V(z) + ¢ durch Addition
einer Konstanten c.

Periodische Randbedingungen

Periodische Randbedingungen

v(a) = v(b), und  v'(a) = V'(b) (5.417)

stellen einen weiteren Typus moglicher Randbedingungen dar. Sie treten bei Pro-
blemen mit Rotationssymmetrie oder bei zeitlich periodischen Vorgéingen auf.

Bei periodischen Randbedingungen (5.417) ist vg = vyy1 und auch alle Ablei-
tungen von v an der Stelle z = a sind identisch mit denjenigen bei x = b. Deshalb
braucht der Punkt 1 nicht betrachtet zu werden. Wegen der periodischen Rand-
bedingungen (5.417) kann die Funktion periodisch iiber das Intervall [a,b] hinaus
fortgesetzt werden. Dann ist v, = v,4x(nv41) mit k € Z. Insbesondere ist v_; = vy.
Damit kénnen wir die zweite Ableitung am (Rand-)Punkt n = 0 approximieren als

o YN T 200+ U1
0~ 12 .

(5.418)
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5.3. Randwertprobleme

Fiir den Punkt n = N erhalten wir entsprechend

o g UN-1 T 20y +uNy1 U1 — 20N + 0
N ~ — .

3 e (5.419)

Damit haben wir ein System von N + 1 Unbekannten vy, ..., vy. Das (5.383) ent-
sprechende System lautet damit

24+ h2C, -1 ~1 Vo —h*Dy
—1 2+ K20, -1 vy —h?D;,
—1 2+ h2Cy_, —1 : :
—1 —1 2+ h2Cy oy _h2Dy
(5.420)

Die periodischen Randbedingungen zerstéren die Tridiagonalitét. Trotzdem ist
die Matrix in (5.420) fiir C,, > 0 diagonaldominant, so daf sie regulér ist und eine
eindeutige Losung existiert. Ahnlich wie bei den Neumann-Randbedingungen ist die
Matrix aber fiir C'(x) = 0 singuldr und man kann weitere Losungen ganz dhnlich
durch Addition einer Konstanten zu einer bekannten Losung konstruieren.

Nichtlinearitaten

Um die Behandlung von Nichtlinearitéiten zu demonstrieren, nehmen zur Vereinfa-
chung eine gewohnliche nichtlineare Differentialgleichung zweiter Ordnung an

V'(z) = f |z, 0(2)], z € [a,b], (5.421)

wobei die Funktion f unabhingig von der ersten Ableitung v’ ist.?® Die Verwendung
zentraler Differenzen zweiter Ordnung fiihrt auf die diskretisierte Gleichung

—Vp_1 + 20y — Vpp1 + B2 f (2, 0,) = 0, n=1,...,N. (5.422)

Am Rand mogen Dirichlet-Randbedingungen (5.381) vorgegeben sein, so dafi vy = «
und vy = . Wenn man die diskretisierte zweite Ableitung als Matrix-Operator A
wie in (5.390) schreibt und den Rest der Gleichung in einem Vektor zusammenfaft,
erhédlt man das Problem in Matrix-Darstellung

AT+ (@) =0. (5.423)

28Ein Beispiel fiir ein einfaches nichtlineares Zweipunkt-Randwertproblem ist die Deformation
eines diinnen elastischen Stabes (eingespannter Knickstab), der axial belastet wird. Die Dif-
ferentialgleichung fiir den Winkel 6(s), den der Stab beziiglich der Achse (unbelastete gerade
Ruhelage) bildet, lautet
020
0s?
wobei s die normierte Bogenldnge ist und P > 0 die Stérke der axialen Last mifit. Bei einge-
spannten Enden lauten die Randbedingungen 6(0) = 6(1) = 0.

= —Psin(f), se[0,1],
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5. Anfangs- und Randwert-Probleme

Hierbei ist A durch (5.390) gegeben und der Vektor g lautet

f(xlv vl) «
0
g(v) = n* : -1 (5.424)
0
f(zn,vN) B

Um das nichtlineare Gleichungssystem (5.423) fiir v, zu lésen, mufl man ein
iteratives Verfahren verwenden. Dazu definieren wir die nichtlineare Vektorfunktion

F(@) :=A- 7+ §(@) (5.425)

und suchen die Lésung des Nullstellenproblems F(#) = 0, welche man zum Bei-
spiel mittels Newton-Iteration finden kann (Kap. 3.5.6). Zur Implementierung des
Newton-Verfahrens benotigen wir die Jacobi-Matrix (3.174) von F(¢). Hier lautet
sie

OF; 0

:avjzﬁ—vj

0g:( g,
3 Ajve+ (@] =3 A+ gqf?) a2 2@ o)
k k J

8vj '

In vorliegenden Fall héingt die n-te Komponente von ¢ nur von v,, ab. Daher gilt

dg; _ Ogi Of (i, vi)
= 8 =m0 5.427
a,Uj avi »J avi »J ( )
Die zugehorige Matrix ist also diagonal. Damit erhalten wir die Jacobi-Matrix
8f<l’l, Ui)
9f (w1,01)
2+ WP —a}f( )

2 T2,V

-1 24 W= —1
20f(N—1,uN—1) _
2 TN,V
-1 2+h 8+NN

Ausgehend von einer Anfangsschitzung 7(® lautet das Newton-Verfahren dann
wie auf S. 64

o Lose J® . 509 — _ F®)
o Setze §k+D) = k) 4 5k

In jeden Iterationsschritt ist also ein tridiagonales Gleichungssystem zu losen. Be-

achte, daf fiir nichtlineare Probleme mehrere nicht-triviale Losungen existieren koén-
29

nen.

29 Aufgabe: Es sei v”(z) = 3v(z) + 22 + 10v3(z). Diskretisiere das Problem und stelle die Jacobi-
Matrix J auf. Ist J diagonaldominant?
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5.3.2. SchieBverfahren

Im vorangegangenen Kapitel wurde die Losung von Randwertproblemen mittels
Diskretisierung in finiten Differenzen und simultaner Losung der resultierenden ge-
koppelten Gleichungen fiir die Unbekannten an den Gitterpunkten behandelt. Dies
fithrt in der Regel auf grofie Gleichungssysteme. Eine alternative Mdoglichkeit der
Losung eines Randwertproblems besteht darin, von einem Randpunkt z = a aus-
zugehen und die Differentialgleichung bis zum Punkt x = b wie bei einem Anfangs-
wertproblem zu integrieren.

Um das Vorgehen zu demonstrieren, betrachten wir wieder das (i.a. nichtlineare)
Randwertproblem zweiter Ordnung (5.380) mit Dirichlet-Randbedingungen (5.381).
Wenn wir die Gleichungen zweiter Ordnung durch Integration in x-Richtung l6sen
wollen, benotigen wir neben der Anfangsbedingung v(a) = « jedoch noch eine
weitere Anfangsbedingung. Dazu bietet sich die erste Ableitung an, die zunéchst
auf einen Schétzwert s gesetzt wird. Wir lsen also

v"(z) = f [z, v(x),v'(2)] (5.429)
auf = € [a, b] zu den Anfangsbedingungen
vi@)=a und  V'(a)=s. (5.430)

Hierbei ist s ein neuer freier Parameter, den wir beliebig variieren kénnen. In der
Regel wird die Losung des Anfangswertproblems, welche wir mit einer ersten Schéit-
zung s = o erzielen, nicht die Randbedingung v(b) = f erfiillen. Vielmehr ist
v(b; sg) # B. Die Idee ist nun, aus der Kenntnis der Abweichung v(b; s¢) von (3 eine
bessere Schitzung v'(a) = s; fiir die erste Ableitung im Punkt x = a zu finden. Die-
ses Verfahren wird solange wiederholt, bis die Randbedingung bei = b hinreichend
genau erfiillt ist: v(b; s*) = . Diese Vorgehensweise nennt man Schiefverfahren.*

Das Problem besteht offenbar darin, die Nullstelle g(s*) = 0 der Fehlerfunktion

g(s) ==wv(b;s)— (5.431)

zu finden. Zur Approximation der Nullstelle s* von g(s) kénnen wir im Prinzip alle
in Kap. 3.5 behandelten Verfahren zur Berechnung von Nullstellen verwenden. Zur
Berechnung eines jeden Funktionswerts von g¢(s) mufl man allerdings jeweils ein
Anfangswertproblem 16sen. Da die Berechnung der Funktion g(s) numerisch kost-
spielig sein kann, sollte man ein Verfahren verwenden, welches schnell konvergiert.
In dieser Hinsicht ist das Sekanten-Verfahren (Kap. 3.5.2) dem Bisektionsverfah-
ren (Kap. 3.5.3) iiberlegen. Zur Verwendung des Sekanten-Verfahrens benotigt man
(&hnlich wie beim Newton-Verfahren) eine gute Schiatzung von s* (siehe Kap. 3.5.1),
die zu Beginn der Rechnung meist nicht vorliegt. Daher konnte man mit einem ro-
busten Verfahren (z.B. Bisektion) beginnen und nach einigen Iterationen zu einem
Newton-Verfahren iibergehen.

30Der Begriff Schieflverfahren deutet auf den Zusammenhang mit der Ballistik hin.
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5. Anfangs- und Randwert-Probleme

5.3.3. SchieBverfahren fiir lineare Gleichungen

Wenn die gewohnliche Differentialgleichung des Randwertproblems linear ist, kann
man die Losung direkt und ohne Iteration erhalten. Dazu betrachten wir den allge-
meinen Fall eines Systems von NN linearen Differentialgleichungen erster Ordnung.
Man kann diese in der Form

0 =T(x) v+ cx) (5.432)
schreiben, mit den N linearen Randbedingungen
A-i(a)+B-3(b) +d=0. (5.433)

Hierbei ist T eine z-abhéngige N x N-Matrix, die ebenso wie der Vektor ¢(z) stetig
sei. A und B sind konstante N x N-Matrizen und d ist ein konstanter Vektor. Sei
nun v(x; §) die Losung des Anfangswertproblems (5.432) zu der Anfangsbedingung

—

(a;5) =3, (5.434)

<

wobei § zunéchst unbestimmt ist.
Die Losung des linearen Problems erster Ordnung (5.432) kann man explizit
angeben. Sie lautet

U(x; 8) = u(x; S) := v(x;0) + Y(x) - S, (5.435a)
wobei die N x N-Matrix Y(z) die Losung des Anfangswertproblems
Y'(z) =T(z)-Y(z), mit  Y(a) = 1. (5.435Db)

ist. Hiermit wird die Losung von (5.432) auf die Berechnung von Y(x) verlagert.
Dafl (5.435a) die Losung von (5.432) zum (nicht spezifizierten) Anfangswert
(5.434) ist, kann man leicht zeigen:

(a) Zunéchst einmal wird der Anfangswert richtig reproduziert
a(a;5) 2 5a;0)+Y(a) - §=0+1.5=3 (5.436)

——
(5.434) (5.435D)

(b) Desweiteren wird das Differentialgleichungssystem (5.432) erfiillt, denn

d 5.435a ~
—ii(x:3) O (20 £ Y (2) - 5= T(x) - 9(x:0) + &z) +T-Y -5 (5.437)
T
(5.432)  (5.435b)
=T(z) - [0(z;0)+ Y -5 +c(z) = T(z) - d(z;s) + c(x). O
(23s)
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Es ist die Frage, ob man 5 so wéhlen kann, dafl auch die geforderten Randbedin-
gungen (5.433) erfiillt werden. Dazu setzen wir die allgemeine Losung (5.435a) in
die Randbedingung (5.433) ein und erhalten

0ZA. [U(a;O)+Y(a)-§] + B [0(b;0) + Y(b) - 5] +d

> %
—A-F+B-[#(b;0)+Y(b) -5 +d
= [A+B-Y(D)]-5+B-d(b;0) +d. (5.438)

Offenbar kénnen diese N Randbedingungen erfiillt werden, wenn man s = s* wahlt
mit

= —[A+B-Y®) - [B- k0 +ﬂ . (5.439)

Voraussetzung ist natiirlich, da§ [A 4+ B - Y(b)] invertierbar ist. Damit sind alle er-
forderlichen Bedingungen erfiillt.

Um s* zu bestimmen, berechnet man zunéchst die Matrix Y(b). Man erhélt sie
durch Lésen von (5.435b). Hierbei sind nur die Endwerte bei = b von Interesse.
Gleichung (5.435b) entspricht N Vektorgleichungen der Form

[ﬁ’(@,...,ﬁ’v(x)} = T(a)- [ﬁ(x),...,yN@) : (5.440)
mit den Anfangswerten
[ﬁ(a),...,fN(a)] = [&1,...,en]. (5.441)
Die Losung von (5.440) liefert dann
Y (b) = [ﬁ(b),...,VN(b)] . (5.442)

Da die Anfangswerte }7}(&) als orthogonale Einheitsvektoren eingehen, wird das
Verhalten des Systems vollstédndig erfait. Den Vektor #(b; 0) erhdlt man durch ein-
maliges Losen des Anfangswertproblems (5.432) mit § = 0. Insgesamt mufl man
also N 41 Anfangswertaufgaben 16sen, um Y (b) und ¢(b; 0) zu erhalten. Daraus er-
gibt sich dann s* geméf (5.439). SchlieBlich wird ein finaler (goldener) Schufl durch
einmaliges Losen von (5.432) mit §= §* gemacht.
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6. Eigenwertprobleme

In Natur und Technik treten Eigenwertprobleme hiufig dann auf, wenn kleine Ab-
weichungen von einem Referenzzustand betrachtet werden. Der Referenzzustand
kann ein mechanisches Gleichgewicht sein oder ein stationdrer Stromungszustand.
Als Beispiel betrachten wir die eindimensionale Bewegung zweier iiber Federn ge-
koppelter Punktmassen mit gleichen Massen m = m; = ms wie in Abb. 6.1.

Ausgehend von den beiden Gleichgewichtslagen y; und y, lauten die Bewegungs-
gleichungen fiir die beiden Punktmassen

miy = K (x9 — 1) — Kz, (6.443a)

wobei 21 und x5 sehr kleine (infinitesimale) Auslenkungen aus den Gleichgewichts-
lagen sind und die beiden Federkonstanten K = K; = K, identisch angenommen
wurden. In Matrixform lautet das Schwingungsproblem

mT = K( _12 _11 ) 7 (6.444)

mit ¥ = (21, 29)". Fiir dieses lineare System kénnen wir den Ansatz
= Ze“ +cec. (6.445)

machen. Er beschreibt harmonische Schwingungen mit Frequenz w und (komplexen)
Amplituden 7= (21, 20)*. Eingesetzt erhalten wir

mw? 2 -1 R

i < 11 ) -z (6.446)
~—~— —_———

!:>\ :A

Dies ist ein Eigenwertproblem der Form A - Z = AZ mit A = mw?/K.

T T2
K o K _a
0 : mq : o T
Y1 Y2
Abbildung 6.1.: Zwei gekoppelte Punktmassen.
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Das resultierende 2 x 2-System besitzt eine nichttriviale Losung genau dann, wenn
(Losbarkeitsbedingung)

A—2 1

det(Al — A) = det ‘ 1 a1

': A—=2)A—1)—1=0. (6.447)

Diese Bedingung fiihrt auf die Figenwerte A als Losung der quadratischen Gleichung

) ) 3 3\? 3\’
NMoBt1=0 = XN-2{o)a+ () =(5) -1 (6.448)

Aus den Eigenwerten

3 3\ 2 0.382,
A2 =5 & (5) —1l= { 2.618. (6.449)

ergeben sich die Eigenfrequenzen w; 5. Die Losungen des Eigenwertproblems (Eigen-
vektoren) z(Y) und z? sind nur bis auf einen Faktor bestimmt. Setzt man Z§Z) =1,

so ergibt sich zéi) aus (6.446). Die allgemeine Losung (6.445) ist damit eine Super-
position von Eigenmoden 7\ e

7= azW et 4 pzY 2t 4 cc. (6.450)

Die beiden komplexen Zahlen a und b miissen aus den vier Anfangsbedingungen
(Positionen und Geschwindigkeiten der beiden Massen) bestimmt werden. Im Falle
einer komplexen Eigenfrequenz wiirde die entsprechende Mode exponentiell anwach-
sen oder abklingen, was hier aber nicht der Fall ist, da (6.443) keinen Dampfungs-
term enthalt.

6.1. Allgemeine Grundlagen

Die Gleichung
A-T=)\T. (6.451)

bezeichnet man als einfaches Eigenwertproblem.® Elementare Definitionen und Ei-
genschaften derartiger Eigenwertprobleme sind in Kap. A.5 zu finden. Die Eigenvek-
toren 7 sind nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt. Die Eigenwerte A € C
sind im allgemeinen komplex, auch wenn die Matrix A € RV*¥ reell ist.

'Das verallgemeinerte Eigenwertproblem lautet
A -7 = \BZ,

wobei sowohl A wie auch B N x N-Matrizen sind.
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Die zu einer Matrix A adjungierte Matrizx B = AT ergibt sich durch Transpo-
nieren und Bilden des konjugiert Komplexen. Eine Matrix heifit selbstadjungiert
(hermitesch konjugiert, siche (A.592)), wenn gilt

% ! x !
AT = (A )T =A oder A;rj = A%, = Ay (6.452)

Bei einer selbstadjungierten Matrix sind je zwei beziiglich der Diagonalen sym-
metrisch gelegene Matrixelemente (Vertauschung der Indizes) konjugiert komplex
zueinander.

Die Eigenwerte selbstadjungierter Matrizen sind reell. Um dies zu sehen, multi-
plizieren wir (6.451) von links skalar mit #* (Zeilenvektor?) und erhalten

FOAF =N T (6.453)

Dann definiert man die skalare komplexe Funktion fiir beliebige Vektoren &
R(7) = ——— (6.454)

Sie wird Rayleigh-Quotient genannt. Wenn & = Z; ein Eigenvektor von A ist, dann
gilt R(Z;) = A;, wobei \; der Eigenwert zu Z; ist. Wenn A nun selbstadjungiert ist,
so gilt

A7 - -AT.7 selbstad;. f-j* ;‘F _ <f*ﬁ' Aﬁf)* =\ (6.455)
T

Der Rayleigh-Quotient (und damit auch jeder Eigenwert) einer selbstadjungierten
Matrix ist reell.

6.1.1. Rayleigh-Quotient

Wenn & eine Schétzung eines Eigenvektors Z; ist, dann ist der
Rayleigh-Quotient R(¥) eines Schitzung des zugehorigen Eigen-
werts A;. Hierin liegt die Bedeutung des Rayleigh-Quotienten.
Um zu untersuchen, wie die Abweichung R(Z) —\; vom Eigen-
wert A\; von der Abweichung 7 —Z; vom Eigenvektor Z; abhéangt,

kann man R(Z) in eine Taylor-Reihe um 7; entwickeln gOhn William
trutt
" - - o = - o2 Lord Rayleigh
— R(Z; A - —Zl%). (64
R(@) = R(5)+(7 - 7)- VR@E) + O (IF — 5,|). (6.450) Lord Favl
Aj

?Der hochgestellt Index T wird weggelassen. Man sieht an der Position von @ bzgl. A, ob es sich
um einen Zeilen- oder einen Spaltenvektor handelt. Es bedeuten: @-b = a'b und - A = ¢TA.
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Abbildung 6.2.: Prinzip-Skizze fiir N = 3 der Ab-
weichung des Rayleigh-Quotienten vom Eigenwert
R(Z) — Aj. Die drei auf eins normierten Eigenvek-
toren zeigen auf drei Punkte der Einheitskugel. Die
Abweichung des Rayleigh-Quotienten fiir einen Ein-
heitsvektor, der auf einen beliebigen Punkt der Ku-
gel zeigt, ist in Farbe dargestellt. Dort, wo die Ab-
weichung Null ist (¥ = &), verschwindet die Ab-
weichung (dunkelrot).

\
N
N
!

Wenn A selbstadjungiert ist (reelle Eigenwerte), kann man leicht
zeigen, daBl VR(Z;) = 0 ist.” Dann gilt

R(@) -\ =0 (|7 —,]%) . (6.457)

Das heifit, der Rayleigh-Quotient besitzt fiir alle Eigenvektoren ein quadratisches
Minimum mit dem Funktionswert );. Die Abweichung des Rayleigh-Quotienten vom
Eigenwert \; = R(Z;) ist in der Umgebung der Eigenvektoren quadratisch klein.
Damit ist der Rayleigh-Quotient eine quadratisch genaue Schéitzung des Eigenwerts.

Da die Eigenvektoren nur bis auf einen Faktor bestimmt sind, kann man die Be-
trachtung auf Vektoren ||Z|| = 1 der Norm 1 beschranken. Fiir reelle symmetrische
Matrizen” ist R(Z) damit auf der Oberfliche der N-dimensionalen Einheitskugel im
RY definiert. R(F) besitzt auf dieser Oberfliche quadratische Extrema bei Z;. Dies
ist in Abb. 6.2 schematisch dargestellt.

6.1.2. Diagonalisierung

Im folgenden geben wir die Beschriankung auf reelle symmetrische Matrizen wieder
auf. Die Figenwert-Zerlequng einer N x N-Matrix A hat die Form

A=X-AN-X"1 (6.458)

3Um den Gradienten von R(F) zu berechnen, beschriinken wir uns auf reelle und symmetrische
Matrizen (A = AT). Dann sind auch die Eigenwerte reell und wir erhalten mit # € RY (beachte:
VZ=1)

. V@A @AHVEF) AT+FA (F-A-D)2F
VR(Z) = — — — = - — —
2 1 symm. 2 - o T=T;
= —— |5 (A-F+&-A) - R@)7 A s —— A7 R@)7 "= 0.
4Dann sind die Eigenwerte und Eigenvektoren sowie R(T) reell; siehe Kap. A.5.
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wobei A eine Diagonalmatrix ist, deren Diagonale mit allen Eigenwerten von A
besetzt ist. Eine derartige Zerlegung existiert nicht immer (siehe Kap. 6.1.3). Wenn
sie existiert, kann man die Zerlegung auch schreiben als

A-X=X-A, (6.459)

oder

Al a | Er =& | E ] . . (6.460)

AN

wobei T}, hier die Spaltenvektoren der Matrix X sind. In Komponentenschreibweise
lautet die Zerlegung (Summenkonvention)

Aii Xk = Xju0pii. (6.461)
Wenn wir die k-te Spalte von (6.460) betrachten, erhalten wir
A - T = M\ Ty. (6.462)
Der k-te Spaltenvektor von X ist also genau der Eigenvektor & von A zum Eigenwert
Ak

Die Eigenwertzerlegung (6.458) ist &quivalent zu einer Transformation auf
Figenvektor-Koordinaten. Denn wenn wir zum Beispiel von dem linearen Problem

A-T=0b (6.463)

ausgehen und fiir A die Zerlegung (6.458) verwenden, erhalten wir

X-A-X1z=b = AX'.z=X'. (6.464)
v —
z b
Mit der Definition von # = X~! - Z und b = X~ - b erhalten wir das transformierte

System

AN-F=1 (6.465)

Wenn wir ein lineares Problem in der Basis der Eigenvektoren darstellen, dann
ist die transformierte Matrix A diagonal. Dies wird durch die Transformation
¥ — ¥ = X1.Z bewirkt; man nennt sie auch Hauptachsentransformation. Da
die Spaltenvektoren von X aus den Eigenvektoren bestehen, transformiert # = X- 7
die Einheitsvektoren in Raum ¥ gerade auf die Eigenvektoren: 7}, = X - €}.

4. €. Rublmann 145

Numerische Methoden der Ingenieurwissenschaften



6. Eigenwertprobleme

6.1.3. Entartung von Eigenwerten und Eigenvektoren

Die Menge aller Eigenwerte {)\;} einer Matrix A bezeichnet man als Spektrum von A.
Die Eigenwerte A konnen entartet sein. Dies bedeutet, daf sie mehrfach vorkommen.
Aus der Eigenwertgleichung (6.451) folgt

(Al —A)-Z=0. (6.466)

Damit dieses homogene Gleichungssystem eine nichttriviale Losungen 7 (Eigenvek-
toren) besitzt, mufl die Determinante der Koeffizientenmatrix verschwinden. Diese
Bedingung kann man im Prinzip zur Bestimmung der Eigenwerte verwenden. Sie
ist gleichbedeutend damit, dafl das charakteristische Polynom der N x N-Matrix A
(komplex)

pa(z) :=det (zI — A), (6.467)

Nullstellen bei z = \; € C hat. Das charakteristische Polynom der Ordnung N
kénnen wir schreiben als

pa(z) = (z=X)(z—=X)...(2 — Ay), A€ C. (6.468)

Selbst wenn die Matrix A reell ist, konnen die Wurzeln des charakteristischen Poly-
noms, also die Eigenwerte, komplex sein. Sie treten dann aber immer als konjugiert
komplexe Paare auf.

In (6.468) kann ein Faktor (z — ;) auch mehrfach vorkommen. Dann ist der Ei-
genwert \; entartet. Die Anzahl identischer Faktoren (z — \;) bezeichnet man als
algebraische Multiplizitdt von ;. Wenn ein Faktor nur einfach auftritt, bezeichnet
man den zugehorigen Eigenwert als einfachen Eigenwert (die algebraische Multipli-
zitét ist dann 1). Jede N x N-Matrix besitzt mindestens einen Eigenwert.

Nun kann es sein, daf} alle Eigenvektoren eines entarteten Eigenwerts verschieden
(linear unabhéngig) sind, oder daf einige von ihnen gleich (linear abhéingig) sind.
Die Anzahl der verschiedenen Eigenvektoren zu einem entarteten Eigenwert nennt
man geometrische Multiplizitdt. Es ist dann klar, dafl die geometrische Multiplizitét
immer kleiner oder gleich der algebraischen Multiplizitét ist.

Die Eigenvektoren zu ein und demselben (multiplen) Eigenwert A bilden einen
sogenannten invarianten Unterraum E) des Raumes, der von allen Eigenvektoren
aufgespannt wird. Denn die Operation A - & fiihrt nicht aus dem Unterraum FE)
heraus, der zu A gehort: A - C FE). Die Dimension des Unterraums F) ist gleich
der Anzahl der linear unabhéngigen Eigenvektoren zu einem festen Eigenwert, also
gleich der geometrischen Multiplizitét.

Meistens ist die geometrische und auch die algebraische Multiplizitéat gleich 1. Es
gibt aber Ausnahmen. Als Beispiele betrachte

2 2

1
A= 2 ud  B= 2 (6.469)
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Beide Matrizen besitzen das charakteristische Polynom psy = pg = (2 — 2)3. Der
einzige Figenwert A = 2 kommt also in beiden Féllen dreimal vor: Die algebraische
Multiplizitét (des EW 2) ist in beiden Féllen gleich drei.

e Matrix A: Als Eigenvektoren kann man die die Basisvektoren €7, €5 und €3
identifizieren. Sie sind linear unabhéngig voneinander. (Im Prinzip kann man
aber jeden Vektor als Eigenvektor identifizieren, genauso wie bei |.) Die geo-
metrische Multiplizitét ist daher ebenfalls gleich drei.

e Matrix B: Man kann nur einen einzigen Eigenvektor finden. Er ist ein Vielfa-
ches des Einheitsvektors €;.° Die geometrische Multiplizitit betriigt also nur
eins.

Ein Eigenwert, fiir den die geometrische Multiplizitat kleiner ist als die algebrai-
sche, wird defekter Figenwert genannt. Dann gibt es zu einem entarteten Eigenwert
mindestens zwei identische (linear abhingige) Eigenvektoren. Eine Matrix mit min-
destens einem defekten Eigenwert wird defekte Matriz genannt (z.B. Matrix B im
obigen Beispiel). Man kann folgenden Satz beweisen (hier nicht gezeigt):

Eine N x N-Matrix A ist nicht defekt
~
die Matrix A besitzt eine Eigenwertzerlegung A = X - A - X~L,

6.1.4. Vorbetrachtung zur Berechnung von Eigenwerten

Fiir die Berechnung von Eigenwerten gibt es unterschiedliche Verfahren, von de-
nen wir einige noch diskutieren werden. Man koénnte nun auf die Idee kommen,
die Figenwerte einer Matrix dadurch zu berechnen, dafl man die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms (6.468) bestimmt. Dies ist aber keine gute Idee, da die
Berechnung der Nullstellen eines Polynoms ein schlecht konditioniertes Problem ist,
selbst dann, wenn die Matrix A gut konditioniert ist.

Zunéchst soll jedoch gezeigt werden, dafl man zu einem gegebenen Polynom m-
ten Grades

p(2) = 2™ + a1 2™+ a2+ ag (6.470)

diejenige m x m Matrix finden kann, deren Eigenwerte die Nullstellen des vorgege-

SUm dies zu sehen, suche Losungen der Eigenwertgleichung 27 = B - ¥ mit ¥ = (x,y,2)T zum
Eigenwert 2 und setze x = a. Dann folgt y = z = 0.
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benen Polynoms sind. Bis auf den Faktor (—1)™ lautet diese Matrix

—Zz —Qo
1 —=z —aq

1 —z —as
p(z) = (=1)" det . . : : (6.471)

—z —QAm—2
1 —z—a;,_1
Dies kann man leicht verifizieren, indem man die Determinante der Matrix durch

Entwicklung nach der letzten Spalte berechnet.
Die Matrix (6.471) kénnen wir auch schreiben als

-z —ayg 0 —ayg
1 -z —ay 10 —ay
1 -z —as 1 0 —as
—Z  —Opm2 e 0 —ap
1 —z—a;,_1 1 —ap,—1
A
(6.472)

Fiir z = X ist laut Voraussetzung p(A) = 0 und wir kénnen das zugehorige Eigen-
wertproblem identifizieren als

(A=Al)- & =0. (6.473)

Die Matrix A wird auch Begleitmatriz (companion matriz) von p(z) genannt. Sie
ist also die Matrix, welche ein vorgegebenes charakteristisches Polynom produziert.

Abel hat 1824 gezeigt, dal man die Nullstellen eines Polynoms
mit Ordnung m > 4 nicht geschlossen (d.h. durch rationale Zah- .
len, die vier Grundrechenarten und m-te Wurzeln) als Formeln A:.% % N
darstellen kann. Dies bedeutet, dafl wir die exakten Nullstellen i}é "6
eines Polynoms mit m > 5 auch dann nicht in einem Computer §
darstellen konnen, selbst wenn wir eine exakte Arithmetik hiatten -
und unendlich lange rechen wiirden. Ubertragen auf die Eigen-
werte bedeutet dies, daf§ auch sie nicht exakt berechnet werden
konnen. Dieser Befund steht im Gegensatz zu Algorithmen, wie
z.B. der GauB-Elimination, mit der man die exakte Losung ei- Niels Henrik Abel
nes linearen Gleichungssystems nach einer endlichen Anzahl von 1802-1829
Rechenschritten erhielte, falls die Arithmetik exakt wére.

Wir miissen schliefien, daf die Eigenwerte von Matrizen mit m > 5 auf jeden Fall
nur iterativ berechnet werden kénnen. Tatséchlich gibt es iterative Methoden, die
sehr schnell konvergieren, wobei in jedem Schritt zwei oder drei Dezimalstellen in
der Genauigkeit gewonnen werden. Die Losung eines Eigenwertproblems ist damit
nicht sehr viel aufwendiger als die Losung eines linearen Gleichungssystems.

P

-
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6.2. Numerische Berechnung bestimmter Eigenwerte

6.2.1. Berechnung des groBten Eigenwerts

Wenn man nicht an allen Eigenwerten interessiert ist, sondern
nur an dem betragsméfig groffiten oder dem betragsméflig klein-
sten Eigenwert, dann kann man ein Potenzverfahren anwenden,
das auf von Mises zuriickgeht. Dazu ordnen wir die Eigenwerte
entsprechend ihres Betrags an

[A[>[Ae] = [As] = ... = [An]. (6.474)

Richard von

Weiter nehmen wir an, dafl der betragsméBig grofite Eigenwert Mises™

A1 nicht entartet ist, also nur einmal vorkommt.® Man kann nun 1883-1953

den Eigenwert \; und den zugehorigen Eigenvektor z; durch ein Potenzverfahren
berechnen, wobei ein beliebiger Startvektor #(®) wiederholt mit der Matrix A mul-
tipliziert wird. Mit der Normierung 7% = #©/||Z© || lautet die Iteration

QIS TGl (6.475a)
7(k)

k) T

AR — gl AL k), (6.475¢)

In (6.475¢) erkennen wir den Rayleigh-Quotienten (6.454) wieder. Den iterierten
Vektor 4*®) kann man explizit durch den normierten Startvektor ¢(®) ausdriicken

Ak .g(O)
E o
Hizl ||5E(Z)||

Im Limes k& — oo erhélt man den betragsmifig grofiten Eigenwert und den zuge-
horigen Eigenvektor

T (6.476)

im A® =X und  lim g% =g, (6.477)
k—o0 k—o0
wobei 7} der auf eins normierte Eigenvektor zum Eigenwert \; ist.
Der Beweis nutzt die Darstellung des Anfangsvektors als Uberlagerung von Ei-
genvektoren, dhnlich wie bei der Berechnung der Konvergenzgeschwindigkeit von
iterativen Gleichungslosern in Kap. 2.2.2. Wir nehmen an, dafl die Eigenvektoren

*Richard Edler von Mises war ein Osterreichischer Mathematiker, der bedeutende Beitrige zur
numerischen Mathematik, Stromungsmechanik, Aerodynamik, sowie Statistik und Wahrschein-
lichkeitstheorie lieferte. Seit 1989 vergibt die Gesellschaft fiir Angewandte Mathematik und
Mechanik (GAMM) alljahrlich den Richard-von-Mises-Preis.

5Es darf also nicht ein bei reellen unsymmetrischen Matrizen hiufig vorkommender konjugiert
komplexer Eigenwert sein.
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7; von A linear unabhiingig sind und den Raum CV aufspannen. Dann kénnen wir
einen beliebigen Startvektor als Linearkombination der Eigenvektoren darstellen

N
2O =" 0,z (6.478)
=1

Bei jeden Iterationsschritt (6.475) wird aus der Matrixmultiplikation mit A im i-ten
Summanden ein Faktor \;. Aulerdem wird das Ergebnis noch normiert, wodurch
in jedem Schritt ein Vorfaktor Ha_:'(k) H_l entsteht. Im k-ten Schritt haben wir dann

N
1
7 = § Moz 6.479
YT RO R & G (6:479)

Dieses Ergebnis kann man auch in der Form

Ah) _ A 07 +§:a~ LA (6.480)
N O ECT T Rk IPS A UV Bl '
XO 7

schreiben. Mit [A;/A;| < 1 fiir alle ¢ > 2 erkennt man, dafl der zweite Summand in
der eckigen Klammer fiir & — oo verschwindet. Es bleibt dann nur der Beitrag von
Z iibrig. Selbst wenn a; zu Beginn der Iteration zuféllig Null ist, so wird doch durch
Rundungsfehler immer eine kleine Komponente ~ 7; generiert, so daf§ die Iteration
zum Erfolg fithrt. In diesem Fall wirkt sich der Rundungsfehler ausnahmsweise
einmal positiv aus!

Fiir den Fehler ist der Term mit ¢ = 2 relevant (zweitgroBter Eigenwert). Im
k-ten Schritt erhalten wir fiir die Abweichung vom exakten Eigenvektor’®

7% — 2| =0 (’AQ ) . (6.481)

M

Fiir die Abweichung vom Eigenwert gilt

2k> . (6.482)

Hierbei taucht der zweifache Exponent auf, da der Rayleigh-Quotient quadratisch
genau ist (sieche (6.457) und auch Trefethen and Bau, III, 1997).

Die Potenzmethode ist sehr einfach anzuwenden.” Sie ist aber eingeschrinkt, da
nur der betragsmafig grofite Eigenwert berechnet werden kann. Dariiber hinaus

"Die Eigenvektoren #; seien auch auf 1 normiert.

8Wenn A\, < 0 ist, mufl man auf das Vorzeichen von Z;, achten, denn das Vorzeichen von gj(k)
kann sich dann in jedem Iterationsschritt dndern.

9Google verwendet die Potenzmethode zur Berechnung des Page Rank.
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wird der Fehler des Eigenvektors in jedem Schritt nur um den festen Faktor [Ao/A|
verringert (lineare Konvergenz). Dies ist insbesondere dann problematisch, wenn
sich der grofite Eigenwert A; und der zweitgrofite Ao betragsméflig nur wenig un-
terscheiden.

Beachte auBerdem, dafl ¢®) bei einem komplexen Eigenwert \; = ae'¥ nicht
konvergiert, sondern rotiert: Die Matrix-Multiplikation mit A liefert dann fiir hin-
reichend grofle k
=(k+1) A-g® qeie®

(
oAkt1) _ L ~ _ oo Ak)
Y [FED] T EE]  JEe) Y

(6.483)

und man erhilt im Limes *) = ¢*¢4},, wobei #; der auf 1 normierte Eigenvektor
ist. Ein Phasenfaktor e*# hat keinen Einflu auf den Rayleigh-Quotienten, also den
Eigenwert. Ein normierter Eigenvektor ist nur bis auf einen Phasenfaktor bestimmt.

Als Beispiel ist in Abb. 6.3a das Ergebnis der Potenz-Iteration fiir die 10 x 10-
Tridiagonal-Matrix

1 141
-5 2 1

A= (6.484)

-5 9 1
—-54+301 10

gezeigt (blaue Linie). Man sieht, dafl die Potenz-Iteration auf den betragsméfig
grofiten Eigenwert fiihrt.

6.2.2. Berechnung des kleinsten Eigenwerts

Wenn die Matrix A nicht singulér ist, kann man sie im Prinzip invertieren. Dann
kénnen wir ausnutzen, dafl die Eigenwerte der inversen Matrix A~! gerade die Kehr-
werte der Eigenwerte A; von A sind (siehe (A.639)). Die Eigenvektoren dndern sich
nicht! Wenn man dann die Potenz-Methode mit der Matrix A~! durchfiihrt, kon-
vergiert die Iteration auf den inversen Eigenwert A~! mit dem groSten Betrag, also
auf den Eigenwert A mit dem kleinsten Betrag.

Damit lautet die Methode der inversen Potenzen (auch inverse Iteration genannt)

7B = A1 gk, (6.485a)
7(k)
i — T
T ‘ (6.485b)
[
p®) = g0 AL gl (6.485¢)
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(a) (b)
5 5
%()\) L] . " ] . u
0 [ ] ]
_5 ] ]
0 5 10 15 0 5 10 15
R(N) R(N)
(c) (d)
5¢ 5f
() . " 3(\) = "
0’ ] 0 -]
) ".j -* ./ . ] -.I."
5 ¢ 5} =
0 5 15 0 5 10 15
R(N) R(N)

Abbildung 6.3.: Iteration von bestimmten Eigenwerten der Matrix (6.484) (rote Quadra-
te). Die Kreise zeigen den betragsmifig kleinsten und den groften EW an. In allen Fillen
wurde der Anfangsvektor () = (1,...,1)T gewiihlt. Sei K die Anzahl der Iterationen,
die erforderlich war, um die Abbruchbedingung [A*) — AX(E=1| < 1076 zu erfiillen. (a)
Potenz-Iteration blauen Quadrate, KX = 32. (b) Inverse Iterationen (mit Shift ;4 = 0)
griine Quadrate, K = 32. (¢) Inverse Iterationen mit Shift 4 = 14 — 7i, K = 132. Die
gestrichelte Linie zeigt den zu u niichstgelegenen Eigenwert an. (d) Rayleigh-Quotient-
Iteration mit demselben anfiéinglichen Shift ;o wie in (c¢), K = 13.

Die Iteration konvergiert dann zu dem Eigenvektor mit dem kleinsten Eigenwert
von A. Damit ist x4 eine Schiitzung des kleinsten Eigenwertes von A (des groBten
von A™!). Wenn A genau N linear unabhiingige Eigenvektoren besitzt, dann liefert
dieses Verfahren im Limes

py = lim 5 ® = Ay, (6.486)

wobei Ay der betragsméfig kleinste Eigenwert von A ist. Anstelle der Matrix-
Multiplikation beim Potenzverfahren (6.475) miissen wir hier bei der inversen Ite-
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ration im k-ten Schritt ein lineares Gleichungssystem
A7 = k=D (6.487)

16sen. Aus diesem Grund ist es sinnvoll, zu Beginn der Rechnung eine LU-Zerlegung
der Matrix vorzunehmen mit A = L - U. Dann braucht man in jedem Schritt nur
Dreiecksmatrizen zu losen. Fiir symmetrische positiv definite Matrizen wire eine
Cholesky-Zerlegung A = L - LT sinnvoll.

6.2.3. Inverse lteration: Berechnung eines bestimmten
Eigenwerts

Man kann das einfache Potenzverfahren verallgemeinern, um denjenigen Eigenwert
A, von A zu berechnen, der einer gegebenen komplexen Zahl ;1 am néchsten liegt.
Um das zu sehen, beachten wir zunéchst, dafl die Eigenwerte von

AN — A ] (6.488)

durch MM = \—/; gegeben sind, denn jeder Eigenvektor von A ist auch Eigenvektor
von | und damit auch Eigenvektor von AP Wenn wir nun das inverse Potenzver-
fahren (6.485) auf At anwenden, konvergiert die Iteration zu dem Eigenvektor,
der zu dem kleinsten Eigenwert von AU gehort, also zu

At = X, —p, wobei |A, — p| = min |\ — g (6.489)

Hierbei ist A, derjenige Eigenwert von A, der dem Wert p am néchsten liegt. Es ist
also
Ay = ASHt g (6.490)

min

Dieses Art von Verfahren heifit Potenzverfahren mit Shift, inverse Iteration oder
gebrochene Iteration von Wielandt. Die Verschiebung (shift) p kann man beliebig
wiéhlen.

Der Algorithmus stellt sich dann folgendermaflen dar:

Inverse Iteration (Wielandt):
7 = ein Vektor mit ||7{¥| =1

for k=1,2,.
Lose (A ,ul) k) = k=) (Anwendung von (A — ul)™)
F*) = & k)/ |Z2®|| (Normierung)
A) = A -G (Rayleigh-Quotient)
end

In der letzten Zeile haben wir A verwendet, denn ein Eigenvektor von Ashift —
A — pl ist auch Eigenvektor von A. Im Limes geht #*) — Z,, und AE) A
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Es kann nun sein, daf} fiir gegebenes p die Matrix A — pul singulér oder nahezu
singulér ist. Dies stellt aber kein Problem fiir die inverse Iteration dar. Denn auch
wenn die numerisch (aber riickwérts stabil) berechnete und fehlerbehaftete Losung

7*) stark von der exakten Losung ) abweicht, ist die berechnete normierte Lo-
sung §® = 2® /||Z®)|| nur wenig von §™ verschieden (siche z.B. Trefethen and

Bau, III, 1997).

Wie das normale Potenzverfahren konvergiert die inverse Ite-
ration auch nur linear; der Fehler wird bei jedem Schritt um einen
konstanten Faktor reduziert. Dieser Faktor hangt aber davon ab,
wie dicht p bei einem Eigenwert von A liegt. Je dichter p an ei-
nem Eigenwert liegt, desto schneller ist die Konvergenz, denn
der grofite Eigenwert von (A — ,LLI)_1 ist dann sehr viel grofler als
alle anderen Eigenwerte von (A — ul)~". Die immer schlechter
werdende Kondition von A — pl macht in diesem Fall also kein
Problem.

Helmut Wielandt In Abb. 6.3 ist das Ergebnis der inversen Iteration fiir die obige

1910-2001 Matrix (6.484) und fir g = 0 (b) und p = 14 — 7i (c) gezeigt
(griine Quadrate). Man erkennt, dafi die inverse Iteration auf

denjenigen Eigenwert fiihrt, der dem gewéhlten Wert ;o am néchsten liegt.

Die inverse Iteration ist ein sehr wichtiges Werkzeug der numerischen linearen Al-
gebra. Wenn die Eigenwerte schon bekannt sind, kann man die Eigenvektoren nach
dem obigen Algorithmus sofort berechnen, wobei die Berechnung des Rayleigh-
Quotienten entfallen kann. Oft kennt man das Spektrum von A aber nicht. Wenn
man dann zum Beispiel den Eigenwert mit dem grofiten Realteil sucht, konnte
man den in Frage kommenden Bereich in der komplexen Ebene mit Schétzwerten
1; moglichst dicht abdecken und untersuchen, zu welchen Eigenwerten die inverse
[teration fithrt. Oft kann man so den gesuchten Eigenwert mit grofler Wahrschein-
lichkeit identifizieren. Es gibt aber bessere Verfahren (siehe z.B. Meerbergen et al.,
1994).

Eine Beschleunigung der inversen Iteration erhéilt man, wenn man in jedem Ite-
rationsschritt p durch die jeweils aktuelle Niherung des Eigenwertes A~ ersetzt.
Dann erhélt man die Rayleigh-Quotient-Iteration

Rayleigh-Quotient-Iteration:
7 = ein Vektor mit |7V =1

A0 = 0 . A . 40 (Rayleigh-Quotient)
for k—1,2,...
Lose (A AG=D]) . k) = k=) (Anwendung von (A — pul)™")
g® =gk /|| z*) || (Normierung)
AE) = gk LA L k) (Rayleigh-Quotient)
end
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6.3. Numerische Berechnung aller Eigenwerte

Anstelle von A kann man auch irgendeinen anderen Anfangswert nehmen.'”

Man kann zeigen (Trefethen and Bau, III, 1997), dal diese Methode kubisch
konvergiert; sowohl fiir den Eigenvektor als auch fiir den Eigenwert. In der Numerik
existiert kaum eine iterative Methode die schneller ist. In jedem Schritt gewinnt man
ca. 3 Dezimalen. Wenn man das Verfahren so implementiert, ist es jedoch aufwendig,
weil sich die Matrix in jedem Iterationsschritt dndert. Es ist daher ratsam, die
Schitzung des Eigenwerts A*~1 in (A — )\(kfl)l) - 72 = =1 nicht in jedem
Iterationsschritt zu korrigieren, sondern fiir einige Iterationen den Wert A\ bzw.
i konstant zu halten. Denn dann mufl man die LU-Zerlegung von (A — )\(k_l)l)
nicht fiir jeden Schritt neu berechnen, sondern kann fiir einige Iterationen auf ein
und dieselbe LU-Zerlegung zuriickgreifen, wodurch die linearen Systeme wesentlich
schneller gelost werden konnen.

6.3. Numerische Berechnung aller Eigenwerte

Zur Berechnung aller Eigenwerte wird normalerweise versucht, die Matrix néhe-
rungsweise in eine Diagonal- oder eine Dreiecksmatrix zu iiberfithren. In beiden
Féllen kann man die Eigenwerte dann auf der Diagonalen ablesen. Die Transfor-
mation auf die gewiinschte Gestalt kann man mit Hilfe einer Sequenz von Ahnlich-
keitstransformationen (Kap. A.5.3) erreichen, da Ahnlichkeitstransformationen die
Eigenwerte unverdndert lassen.

Um Verfahren zur Berechnung aller Eigenwerte zu diskutieren, mufl man sich
zuerst mit den Moglichkeiten der Transformation der Matrix beschéftigen. Dies
sprengt aber den Rahmen dieser Vorlesung. Daher werden wir hier nur einige be-
kannte Methoden vorstellen, die aber nicht immer die effizientesten sind.

6.3.1. Jacobi-Algorithmus

Wir haben gesehen, dafl wir zur Berechnung der Eigenwerte von Matrizen mit Di-
mension N > 5 iterieren miissen. Eigenwerte von kleineren Matrizen konnen direkt
berechnet werden. Jacobi hatte nun 1845 die Idee, sukzessive kleine Untermatri-
zen einer groflen Matrix A zu diagonalisieren bis schlieffilich die gesamte Matrix
diagonalisiert ist.

Standardméfig werden dabei 2 x 2-Untermatrizen diagonalisiert. Wir beschréin-
ken uns hier auf reelle symmetrische Matrizen. Die Ahnlichkeitstransformation zur
Diagonalisierung lautet dann

I <3 Z) )= <; 2) (6.491)

0Wenn man einen bestimmten Eigenwert sucht, wird man wohl erst eine inverse Iteration machen
und erst wenn die Eigenwertschitzung hinreichend dicht am gesuchten Eigenwert liegt, auf
die Rayleigh-Iteration umschalten. Dies ist wahrscheinlich auch der Grund, warum in Abb.
6.3d die Rayleigh-Iteration zwar schnell konvergiert, aber nicht auf den zum anfénglichen Shift
néichstgelegenen Eigenwert.
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6. Eigenwertprobleme

wobei J orthogonal ist, d.h. J=% = JT dann ist JT-J = | (siehe Kap. A.4). Es
gibt verschiedene Moglichkeiten J zu wéhlen. Meist wird die Drehmatrix (Jacobi-

Rotation)
c s
J= (_8 C) (6.492)

verwendet, wobei ¢ = cosf und s = sin @ ist. Offensichtlich ist det J = s? + ¢ = 1.
Die Bedingung fiir ein Verschwinden der Auflerdiagonalelemente von (6.491) lautet

(b—a)sc = d(c*—s?). Dies fiihrt auf den fiir eine Diagonalisierung von A notwendigen

Winkel #'!
2d

b—a

Wenn wir nun eine symmetrische N x N-Matrix haben, wird die Jacobi-Rotation
iterativ angewandt, wobei in jedem Schritt zwei AuBerdiagonalelemente zu Null
gemacht werden. Dazu iteriert man mit der leicht modifizierten Einheitsmatrix,
wobei eine 2 x 2-Untermatrix aus einer Jacobi-Rotation besteht,

tan (20) =

(6.493)

1 ¥ % % x x x 1

c —S * ok ok ok %k c s

1 X k% x k X 1
S c * ok ok ok %k —5 c
1 * % ok ok %k 1
1 ¥ % % x x x 1
Gr A R
* ok ok x %k %
x % x 0 x x
* ok ok x k%
“lx o0 % o % x (6 '494)

* ok ok x %k %
* ok ok ok %k ok

Die Matrix G wird auch reelle Givens-Rotation genannt.'? Durch die Multiplikation
mit G von rechts werden die blauen Elemente von A verédndert, durch die Multi-

HBeachte: 2(cot § — tan )~ = tan(26).
12 Allgemein ist eine Givens-Rotation definiert durch

wobei _ .

c=-¢e'"%cosd und s =efsing
mit 6 € (—m, 7] und «, 3 € [0,27). Givens-Rotationen sind unitire Matrizen (G=! = G). Im
vorliegenden und wichtigen reellen Fall (a = 8 = 0) bewirkt die Matrix-Multiplikation mit G
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plikation mit GT von links die roten. Durch diesen Iterationsschritt werden zwei
Elemente von A zu Null gemacht (griin). Andererseits werden existierende Nullen
zerstort, die schon vorher in den blauen Spalten oder roten Zeilen vorhanden waren.
Dies ist aber nicht so schlimm.

Diese Transformation wird nun iteriert, wobei alle Auflerdiagonalelemente be-
arbeitet werden. Es wire naheliegend, in jedem Schritt das betragsméfig grofite
Auflerdiagonalelement zu eliminieren. Fiir diese Strategie kann zeigen, dafl die Sum-
me der Quadrate der Auflerdiagonalelemente in jedem Schritt mindestens um den
Faktor 1 — 2/(N? — N) abnimmt. Daher muf8 man O(N?) Tterationen durchfiih-
ren, um A zu diagonalisieren, wobei jede Iteration O(N) Operationen erfordert.
Maschinengenauigkeit erreicht man dann nach O (N3] 1log(€machine)|) Operationen.

Auf dem Computer wird man die Auflerdiagonalpositionen
aber in einer systematischen Abfolge bearbeiten. Damit kann
man sich die Suche nach dem gréiten Element, die O(N?) Ope-
rationen kostet, ersparen. Dann mufl man in einem Durchgang
(sweep) N(N — 1)/2 Paare von Elementen bearbeiten. Fiir Ma-
trizen mit N < 10 kommt man normalerweise mit weniger als
10 Sweeps aus. Die dann erreichte Genauigkeit ist typischerwei-
se besser als die, die man mit dem QR-Algorithmus (unten) er-
Wallace Givens reicht.

1910-1993 Die Jacobi-Iteration ist nicht so populér, weil sie nicht so

schnell ist wie Verfahren, die auf der Transformation auf Tridia-
gonalgestalt (symmetrische reelle Matrizen) und anschlieBendem QR-Algorithmus
beruhen. Die Jacobi-Iteration ist typischerweise nur um einen Faktor 10 langsamer.

6.4. QR-Methode

In Kap. A.5.3 haben wir gesehen, da8 eine Ahnlichkeitstransformation (A.645)
B=Q ' A-Q (6.495)

die Eigenwerte unveréindert 1a8t. Die Eigenvektoren dndern sich aber. Zur Berech-
nung aller Eigenwerte einer Matrix kann man deshalb versuchen, die Matrix A durch
eine Ahnlichkeitstransformation mittels der Transformationsmatrix Q auf eine Dia-
gonalmatrix oder Dreiecksmatrix B zu bringen, denn dann stehen die Eigenwerte
auf der Diagonalen von B. Wenn man dies in einem einzigen Schritt versucht, ist
dies numerisch sehr aufwendig. Effizienter ist es, die Diagonalisierung iterativ zu
erreichen.

Das bekanntest dieser Verfahren ist das QR-Verfahren.'> Es wurde im Jahre
1961-1962 unabhéngig voneinander von Francis und Kublanovskaya eingefiihrt. Das

eine Drehung um den Winkel # in der Ebene, die von denjenigen Einheitsvektoren aufgespannt
wird, die durch die Indexpositionen von ¢ und c* gegeben sind.

13Das QR-Verfahren ist in MatLab in der Funktion D = eig(A) implementiert, wobei der Vektor
D alle Eigenwerte von A enthalt.
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Verfahren ist sehr aufwendig und deshalb fiir sehr grofe Matrizen mit N > O (10°)
nicht mehr praktikabel.!*

Bei dem QR-Verfahren wird die vollstandige Matrix A wiederholt einer Ahnlich-
keitstransformation mittels unitérer Transformationsmatrizen (komplex mit ortho-
normalen Spalten, Q! = QT) unterworfen. Die Iteration lautet

A =Q;" - Aot - Qi (6.496)
Dies kann man schreiben als
Q- Ak Q= Ak, (6.497)
R
=R

was auf die algorithmische Form (jetzt mit hochgestellten Indizes) fiihrt:

QR-Algorithmus:

AQ) = A
fork=1,2,...
Q® . Rk = Alk—1) (QR-Faktorisierung von A*—1)
Ak) = RK) . Qk) (Rekombination in umgekehrter Reihenfolge)
end

Im Limes nimmt A die Gestalt einer oberen Dreiecksmatrix an, bei der die (reellen)
Eigenwert auf der Diagonalen stehen.'® Bei dem Algorithmus wird die Matrix in
jedem Schritt in ein Produkt aus einer vollen Matrix Q und einer oberen Dreiecks-
matrix R zerlegt und anschlieSend in umgekehrter Reihenfolge wieder zuriickgebil-
det.

Die QR-Iteration konvergiert kubisch (wie die Rayleigh-Quotient-Iteration). Um
diese Konvergenzrate zu erreichen, mufy man die QR-Iteration aber in einer anderen
Form (mit shift) implementieren. Dies wiirde hier zu weit fithren. Daher wird nur
das Prinzip der QR-Zerlegung behandelt. Man kann diese mit der Gram-Schmidt-
[teration erreichen.

6.4.1. Klassische Gram-Schmidt-Orthogonalisierung

Bei dem QR~Verfahren wird die Matrix A = Q - R zerlegt in ein Produkt aus einer
unitidren Matrix Q mit orthonormalen Spaltenvektoren und einer oberen Dreiecks-
matrix R. Diese Zerlegung ist eine der wichtigsten Operationen der numerischen

14Es existieren aber Varianten dieses Verfahrens, deren numerischer Aufwand nur mit N? ska-
liert (Multishift-Verfahren von Bai und Demmel 1989). Das numerisch stabilere Verfahren von
Braman, Byers und Mathias (2002) ist auch in LAPACK implementiert.

15Tm Falle komplexer Eigenwerte erhiilt man eine obere Blockdreiecksmatrix, bei der auf der
Diagonalen auch antisymmetrische 2 x 2 Blocke stehen konnen, wobei die Diagonalelemente der
Blocke den Realteil angeben und die Auflerdiagonalelemente den Imaginérteil.
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6.4. QR-Methode

linearen Algebra. Wir konnen diese Zerlegung etwas genauer aufschreiben, wenn
wir die Spaltenvektoren a; und ¢; von A und Q verwenden

M1 Ti2 ... Tin

22

ay|dy| ... |G| = |G| B |Gl . (6.498)

24

-~ -~

A Q

Wenn jetzt A eine m x n Matrix (m > n) ist mit vollem Rang, d.h. rang(A) = n,
ist, dann besteht die Aufgabe darin, die Dreiecksmatrix R so zu suchen, daf} die
Matrix Q aus orthonormalen Vektoren besteht.

Hierbei ist es sinnvoll, sich daran zu erinnern, dafl man diese Relation so lesen
kann: Der j-te Spaltenvektor von A ist eine Superposition aller Spaltenvektoren von
Q mit Gewichten, die in der j-ten Spalte von R stehen.'®

Dann wird klar, dafl

span (@, . ..,d;) = span (¢, ..., q;). (6.499)

Wenn wir die Spaltenvektoren von A geméf (6.498) einzeln notieren, erhalten wir
ar = ruq,

dy = 1241 + T22G2, (6.500)

Ap = T1nG1 T T20q2 + - - . TnnGn-

Dieses Gleichungssystem konnen wir aber sukzessive von oben nach unten nach den
Vektoren ¢; auflésen. Wir erhalten

L a4
Q1= —,

T11
Gy —Ti2qh
CJ2 — )

T'22

N 3 — T13G1 — T23G>
q3 = , (6.501)

733

— n—l —
— ap — Zi:l Tindi

Tnn

16Tn Indexschreibweise:
Aij = QixRij.
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Zur Konstruktion der orthonormalen Vektoren ¢; wird also in jedem Schritt ein
weiterer Spaltenvektor @; von A verwendet.

Damit hétten wir die orthonormalen Vektoren ¢; gewonnen, wenn wir die Koeffi-
zienten r,,, kennen wiirden. Diese erhalten wir durch die klassische Gram-Schmidt-
Orthogonalisierung eines Satzes linear unabhéngiger reeller Vektoren. Sei also {d;}
ein Satz linear unabhéngiger Vektoren. Dann konstruiert man sich daraus einen
anderen Satz von Vektoren {p,}, der orthonormal ist. Dazu nimmt man in jedem
Schritt eine neue Raumrichtung hinzu, zieht aber davon alle vektoriellen Anteile
ab, deren Richtungen schon von den vorherigen Vektoren abgedeckt werden. Dies
liefert die folgende Gram-Schmidt-Orthogonalisierung

_)0 = C_l)o ﬁo = ?70/||?70||>

vy = ay — (a1 - Po) Po p1 =01/ ||vh]], (6.502)
Uy = dy — (da - Po) Po — (A2 - P1) P Dy = Ua/||Va]],

_)3 —_ ...

Allgemein lautet also das Bildungsgesetz (der Index beginnt hier mit 1)

— — (—» —

aj - p1)pr— (@ - p2) p2 — ... — (@ - Pi—1) Dj—1 (6.503)

Wenn d; komplexe Vektoren sind, mufl man

—

¥ =~ (@ PP — @ ) P — o — (@) i (6.504)

verwenden. Wenn man nun diese Gleichung mit (6.501) vergleicht, sieht man die
Analogie. Durch Koeffizientenvergleich kénnen wir nun die Elemente von R bestim-

men zu
rij =d; g (i< j). (6.505)

Die Nenner werden so gewihlt, dafl ¢; auf 1 normiert ist

7j—1

a; — E Tijqi

i=1

(6.506)

il =

2

Das Vorzeichen von r;; (und damit dasjenige von ¢;) ist nicht festgelegt. Wir wéhlen
rj; > 0. Dann hat R positive Diagonalelemente.

Damit haben wir den klassischen Gram-Schmidt-Algorithmus, der aus einem ge-
gebenen Satz von n linear unabhéngigen Vektoren {@;} einen Satz {¢;} von ortho-
normalen Vektoren erzeugt, die denselben Vektorraum aufspannen:

Gram-Schmidt-Algorithmus (klassisch)
for j=1,....,n

Uj = d;

fori=1,...,7—-1
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—

v 3
Tijg =q; - dj

Uj — T
end
rij = [|Tjll2
@ = Uj/75
end

Der Bezug zur QR-Zerlegung (6.498) besteht darin, daf8 der Satz der Vektoren {a;}
durch die Spaltenvektoren von A vorgegeben ist. Dann bildet der konstruierte Satz
von Vektoren {g;} die Spaltenvektoren von Q, und die Dreicksmatrix R wird durch
die Faktoren r;; aufgebaut, die im Rahmen der Gram-Schmidt-Orthogonalisierung
anfallen.

Man kann allgemein zeigen, dafl alle Matrizen eine QR-Zerlegung besitzen. Wenn
die Matrix A € C™™ mit m > n den vollen Rang hat, dann besitzt sie eine
eindeutige QR-Zerlegung mit r; > 0.

Leider ist der obige Algorithmus instabil. Rundungsfehler der endlich genauen
Arithmetik fithren zu groien Fehlern.

6.4.2. Modifizierte Gram-Schmidt-Orthogonalisierung

Man kann das Problem der Instabilitdt umgehen, wenn man die Orthogonalisierung
anders durchfiihrt. Dazu betrachten wir den orthogonalen Projektionsoperator'”

aar

Piagi=1-—-—. (6.507)

Beachte, dafl da* eine Matrix ist, die aus dem dyadischen Produkt von @ und a*
besteht. Der Nenner a* - @ ist nur ein Faktor, so dal der Vektor @ auf 1 normiert
wird.!®

Wenn man den Projektionsoperator auf eine Vektor b anwendet, wird von diesem
offenbar derjenige Anteil abgezogen, der in Richtung von d zeigt. Der resultierende
Vektor besitzt dann keine Komponente in @-Richtung mehr, da

&”*-(Pm-l?>=c7*-(l—fbaq)-ﬁza’*-g—mfa,g:o. (6.508)
a*-a a*-a

"Der parallele Projektionsoperator ist

— =

a
P”a = = -

ax* -

Offenbar gilt PHE +Piz=1L
8Beachte die Form des Skalarprodukts fiir komplexe Vektoren

N
—% e *
a b= E a;b;.
i=1

Hierbei kann man * auch als das Adjungierte auffassen, wodurch aus dem Spaltenvektor ein
Zeilenvektor wird.
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Komponenten des projizierten Vektors Z;, die senkrecht zu a sind, werden durch die
Projektion nicht verédndert.

Damit kann man die Matrix A beziehungsweise ihre linear unabhéngigen Spal-
tenvektoren a; durch eine Serie von orthogonalen Projektionen folgendermafien or-
thogonalisieren (¢; = v;/||7;]])

i =g, (=1,....n),
7 =Py —(-qq) -, (G=2...,n),
7 =Py 0 =(-qa) 77, (j=3,...,n),
5 (6.509)
P =P Y = (=gag) Y, (=n).

Der hochgestellte Index in Klammern zeigt den jeweiligen Iterationsschritt an. Im
ersten Schritt werden alle n betrachten Spaltenvektoren von Q (in nicht-normierter
Version sind dies die Vektoren ;) identisch mit den entsprechenden Spaltenvekto-
ren von A gesetzt. Im zweiten Durchgang wird ¢; beibehalten und aus allen anderen
Vektoren wird der Anteil in Richtung von ¢ entfernt. Im dritten Schritt werden
¢1 und @ beibehalten und aus allen anderen Vektoren der Anteil in Richtung ¢,
entfernt. Wenn man den Schritt (j) vollendet hat, sind die Vektoren ¢, ..., q; or-
thonormal. Man mufl nur dabei aufpassen, denn in jedem Schritt (7) &ndern sich die
Vektoren o; mit j > . Deshalb mufl man diese in jedem Schritt erneut normieren,
um die entsprechenden Einheitsvektoren ¢; zu erhalten. Dieses Verfahren fiihrt auf
den modifizierten Gram-Schmaidt-Algorithmus

Gram-Schmidt-Algorithmus (modifiziert)

fori=1,...,n
G =,

end

fori=1,...,n
rio = || Uil

G = U;/7i
forj=1+1,...,n
Tij = G; - Uj
Uj = Uj = Tii
end
end

Der modifizierte Gram-Schmidt-Algorithmus ist stabil. In der Praxis wird @; mit j;
und ¢; mit ¢; iiberschrieben, um Speicherplatz zu sparen. Man kann sich iiberlegen
(Trefethen and Bau, III, 1997), dal der Algorithmus einen numerischen Aufwand
von O(2mn?) Operationen erfordert.
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In vielen Anwendungen mit quadratischen Matrizen A € C™*™, insbesondere
wenn m sehr sehr grof§ ist, wird man die Orthogonalisierung nicht bis n = m
durchfiihren, sondern nur bis zu einem moderate Wert von n < m. Der numerische
Aufwand wiire sonst zu hoch O(m?). Wenn n jedoch klein ist, skaliert der Aufwand
bzgl. m nur wie ~ m?.

Weiteres zum QR-Algorithmus kann man in Trefethen and Bau, III (1997) ab
Seite 211 finden. Zur Berechnung einzelner Eigenwerte gibt es effizientere Methoden.
Sie basieren auf der Krylov-Unterraum-Iteration (sieche Kap. 7.1.3). Zu nennen sind
hier die Arnoldi-Iteration, CG, GMRES und deren Derivate. Die Diskussion wiirde
hier den Rahmen sprengen; fiir die Arnoldi-Iteration siehe aber Trefethen and Bau,
III (1997) ab Seite 250. Trotzdem soll die Arnoldi-Iteration kurz skizziert werden.

6.4.3. Arnoldi-lteration

Hintergrund ist die folgende Idee, die auch schon zur Potenzmethode in Kap. 6.2.1
gefithrt hat. Gegeben ein beliebiger Startvektor . Wir stellen uns vor, ¥ sei durch
eine Superposition von Eigenvektoren der gegebenen Matrix A dargestellt. Dann
betrachte die wiederholte Multiplikation von ¢ mit A. In resultierenden Vektoren
fiir hinreichend grofies m werden dann im wesentlichen durch die Eigenvektoren
bestimmt, welche den grofiten Betrag haben (siehe (6.480)). Daher werden die Ei-
genvektoren zu den betragsméflig grofiten Eigenwerten in sehr guter Naherung in
dem Krylov-Unterraum

Km(A, ¥) = span{v, A - 7,A%-¥,... A" 1. i} (6.510)

darstellbar sein. Um eine orthogonale Basis des Krylov-Raums zu erzeugen, mufl
man den Satz der Vektoren in (6.510) orthogonalisieren. Das kann man machen,
ohne die Potenzen AJ - ¥ explizit zu berechnen. Damit wird auch vermieden, dafl
diese Ausdriicke divergieren. Die Orthogonalisierung wird durch den folgenden Al-
gorithmus bewerkstelligt (MGS: Modifiziertes Gram-Schmidt-Verfahren).

Arnoldi-Algorithmus (MGS):

Sei ¢ ein Startvektor mit || || = 0
fork=1,...,m,
U = A G (néchster Vektor)

forj=1,...,k
gy = J’; -1 (Projektion schon vorhandenen Komponenten)
Uk = T — hjrd; (Subtraktion vorhandener Komponenten)

end

hisr = ||

If hk—i—l,k =0 Stop

Te+1 = Ui/ hit1k

end
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Abbildung 6.4.: Symbolische Darstellung von Gleichung (6.513) nach Saad (2003). Die
Multiplikation der Matrix A mit Q,, ergibt Q,, skalar H,, plus eine Matrix vom Rang
eins.

Man erkennt die Ahnlichkeit mit der Gram-Schmidt-Orthogonalisierung. Nach m
Schritten hat das Arnoldi-Verfahren im wesentlichen eine Orthonormalbasis in der

n x m Matrix Q,, = (¢1, - .., ¢n) bestimmt und eine (m + 1) x m Hessenbergmatrix
hin hia .. him
hoi hay ... hom

M, = : : : (6.511)

hm m—1 hmm

)

herl,m
Sei H,, ohne die letzte Zeile die m x m Hessenbergmatrix

hii hia S P,

har hay ... hom
H — o e (6.512)

hm,mfl hmm
Dann gilt (fiir den Beweis siche Saad, 2003)
A Qun=QuHuy+ 0 = Qust - Hue (6.513)

Der zweite Summand auf der rechen Seite strebt gegen Null und wir haben néhe-
rungsweise eine QR-Zerlegung (QH-Zerlegung) erreicht (vgl. (6.495)). Dann sind
die Eigenwerte der Matrix H,, eine gute Ndherung der betragsméfig grofiten Ei-
genwerte (am Rand des Spektrums) von A. Die Bezichung (6.513) ist grafisch in
Abb. 6.4 dargestellt.

Wenn man (6.513) von links mit QY multipliziert, erhilt man

Qp A Q= Hyp. (6.514)

19

Der Term Q) - #,e! verschwindet wegen der Orthogonalitit der Spaltenvektoren
G vO1 Qypy, denn mit Uy, = Ryt m @t (siehe Algorithmus) ist 0, || @ng1 und damit
U L j=1,....m.

Fiir reelle orthogonale Matrizen ist A~! = AT, Fiir komplexe orthogonale Matrizen gilt A~! =
AT,
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Der Vorteil der Arnoldi-Iteration besteht darin, dafl die Eigenwerte von A durch
diejenigen von H,, approximiert werden. Die Dimension der m x m Matrix H,,
(m = 500 reicht meist) ist ndmlich sehr viel kleiner ist als diejenige der n x n

Matrix A (oft mit n > 10°).

165
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7. Weiteres zu grofB3en linearen
Systemen

Der Gauf-Algorithmus ist ein direktes Verfahren zur Losung linearer Gleichungs-
systeme mit voll-besetzter Matrix. Die Losung erfordert O(N®) Operationen mit
x = 3. Dieser Aufwand fiir direkte Loser dicht-besetzte Matrizen konnte in den letz-
ten Jahrzehnten verbessert werden (Abb. 7.1). Obwohl der Exponent z verringert
wurde, sind die Vorfaktoren oft sehr grof}, so dafi die effizienteren direkten Loser
erst bei extrem groflen Systemen schneller werden als die GauB-Elimination. Fiir

eine effiziente Losung sind daher iterative Methoden erforderlich (siehe auch Kap.
2.2).

7.1. Minimierungsverfahren

Eine Klasse iterativer Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme basiert
auf Ideen zur Losung nichtlinearer Probleme. Diese kann man entweder mit dem
Newton-Verfahren (siehe Kap. 3.5.6) oder dessen Varianten l16sen, oder mit einem
Abstiegsverfahren (descent method). Verfahren nach dem Newton-Typ konvergieren
sehr schnell, haben aber einen recht kleinen Konvergenzradius, d.h. man benétigt
schon eine recht gute Anfangsschéitzung, damit das Newton-Verfahren konvergiert.
Abstiegsverfahren konvergieren dagegen langsam, dafiir aber garantiert!
Um ein Abstiegsverfahren zur Losung eines linearen Problems

A-T=b (7.515)
verwenden zu konnen, mufl dieses zunéchst in ein Minimierungsproblem {iberfiihrt

Abbildung 7.1.: Historische
Entwicklung des  besten

bekannten Exponenten x 3.0
der Skalierung O(N?®) fiir
die zur direkten Losung des B
linearen Problems A - Z = b 2.5
erforderlichen Operationen,
wenn A dicht besetzt ist

exponent

(nach Trefethen and Bau, N M . ] : 1 [ - year
11, 1997). 1940 1970 2000
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werden. Falls A symmetrisch und positiv definit ist," dann ist das Minimum der

skalaren Funktion |

F(f):{-A-f—f-E (7.516)
identisch mit der Losung des linearen Systems. Dies folgt aus der Bedingung, dal am
Minimum von F' alle partiellen Ableitungen nach den N Unbekannten verschwinden
miissen. Diese Bedingung liefert?
1 = R = A symm. L7
5 (Z-A+A-Z)=b = "A-Z—b. (7.517)

! 1 .
OiVF(f):V(ﬁf-A-f—fh) =

Angenommen, wir haben eine Approximation #™ der Losung. Dann ist p{™) =
b—A-7™ das zugehorige Residuum. Wir méchten nun die Approximation durch eine
Korrektur verbessern, wobei wir um eine gewisse Distanz o™ in eine bestimmte
Richtung gehen, die wir mit p™ bezeichnen. Fiir die verbesserte Niherung setzen
wir deshalb an

Fn ) = ) 4 o)), (7.518)

Ziel ist es, o™ und pi™ optimal zu wihlen.

7.1.1. Bestimmung der Schrittweite

Sei zunichst die Richtung p™ vorgegeben. Dann ist es offenbar sinnvoll, die skalare
Schrittweite a(™ so zu wihlen, da F' entlang der gewihlten Richtung p{™ minimal
wird. Wir fordern also

F (2™ + a™p™) = min I3 (f(") + aﬁ(”))] _ (7.519)

Die Minimierung kénnen wir leicht durchfithren. Zunéchst einmal ist die zu mini-
mierende Funktion (A ist symmetrisch)

1

2
F (2" 4 ap™) = 55;;(n> A F g™ AL %p%m A

— (& 4 ap™) - 1. (7.520)
Die Bedingung 0F/da|, = 0 liefert dann die lineare Gleichung in
[—;5(") Bt ap®™ A g AL <o, (7.521)

Nach o™ = i, aufgelost ergibt sich

O OB O R O O

oM _ ,

(7.522)

!Eine Matrix A ist positiv definit, wenn fiir alle £ # 0 mit ¥ € RV gilt £ A-Z > 0. Reelle
symmetrische Matrizen haben reelle Eigenwerte. Sie sind positiv definit, wenn all Eigenwerte
positiv sind.

2V ist hier der N-dimensionale V-Operator (01, s, ..., On)T. Beachte Vi = Oixj =6;; =1
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L2 Minimum

I

.
|

Abbildung 7.2.: Beispiel fiir eine mogliche Orientierung der Richtung p). Der griine
Punkt (e)soll die Stelle andeuten, an der F(&) entlang der Richtung p{™ ein Minimum
hat. ™ = # — #™ ist der Fehler.

Damit erhalten wir die Iteration
gt = g 4 o5 (7.523)

mit o™ nach (7.522). Die Vektoren sind in in Abb. 7.2 illustriert. Die Richtung
7™ haben wir bisher allerdings noch nicht festgelegt.

Da die Losung des linearen Problems A - ¥ = b eindeutig ist, besitzt F' auch nur
ein Extremum. Dies ist klar, da F' nur quadratisch von Z abhiingt.?

7.1.2. Methode des steilsten Abstiegs

Eine einfache Moglich, pi™ zu wihlen, besteht darin, die Richtung des aktuellen
Residuums zu wihlen ™ = ™. Dann zeigt p™ in die Richtung des negativen
Gradienten —VF (™) (vgl. (7.517) und (2.65)). Zusammen mit o™ nach (7.522)
erhalten wir so das steepest-descent-Verfahren, das auch als Richardson-Verfahren
bekannt ist.

Dieses Verfahren ist eng mit dem Jacobi-Verfahren verwandt und konvergiert
dhnlich langsam. Insbesondere wenn die Gradienten in verschiedenen Richtungen
eine sehr unterschiedliche Groflenordnungen besitzen (in zwei Dimensionen wiirde
F (%) dann ein sehr enges Tal beschreiben), kann es sein, dafl die Iteration immer in
Richtung der stirksten Anderung hin und her pendelt und nicht hinreichend schnell
in den anderen Richtungen voran kommt.

Eine andere Moglichkeit besteht darin, die Richtungen p’ alle N orthogonalen
Richtungen €; periodisch durchlaufen zu lassen, welche den Raum der Unbekannten
aufspannen, wobei o wieder nach (7.522) gewihlt wird. Man kann zeigen, dafi dann
N Schritte dquivalent sind zu einem Gauf3-Seidel-Iterationsschritt. Aulerdem kann
man «™ mit einem Relaxationsfaktor w multiplizieren. Aufgrund der quadratischen
Symmetrie des Minimums von F' muf} allerdings 0 < w < 2 sein, damit sich F' in
dem Iterationsschritt auch verringert.

3Bei der Minimierung anderer nichtlinearer Funktionen kénnen natiirlich mehrere Extrema exi-
stieren. Es hiangt dann von den Anfangswerten ab, zu welchem Minimum die Iteration fiihrt.
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7. Weiteres zu groflen linearen Systemen

7.1.3. Konjugierte Gradienten
A-Orthogonalitat

Eine wichtige Variante besteht darin, die N Richtungen p{™ so zu wihlen, daf fiir
sie gilt
P AP =0, fiir n £ m. (7.524)

Die N Vektoren pi™ bezeichnet man dann als A-orthogonal. Man sagt auch: Die
Richtungen p™ und p™, fiir welche (7.524) gilt, sind konjugiert zu einander.

Fiir die so definierten N konjugierten Richtungsvektoren p™ kann man den fol-
genden Satz beweisen:

Satz: Wenn A symmetrisch und positiv definit ist und wenn p(™ # 0
fir alle n =0,..., N — 1 und wenn man die Schrittweiten nach (7.522)
wéhlt, dann konvergiert die Iteration (7.523) fiir jeden Startvektor
in hochsten N — 1 Iterationen gegen die gesuchte Losung des linearen
Problems.

Man hat also nach spétestens N — 1 Iterationen die Losung bis auf Rundungs-
fehler gefunden. Damit ist das Verfahren der konjugierten Richtungen also eher ein
direktes Verfahren.

Diesen Satz kann man allein mit Hilfe von (7.522) und (7.523) beweisen. Dazu un-
tersuchen wir zunéchst, wie das Residuum im Schritt n+ 1 von dem vorangegangen
Residuum im Schritt n abhéngt:

A L 50 — (g_ A. f("-f'l)) ) = (g_ AL 70 _ oA .ﬁ(n)) )

———

DR o | (7.525)
(r322) 5y ) = P s AL ) = A 50, p £,
ﬁ(n).A.p(n) 0’ n:j

Dies bedeutet, da sich die Komponente des Residuums in jeder festen A-
konjugierten Richtung pV) i.a. nicht #ndert (n # j). Sie dndert sich nur in einem
Fall, ndmlich dann, wenn n = j ist. Und in diesem Fall wird die betreffende Kom-
ponente des Residuums zu Null. Damit gilt fiir alle j = 0,..., N — 1 konjugierten
Richtungen

p—(N) .ﬁ(j) _ p—(Nfl) .p(j) S p—(j+1) .ﬁ(j) =0, (7.526a)
ﬁ(j) Ll = ﬁ(jfl) W) == /3(0) - pt) £ 0. (7.526b)

Das heiit, daB sich die Komponente des Residuums p™ in Richtung p%) im Lau-
fe der Iteration solange nicht &ndert, bis n = j ist. In diesem Schritt wird die
Komponente des Residuums 5™ in Richtung p¥) zu Null gemacht. Danach bleibt
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diese Komponente Null. Da die Richtungen p%) linear unabhingig sind, kann man
folgern, daB 5™) = 0 ist. Eventuell wird dies aber schon fiir ein n < N erreicht.

Wenn man das Residuum p{™ = E;V;Ol Rjﬁ(j) durch die konjugierten Richtungen
darstellt, ergibt sich fiir einen (j-ten) Iterationsschritt das folgende Bild fiir die
Koeffizienten R;

(0,...,0,R;,Rj1,...) — (0,...,0,0, Rys1,...). (7.527)

Hierbei bleiben alle blauen Entwicklungskoeffizienten R; bis auf einen (rot) unveran-
dert. Dies gilt natiirlich nicht fiir die kartesischen Komponenten von ™. Vielmehr
gilt fiir die Residuen (siche auch (C.682))

PV M =0, fiir j < n. (7.528)

Es erhebt sich die Frage, wie man die konjugierten Richtungsvektoren 5™ be-
stimmen kann. Eine offensichtliche Méglichkeit besteht darin, die N orthogonalen
Eigenvektoren 1™ von A verwenden. Sie sind offenbar A-orthogonal, denn es ist*

P AP = N =0 fiir £ m. (7.529)

Die Bestimmung der Eigenvektoren oder die A-Orthogonalisierung eines Satzes von
linear unabhéngigen Vektoren ist jedoch zu aufwendig.

Gram-Schmidt-Orthogonalisierung

Eine andere, effizientere Methode ist die Gram-Schmidt-Orthogonalisierung (siehe
Kap. 6.4.1 und 6.4.2). Dabei nimmt man in jedem Schritt eine neue Raumrich-
tung hinzu, zieht aber davon alle vektoriellen Anteile ab, deren Richtungen schon
von den vorherigen Vektoren abgedeckt worden sind. Es sei also eine Sequenz von
linear unabhéngigen Vektoren @; gegeben. Dann generiert man eine Sequenz von
orthogonalen Richtungsvektoren p; (hier normieren wir sie) mittels der folgenden
Gram-Schmidt-Orthogonalisierung

’170 = C_I:o ﬁo = ,170/"170”7
vy = dy — (1 - Po) Po Py = vi/[|ai]], (7.530)
'172 = 6:2 - (aQ ' _»0) _)0 - (C_iQ 'ﬁl)ﬁl ﬁQ = 172/"172”7
U3 =...
4Symmetrische positiv definite Matrizen haben orthogonale Eigenvektoren. — Nur wenn die

Matrizen nicht mormal sind, sind die linear unabhingigen Eigenvektoren nicht orthogonal.
Wann ist nun ein Matrix A normal? Eine Matrix ist genau dann normal, wenn sie mit der
adjungierten Matrix Afvertauscht. Mathematisch bedeutet das

A-AT = AT A

Die adjungierte Matrix ist definiert als das Transponierte und Konjugiert-komplexe von A.
Offenbar sind symmetrische reelle Matrizen immer selbstadjungiert: AT = A und damit auch
normal.
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Diese Strategie wollen wir jetzt verwenden, wobei wir aber nicht orthogonalisieren,
sonder A-orthogonalisieren. Damit ist es moglich, die konjugierten Richtungen, die
man nicht a priori kennt, im Laufe der Iteration zu generieren.

Als anfingliche Richtung p(® wihlt man das anfingliche Residuum: p® = 5.
Dann berechnet man 7™ gemif (7.523) wie beim steepest descent. Um die neue
Richtung p") zu gewinnen, die A-orthogonal zu p{® ist, oder allgemeiner, um
die neue Richtung im Schritt n + 1 zu bestimmen, geht man vom Gradienten
—VF (20t1)) = p*t) (siehe (7.517)) aus und setzt an

P = =VE (E™) > B 0V = 00 4> B 0¥ (7.531)
j=0 Jj=0

Zur Bestimmung der Koeffizienten 3,4 ; verwendet man nun die Forderung, dafl
die neue Richtung p"*") beziiglich aller alten Richtungen p\¥, I < n, A-orthogonal
ist. Dazu wird (7.531) mit p - A- von links multipliziert. Wir erhalten so

I<n n n " )
0= 50 A5t =50 AL +1)+Zﬁn+1,jﬁ(l)'A'ﬁ(”
=0 Re

(7.532)

~ 0y

=" AP B AP,

Die Summe reduziert sich hier auf nur einen Summanden, da wir im Sinne einer
Induktion annehmen kénnen, daf8 die p¥) fiir j = 0, ..., n schon A-orthogonal sind.
Damit folgt

p(l) A p—‘(n—i-l)

Brt1 = TS0 A0 (7.533)

Unter Verwendung von (7.522) und (7.523) kann man nach einiger Rechnung zei-
gen (Anhang C), daBl nur der Koeffizient §,11, in (7.531) eingeht, also nur der
Summand mit [ = n. Damit ist

AL FnD

5. 7.534
A P (7.534)

ﬁ(n—H) = p—(n+1) + Bn-l-l,np " = p—(n+1) -

Deshalb kann man die A-orthogonalen Richtungen durch die einfache Rekursion
erhalten

70 = _VF (5;'(0)) =50, (7.535a)
) L AL D)
(n+1) _ An+1) _ P P )

Diese Richtungen werden im Laufe der Iteration (7.523) erzeugt. Wenn man schon
alle Richtungen bis p{™ iteriert hat, geht in die Berechnung der neuen Suchrichtung
7Y nur die jeweils letzte Suchrichtung p™ ein, sowie das aktuelle und das letzte
Residuum ™. Dies wirkt sich natiirlich giinstig auf die Rechenzeit aus. Wenn
—VF (20t)) = D) = 0 ist, bricht die Iteration ab und man ist am Extremum

von F bzw. an der Losung 7 = A~ - b angelangt.
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Krylov-Raume

Die Menge der Suchrichtungen {p)}, j = 0,...,n — 1 < N — 1, spannen einen
n-dimensionalen Unterraum V), des gesamten Losungsraumes auf. Bei jedem Ite-
rationsschritt wird eine neue Dimension erdffnet. Dies liegt, wie bei der Gram-
Schmidt-Orthogonalisierung (7.530), an dem ersten Summanden p"*Y in (7.535b).
Denn der zweite Summand zeigt ja nur in die alte Richtung p™. Der erste Summand
lautet

Ao = F— A F = A (7 4 a™F) = — AL F® oA 50

:{

=5 — oA . p, (7.536)

Hieran sieht man, daf das Residuum p"*' im Laufe der Iteration bei jedem Schritt
n — n+ 1 in einem groferen Unterraum des RY betrachtet wird. Die jeweils neu
hinzugekommene Richtung ist durch A - 5™ gegeben. Dasselbe gilt wegen (7.535b)
fiir p™*Y. Der erste Summand pt™ in (7.536) stellt keine neue Richtung dar, denn
p™ wird durch dieselbe Gleichung (7.536) beschrieben, nur mit einem um 1 re-
duzierten Index, und es gilt p» = 59, Daher sind p™ und p™ in demselben
Unterraum des RY enthalten. In Tabelle 7.1 sind die Abhiingigkeiten skizziert.
Man schreibt nun den n-ten Unterraum V, in der folgenden Form auf

V, = span{ O A PO A2 5O Al -p_(o)}

7.537
:span{A]ﬁ(OH)gjgn—l}. ( )

Diese Unterrdume sukzessive héherer Dimension nennt man nach dem russischen
Schiffsbauingenieur Krylov Krylov-Unterrdume. Die Vektoren AJ5® mit j < n
sind nicht A-orthogonal. Sie spannen aber denselben Unterraum auf, wie die A-
orthogonalen Suchrichtungen p%) mit j < n

Y, = span {50, 50, .5
= span {p 7O A _(0) LA _(0)} (7.538)

= span {p _(0) AT 1 _‘(0)}

Tabelle 7.1.: Skizze der entscheidenden Abhingigkeiten von p("+1),

n P neue Richtung in p»*)
0 5O PV =A. 59 =A.50
1 O (~FO) = A= A
n Pl 4 P = AP =AM
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Dies kann man mittels Induktion und (7.536) zeigen: Angenommen es gilt

A1)

A, 5™ € span {fV, A 5O AT 5O (7.539)

dann folgt nach (7.536)

A e span {50, A 5O, LAY 5O (7.540)
und dann ist auch 7™V aus diesem Unterraum.

Im Laufe der Iteration wird das Residuum daher in Krylov-Unterrdumen mit
wachsender Dimension Vi, Vs, ..., Vy zum Verschwinden gebracht. Wegen (7.526)
bleiben diejenigen Komponenten des Residuums, die in einem Schritt eliminiert
wurden, auch weiterhin Null, wenn man weiteriteriert und zum néchsthoheren
Krylov-Unterraum iibergeht. Die Iteration bricht damit nach hochstens N Schritten
ab. Dann ist p{™ = 0.

CG-Algorithmus und Abwandlungen

Damit stellt sich der Algorithmus der konjugierten Gradienten folgendermaflen
dar:*¢

CG-Algorithmus:

SELECT z(© (Startwert)
SET 5 = 5@ =p— A 7O (1. Suchrichtung)
LOOP: n = 0,1, ..
o™ = ﬁ(i)n_)AIO,;zn) = ﬁ(in)Aﬁ(;n) (Schrittweite) (7.522)
Frt) = 7 4 M50 (Iteration) (7.523)
Pt = 50 — aMA . ) (Residuum)

IF |2 <e STOP

Z5*(n) A ﬁ(n—l—l) p—(n—H) . ﬁ(n—l—l)

5(70 - _ = Koeffizient) (7.533
P - A ptn) pm . pn) ( ) ( )

Pt = plntl) 4 ) 5n) (neue Richtung) (7.535b)

®Das CG-Verfahren geht zuriick auf Hestenes and Stiefel (1952). Es ist einer der wichtigsten
Algorithmen der numerischen linearen Algebra.

6Man kann zeigen
ﬁ(n) A ﬁ(nJrl) ﬁ(nJrl) . ﬁ(nJrl)

P AL g T ) g
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Es ist
—_——

=0

Da das n-te Residuum pt™ keine Komponente mehr in Richtung der fritheren Such-
richtungen (insbesondere p{"~Y) besitzt (vgl. 7.525), verschwindet das zweite Ska-
larprodukt. Damit gilt das blaue Gleichheitszeichen (=) in dem obigen Algorithmus.

Da die Gleichungen in der Stromungsmechanik im allgemeinen nicht symmetrisch
sind (bis auf die Poisson-Gleichung fiir den Druck oder im Limes der reinen Wérme-
leitung), miissen die Gleichungen symmetrisiert werden. Das kann man erreichen,
indem man das doppelt so grofie System betrachtet

(AOT/S)(Z):(?;) (7.542)

dessen Matrix per constructionem symmetrisch ist. Die Losung g ist dabei irrele-
vant. Wenn man dieses System analog zum CG-Verfahren behandelt, erhédlt man
das sogenannte Bi-konjugierte-Gradienten-Verfahren (Bi-CG).

Es gibt einen ganzen Zoo verschiedener Varianten des CG-Verfahrens, die alle
zu den Krylov-Unterraum-Verfahren zahlen. Als Gleichungsloser erwéhnenswert ist
noch das GMRES-Verfahren (generalized minimal —residuum), fir welches die
Matrix A nicht positive definit sein mufl (Golub and van Loan, 1989; Saad, 2003).

Bei allen Krylov-Unterraum-Verfahren werden nur Matrix-
Vektor-Multiplikationen und Skalarprodukte bendétigt. Bei
diinnbesetzten Matrizen kostet damit eine Matrix-Vektor-
Multiplikation und auch ein Iterationsschritt O(/N) Operationen.
Wenn man nur sehr wenige Iterationen benétigt, ist das Verfah-
ren immer noch O(N), jedoch mit einem groflen Vorfaktor (An-
zahl der Iterationen). Daher eignen sich diese Verfahren nur fiir
grofie diinnbesetze Matrizen (ab ca. 10* Unbekannten).

Damit man eine gute Ndherung nach moglichst wenigen Ite-
rationen erhilt, ist es von wesentlicher Bedeutung, das Problem Alexei Nikolaje-
in eine geeignete Form zu transformieren. Dies ist die Aufgabe Wwitsch Krylow
der Vorkonditionierung. Bei einer guten Vorkonditionierung wird 1863-1945
das Residuum zuerst beziiglich derjenigen Richtungen minimiert (d.h. eliminiert),
die einen wesentlichen Beitrag zum Residuum liefern. Bei einer linearen Vorkondi-
tionierung wird das Gleichungssystem von links mit einer Matrix multipliziert, die
A~! moglichst gut approximieren sollte. Im Prinzip kann das von jedem iterativen
Verfahren wie dem Jacobi- oder dem GS-Verfahren geleistet werden. Beim Krylow-
Unterraum-Verfahren (CG-Verfahren) ist es giinstig, wenn die Matrix A eine kleine
Konditionszahl besitzt (siehe Kap. 2.1.4), bzw. eine gute Verteilung der Eigenwerte.
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8. Ergdanzende Themen

8.1. Ausblick: Partielle Differentialgleichungen

Die meisten raum-zeitlichen Vorgénge in Natur und Technik werden in kompakter
Weise durch partielle Differentialgleichungen beschrieben. Die Vielfalt der Pheno-
mene spiegelt sich in der Struktur der Differentialgleichungen und der erforderlichen
Losungsstrategie wieder, wodurch das Gebiet sehr umfangreich ist. Daher soll in
diesem Kapitel nur ein kurzes Schlaglicht auf die numerische Behandlung partieller
Differentialgleichungen geworfen werden.

8.1.1. Aligemeine Bemerkungen

Partielle Differentialgleichungen sind Differentialgleichungen in mindestens zwei un-
abhéngigen Variablen. Beispiele sind

or 0T
o5 o = 0, (1D-Wirmeleitungsgleichung) (8.543a)
*¢ ¢ : .
2 + a7 0, (2D-Potentialgleichung) (8.543b)
0*H O*H ,
oo c o 0. (1D-Wellengleichung) (8.543c¢)

Ein etwas komplizierteres Beispiel ist die inkompressible Nawvier-Stokes- und Kon-
tinuitétsgleichung

ou 0 0 0 1 0p 0? 0? 0?

Ov 0 0 0 0? 0? 0?
CARY VAN VCANIPVILA PV I (AN 544
ot " <U8x+v8y+w8z)v p8y+y<8x2 +8y2+822)v’ (8.544b)

2 2 2
8—w+(u£+v2+w£)w:—l@+y<a—+a—+%) z,  (8.544c)

ot Ox Ay 0z p 0z ox?  Oy* 022
ou Ov Ow
e T, .044
8x+8y+8z (8.544d)

fir das Geschwindigkeitsfeld u(x,y, z,t) = ué, + vé, + we, und das Druckfeld
p(z,y, z,t) in bewegten fluiden Medien dar. Hierbei sind die einzelnen Geschwindig-
keitskomponenten miteinander gekoppelt. AuBlerdem taucht der Druck als Variable
auf, der so bestimmt werden muf}, daf§ die Massenerhaltung gewéhrleistet ist.
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Die meisten nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen konnen nicht mit ana-
lytischen Methoden gelost werden. D.h., man kann ihre Lésungen nicht in geschlos-
sener Form angeben. Daher ist man auf numerische Ndherungslosungen angewiesen.
Eine weitere Komplikation besteht darin, dafl die Eigenschaften partieller Differenti-
algleichungen sehr unterschiedlich sein konnen, weshalb verschiedenen Gleichungen
i.a. unterschiedliche numerische Methoden erfordern. Man kann partielle Differen-
tialgleichungen in drei Typen einteilen. Sie werden klassifiziert als

e hyperbolisch,
e parabolisch, oder
e elliptisch.

Hyperbolische Gleichungen wie (8.543c) beschreiben wellenartige Vorgénge. Eine
Storung an einem bestimmten Raumpunkt breitet sich mit der endlichen Geschwin-
digkeit ¢ im Volumen aus. Elliptische Gleichungen wie (8.543b) beschreiben Gleich-
gewichtszusténde. Hierbei wirkt sich eine Anderung an einem bestimmten Raum-
punkt ohne Verzogerung auf die Losung an sdmtlichen Punkten des Raumes aus, wie
zum Beispiel bei der Deformation einer belasteten Platte. Parabolische Gleichun-
gen wie (8.543a) stellen gewissermaflen den Grenzbereich zwischen hyperbolischen
und elliptischen partiellen Differentialgleichungen dar. Sie beschreiben Ausgleichs-
vorgange.

Das Gebiet der partiellen Differentialgleichungen ist sehr umfangreich und reich-
haltig. Fir sehr viele Félle existieren leider keine mathematischen Beweise iiber
die Existenz und/oder die Anzahl von Losungen. Dies gilt im besonderen MaBe fiir
nichtlineare partielle Differentialgleichungen.

Zur Losung partieller Differentialgleichungen mufl man kompatible Rand- und
Anfangsbedingungen zur Verfiigung stellen. Manchmal sind auch noch gewisse phy-
sikalische Forderungen sicherzustellen, etwa die Inkompressibilitdt des Fluid (Mas-
senerhaltung) in (8.544d), die selbst als weitere Differentialgleichung formuliert ist,
oder die Positivitit einer Grofle wie z.B. der Filmdicke bei der Dynamik von sich
ausbreitenden diinnen Filmen.

Die numerische Losung von partiellen Differentialgleichungen gliedert sich in zwei
wesentliche Schritte,

1. die Diskretisierung und
2. die Losung eines (grofien) algebraischen Gleichungssystems.

Fiir den zweiten Schritt (2) hatte wir elementare Methoden in Kap. 2 diskutiert.
An dieser Stelle sei bemerkt, dafl effiziente Algorithmen umso wichtiger werden, je
grofler die Anzahl der Unbekannten ist. Je gréfler ein Problem ist, das numerisch
behandelt werden kann, desto wichtiger ist es, effiziente Algorithmen zu verwenden,
denn der Vorteil in der Anzahl der zur Losung erforderlichen Operationen skaliert
mit O(N*~#), wobei N die Anzahl der Unbekannten ist, und a und 3 die Expo-
nenten des Grundalgorithmus bzw. des effizienteren Algorithmus. Fiir den ersten

178 4. €. Rublmann

Numerische Methoden der Ingenieurwissenschaften



8.1. Ausblick: Partielle Differentialgleichungen

Schritt (1) gibt es sehr viele verschiedene Varianten. Hier ist im wesentlichen die
Diskretisierung im Raum zu nennen. Beispiele sind

e finite Differenzen,

e finite Volumen,

e finite Elemente,

e Randelemente,

e spektrale Methoden,

e pseudo-spektrale Methoden,

e gitterfreie Methoden (vortex methods),
e Gitter-Boltzmann-Methoden

® u.a.m.

8.1.2. Beispiel: Eindimensionale Warmeleitungsgleichung

Am Beispiel der parabolischen eindimensionalen Warmeleitungsgleichung (8.543a)
auf einem Raumgebiet = € [0, 1] wollen wir einige elementare Methoden und Be-
funde illustrieren. Um eine Diskretisierung in finiten Differenzen zu erhalten, iiber-
ziehen wir das (z,t)-Gebiet mit einem homogenen Gitternetz (Abb. 8.1). Anstelle
einer Betrachtung der unendlich vielen Werte der Temperatur an allen Punkten in
einem Intervall z € [0, 1] und zu allen Zeitpunkten ¢ € [0, co] aus dem halbunendli-
chen Streifen (z,t) € [0, 1] x [0, oo] betrachten wir nur die Temperaturwerte an den
diskreten Gitterpunkten. Seien diese Punkte gegeben durch

r — x; = jAz, Jj€10,J], Ax =1/J, (8.545a)
t — t, = nAt, n € [0, o0 (8.545b)
t,n A
Ax
5 ]
| Liar | |
N ] |
N ] |
Abbildung 8.1.: Aquidistantes Gitter. Die I I
Funktionswerte an den blauen Punkten 1 J J i
werden durch die Randbedingungen vor- o o o o -
gegeben. o 1 2 -~ J=2J-117 z,]
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Ein explizites Verfahren: FTCS

Um von den kontinuierlichen Variablen in (8.543a) zu einer Gleichung fiir die dis-
kreten Variablen T7' = T'(z;,,) zu kommen, betrachten wir stellvertretend fiir alle
Gitterpunkte den Punkt (n,j) und entwickeln die Funktion 7" an den umgebenden
Punkten in eine Taylor-Reihe um den Entwicklungspunkt (z;,t,) = (j,n). Dann
erhalten wir

or\" At* [(0*°T\"
n+1 n 3
T(xj,thi1) = TP = T0 + At (—8t )j + = (—8t2 )j +O(A#?).  (8.546)

Wenn wir die Gleichung nach 9*T'/9t? auflésen, erhalten wir fiir die erste Zeitablei-
tung

or\" It -1 At (0°T\"

A R S M At?). 54

<8t)j Al > <8t2)j+0< ) (8.547)
O(At)

Wenn wir die Zeitableitung durch den ersten Summanden approximieren, machen
wir demnach einen Fehler der Grofienordnung O(At).!

In dhnlicher Weise kénnen wir die zweite raumliche Ableitung bilden. Dazu ent-
wickeln wir 77" ; und 77"

j+1
. . or\" Ax* (0°T\" )
7}71 —,I'J — Ax <£)J +T <@)J —O(At ), (8548&)
or\" Az* (0*T\"
T, =T"+ Az | — — | == AP?). .54
=17+ x(ax)j+ 5 <ax2)j+0( ) (8.548Db)

Wenn wir die Summe beider Gleichungen bilden, fillt die erste Ableitung heraus
und wir kénnen nach der zweiten Ableitung auflosen.

m n m 2 82T ! 4
Th + T8 — 2T = A (2= ) +0(AxY), (8.549)

dz? ) ;

was auf

PT _ T — 2T +T),

or? Ax?
fithrt. Wenn wir nun die kontinuierliche zweite Ableitung durch die diskrete ersetzen
machen wir einen Fehler der GroBe O(Az?). Wir erhalten damit den sogenannten
FTCS-Algorithmus (forward in time and centered in space) der eindimensionalen
Wiérmeleitungsgleichung

+ O(Ax?) (8.550)

7 —Tr TR, —2TF+ 17
’ = I _ it A; =1 . (8.551)

'Wir gehen davon aus, dafl die Vorfaktoren (exakten Ableitungen) von der Gréfienordnung eins
sind.
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1@
0.8] S t=013
e @/@/
S O—o—O
T 06
To
0.4
0.2
0 - P N 1 L o
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
xr

Abbildung 8.2.: Losung der transienten eindimensionalen Warmeleitung mittels FTCS-
Schema fiir s = 0.50 und J = 20 (Az = 1/19). Es wurde k = 1 gesetzt. Blau: Anfangs-
bedingung ¢t = 0, griin: t = At, rot: t = 6At und cyan: t = 94At =~ 0.13. Die gepunkteten
Linien stellen die nahezu exakten Losungen dar.

Dieses Verfahren ist von der Genauigkeit O(At, Az?). In diese Gleichung geht einzig
der Parameter s = kAt/Ax? ein. Er ist ein Maf fiir die GroBe des Zeitschrittes.
Man sieht: Wenn man die Temperatur an allen Raumpunkten zu einem gewissen
Zeitpunkt n kennt, kann man die Temperatur zu jedem neuen Zeitpunkt n + 1
explizit angeben, denn man kann die Gleichung nach Tj"Jr1 auflosen. Da man fiir ¢t =
0 ohnehin eine Anfangsverteilung T'(z,t = 0) = T]Q fir j =0,...,J vorgeben muf3,
kann man das gesamte Temperaturfeld Schritt fiir Schritt explizit berechnen. In die
Werte 17" und T'7_; in Randnéhe gehen die Randwerte 7§ bzw. T'7 ein. Wenn man
diese vorgibt, entspricht dies einer vorgegebenen Randtemperatur. Experimentell
liefle sich dies durch temperierte Kupferblocke erreichen. Ein Zeitschritt wiirde bei
diesem expliziten Verfahren O(J) Operationen kosten. Billiger geht es nicht.

Wenn man das Verfahren (8.551) implementiert, kann man das in Abb. 8.2 oder
8.3 gezeigte Verhalten finden. Bei genauerer Analyse findet man, daf§ der FTCS-
Algorithmus fiir s > 0.5 nicht funktioniert und nicht-physikalische Oszillationen mit
explodierender Amplitude liefert. Es handelt sich hierbei um eine numerische Insta-
bilitat. Die Stabilitdtsbedingung s < 1/2 schrénkt die realisierbare zeitliche Schritt-
weite ein, was zu einem hoheren numerischen Aufwand fiihrt. Eine Verdopplung der
rdumlichen Gitterpunkte erfordert dann eine Vervierfachung der erforderlichen Zeit-
schritte, um die Berechnung bis zu einer vorgegebenen Zeit durchzufithren. Generell
ist die Frage nach der Stabilitéit eines Algorithmus wesentlich. Es gibt Methoden,
mit deren Hilfe man die Stabilitit von Algorithmen fiir lineare oder linearisier-
te Gleichungen systematisch untersuchen kann (siche Vorlesung tiber Numerische
Methoden der Stromungs- und Wirmetechnik, LVA-Nr. 302.017).
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(a) (b)
e e W
t=0.13 | T »-‘*"‘"""”'X‘\””””HHHM( ‘
0.5!
\‘0.‘2 04706 08 b 005 01 t
X

Abbildung 8.3.: Instabilitdt des FTCS-Algorithmus fiir die zeitabhéngige eindimensiona-
le Wérmeleitung fiir s = 0.53 (J = 20). (a) zeigt die rdumliche Abhéngigkeit der Losung
(vgl. mit Abb. 8.2 fiir das stabile Verfahren mit s = 0.50) und (b) zeigt die zeitliche
Entwicklung am Punkt j = 10 (blau) im Vergleich zur stabilen Losung (griin, s = 0.5).

Eine einfache implizite Diskretisierung

Eine andere Moglichkeit der Diskretisierung mit finiten Differenzen besteht darin,
die zweite raumliche Ableitung nicht zum Zeitpunkt n sondern zum Zeitpunkt n+1
auszuwerten. Dann erhédlt man den Algorithmus

]}nJrl Tn s (jv]rz:rll - 2Tn+1 + j}njl) =0, (8552)
oder
_ST;fll +(1+ QS)TJn—H _ 3Tjn_+11 — . (8.553)

Hierbei wurden die Terms so sortiert, daf§ alle Unbekannten (Zeitpunkt n + 1)
auf der linken Seite und alle bekannten Groflen (Zeitpunkt n und frither) auf der
rechten Seite der Gleichung stehen. Dieses implizite Verfahren ist aufwendiger als
das explizite, weil man in jedem Zeitschritt ein Gleichungssystem l6sen muf. Die
Matrix ist allerdings tridiagonal. Damit kann man den Thomas-Algorithmus zur
schnellen Loésung verwenden.

Das in jedem Schritt zu 16senden Gleichungssystem hat die folgende Form

(14+2s) —s ! Tr + STyt
—s (1+2s) —s Tyt IS
—s (14 2s) —s " 17,
s (e )\ o Ty, 4 T
(8.554)

Dies ist ein Gleichungssystem nur fiir die inneren Punkte. Die roten Eintrége stam-
men von den als vorgeben betrachteten Randbedingungen.
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8.1. Ausblick: Partielle Differentialgleichungen

Man kann zeigen, dafl das implizite Verfahren (8.553) uneingeschrankt stabil ist.
D.h. man kann beliebig grofle Schrittweiten At verwenden, ohne dafl unphysikalische
Storungen exponentiell mit der Zeit anwachsen. Wenn man nur an der asymptoti-
schen Losung fiir t — oo interessiert ist, kann man sehr grofle Schrittweiten wéhlen.
Ist man jedoch an dem genauen zeitlichen Verhalten interessiert, darf der Zeitschritt
nicht zu grofl gewihlt werden, da ansonsten der Diskretisierungsfehler zu grofl wird.

Warmeleitung in mehr als einer Dimension

Die Warmeleitungsgleichung lautet in zwei Raumdimensionen

oT 0? 0?

Wenn wir nun die Ableitung in y-Richtung in Analogie zur z-Richtung (8.550)
bilden, erhalten wir

S 20 ATy T 2T T

N + A ) =0. (8.556)

Dies ist wieder ein explizites Verfahren. Man kann zeigen, dafl dieses Verfahren
stabil ist, solange

n+1 n n
Le —iw (Tm,k
At

1
sits <o, (8.557)

wobei s; = kAt/Ax? und s, = kAt/Ay?. Die Zeitschrittweite ist also gegeniiber
dem eindimensionalen Fall reduziert. In drei Dimensionen findet man eine weitere
Reduktion mit der Bedingung s < 1/6 (s; = s9 = s3).

Ein stabileres implizites Verfahren lautet (es sei s = s1 = s)

T = T = s (T3 = 20557 + T30 + Tl — 21557 + T352,) = 0. (8.558)
Wenn man die Unbekannten wie in Abb. 2.2 in der SW-Ecke beginnend bis in die
NO-Ecke durchnumeriert, erhélt man ein lineares Problem mit der pentadiagonalen
Matrix wie in Abb. 2.3 illustriert.

Alternativ zur Losung des pentadiagonalen Systems, kann man versuchen, die
relativ starke Kopplung der Variablen zu reduzieren. Dazu kiirzen wir die diskrete
zweite Ableitung ab mit

PTin  Tipw — 2T + Tioa

= A (8.559)

Die zweite Ableitung 67}, /dy* wird entsprechend definiert. Dann betrachten wir
die halb-implizite Formulierung

kAt 6% RAL 62 1 kAL 62 kAL 6 .
(1 R Ta?) T = (1 T et Ta—gp) e (8:560)
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Wenn man nun die beiden Klammerausdriicke quadratisch ergénzt, erhélt man

kAL 52 kAL & .
<1 — T@) <1 -3 2) Tt (8.561)

B kAt 62 kAt 52 (kA)? 6% 6% .
—<1+7@)<H 2 52)“* T orgyr i~ )

Mit T]”,j - T ~ At ist der letzte Summand ~ At? und kann fiir hinreichend
kleine Werte von At vernachlissigt werden. Dann lautet das Problem

KAt 62 kAt §? kAt 62 KAt §?
1—- —— 1 - — T”“_ 1 14+ ———)7T"..
( 2 51’2) ( 2 0y? ) < T 2 51’2) < + 2 5y2) Ik

_ kAt 52 * _ kAt §2 *
= (1+Ttm) T — (1-=5) 1,
(8.562)
Wenn man dann einen Zwischenzustand 7™ definiert und die durch die Unterklam-

merung definierten Relationen fordert, ist die Gleichung offenbar identisch geldst.
Die beiden Forderungen lauten

KAE 62\ KAt &% n

kAL (52 _ kAL (52 X
(15 ) T = 1+ 757,2) T (8:9650)

Um sie zu erfiillen, muf man zwei Teilschritt berechnen, wobei T7'; eine Zwischen-
16sung darstellt. Der Vorteil dieser Splitting-Methode liegt darin, daf in jedem Teil-
schritt nur tridiagonale Matrizen zu l6sen sind, im Gegensatz zur pentadiagonalen
Matrix im Ausgangsproblem. In jedem Teilschritt wird nur eine Raumrichtung im-
plizit behandelt. Die beiden Raumrichtungen werden also alternierend implizit be-
handelt. Diese recht populdre Methode wird daher auch ADI-Methode (alternating
directions tmplicit) genannt. Sie geht zuriick auf Peaceman and Rachford Jr. (1955).

Diese ADI-Methode 148t sich auch auf drei Dimensionen erweitern. Dann werden
insgesamt drei Teilschritte bendtigt, wobei in jedem Teilschritt nur jeweils eine
Raumrichtung implizit behandelt wird.

8.2. Fourier-Transformationen

Motivation: Losen von linearen Differentialgleichungen, Signalanalyse, Numerische
Losung von partiellen Differentialgleichungen

Da die schnellen Transformationen zwischen Orts- und Spektralraum eine Schliis-
selstellung einnehmen, soll beispielhaft die schnelle Fourier-Transformation behan-
delt werden. Entsprechende schnelle Transformationen gibt es auch fiir andere Funk-
tionensysteme, insbesondere auch fiir Chebyshev-Polynome, die im néchsten Un-
terkapitel vorgestellt werden.
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8.2.1. Kontinuierliche Fouriertransformation

Sei f(z) eine Funktion auf der reellen Achse —oo < x < co. Dann definiert man
die Fourier-Transformation als Abbildung f(z) — f(k)

~

1 o ,

k) = — z)e*dz. 8.564
f) = o= [ f@ (8.561)
Die Umkehr-Abbildung ist die inverse Fourier-Transformation

1 R :
T) = —— k)e " dk. 8.565
fa) = o= [ Fw) (8.565)

Dies kann man durch Einsetzen iiberpriifen, denn es ist

f(z) = \/% / Z f(k)e *rdk = % / Z ( / Z f(x')eikf’dx') e k2dk (8.566)
L[~ ( / h eik@’f)dk) F@)da! = / T — ) f(a)da = f ().

27 —0o0 —00 —o0
A\ >

2o (x! —x)

(8.567)

Man nennt f(k) das Spektrum von f(z), wobei k € R Wellenzahl heifit.

Die Fourier-Transformation ist eine lineare Abbildung. Ist f; die F'T von fi, dann
ist f1 + fo die FT von f; + f,. Beispiel: Es ein f(z) = Acos(bx). Dann lautet die
FT

f(k) = \/% /wg (e +e ") e da (8.568)
= \/% < /_ . el )z 4 /_ R ei<“>l‘dx) (8.569)
= ; [6(k+b)+0(k—)]. (8.570)

Das Spektrum besitzt d-Peaks bei k = —b und bei k& = b.
Ist die Funktion f(x) 2m-periodisch, dann ....

8.2.2. Diskrete Fouriertransformation

Die schnelle Fourier-Transformation (FFT) basiert auf der diskreten Fourier-
Transformation (DFT). Wir betrachten eine 2r-periodische Funktion u(x), die an
N #quidistanten Punkten x; ausgewertet (gesampled) wird.? Die Intervallinge ist
dann Az = 27 /N und die Stiitzpunkte befinden sich bei

2mj
e

2hk: Und was ist im allgemeinen Fall?

mit j=1,..,N. (8.571)
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Die Werte an den Stiitzstellen sind
u; = u(z;). (8.572)

Dann approximieren wir die Funktion u(z) durch die diskrete Fourier-Reihe®
u; = u(z;) Z age™™,  j=1,..,N. (8.573)

Diese N Gleichungen bieten Informationen zur Bestimmung von N = 2K + 1 unbe-
kannten Amplituden ;. Sie sind gegeben durch die diskrete Fourier- Transformation

N
1 .
== § upe Fem o =K, .. K. (8.574)

Um diese Relation beweisen zu kénnen, benotigen wir die diskrete Orthogonalitdits-
relation fiir die harmonischen Funktionen e*%s des Fourier-Systems

N
Ze—im(Zﬂ'j/N ik(27j/N) Z el (k—m)2mj/N __ { N7 falls k —m = nN7 NS/

0, sonst.
j=1 7j=1

(8.575)
Diese Orthogonalitétsrelation kann man sich leicht klarmachen. Denn wenn k—m =
nN ist, dann ist der Exponent ein ganzzahliges Vielfaches von 27i und damit lauten
alle Summanden e™?" = 1. Der Summand mit Wert 1 taucht dann genau N-mal
auf. Falls jedoch k—m = ¢ € Z # nN ist, dann liegen die Summanden e'9>70/N) fijy
7 =1,..., N gleichméfig verteilt auf dem Einheitskreis in der komplexen Ebene. Die
komplexen Zeiger iiberstreichen dabei den Winkelbereich von 27 (q/N) bis 27q mit
dem Inkrement 27(¢q/N). Der Einheitskreis wird also g-mal iiberstrichen. Wegen
der Gleichverteilung der Zeiger kompensieren sie sich zu Null.
Die Orthogonalititsrelation (8.575) kénnen wir nun verwenden, um die diskrete
Fourier-Transformation zu beweisen. Wenn wir (8.574) in (8.573) einsetzen, erhalten

K 1 N K
u; = Z Z e ke | gikr — Z Z ok (@ —m)
k=— N m=1 k=—K
N
— % Z Z 2mik(j—m) — Z um(sj,m = U;. (8576)
m=1 k=—K m=1

=N5j’m, (8.575)

3Beachte, dal man die Summationsbereiche k = —K, ..., K und j = 1, ..., N beliebig verschieben
kann, wenn die Funktionswerte u; periodisch in j fortgesetzt werden (mit Periode N), was
wir hier annehmen. Denn der Faktor el¥*i = ¢%327/N jgt periodisch in k& mit Periode N, weil
k — k+ N nur den Zusatzfaktor /2™ = 1 liefert. AuBerdem ist auch die Fourier-Transformierte
Gy, N-periodisch in k (siehe (8.574)).

4Beachte, dal der Summationsbereich in der Orthogonalititsrelation keine Rolle spielt, solange
er iiber N zusammenhingende ganze Zahlen geht.
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Damit haben wir bewiesen, dafl (8.574) die Umkehrung von (8.573) ist.
Wenn u; € R reell ist, dann ist u; = uj und es gilt

N *
wm=u, [ 1 . .
= E U THEm = (N§ U@ 1’%) — 0. (8.577)
m=1

Damit sind nur noch K + 1 Amplituden unabhéngig voneinander, was den Rechen-
aufwand verringert.

8.2.3. Diskrete Fouriertransformation als lineare Operation

Wenn wir die Gitterpunkte (8.571) einsetzen, erhalten wir aus (8.573) fiir den Vektor
der Funktionswerte

Sy
||

K A
Z I’W’T/N =G- 4. (8.578)
k=—K ij

Wir sehen also, dafi die Abbildung @ — @ der Amplituden auf die Funktionswerte
(Transformation aus dem Fourier-Raum in den Ortsraum) eine lineare Transforma-
tion ist, die durch eine Multiplikation mit der Matrix

G = G = ekr2m/N (8.579)
erreicht wird. Diese Transformation kostet O(N?) Operationen (Multiplikationen).

Entsprechend kann man auch die diskrete Fouriertransformation (8.574) als Multi-
plikation einer Matrix mit dem Vektor der Funktionswerte schreiben

S

—F.q (8.580)
mit der Transformationsmatrix (vgl. (8.574))
Fo B = Lo ikm2n/N (8.581)
N

Mit Hilfe der diskreten Orthogonalitdtsrelation kann man zeigen, dafl F die Inverse
von G ist: F = G~!. Denn es gilt®

N N
— %Ze2ﬂikj/NeZ7rikm/N — % ZeQWik(jfm)/N — 5J7m — . (8582)
k=1

5Der Summationsindex kann verschoben werden, da die Matrizen in jedem Index periodisch sind
mit Periode N.
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8.2.4. Schnelle Fourier-Transformation

Wie wir gesehen haben, kostet die Berechnung der Fourier-Transformierten @ aus
den Funktionswerten @ (bzw. umgekehrt) eine Anzahl von O(N?) Operationen
(Matrix-Multiplikation), wenn man die normale Matrix-Vektor-Multiplikation ver-
wendet. Die Anzahl der Operationen kann man reduzieren, wenn man anders vor-
geht.

Beider T schnellen Fouriertransformation (FFT) wird die urspriingliche Fourier-
transformation fiir N Punkte sukzessive auf Fourier-Transformationen mit jeweils
der halben Anzahl von Punkten zuriickgefiihrt (N — N/2 — N/4 — ...). Diese
Aufspaltung wird solange fortgesetzt bis nur noch die triviale Fouriertransformati-
on fiir einen einzigen Punkt {ibrig bleibt.°

Mit Hilfe der FFT kann man die Anzahl der erforderlichen Operationen auf
O(N In N) reduzieren. Bei grofien Werten von N, sagen wir N = 100, ist die FFT
damit um einen Faktor von N/In N = 22 schneller als die Matrix-Multiplikation.”
In drei Dimensionen ergibt sich damit schon der betrichtliche Faktor 223 ~ 10%.
Bei einer Anzahl von 10° Stiitzstellen in einer Dimension hat man eine Ersparnis
um den Faktor ~ 7 x 10%.

Um die Vorteile der FFT zu nutzen, darf N keine Primzahl sein. Die grofite
Beschleunigung erhilt man, wenn N eine Potenz von 2 ist: N = 2P, p € IN.®
Dann kann man die diskrete Fourier-Transformation fiir N Stiitzstellen auf zwei
diskrete Fourier-Transformationen mit jeweils N/2 Stiitzstellen zuriickfithren, wenn
wir die Summe in zwei Teilsummen spalten, die sich nur iiber die geraden bzw. die
ungeraden Indizes erstrecken. Wenn wir die Summation von 0 bis N — 1 laufen
lassen und den Faktor N~! weglassen, erhalten wir aus (8.574)

N-—1 N/2—-1 N/2-1
Gy, = § ujeflk27r]/N — E uzjeflk2w(2j)/N + E u2j+1eflk27r(2]+1)/N
J=0 j=0 =0
N/2-1 N/2-1
—ik2mwj/(N/2 —ik2mw /N —ik27wj/(N/2
= > uge W) o mkI/N N e WTIINT), (8.583)
J=0 j=0
—~ i S —~ _
::ﬁz"en;:@g)) :=Wk 1:112(1(15:ﬁ;(€1>

Man sieht, daff man die Fourier-Transformierte 4, als Summe darstellen kann, die
aus den Fourier-Transformierten der Funktionswerte mit geraden Indizes und derje-
nigen mit ungeraden Indizes besteht. Beide, F'T's haben dann jeweils die halbe Lénge
N/2. Dadurch haben wir schon eine Ersparnis: Die beiden Fourier-Transformationen
der Linge N/2 kosten nur 2 x (N/2)* = 2x N?/4 = N?/2 Operationen. Hinzu kom-
men N Multiplikationen mit einem komplexen Exponentialfaktor und N Additionen

Shk: Siehe auch Boyd (2000) (pdf file) fiir eine gute Einfiihrung inkl. FFT fiir Chebyshev.
"Dies gilt nur im Prinzip. In der Praxis kommen noch maschinenabhiingige Faktoren hinzu.

8In (8.573) war N ungerade. Man kann aber auch N gerade wihlen und die Summe in (8.573)
von 1 bis N oder von 0 bis N — 1 nehmen, vgl. Fuinote 3 auf S. 186.
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8.2. Fourier-Transformationen

(wenn man sie mitrechnen will); in Summe also

N2
-+ 2N < N?, falls N > 4. (8.584)

Bei dieser Betrachtung haben wir ausgenutzt, daf wir die Produkte (in den Summen
iiber j) nur fiir die halbe Anzahl N/2 der k-Werte bilden miissen, und nicht fiir alle
k-Werte aus dem eigentlichen Bereich [0, N —1]. Denn die Summanden in den FT’s
der halben Linge 4 und 4" sind periodisch in k mit der Periode N/2. Denn
fiir festes j gilt

o—ik2mj/(N/2) KPREN2 —ikomj/(N/2) —i2mj (8.585)

1

Wir kénnen nun die Zerlegung weiterfithren und die beiden Summen in (8.583)
wieder in zwei Summen iiber die geraden und die ungeraden Indizes aufspalten. Als
Beispiel sei die zweite Unterteilung durchgefiihrt, wobei wir den Faktor W = e=27/N
einfithren,”

N/4—1 N/4—1

. (8.583 ko (24 ikom (27
fy ) S topye BN 1§ iy R/
J=0 J=0

J/

-~

. (0)
Uy,

N/4-1 N/4—1
+ch< Z uz(zj)+1e—ik27r(2j)/(N/2) + Z u2(2j+1)+1e—ik27r(2j+1)/(N/2))
J=0 j=0

J/

(1)
U

N/4—1 N/4-1

- Z up(jye” T 4 Z Up(ajnye CTHITNY

N/4—1 N/4—1
+W’“< Z Un(ajyere W/ (N 4 Z u2(2j+1)+1eik(2j+1)7r/(N/4)>
J=0 j=0

N/4—1 N/4—1

= D ugaye W LN " g q) e ATV
j=0 g

J/ J/
-~ -~

_~(00) _~(01)
=y =y

. (0)
Uy

N/4—1 N/4—1
+Wk< Z u2(2j)+1efik2j7r/(N/4) el Z u2(2j+1)+1eik2j7r/(N/4)>

j=0 7=0

:ﬁl(clm :ﬁ]ill)

(1)

9Beachte: Wk = (e*%i/N)k _ o—2mik/N
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8. Ergidnzende Themen

Gitterpunkt j 0 1 2 3 4 5 6 7

0 1 0 1 0 1 0 1

FFT-Zuordnung 00 10 01 11 00 10 01 11
000 100 010 110 001 101 o011 111
Bit-Inversion 000 001 010 011 100 101 110 111

Tabelle 8.1.: Zuordnung der Werte an den Gitterpunkten j zu den einzelnen FFTs bei
sukzessiver Halbierung der Punktzahl der FFTs. Eine 0 steht fiir gerade Punkte und eine
1 fiir ungerade Punkte. Bei jeder Aufteilung in zwei Fouriertransformation der geraden
und ungeraden Punkte, aber der halben Lénge, wird dem Index (Bezeichnung der FFT)
eine 0 (gerade) oder eine 1 (ungerade) angehingt, je nachdem, ob es sich bei der neuen
Anordnung um eine gerade oder eine ungerade Position in der momentanen Fourierreihe

handelt.

= . (8.586)

Hierbei konnen die Exponentialfaktoren in den Summen ebenfalls als Potenzen von
W ausgedriickt werden. Wenn N = 29 eine ganzzahlige Potenz von 2 ist, kann
man diese Aufteilung bis zu dem Punkt durchfiihren, bei dem die Summe nur noch
iiber einen einzigen Funktionswert zu bilden ist. Diese Prozedur ist anschaulich in
Tab. 8.1 dargestellt. Bei jeder Zerlegung in gerade bzw. ungerade Terme erhilt der
zur Kennzeichnung hochgestellte Index die Ziffer 0 (gerade) oder 1 (ungerade) an-
gehdngt. Bei N = 8 mufl man die Fouriertransformation drei mal (= log,(8)) in
gerade und ungerade Beitrige zerlegen. In der Tabelle ist die jeweilige Zuordnung
jedes einzelnen Summanden entweder zu den geraden oder ungeraden Punkten der
jeweiligen Transformation dargestellt. Wenn man auf dem niedrigsten Niveau ange-
kommen ist, besteht die Fourier-Transformation nur noch aus einem einzigen Punkt.
Wenn man die Kodierung (den hochgestellten Index) der resultierenden 1-Punkt-
FFTs bitweise invertiert (Bit-Inversion), erhdlt man gerade die Binér-Darstellung
des Gitter-Index j des jeweiligen Funktionswertes. Der FFT-Algorithmus besteht
dann in einer sukzessiven gewichteten Addition der im Baumdiagramm Abb. 8.4
benachbarten Werte.’

Um den numerischen Aufwand abzuschéitzen, beachten wir, daff wir in jedem
Schritt N Werte berechnen miissen, zum Beispiel

Wooil™ + Wl + Whea'” + wigal (8.587)

Dazu benétigt man bei jeder Unterteilung O(N) Operationen, denn die Anzahl
der Summanden erhoht sich zwar mit der Tiefe der Unterteilung, aber in demsel-
ben Mafle nimmt die Zahl der Werte k, fiir welche man die Summen berechnen
mufB, ab (wegen der Periodizitdt des Ausdrucks). In dem Beispiel haben wir O(4)
Summanden, die Summe mufl man aber nur fiir N/4 k-Werte berechnen. Da wir
log, N Unterteilungen haben, betrdgt der Gesamtaufwand zur Berechnung von 1y,

Die immer wiederkehrenden Operationen kénnen auch durch das sogenannte Butterfly-
Diagramm symbolisiert werden.
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8.2. Fourier-Transformationen

/a\
/\ /M/k]\

OTO Wik OTl O]{O Wik %1 1T0 WAk 1T1 110 WAk 111

Uuo Uy Uz Ug U1l Uus u3 ur

Abbildung 8.4.: Baumdiagramm der Aufspaltung einer FFT fiir N = 8. Auf jeder Stufe
mufl man eine gewichtete Summe {iber die beiden Terme nehmen, die von der Stelle
verzweigen. Die Anzahl der k-Werte, fiir die man das machen muf}, halbiert sich aber mit
jeder Stufe. Die Ausgangsreihenfolge ergibt sich durch die Bin#rinversion des Gitterindex.

nur O(N log, N) Operationen. Dies muff mit den O(N?) Operationen fiir die DFT
verglichen werden.
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A. Algebraische Grundlagen

Die lineare Algebra ist fiir das numerische Rechnen essentiell. Daher sollen in diesem
Anhang die wichtigsten Regeln wiederholt werden. Das Kapitel hélt sich sehr eng
an das Buch von Golub and Ortega (1996).

A.1. Vektoren und Matrizen

Ein Spaltenvektor ist ein n-Tupel von reellen oder komplexen Zahlen

T
r=ux; = : . (A.588)
Tn
Der entsprechende Zeilenvektor ist ¥ = (w1, ...,2,). Der hochgestellte Index T

bezeichnet das Transponierte (s.u.). Eine m x n-Matrix ist ein Feld

All e Aln
Api o0 Apn

mit m Zeilen und n Spalten, wobei jedes Element A;; € R reell oder A;; € C
komplex sein kann. Die natiirlichen Zahlen m und n bezeichnen die Dimensionen
der Matriz. Ist m = n so heifit die Matrix quadratisch, ansonsten rechteckig.

Eine Untermatriz von A entsteht, wenn man irgendwelche Zeilen und/oder Spal-
ten der Matrix ersatzlos streicht. Ein Vektor kann als eine Matrix mit n = 1 aufge-
fait werden. Eine Matrix kann man auch als einen Zeilenvektor auffassen, dessen
Elemente aus Spaltenvektoren bestehen

Ali
A:(Xl,...,ffn), mit A= | : (A.590)
Ami

Gleichberechtigt konnen wir A auch als einen Spaltenvektor auffassen, dessen Ele-
mente aus Zeilenvektoren bestehen.

Die zu einer gegebenen Matrix A transponierte Matriz AT erhilt man, wenn
man die beiden Indizes vertauscht, d.h. wenn man Zeilen und Spalten miteinan-
der vertauscht. Dies ist gleichbedeutend mit einer Spiegelung der Matrix um die

Hauptdiagonale (Abb. A.1).
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A. Algebraische Grundlagen

Abbildung A.1.: Die Transponierte (rot) einer Matrix
(griin).

Damit ist
Bii=A4y ... Bin=A.
B=AT=A =4, = ; ; : (A.591)
By =A1,., ... Bun=A4mm
Dies gilt auch, wenn die Matrix komplex ist. Fiir komplexe Matrizen ist jedoch

neben der transponierten auch die konjugiert transponierte Matrixz von Interesse,
die durch Transponieren und Bilden des konjugiert Komplexen entsteht

A L Ar
AT = (AT = A5, = | : (A.592)
C LA

Hierbei bezeichnet * bei Zahlen das konjugiert Komplexe und { bei Matrizen das
konjugiert Transponierte.! Die konjugiert transponierte Matrix wird auch hermite-
sche konjugzerte Matriz oder adjungierte Matriz genannt.

% Eine Matrix A heiit symmetrisch, wenn A = AT ist, d.h. A;; =
Aj;. Nur eine quadratische Matrix kann auch symmetrisch sein.
Wenn A = Al bzw. A;; = A%, dann heifit die Matrix hermitesch

g
oder selbstadjungiert. Beispiele sind

1 3 1 7 1 1 1 21
39 =21 =8 1 9 -2 =8
P10 | w5 90 7 | (A9
Charles Hermite* 7 =8 0 i =21 8 7 0
1822-1901 (symmetrisch) (hermitesch)

1Zum Beispiel ist
1+2i 3\ /1-2 2+45i
2-5 4) ~\ 3 4 )

*Charles Hermite war franzosischer Mathematiker. Er arbeitete iiber Zahlentheorie, Algebra,
orthogonale Polynome und elliptische Funktionen und erzielte wichtige Ergebnisse iiber doppelt
periodische Funktionen und Invarianten quadratischer Formen. 1858 16ste er eine algebraische
Gleichung 5ten Grades mit Hilfe elliptischer Funktionen. Im Jahre 1873 bewies er, daf§ die
Eulersche Zahl e transzendent ist. Erst darauf aufbauend wurde 1882 die Transzendenz von m
von Carl Louis Ferdinand von Lindemann bewiesen.
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A.2. Operationen mit Vektoren und Matrizen

Eine quadratische n x n Matrix heiflt diagonale Matriz, wenn
nur die Diagonalelemente von Null verschieden sind, wenn also

All
A= el = ai5ij, (A594)
Ann

wobei 0;; das Kronecker Symbol ist, mit

Leopold ) .
Kronecker Sij = { L, falls i = j, (A.595)

1823-1891 0, falls i j.

Wichtige Matrizen sind auch die obere und untere Dreiecksmatriz. Bei diesen
n x n Matrizen sind entweder die Elemente oberhalb oder die Elemente unterhalb
der Hauptdiagonalen gleich Null. Es sind also

L Un ... U
L.,, ... Ly, Unn

A.2. Operationen mit Vektoren und Matrizen

Vektoren und Matrizen kénnen mit einer Zahl o multipliziert werden. Es gilt

AT aA11 . OéAln
ar = : und aA = : :

(A.597)

oz, oA, .. A,

Vektoren koénnen addiert und skalar multipliziert werden, wenn ihre Dimensionen
identisch sind. Fiir die Addition gilt

1+
Fig— - (A.598)
Tn + Yn

fiir die skalare Multiplikation (durch den Punkt - symbolisiert) gilt

e di e

Toy= Z Tl = LY = T1Y1 + ..o+ Tl (A.599)

i=1

Oft wird das Summenzeichen weggelassen. Dann gilt: Wenn zwei Indizes in einem
Produkt doppelt vorkommen (hier 7), dann mufl die Summe aller Produkte gebildet
werden, wobei ¢ von 1 bis n lduft. Dies nennt man auch Finstein-Konvention.
Matrizen konnen miteinander addiert werden, wenn alle entsprechenden Dimen-
sionen der beiden Matrizen gleich sind. Matrizen kénnen auch miteinander (skalar)
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multipliziert werden, wenn die Dimensionen der beiden Matrizen, iiber welche die
Summe gebildet werden muf}, gleich ist. Ist zum Beispiel A;; eine m x n-Matrix und
B;; eine n x [-Matrix, dann gilt

. Ay ... A By ... By
A-B= ZAiijk = AijBj, = | : S N :
j=1 Api .. A B,i ... By
YonABu oo >, AinBu Cyp ... Cy
=C= : : = : S, (A.600)
YonAwnBor oo D, AnnBu Co1 oo Cuy

Es wird also summiert iiber den Spaltenindex von A und den Zeilenindex von B.
Beide miissen identisch sein. Sonst ist das Skalarprodukt nicht definiert. Man erhélt
also ein m x [-Matrix C’ij.2

Fiir die Addition und Multiplikation von Matrizen gilt das Assoziativ- und Dis-
tributivgesetz. Das Kommutativgesetz gilt aber nur fiir die Addition von Matrizen,
nicht fiir die Multiplikation. Im allgemeinen ist

A-B#B-A, (A.601)

d.h. die Reihenfolge der Faktoren mufl bei Umformungen immer gleich bleiben.
Auflerdem gilt fiir die Transposition

(A+B)" =AT+BT  aber  (A-B)" =BT.AT (Reihenfolge!). (A.602)

A.2.1. Spezialfille

Ein Grenzfall der Matrix-Multiplikation tritt auf, wenn die beiden Matrizen A und
B die Dimension 1 x n und n x 1 haben. Dann gilt offensichtlich

Bl n
(A A - | 2 ] =D AiBs (A.603)
B, i=1

Dies ist nichts anderes als das normale Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren. Es
wird auch inneres Produkt genannt. Sind die Dimensionen umgekehrt n x 1 und
1 x n, dann ist

Al AlBl Aan

Ay A,B, ... A,B,

2Wir werden den Punkt () des Skalarprodukts immer ausschreiben um anzudeuten, daf§ die
Summe iiber einen Index zu nehmen ist. In anderen Publikationen wird der Punkt oft weggelas-
sen. Es ist aber iibersichtlicher, ihn beizubehalten, denn manchmal treten auch andere Produkte
auf, die anders gebildet werden (Kreuzprodukt oder dyadisches Produkt).
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Diese Produkt heiflt dyadisches Produkt. Das dyadische Produkt zweier Vektoren
wird bei uns dadurch angedeutet, daf§ kein Operator zwischen den Vektoren steht:
@b = C. Bei dieser Schreibweise ist es nicht sofort klar, ob es sich um einen Zeilen-
oder einen Spaltenvektor handelt. Alternativ kann man man anstelle von a- b schrei-
ben @Tb = o und fiir @b die Form @" = C unter weglassen des Punktes - verwenden.

A.3. Orthogonalitit und lineare Unabhangigkeit

Zwei Vektoren ¥ und g heiflen orthogonal, wenn ihr Skalarprodukt verschwindet,
d.h. wenn

Foj=> xy =0 (A.605)

Sie werden orthonormal genannt, wenn zusétzlich noch gilt ¥ - ¥ = ¢y -y = 1.
Ein System von Vektoren {Zi,...,Z,} heit orthogonal, wenn fiir alle i # j gilt
Z; - ; = 0. Falls sogar

L o |1, fallsi =y,

Ti Ty _{ 0, falls i # j, (A.606)
gilt, so bilden die Vektoren ein Orthonormalsystem.

Wenn man einen Satz von orthogonalen Vektoren hat, so kann man durch Ska-

lierung daraus einen Satz von orthonormalen Vektoren herhalten, wenn man alle

Vektoren auf die Lénge 1 normiert. Dies erreicht man durch Division des Vektors
# durch seine Linge (Eukilidische Norm) VT - & = \/x} + ... + 22. Der Vektor

(A.607)

besitzt dann die Lénge 1, denn /- 4 = 1. Fiir einen komplexen Vektor erhélt man
seine Lange durch v - z*.

Ein Satz von m Vektoren {¥y,...,Z,,} der Dimension n heifit linear abhdingig,
falls es Zahlen ¢; gibt, die nicht alle Null sind, so dafl

> i =0. (A.608)
=1

Anschaulich bedeutet dies, daf§ man (A.608) nach einem Vektor, dessen Vorfaktor
nicht verschwindet, auflésen kann. Es gibt dann gewisse Vektoren, die sich als ei-
ne Linearkombination aus den restlichen Vektoren darstellen lassen. Wenn jedoch
(A.608) nur dann erfiillt ist, wenn alle ¢; = 0 sind, dann heiflen die Vektoren Z;
linear unabhdngig.

Die Menge U aller Linearkombinationen einer Menge von m n-dimensionalen
Vektoren {Z1, ..., 7}, d.h.

U =span{@y,...,Tn} ={ca1@1 + ...+ e}, ¢ €R (A.609)
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bildet einen Unterraum des Raumes aller n-dimensionaler Vektoren. Fiir reelle Vek-
toren ist also U C R".

Sind die Vektoren {#y,...,7,,} linear unabhingig so hat der Unterraum
span{y, ..., Z,} die Dimension m. Dann bilden die Vektoren {Zi,..., %} eine
Basis des m~dimensionalen Raumes, im reellen Fall also des R™.

Eine wichtige Eigenschaft von Matrizen ist die Anzahl der linear unabhéngigen
Spaltenvektoren. Diese Zahl wird als Rang der Matrix bezeichnet. Man kann dann
zeigen, dafl auch die Zahl der linear unabhéngigen Zeilenvektoren gleich dem Rang
der Matrix ist. Wenn A eine m x n-Matrix ist und p die minimale Dimension
p = min{m,n}. Dann gilt Rang(A) < p. Falls Rang(A) = p besitzt die Matrix
A den wollen Rang.

A.4. Eigenschaften von Matrizen und Determinanten

A.4.1. Orthogonale Matrizen

Eine quadratische n x n Matrix heifit orthogonal, wenn gilt

AT . A=A.AT =1, (A.610)
wobei

| = diag(1,...,1) = (A.611)
1

die n-dimensionale Einheitsmatrix ist. Die Elemente des Produkts zweier n x n-
Matrizen bestehen aus den Skalarprodukten aller Zeilenvektoren der ersten mit
den Spaltenvektoren der zweiten Matrix. Die Zeilenvektoren der Transponierten
sind aber die Spaltenvektoren. Daher bestehen die Elemente von A" - A aus allen
Skalarprodukten der Spaltenvektoren von A untereinander und A-A" aus allen Ska-
larprodukten der Zeilenvektoren von A. Die Bedingung (A.610) ist dann identisch
mit der Forderung, dafl die Spalten- bzw. die Zeilenvektoren orthonormal sind.
Falls fiir eine komplexe Matrix mit orthonormalen Spalten (Zeilen) gilt

AT-A=A-AT =] (A.612)

wird die Matrix A unitdre Matrixz genannt.

A.4.2. Inverse Matrix

Durch eine Multiplikation mit der Einheitsmatrix | &ndert sich eine Matrix A nicht.
Offenbar gilt
A=1-A=A-1 (A.613)
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Die Einheitsmatrix kann auch als Matrix von Spaltenvektoren e; aufgefalit werden,
bei denen eine 1 in der i-ten Komponente erscheint und bei dem alle anderen
Komponenten Null sind (Einheitsvektoren). Damit ist

= (&, ...,é). (A.614)

A-Zi=¢, i=1,....n (A.615)

und nehmen an, dafi das Gleichungssystem fiir jeden Wert ¢ € {1,...,n} eine
eindeutige Losung besitzt. Wenn wir die jeweiligen Losungsvektoren ¥; als Spalten
einer Matrix X auffassen, lassen sich alle diese Gleichungssysteme zusammenfassen
und in der Form

A-X=I (A.616)

schreiben. Offenbar mufl dann X = A~! die zu A inverse Matriz sein. Die Inverse
wird als A=! geschrieben.
Um ein lineares Gleichungssystem

A-Z=b (A.617)

zu 16sen, konnte man mathematisch korrekt von links mit der Inversen A~! multi-
plizieren. Man erhélt dann die Losung

Z=A"1.b. (A.618)

In der Praxis ist aber die Berechnung der Inversen zu aufwendig und die Losung
des linearen Gleichungssystems erfolgt anders (sieche Kap. 2). Beachte, dafl im Spe-
zialfall einer orthogonalen Matrix (AT - A =1) die Inverse identisch mit der Trans-
ponierten ist: A=t = AT,

A.4.3. Determinanten

Determinanten von quadratischen n x n-Matrizen konnen im Prinzip mit der
Leibniz-Formel (siehe auch (1.5))

det A = Z SgIl(O’) Ala(l) Ano(n) (A619)
oESy
berechnet werden. Hierbei ist o eine Permutation von (1,...,n). Die Menge aller

derartigen Permutationen wird als S, bezeichnet und

(A.620)

sen(0) = 1, falls o eine gerade Permutation von (1,...,n) ist,
& | —1, falls o eine ungerade Permutation von (1,...,n) ist.
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Da die Anzahl aller Permutationen von (1,...,n) n! betrdgt, ist die Summe tiber
n! derartiger Produkte zu erstrecken. Fiir n = 2 gibt es nur die gerade Permutation
(1,2) und die ungerade Permutation (2,1), so daf

det A = A11A22 - A12A21. (A621)

Fiir n = 3 gibt es die 3! = 6 Permutationen (hier schon mit Vorzeichen geschrieben)
(1,2,3), —(1,3,2), —(2,1,3), (2,3,1), (3,1,2) und —(3,2,1) und wir erhalten
det A = Ay Agp Agz — A11 Ao Ao — Ao Aoy Agz + A1 Aoz Az + A1z Ao Azo — A3 Ao Asy .
(A.622)
Dies Ergebnis erhilt man auch aus der Entwicklung nach Unterdeterminanten.
Fiir Determinanten gelten die die folgenden Regeln:

1. Sind 2 Spalten oder Zeilen von A identisch oder ist eine Spalte
oder Zeile gleich Null, dann ist det A = 0.

2. Werden zwei Spalten oder Zeilen von A vertauscht, dann wechselt
det A das Vorzeichen.

3. Wird eine Spalte oder eine Zeile mit einer Zahl a multipliziert,
dann wird die Determinante mit o multipliziert. Dies bedeutet,

dafl det(aA) = " det A ist.
4. det AT =detA und det AT = (det A)".

5. Wird ein skalares Vielfaches einer Spalte (Zeile) zu einer anderen
Spalte (Zeile) addiert, so &dndert sich die Determinante nicht.

6. Fiir zwei n x n-Matrizen gilt det(A - B) = det A det B.

7. Die Determinante einer einer Dreiecksmatrix ist das Produkt der
Hauptdiagonalelemente, z.B. det U = Uyy ... Up,.

8. Sei A;; die (n—1)x (n—1)-Untermatrix von A; Die durch Streichen
der i-ten Zeile und j-ten Spalte aus A hervorgeht, dann ist

det A = Z Aij(=1)"* det Ay, fiir jedes i, (A.623a)
j=1

det A =" Ay(—1)"" det Ay, fiir jedes ;. (A.623b)
i=1

Dies ist nichts anderes als die Entwicklung einer Determinante
nach Zeilen bzw. Spalten. Die Unterdeterminante (mit Vorzei-
chen) (—1)"*7 det A;; wird Adjunkte von A;; genannt.
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A.4. FEigenschaften von Matrizen und Determinanten

A.4.4. Regulare Matrizen

Wenn also eine zu A inverse Matrix A~! existiert, dann gilt (A.616). Daraus erhalten
wir mit Hilfe der obigen Regel 4

det A det A™' =det | = 1. (A.624)

Daher darf fiir eine invertierbare Matrix die Determinante nicht verschwinden:
det A # 0. Eine invertierbare Matrix nennt man auch requlire Matriz. Ist eine
Matrix nicht regulér, wird sie singuldr genannt. Die folgenden Aussagen iiber eine
n x n-Matrix sind dquivalent:

1. A ist regular.

2. A1 existiert.

3. det A # 0.

4. Das lineare System A-Z = 0 besitzt nur die triviale Losung @ = 0.

5. Fiir jeden Vektor b besitzt das lineare System AZ = b eine ein-
deutige Losung.

6. Die Spalten (Zeilen) von A sind linear unabhéngig.
7. Rang(A) = n.

Wegen (A.610) und Regel 4 sind auch orthogonale Matrizen regulér; ihre Deter-
minanten verschwinden nicht.

A.4.5. Positiv und negativ definite Matrizen

Eine wichtige Rolle in der numerischen linearen Algebra spielt die Bedingung
fTA-T >0, fir ¥ # 0 und ¥ € R". (A.625)

Ein reelle Matrix, die diese Bedingung erfiillt, wird positiv definit genannt. Positiv
definite Matrizen sind regulir.?

3Wire die Matrix A nicht regulir, so géibe es nach Regel 4 eine nicht-triviale Losung # mit
A-Z = 0. Dies wiirde aber im Widerspruch zu (A.625) stehen. Beachte, daf} eine positiv definite
Matrix nicht unbedingt symmetrisch sein muf}. Die antisymmetrische Matrix

(& 2)

ist positiv definit.
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In dhnlicher Weise definiert man negativ definit fiir eine reelle Matrix als
ZTA-7 <0, fir ¥ # 0 und # € R". (A.626)

Falls in den Relationen (A.625) und (A.626) nur die schwicheren Bedingungen >
bzw. < gelten, heiflen die Matrizen positiv semi-definit bzw. negativ semi-definit.
Eine Matrix A ist positiv (negativ) definit, genau dann wenn ihr symmetrischer
Anteil positiv (negativ) definit ist. Um das zu sehen, zerlegt man die Matrix in
einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Anteil
1 1

A= S (A+AT) + S(A-AT) . (A.627)

TV TV
Sij, symmetrisch  C};, antisymmetrisch

J/ J/

Wegen Cj; = —C}; gilt
fT . C . .f = xiC'Z-jxj = —.TiCji.CL’j = —SL’]'CJ‘Z'.’L'Z‘ = 0. (A628)

Damit ist .
fT-A-f:fT-S-fzafT-(A+AT)-5. (A.629)

Fiir eine reelle und symmetrische Matrix A sind die folgenden Aussagen dquiva-
lent:

e A ist positiv definit,
e alle Eigenwerte von A sind positiv,
e alle Hauptunterdeterminanten von A sind positiv.

Ist eine N x N Matrix reell und symmetrisch, dann kann man sie in der speziellen
Form

A=G-G" (A.630)

schreiben, wobei G € RV*Y eine eindeutig bestimmte untere Dreiecksmatrix ist, die

positive Diagonalelemente besitzt. Diese Zerlegung wird auch Cholesky-Zerlegung
genannt. Diese Zerlegung spielt eine grole Rolle in der Losung linearer Gleichungs-
systeme.

A.5. Eigenwerte

Eigenwertprobleme stellen eine wichtige Problemklasse dar und tauchen vielen tech-
nischen Zusammenhéngen auf (zum Beispiele bei der Bestimmung vor Resonanz-
frequenzen von elastischen Strukturen und der zugehorigen Schwingungsformen).
Ein gewohnliches Eigenwert Problem fiir eine gegebene quadratische n x n-Matrix
A lautet

A-F =\ (A.631)
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A.5. Eigenwerte

Die Aufgabe besteht darin, komplexe Zahlen A (FEigenwert) komplexe Vektoren &
(Eigenvektor) zu finden, so dafl (A.631) erfiillt ist. Man sucht dabei nicht-triviale
Losungen « # 0, denn fiir & = 0 ist die Gleichung immer und fiir beliebige Werte
von A erfiillt. Nicht-triviale Eigenvektoren sind nur bis auf einen unbestimmten
skalaren Faktor bestimmt. Die Menge alle Eigenwerte {\;} einer Matrix A wird
auch Spektrum von A genannt. Die Menge aller Eigenvektoren {Z;} von A wird
Eigensystem genannt.

Das Eigenwertproblem (A.631) kann man auch als homogenes lineares Problem

schreiben

(A=A -Z=0. (A.632)
Oben hatte wir fiir reguldre Matrizen A gesehen, dafl A - ¥ = 0 nur die triviale
Losung @ = 0 besitzt < det A # 0 ist. Die Negation besagt, daBl mindestens eine
nichttriviale Losung # # 0 existiert < det A = 0. Ubertragen auf das Eigenwert-
problem (A.632) bedeutet dies, dafl es mindestens einen nichttrivialen Eigenvektor
geben muf}, genau dann wenn

det (A — Al) = 0. (A.633)

Dies wird auch Ldsbarkeitsbedigung des homogenen linearen Systems (A.632) ge-
nannt. Die Determinante ist ein Polynom n-ten Grades in A. Man nennt dieses Po-
lynom das charakteristische Polynom. Die Eigenwerte A sind danach die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms. Als Beispiel betrachten wir eine 2 x 2-Matrix.
Dann haben wir

All —A A12

det (A — Al) = det ( Ay Ay — A

) = (A1 — \) (Ags — \) — AppAgr. (A.634)

Wie man sieht, ergeben sich die méglichen Werte von A in diesem Fall als Nullstellen
eines Polynoms zweiten Grades in A.

Aus der Algebra ist bekannt, dafl ein Polynom vom Grade n genau n Wurzeln
(Nullstellen) besitzt, die reell oder komplex sein kénnen. Die Wurzeln miissen nicht
alle verschieden sein. Tritt eine Wurzel mehrfach auf, so sagt man, dafl der entspre-
chende Eigenwert entartet ist.*

A.5.1. Eigenwerte und Determinante

Da die Determinante det (A — Al) das charakteristische Polynom ist, welches die
Eigenwerte \; als Wurzeln hat, kénnen wir schreiben

det (A=Al)= (A1 =) ...(\, = A). (A.635)
Wenn wir in dieser Gleichung A = 0 setzen, erhalten wir die wichtige Beziehung

det A= Ap... A (A.636)

4Die Einheitsmatrix | besitzt nur den Eigenwert A = 1, der aber n-fach entartet ist. Jeder Vektor
ist ein Eigenvektor von |. Falls man die Eigenvektoren auf 1 normiert und orthogonal wéhlt,
besteht das Eigensystem aus den n Einheitsvektoren.
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Die Determinante einer Matrix ist gleich dem Produkt ihrer Eigenwerte. Daran
erkennt man sofort, dal die Determinante von Null verschieden ist, genau dann
wenn alle Eigenwerte von Null verschieden sind. Ist nur ein Eigenwert Null, so ist
auch die Determinante Null. Bezogen auf die oben betrachtete Regularitéit einer
Matrix kénnen wir damit feststellen:

Eine reelle oder komplexe n x n-Matrix A ist genau dann regulér, wenn
alle ihre Eigenwerte \; # 0 von Null verschieden sind.

A.5.2. Eigenwerte spezieller Matrizen
Eigenwerte der Transponierten

Wegen
det (A — Al) = det (A — AI)" = det (AT — \I) =0 (A.637)

besitzt AT dieselben Eigenwerte wie A. Die Eigenvektoren von AT sind aber im
allgemeinen verschieden von denen von A. Mit der Existenz von Eigenvektoren von

AT, d.h. aus

AT 7 = )\F (A.638a)
folgt durch Transponieren
(AT 2)" = \Z" (A.638b)
bzw.
it A =T (A.638c)

Hierbei ist zu beachten, dafl T ein Zeilenvektor ist. Wenn man sich nicht sicher ist,
kann man die Umformungen auch unter Verwendung der Indexnotation durchfiih-

1"811.5

Eigenwerte von Dreicksmatrizen

Da die Determinante einer Dreicksmatrix oder einer Diagonalmatrix einerseits aus
dem Produkt der Diagonalelemente besteht und andererseits das Produkt der Ei-
genwerte ist, stehen die Eigenwerte bei diesen speziellen Matrizen auf der Diagonale.

5

Z A%l’l = )\J}j = Z Ajixi = )\acj = ZA]TT%ZT = )\,T]T = ZAUJ};T = )\JJJT
i i A i
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A.5. Eigenwerte

Eigenwerte der Inversen

Fiir reguldre Matrizen A kann man einen Zusammenhang herstellen zwischen deren
Eigenwerten A und denjenigen der Inversen A~!. Denn mit A - ¥ = A7 folgt dann
durch Multiplikation von links mit A~}

1
F=A"1-A.-F=)A1.7F = A*1~fzxf. (A.639)

Die Eigenwerte der Inversen sind also die inversen Eigenwerte und die Eigenvektoren
von A~! sind identisch mit denjenigen von A.

Eigenwerte symmetrischer Matrizen

Eigenwerte reeller Matrizen konnen reell oder komplex sein. Dies ist klar, wenn man
daran denkt, dafl das charakteristische Polynom mit reellen Koeffizienten durchaus
komplexe Wurzeln haben kann. Wenn ein Eigenwert einer reellen Matrix komplex
ist, dann ist es auch der zugehorige Eigenvektor.

Wir betrachten nun eine reelle symmetrische Matrix. Fiir sie gilt AT = A. Wenn
wir nun die Eigenwertgleichung (A.631) fiir A von links mit dem adjungierten (trans-
ponierten und konjugiert komplexen) Vektor &' multiplizieren, erhalten wir

Az =27 7= )7 (A.640)
N~
>0
Da
@ -A-2) =2t A @ =2 Az (A.641)

ist die linke Seite von (A.640) reell. Da auch 7T - # € R, muf3 A reell sein. Also gilt:

Eine symmetrische reelle Matrix hat reelle Eigenwerte. Man kann dann
auch die Eigenvektoren reell wéahlen.

Entscheidend fiir die reellen Eigenwerte war, da AT = A ist. Derartige Matrizen,
die komplex sein diirfen, nennt man selbstadjungiert. Allgemein gilt, daf§ selbstad-
jungierte Matrizen reelle Eigenwerte besitzen.

Eine Matrix heifit schiefsymmetrisch (skew-symmetric), wenn gilt AT = —A.
Dann gilt fiir eine reelle schiefsymmetrische Matrix

(@A) =z A @) = -t Az (A.642)
Mit (A.640) ist dann
—A-7Z=\7, (A.643)
also A = —\*. Dies bedeutet aber, dafl A rein imaginér ist.
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Eine schiefsymmetrische reelle Matrix hat rein imaginére Eigenwerte.

Sei A eine symmetrische positiv definite Matrix (siehe (A.625)) und A ein Eigen-
wert mit zugehorigem Eigenvektor, dann ist

A=———7>0. (A.644)
Wir folgern
Alle Eigenwerte einer positiv definiten symmetrischen Matrix sind po-
sitiv.
Auflerdem kann man zeigen:

Die Eigenwerte einer reellen symmetrischen n x n-Matrix sind genau
dann

e positiv, wenn A positiv definit ist,
e nicht negativ, wenn A positiv semi-definit ist,
e negativ, wenn A negativ definit ist,

e nicht positiv, wenn A negativ semi-definit ist,

A.5.3. Ahnlichkeitstransformationen

Unter einer Ahnlichkeitstransformation einer Matrix A — B versteht man eine
Transformation der Form

B=P-A.-P (A.645)

mit Hilfe einer reguliiren (daher invertierbaren) Transformationsmatrix P. Die Ahn-
lichkeitstransformation spielt eine Rolle bei einer beliebigen Koordinatentransfor-
mation ¥ — @ = P - Z. Denn wenn man von dem Problem

A-T=¢ (A.646)

ausgeht, erhélt man das transformierte System B -2’ = &, indem man (A.646) von
links mit P multipliziert und die Identitéit | = P~P einfiigt

—
P-A-Pl.P.Z=P.¢ (A.647)
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A.5. Eigenwerte

Eine wichtige Eigenschaft der Ahnlichkeitstransformation ist es, daff sich die Eigen-
werte nicht #indern. D.h. B = P - A . P71 besitzt dieselben Eigenwerte wie A, denn
das charakterisitische Polynom ist identisch

det (A — Al) = det (P - P~") det (A — Al) = det P det (A — Al) det P~
=det (P-A-P~" = Al) = det (B—\l). (A.648)

Obwohl die Eigenwerte unverdndert bleiben, #ndern sich die Eigenvektoren! Sie
transformieren sich wie alle Vektoren durch Multiplikation mit P.

A.5.4. Hauptachsentransformation (Diagonalisierung)

Die Ahnlichkeitstransformation kann man ausnutzen, um ein lineares Problem A -
# = ¢in eine Form zu bringen, in der die Matrix einfacher (am besten diagonal) ist.
Dies gelingt, wenn die n x n-Matrix n linear unabhéngige FEigenvektoren 7; besitzt.
In diesem Fall bildet man die Transformationsmatrix P als Zeilenvektor bestehend
aus den Eigenvektoren

P:=(71,...,7,). (A.649)
Dann wird
A-P=A-(Z,....,%,)=(A-71,....,A-Z,) = (MT1, ..., \uTp)
= (Z4,...,%,)-D=P-D, (A.650)
wobel
D =diag (A1, ..., \n) (A.651)

eine Diagonalmatrix ist, auf deren Diagonale genau die Eigenwerte stehen. Damit
a8t sich A darstellen als
A=P.-D-P . (A.652)

Die Matrizen A und D sind also dhnlich. Die Koordinatentransformation (A.649)
erlaubt es also die Matrix A zu diagonalisieren.

A.5.5. Jordan-Normalform

Wenn eine n x n-Matrix weniger als n linear unabhéngige Eigenvektoren besitzt,
dann kann man zeigen, dafl gewisse FEigenwerte mehrfach auftreten (Multiplizitéat
von Eigenwerte). Die Umkehrung gilt nicht: Es kann ndmlich sein, daf§ Eigenwerte
mehrfach auftreten, obwohl alle n Eigenvektoren linear unabhéingig sind (Beispiel:
). Ein einfaches Beispiel fiir eine Matrix, die keine n linear unabhéngigen Eigen-

vektoren besitzt ist
11
A= (O 1) . (A.653)

Denn der Eigenwert \;o = 1 ist 2-fach entartet und der einzige Eigenvektor ist
(1,0)™. Daher Lt sich A nach (A.653) nicht diagonalisieren.
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A. Algebraische Grundlagen

Allgemein ist es aber moglich, jede m x n-Matrix durch
eine Ahnlichkeitstransformation auf die sogenannte Jordan-
Normalform zu bringen (ohne Beweis)

A Oy
Ao 09
J= ) (A.654)
51171
Marie Ennemond A
Camille Jordan "
1838-1922 Hierbei sind \; die Eigenwerte und §; € {0, 1}, wobei
I R A Y V|
0; = { 0 & A £ A (A.655)

Hierbei kann man die Figenwerte, die entartet sind, allesamt in sogenannte Jordan-
Blocke zusammenfassen. In dem Beispiel

4 1
4 1
4

J= i1 (A.656)

4.2
-9

sind die Jordan-Blocke rot dargestellt. Der Eigenwert \; = 4 ist dreifach und der
Eigenwert A3 =1 ist 2-fach entartet. Oft wird dann die Form

Ji
J= - (A.657)
Jp

gewihlt, wobei p < n und die Block-Matrizen J; aus Jordan-Bocken bestehen mit
identischer Diagonale (Eigenwerte) und Einsen auf der ersten Nebendiagonale. Man
sieht nun, dafl das Beispiel (A.653) aus einem kleinen Jordan-Block besteht.

A.5.6. Transformation auf eine Dreiecksmatrix

Die Jordansche Normalform ist von theoretischer, aber nicht von grofler praktischer
Bedeutung. Aus numerischen Griinden ist es wiinschenswert, mit unitédren oder
orthogonalen Matrizen zu arbeiten.

Mit unitdren oder orthogonalen Matrizen kann man eine Matrix nicht immer auf
eine Diagonalform bringen. Man kann sie aber auf Dreiecksmatrizen transformieren.
Es gilt (ohne Beweis)
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A.5. Eigenwerte

Satz von Schur: Fiir jede beliebige n x n-Matrix A existiert eine unitére
Matrix U (dann ist U~! = UT, siehe (A.612)), so daB

U-A-Ul=U-A- U =T, (A.658)

wobei T eine Dreiecksmatrix (triangular matriz) ist.
Fiir orthogonale Transformationen gilt

Satz von Murnaghan-Wintner: Fiir jede beliebige n x n-Matrix A exi-
stiert eine orthogonale Matrix P (dann ist P~1 = PT| siehe (A.610)),

so daf
P.A-P'=P.A-PT=T, (A.659)
wobei
Tnw ... Tin
T= : (A.660)
Trm

eine m xm Dreiecksmatrix ist (m < n), die aus 1 x 1- oder 2 x 2-Blocken
besteht.

Beim Satz von Schur sind die Diagonalelemente von T iden-
tisch mit den Eigenwerten von A, da U eine Ahnlichkeitstrans-
formation ist. Wenn A reell ist und komplexe Eigenwerte hat,
so bendtigt man zu dieser Ahnlichkeitstransformation komplexe
Transformationsmatrizen U.

Will man nur mit reellen orthogonalen Transformationsmatri-
zen arbeiten, so stellt der Satz von Murnaghan-Wintner sicher,
daB es eine Transformation gibt, welche eine reelle Matrix A bei-
nahe in eine Dreiecksmatrix iiberfithrt. Die reellen Eigenwerte
von A stehen dann in den 1 x 1-Bocken von Tj;. Die 2 x 2-Blocke
von Tj; besitzen dann je einen Satz konjugiert-komplexer Eigenwerte, die mit den
konjugiert-komplexen Eigenwerte von A {ibereinstimmen.

Issai Schur
1875-1941

A.5.7. Singuldrwertzerlegung

Wenn man nur orthogonale oder unitire Ahnlichkeitstransformationen verwenden
mochte, um A in eine einfachere Gestalt zu bringen, so geben die obigen Sétze von
Schur und von Murnaghan-Wintner die einfachsten allgemeinen Formen an, auf
welche man A transformieren kann.

Wenn man jedoch auf eine Ahnlichkeitstransformation verzichtet, kann man jede
reelle Matrix mittels zweier orthogonaler Matrizen auf Diagonalform bringen. Nur
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stehen auf der Diagonale der Diagonalmatrix dann eben nicht mehr die Eigenwerte.
Man nennt dies Singulirwertzerlegung (SVD).0

Singuldarwertzerleqgung: Fiir jede reelle Matrix A gibt es orthogonale
Matrizen U und V (also mit U™' = UT und V=1 = V1), so daB

A=U-D-V (A.661)

mit D = diag(oy, ..., 0,) wobei fiir alle 7 gilt o; > 0.

Die Groflen o; werden Singuldrwerte von A genannt. Der Zusammenhang zwischen
den Singulidrwerten von A und gewissen Eigenwerten ergibt sich aus AT - A

AT A=VT.D.UT-U-D-V=VT.D2.V. (A.662)
|

Die rechte Seite stellt eine Ahnlichkeitstransformation dar, und zwar von AT - A.
Das Quadrat D? = D-D ist, wie auch D, diagonal. Auf der Diagonale von D? stehen
die Quadrate o7 der Singuldrwerte von A. Daher sind die o7 die Eigenwerte von
AT . A.

Man kann zeigen, daf§ die Anzahl der nicht-verschwindenden Singulérwerte gleich
dem Rang der Matrix ist. Auch l&8t sich die Singuldrwertzerlegung auf komplexe
Matrizen erweitern. Dann sind U und V unitédr. Die Singuldrwerte o; bleiben aber
reell.”

A.6. Normen

Um Vektoren miteinander vergleichen zu konnen, benétigt man ein Mafl. Wir be-
zeichnen das Maf} eines Vektors & als Norm ||Z||. Dieses Maf sollte sinnvollerweise
die folgenden Eigenschaften besitzen

|Z|| >0, fiir alle & und ||0]] = 0, (A.663a)
|aZ]| = |af||Z]], fiir alle (A.663Db)
|2+ gl < ||Z]] + ||7]l, fiir alle Z und ¥. (A.663c)

Die Eigenschaft (A.663c) heifit Dreiecksungleichung.

6 Singular Value Decomposition.

"Motiviert durch den Ausruf von George Forsythe (1917-1972): "Will somebody please figure out
how to compute the pseudo-inverse of a matriz?’ entwickelte Gene Golub 1965 einen stabilen
Algorithmus zur Berechnung der Singuérwert-Zerlegung (SVD). Dieser hat sich zu einem der
niitzlichsten Algorithmen der Numerik entwickelt.
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Die bekanntest Norm ist die Fukilidische Norm (lo-Norm)

(A.664)

172 =

Sie ist ein Spezialfall einer sogenannten [,-Norm

n 1/p
1], = (Z |$f|> ,  peER (A.665)
i=1

Im Grenzfall p — oo erhilt man die Mazimumnorm I,

Euclid von
Alexandrien
ca. 325-265 v.Ch.

n 1/p
I A |
[#loc = Tim (2 o} I) = max o] (A.666)

In diesem Fall iiberlebt nur die Komponente von Z mit dem grofiten Betrag.
Neben der Vektor-Norm ist auch die Matriz-Norm von Bedeutung. Sie wird de-

finiert als A7
1AL = max AT a7 (A.667)

40 |7 1z =1

Geometrisch kann die Matrix-Norm gedeutet werden als die grofite Lange, die A - 7
mit ||Z]| = 1 annehmen kann.
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B. Bemerkungen zur
GauB-Quadratur

Eine streng mathematische Ableitung der GauB-Quadratur kann man in Freund
et al. (2007) finden. Hier soll nur kurz gezeigt werden, daf} die GauB-Quadratur

/ w(@) (@) de = Y af (@) (B.663)

1

fiir jedes Polynom m-ten Grades f(z) = p(x) mit m < 2n — 1 exakt ist.
Um dies zu zeigen, setzen wir voraus, dafl die Gewichte a; definiert sind durch
das lineare Gleichungssystem

- N _ ) (polpo), falls k=0,
lek(xz)az - { 0, falls £=1,2,...,n—1, (B.669)

wobei pi(x) ein orthogonales Polynom vom Grade k ist und

1

(f()lg(x)) =/ w(x) f(x)g(x) dz (B.670)

-1

das zugehorige Skalarprodukt mit Gewichtsfunktion w(x). Wir betrachten nun die
allgemeine Darstellung eines beliebigen Polynoms der Ordnung m < 2n — 1 in der
Form

p(x) = pn(2)q(z) + 7(2), (B.671)

wobei p,(z) ein orthogonales Polynom vom Grade n ist und

q(x) = iakpk(x) und r(z) = iﬁkpk(x) (B.672)
k=0 k=0

Wenn wir dieses allgemeine Polynom p(z) von Grade m < 2n—1 mit der Gewichts-
funktion w(z) integrieren, erhalten wir einerseits

/_ w(@)p(z) dz "= (pa(2)q(x) + r(2)[po) = (pal)la(x)) + (r(x)]po)

1
=0

= (r(@)[po) = o (polpo) - (B.673)
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Der Term (p,(z)|q(z)) = 0 verschwindet, weil ¢(x) vom Grade n — 1 ist und damit
orthogonal zu dem orthogonalen Polynom n-ter Ordnung p,(x). Andererseits gilt
wegen (B.669)

n

Z a;ip(x;) Pn(z)=0 Z a;r(z;) = Z a; (i @cpk(x)) = 2 B (Z asz(@)

i=1 k=

= Bo (polpo) - (B.674)

Mit (B.673) und (B.674) ist

[ v de =3 ae), (B.675)

1 i=1

fiir jedes Polynom p(x), das hochstens vom Grade 2n — 1 ist. Damit ist die Behaup-
tung bewiesen.
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C. Koeffizienten der

A-Orthogonalisierung fiir das
CG-Verfahren

Um zu zeigen, daB fast alle Koeffizienten §,.1; (7.533) in (7.532) verschwinden,
sind ein paar Vorbetrachtungen notig. Zunéchst ist es niitzlich den Fehlervektor €
der Iteration zu definieren. Mit e = #* — ™, wobei #* die exakte Losung des
linearen Problems ist, gilt

A-d@™ = A7 A7 = — A7 = 5 (C.676)
b

Wenn man nun zu Beginn der Rechnung den Fehler durch die konjugierten Rich-
tungen darstellt

N—-1
e =N "5p\, (C.677)
j=0
dann folgt
N-1
P AL ED =N 5 ALY = 6,50 A ™ (C.678)
j=0

Damit ergibt sich, daf§ der Fehler nur in dem Komplement des Krylov-Raumes
V, = span{p® ... "V} lebt

e = =) §pY. (C.679)

Hieraus folgt wiederum, daf das Residuum p(™ senkrecht ist zu V,, denn fiir i < n
gilt

N—-1
PO o = gD A = N0 AL D) =, (C.680)
i=n o, fir i<j
=0, fir <y

Damit kénnen wir zeigen, dafl Koeffizienten f3,,11; fiir [ < n verschwindet. Es reicht,
den Zihler von (7.533), p¥ - A~ p"*1) zu betrachten. Dazu gehen wir aus von

FH+D)

A =50 — DA 5O (C.681)
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C. Koeffizienten der A-Orthogonalisierung fiir das CG-Verfahren

Damit gilt
Sl D — Gt (ﬁ(l) — oA ‘ﬁ(l)) = ) 50 qO ) AL 5D (C.682)

Fiir den Zahler von (7.533) folgt also

) . A _ D) . 1)
A AL = P P (g P (C.683)
«

Fiir [ < n verschwindet der erste Summand im Zahler, weil o™ € V, und p™ L V,.
Der zweite Summand, und damit die gesamte rechte Seite verschwindet fiir [ < n.
Fiir [ = n verbleibt lediglich

St . Gt )
—

A AL = (C.684)

aln

Dies sollte derselbe Term wie in (7.534) sein.
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