
3. Der Tragflügel endlicher Streckung

d~l′ → d~l und ~r − ~r′ → −~r)

d~l =
rdϕ

sinϕ
~ex und ~r =

a

sinϕ
~er. (3.14)

Desweiteren gilt mit mit ~er = cosϕ~ex + sinϕ~ey

~r × d~l =
a

sinϕ

rdϕ

sinϕ
~er × ~ex
︸ ︷︷ ︸

(−~ez) sinϕ

r=a/ sinϕ
= − a2dϕ

sin2 ϕ
~ez. (3.15)

Aus (3.13) erhält man dann mit ~r − ~r′ → −~r

~u = − Γ

4π
~ez

∫ ϕ2

ϕ1

sin3 ϕ

a3
︸ ︷︷ ︸

r−3

a2

sin2 ϕ
dϕ = − Γ

4πa
~ez

∫ ϕ2

ϕ1

sinϕdϕ = − Γ

4πa
(cosϕ1 − cosϕ2)~ez.

(3.16)
Für einen unendlich langen Wirbelfaden ist ϕ1 = 0 und ϕ2 = π und man erhält für
die induzierten Geschwindigkeit

~u = w~ez = − Γ

2πa
~ez. (3.17)

Dieses Ergebnis ist konsistent mit dem Geschwindigkeitsfeld eines Potentialwirbels
(2.32). Für einen einseitig unendlich langen Wirbelfaden mit ϕ1 = 0 und ϕ2 = π/2
ergibt sich im Ursprung (x, y) = (0, 0)

w = − Γ

4πa
. (3.18)

3.2. Wirbelsystem eines Tragflügels endlicher, großer

Streckung

Wenn man die Rotation der Eulergleichung bildet, erhält man mit ∇×∇p = 0 und
unter Beachtung der Vektoridentität3 ~u · ∇~u = 1

2
∇~u2 − ~u× ~ω

∂~ω

∂t
+∇×

(
1

2
∇~u2 − ~u× ~ω

)

=
∂~ω

∂t
−∇× (~u× ~ω) (3.19)

Entwicklungssatz
=

∂~ω

∂t
− [~u(∇ · ~ω)− ~ω(∇ · ~u)− ~u · ∇~ω + ~ω · ∇~u]

=
∂~ω

∂t
+ ~u · ∇~ω − ~ω · ∇~u =

d~ω

dt
− ~ω · ∇~u = 0. (3.20)

3Dies sieht man folgendermaßen:

~u× ~ω = ǫijkujωk = ǫijkǫklmuj∂lum = ǫijkǫlmkuj∂lum = (δilδjm − δimδjl)uj∂lum

= uj∂iuj − uj∂jui =
1

2
∂iujuj − uj∂jui; �.
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