Kapitel 4

Diunne Reibungsschichten

4.1 Laminare, selbstidhnliche Grenzschichten (ebenes
Problem).

Ausgehend von der reibungsfreien Potentialstromung soll durch Ubergang auf reale,
reibungsbehaftete Stromungen,welche die Haftbedingung an einer Korperoberfliche er-
fiillen, die Grofenordnung der sich ausbildenden Reibungsgrenzschicht ermittelt werden.
Durch Einfiihrung geeigneter dimensionsloser Grofen ermittle man aus den Grund-
gleichungen (inkompressibel) im Grenzfall Re — oo die Grenzschichtgleichungen mit
dementsprechenden Randbedingungen. Unter welchen Bedingungen sind die Grenz-
schichtprofile selbstdhnlich? Fiir selbstdhnliche Grenzschichten bestimme man die Ver-
dréngungsdicke 0* und den lokalen Reibungsbeiwert ¢, und spezialisiere die Ergebnisse
fiir die einseitige Plattenstromung.

4.1.1 Grundgleichungen

Voraussetzungen: konstante Stoffwerte, ebene, inkompressible Strémung.

Grundgleichungen
(7 bedeutet dimensionsbehaftete Grofe)
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Abschitzen der Grenzschichtdicke ¢ aus Dimensionsbetrachtungen
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Nach dem Einfiihrung der dimensionslosen Grofsen ,, Grenzschichtkoordinaten”
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wobei mit Lp eine charakteristische Bezugslinge, Re = Usle/; —die Reynoldszahl, Us
eine geeignete Bezugsgeschwindigkeit, p die Dichte, 7 = #/; die kinematische Zahigkeit,
p der Druck und mit dem Index ’B’ Bezugsgrofen bezeichnet werden, ergeben sich die
Grundgleichungen zu
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Unter Grenzschichtnéherung erster Ordnung versteht man nun den iibergang Re — oo.
Die sich daraus ergebenden Grenzschichtgleichungen lauten
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Die zugehorigen Randbedingungen sind die Haftbedingung an der Wand

y=0: u=v=0,
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und die Anpassungsbedingung am Grenzschichtrand an die reibungsfreie Auffenstrémung

lim u(x,y) = %ii% U(x,Y) =Uy(z) .

Y—00

Dabei wird mit U(z,Y") die Geschwindigkeitsverteilung der reibungsfreien Aufsenstro-
mung um den betrachteten Korper, mit U, (z) der daraus resultierenden Wandgeschwin-
digkeit an der Korperoberfliche Y = 0 und mit Y die ungestreckte Koordinate senkrecht
zur Korperoberfliche bezeichnet. Die dimensionslose Form der Bernoulli-Gleichung lie-
fert den Zusammenhang zwischen dem der Grenzschicht aufgepragten Druckgradienten
und der Wandgeschwindigkeit

Uz (x) d dp du,,
5 + p(z) = const o — o= —UwE :

Stromfunktion .
Die dimensionsbehaftete Stromfunktion ¢ (Z, §) hat die bekannte Eigenschaft

so gilt

wx:_v7 wy:u'

Das Einfithren der Stromfunktion in die Grenzschichtgleichungen liefert

MB ¢yx_¢:1:y:0>
dU,
IBx ... Yyye — Uutby, — Uwﬁ — Pyyy =0.

Im folgenden wird der Frage nachgegangen, unter welchen Bedingungen die Geschwin-
digkeitsprofile in der Grenzschicht geometrisch dhnlich sind.
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Ahnlichkeitslésung

Mit dem Ansatz ba.y)
Yy x,y

wobei mit (2, y) die sog. Ahnlichkeitsvariable und &(z) die Grenzschichtdicke bezeichnet
werden und f(n) die Rolle der Stromfunktion iibernimmt, wird
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Fiir die Impulsbilanz in Stromungsrichtung ergibt sich damit
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Selbstahnlichkeit liegt nur dann vor, wenn A = const und B = const gilt. Die Stromfunk-
tion f ist dann, wie gewiinscht, ausschlieklich eine Funktion der Ahnlichkeitsvariablen
71, und die Impulsbilanz reduziert sich auf eine gewdhnliche Differentialgleichung. Keil-
stromung

Was bedeuten die Bedingungen A = const und B = const fiir die mogliche Form der
Wandgeschwindigkeit U, (x) und der Grenzschichtdicke §(x)?
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Eine wichtige Losungsklasse sind die sog. Keilstromungen, fiir sie gilt folgender An-
satz
Uy(x) =2, 6(x)=Cua"™, C, = const.
Damit gilt
2 2n, _ m—1 1 —m
B =const: Crx*"mx =const — 2n+m-1=0 — n=-—,
2

A=const: ™" 1C2(n+m)=const=1 gewdhlt — C,=4/——,
m—+1

d.h. falls die Wandgeschwindigkeit aus der Potentialtheorie durch eine Potenzfunktion
Uy(x) = 2™ beschrieben wird, ergibt sich die entsprechende Reibungsgrenzschichtdicke
zu

2 1-m
oz)=4/——ax 2 .
@ =\
Die Impulsgleichung reduziert sich auf die Falkner-Skan-Gleichung
2
FUASF B ) =0, B=
1+m’

mit den Randbedingungen
n=0: f(0)=f(0)=0 (Haftbedingung),
n—oo: fl(oo)=1 (Anpassungsbedingung) .

Fiir praktische Rechnungen sind die Verdringungsdicke 6* und der lokale Reibungsbeiwert
c; von Bedeutung. Es ist

5*(@:7(1—%) dy=5(w)7[1—f'(77)] d = 6(x)br

die dimensionsbehaftete Verdrangungsdicke ergibt sich daher zu
- “(2)L
VRe

Die Wandschubspannung T,, errechnet sich aus
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und der lokale Reibungsbeiwert daraus zu

Tw(x) 2 Ou 2Uw(x)f”(0).

di(z) = —= = — ZXw\H)J Y
(@) psU%/2  VRe Oyl §(z)VRe
wyy:Uwa”(n)

Die Verdrangungsdicke wird z.B. fiir die Korrektur der reibungsfreien Aufsenstromung
bendtigt (hierarchisches Konzept der Grenzschichtrechnung, Grenzschichttheorie hohe-
rer Ordnung) und der Reibungsbeiwert zur Berechnung des Reibungswiderstandes, den
der betrachtete Korper in der Stromung erfahrt.
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Geschwindigkeitsprofile einiger Falkner-Skan-ahnlichkeitslosungen.
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Schubspannungsverteilung einiger Falkner-Skan-ahnlichkeitslosungen.
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Stromungstyp g m 17(0) b1
Abloseprofil | -0.1988 | -0.090 0 2.3586
ebene Platte 0 0 0.4696 | 1.2168

Keilstromung 0.1 1/19 | 0.5870 | 1.0803
7 0.2 1/9 | 0.6867 | 0.9842

K 0.3 3/17 | 0.7748 | 0.9110

7 0.4 1/4 | 0.8544 | 0.8526

7 0.5 1/3 |0.9277 | 0.8045

K 0.6 3/7 10.9958 | 0.7640

K 0.7 7/13 | 1.0598 | 0.7291

7 0.8 2/3 | 1.1203 | 0.6987

" 0.9 9/11 | 1.1777 | 0.6718
Staupunkt 1 1 1.2326 | 0.6479

Zusammenstellung einiger Daten fiir Falkner-Skan Ahnlichkeitsstromungen.

Plattengrenzschicht:

Uw:UB:const. - Uy,=1 — m=0,=0

. 17208 Up i
5(x) =2z, 6 =+v22-12168 =1.7207vz — & = JRe. Uy Re= DBBx
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