Kapitel 2

Ebene, kompressible Stromung

2.1 Wellige Wand.

Es sind die Geschwindigkeitsstérungen in einer Stromung iiber einer welligen Wand fiir
y > 0 zu bestimmen. Die Wand sei durch die Funktion y,,(z) = 7sin(27z) gegeben, der
,Dickenparameter” 7 ist klein gegen 1.

Man 16se das gegebene Problem fiir

1. inkompressible Stromung, d.h. M, < 1, durch direkte Losung der Laplaceglei-
chung und mit Hilfe der Profiltheorie (Singularitéitenbelegung),

Hinweise:
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2. Unterschallstromung mit Kompressibilitiatseinfluf, M., < 1 (Prandtl-Glauert-
Transformation),

3. Uberschallstromung M, > 1,

und diskutiere die Ergebnisse.

Wand: y,,(z) = 7sin(27z) = The(z) ... Randbedingung
Potentialfunktion: ®(x,y) = ue® + tusoT@(x,y), ¢ ... Storpotential
Grundgleichung: A =0 — Ap=0

2.1.1 Inkompressibel: M, < 1

1. Lésungsmethode: direkte Losung durch Separationsansatz

Produktansatz ¢(x,y) = f(x)g(y) liefert in Laplacegleichung eingesetzt
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mit der Seperationskonstanten A\?. Die Wahl des negativen Vorzeichens ergibt fiir f(z)
eine periodische Funktion (Randbedingung!). Somit ist

f"+Xf=0 , §—Ng=0,
f(z) = Acos A\x + Bsin \z, g(y) =CeN+De ™ .

Die Integrationskonstante C' kann sofort aus der geforderten Bedingung der Beschrankt-
heit der Losung lim,_,~ ¢, = 0 zu null gesetzt werden: C' = 0. Es verbleibt

o(z,y) = (Acos Az + Bsin \z) e .

Um das gegebene Problem einer analytischen Losung zuzufithren, mufs die nichtlineare
Randbedingung fiir die Geschwindigkeit an der Wandoberfliche linearisiert werden:

@y (x,07) = h)(z) = 27 cos(2mz) .

Man erhalt
¢y(2,07) = =X (Acos Az + Bsin \zx) = 2 cos(2mz) ,

womit die Integrationskonstanten und der Separationsparameter mit

A=2r, A=-1, B=0
festlegt sind. Fiir das Storpotential ergibt sich
o(z,y) = — cos(2mx) e 2™ |

und damit fiir die Geschwindigkeitsstérungen in z- und y-Richtung

ET 2 (1) = T, y) = 2n7 sin(2ra)e >
L(w, y) = T, (x,y) = 277 cos(2mx) e HY
u

o0

Als wesentliches Ergebnis ist hier zu erwéhnen, daf die Geschwindigkeitsstérun-
gen fiir kleine Anstréommachzahlen (inkompressible Stréomung), welche durch die
wellige Wand hervorgerufen werden, exponentiell fiir y — oo abklingen (siehe
Abbildung).
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2. Losungsmethode: Singularititenbelegung (Profiltheorie)

Dickenverteilung: hg(x) = sin(27x)
Quellbelegungsfunktion: m(x) = 2k}, = 4w cos(2nz).
Fiir die Geschwindigkeitsstorung in z-Richtung ergibt sich:

e} o)

wAam=~1/Vma(—ﬁli—«w=glﬁ$‘©m“%@d@

2 v+ (0= + 2

Substitution von z —¢ = u und die Verwendung von cos(a— ) = cos acos 5 +sin asin
ergibt weiters

_OOCOS[QW(JC —u)|u
oo =2 [ SRR )
[ cos(2 [ sin(2
= 2cos(2mx) /Mdu —i—2sin(2mz)/sm§i3u
uc+y u+y

=0 (unge?ade Fkt.)
r sin(2mu)u

:4sin(27m:)/ 5
u? + y?
4 Y

du
Die Verwendung des in der Angabe bereitgestellten Integrals mit den entsprechend iden-
tifizierten Parameterwerten a = 27, § = 2 und v = y ergibt schliellich
(2, y) = 2w sin(2mx)e 2™ |
und daher in volliger Ubereinstimmung mit dem Ergebnis von vorhin

U — Uso omy

(x,y) = T, = 27T sin(27z) e
Uco

Fiir die Geschwindigkeitsstorung in y-Richtung erhélt man in analoger Weise

cos(2mu)

1

—00 0

Mit dem Integral aus der Angabe, wobei fiir § = 0, a = 27 und v = y zu setzten ist,

ergibt sich

o, (z,y) = 27 cos(2mx)e ™ |

und daher y
—(x,y) = T, = 27T cos(2mx) e 2™ |
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2.1.2 Kompressibilititseinflufs  schallnaher  Unterschallstro-
mung:

Fiir Anstrommachzahlen, die noch im Unterschallbereich My, < Myie S 1 liegen,

aber bereits Kompressibilitatseffekte im Stromungsfeld erwarten lassen, konnen gesuchte

Stromungskenngrofen aus der Losung des entsprechenden inkompressiblen Problems
mit Hilfe der Prandtl-Glauert- Transformation gewonnen werden. Mit der Definition des

Prandtl-Faktors £,

gilt dann beispielsweise fiir die Geschwindigkeitsstorungen im kompressiblen Fall

= ;O:Lm (z,y) = %u ;:"O (z, By): ,
L<m7y) = ui(l',ﬁy)l )

wobei der Index ,,i” die Losung des Problems fiir den inkompressiblen Fall kennzeichnet.
Die Anwendung der Prandtl-Glauert-Transformation auf das Problem der welligen
Wand liefert

U — Uno 2T
(z,9) = o sin(27z)e= 2y |

L(m, y) = 277 cos(2mx) e 2

Hervorzuheben ist hier die im Vergleich zur inkompressiblen Rechnung griffere
Geschwindigkeitsstorung in z-Richtung sowie das langsamere Abklingen der
Storungen fiir y — oo.

2.1.3 Uberschall: M, > 1

Fiir Anstrommachzahlen M., > 1 hat die linearisierte gasdynamische Gleichung die
Form der Wellengleichung (hyperbolischer Gleichungstypus). Storungen, die von einem
bestimmten Raumbereich (Abhéngigkeitsbereich) ausgehen, breiten sich nicht im ge-
samten Stromungsfeld aus (— Einflukgebiet). Die allgemeine, d’Alembertsche Léisung
dieser Gleichung in charakteristischen Variablen (&, ) fiir das Stérpotential lautet

p(&n) = F() +G(n)
mit
E=x—yy/M2 —1 (= const auf l.l. Machlinien) ,
n=z+yy/M2 —1 (= const auf r.I. Machlinien) ,

und den zweimal stetig differenzierbaren, sonst beliebigen, Funktionen F' und G.
Im vorliegenden Beispiel breiten sich die Stérungen durch die wellige Wand nur ent-
lang linkslaufender Machlinien im Strémungsfeld aus, demnach ist G(n) = 0. Aus der
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Randbedingung (Stérung der Stromungsgeschwindigkeit in y-Richtung an der Wand)

5L=w%@4ﬁ):7%@g, ho(z) = sin(2rz)

folgt somit
-

go(x,y) = F(fL‘,y) = _ﬁho(x -y

Fiir die Stromungsgeschwindigkeiten ergibt sich daher im gesamten Raumgebiet y > 0

M2, — 1) .

U — Uso 2nT

— T, == T

R N YR
L(m,y):wyz%wcos [277(:6—@/ Mgo—lﬂ :
Uoo

cos [27r (:zr—y Mé—l)] ,

Wie man sieht, stehen die Geschwindigkeitsstorungen tiber die Ackeretsche Formel

U — Ugo 1 v

i YT AT T

(z,9)

miteinander in Beziehung.

Als wesentliches Ergebnis kann hier bemerkt werden, daf im Gegensatz zur (inkom-
pressiblen sowie kompressiblen) Unterschallstréomung die durch die Wand hervorge-
rufenen Storungen nicht abklingen, sondern sich ldngs 1.1. Machlinien ungeddmpft
bis ins Unendliche ausbreiten.

— : 1
(= arcsin Mo



