0.1. RANKINE KORPER. 1

0.1 Rankine Korper.

Man untersuche die ebene, stationire und inkompressible Umstromung eines Rankine-
Korpers durch Uberlagerung einer Quelle im Ursprung und einer Parallelstréomung in
z-Richtung.

Gesucht sind:

1. Potentialfunktion ¢ und Stromfunktion 1),

2. die Geschwindigkeitskomponenten u und v,

3. die Koordinaten des Staupunkts S,

4. die Gleichung der Stromlinie durch den Staupunkt S,

5. die Dicke b des Korpers fiir x — +oo,

6. die Druckverteilung am Rankine-Korper in Form des Druckbeiwertes c,,
7. die Kraft ﬁQ, mit der die Quelle gehalten werden miifste,

8. die Kraft F 1, mit der ein materiell ausgefithrter Korper zu halten wére.

0.1.1 Potentialfunktion ® und Stromfunktion ¥

Wir verwenden das komplexen Potential. Dessen Realteil von der Potentialfunktion ge-
bildet, wihrend die Stromfunktion den Imaginérteil représentiert.

Das komplexe Potential setzt sich in unserem Fall aus einer Parallelstrémung und einer
Quelle im Ursprung zusammen:

q .
FE) = uws 4 gz =0yt i Yoy)
Parallelstromung ~—— Potential- Stromfunktion

Quelle im Ursprung

Zuerst fithren wir eine Transformation auf Polarkoordinaten durch:

T =rcosp, yYy=rsing — Z:x‘i‘iy:T(COSgO—i-iSingo):rei(“’JrQ”")

=  F(r,) :Uoorei(“’*z“")—i—Qiln (reitot2mm)
™

= Usot (COS @ + i sin ) + % Inr+i(p+ 2mn)]
= ®(r, ) +iV(r, )
—  D(r,p) = Re(F) = uxorcosp + % Inr
—  U(r,p) =Im(F) = uxrsiny + % (p + 27mn)
Riicktransformation in kartesische Koordinaten mittels

r=\z%+y>? gpzarctang.
x



0.1.2 Geschwindigkeitskomponenten v und v

F'(z) =u—iv
_ al
too ¥ 2Tz
= U Le—i(go—k%rn)
< 2mr
= U + % [cos (— (¢ + 27n)) + isin (— (¢ + 27n))]

_ 4 _isi
= oo + 5 (cosp —isiny)

—  u(r,p) = Re(F') = um+% cos ¢

q .
= —Im(F') = —
org) = ~m(F) = SLsing
Bemerkung:
r— 400 : U — U
v—10
Parallelstrémung

0.1.3 Koordinaten des Staupunkts:

Bedingung:
Die Geschwindigkeit v's im Staupunkt S ist 0, d.h. ug = 0 und vg = 0.

vg = sinpg =0 & @pg=mr VmecZ
2nrg
271"1“5
q m
2nrg (=1)
=0
= rg= ~3 d (-1)™ >0 — mmuf ungerade sein; wir wihlenm = 1
T
__ 4 _
- Ts= y Ps =T
2MU o
bzw. rsg = — d , Ys = 0
2T U

0.1.4 Gleichung der Stromlinie rx(p) durch den Ursprung (Kor-
perkontur)

Der Logarithmus im Komplexen ist nicht eindeutig:
Inz =1In (re’®*?™)) =Inr+i(p + 2an) (siehe Stromfunktion ¥). Durch die Wahl von
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¢ €10,2n [ folgt n = 0.
Der Wert der Stromfunktion im Staupunkt ergibt sich dadurch zu

pg =7 — Wg=uyrgsinpg+ igpg _ 1
27 2
Die Gleichung der Stromlinie durch den Staupunkt folgt aus der Bedingung W (rx, ) =

Us(rg, ps):

Ul (P)SINQ+ =T = () = o P =g
2 2 2T Uso SIN P sin @
Dabei gilt
p—0 : r—oo
p—T = T —Tg
p—=2r : r—00
Bemerkung: W._ 14 =1
sing | _,

0.1.5 Dicke b des Korpers fiir + — oo
1. Moglichkeit:

2. Moglichkeit:

b=2- y|<PHO bzw. r—-4o00 }0{% QTK(()O) sin ¥

. T — @ .
= lim 2rg— sin
©—0 sin ¢
= 27"571’
q



3. Moglichkeit:
Fiir + — 400 klingt die Storung ab, d.h. u — ., und es gilt

V=uxb=q — h=-L
Uoo

0.1.6 Druckverteilung am Rankine-Korper mittels Druckbei-
wert ¢,

Aus der Bernoulligleichung folgt mit vy, = us€,

Q—Q Q—Q
Pt =Py
_y2
) ) P — Poo v
—Poo = U, — ZU° = ¢ (r,p) = =1- =
)
U
- CP(T’QP):l_?
UOO
2 2
:1_U +v
uz,

2
= — cos p —
T oo 2T oo

Fiir die Konturlinie gilt 7k (¢) = r'sim - Der Druckbeiwert auf der Konturlinie ¢, lautet

daher °

1 .-
5 sin2¢

_—

q sin ¢ cos ¢ ( q >2 (singp)2
CpK — — . — .
TTSUso mT— 2MUsoTs ™=
————

1

__sin(2¢) _ (Sin_so)2

T T—¢

Bemerkung:  Fiir ¢ = 7 ist ¢y = — (—2) =1 =1 > 0.

0.1.7 Kraft F,, mit der die Quelle gehalten werden muf

Wir wahlen das Kontrollvolumen KV folgendermafsen:
1. Linker Rand mit Hohe a bei x — —o0
2. Oberer Rand entlang einer Stromlinie
3. Rechter Rand bei z — 400

4. Unterer Rand entlang einer Stromlinie
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Das Kontrollvolumen soll die Tiefe ¢ haben.

Abstand Korperkontur — Stromlinie des Kontrollvolumens
Der durch den linken senkrechten Rand einstrémende Volumenstrom muf zur Génze am
rechten Rand zwischen den aufen liegenden Stromlinien und der Kérperkontur wieder
abtransportiert werden, da {iber Stromlinien hinweg kein Volumen transportiert wer-
den kann. Da wir hier eine inkompressible Stromung betrachten, so muf der gesuchte
Abstand gleich § sein.

Impulssatz

7{ 00, 7dO + f pitdO = Fy
OKV OKV

Beitriige zum konvektiven Integral § ov,0dO des Impulssatzes liefern nur der linke
oKV
und rechte Rand 1.und 3.. Dabei ist auf die Richtung des Normalenvektors 72 zu achten,

der konventionsgeméaf aus dem Kontrollvolumen herauszeigt:

Lo 1 1 a
f U0 dO = p(—tioo Jtco (0) at + p(+to ) oo (0) (2§ + b) t

OKV — S
linker Rand 1. rechter Rand 3.

1
= pu’ bt

Fiir die Berechnung des Druckanteils § pii dO nehmen wir an, daf die obere und untere
OKV
Berandung 2. und 4. des Kontrollvolumens auch im Unendlichen liegt (¢ — o0). Dann

herrscht entlang der Oberfliche des gesamten Kontrollvolumens der Druck p.

a—00

0KV 0KV

:poo]{ 1ndO
KV
—_—

=0

]{ prndO = lim prdO

=0

Bemerkung: Das Oberflichenintegral des Normalvektors 77 iiber eine geschlossene Kurve
ergibt immer 0.
Einsetzen der beiden Integrale und Auflésen nach Fy liefert:

- 1
Fo = pu bt

bzw. auf die Lingeneinheit ¢ bezogen:

Fy , (1
e b
2 =iy

Die Haltekraft ﬁQ der Quelle zeigt (eigentlich unerwarteterweise) in Richtung der positi-
ven x-Achse, d.h. die Quelle wiirde sich bei Fehlen dieser Kraft stromaufwérts bewegen!



6

0.1.8 Kraft F}, mit der ein materiell ausgefiihrter Korper zu
halten ware

Zwischen der Korperkontur soll jetzt ein fester Korper eingefiigt werden. Das Kontroll-
volumen KV nehme den Korper aus, d.h. der rechte Rand verlaufe entlang der Korper-
oberfliche.

1. Moglichkeit:
Impulsbilanz

fgandO—i— %pﬁdO:O

KV oKV
Bemerkung: Es gibt keinen umstromten Koérper ¢m Kontrollvolumen, d.h. auf der rechten
Seite der Impulsbilanz ist F = 0!

. - 1 1 a
7{ 00,7d0O = p(—Uoo) Uso (0) at + p (o) Uso (0) (2§> t

OKV — ~—
linker Rand 1. rechter Rand 3.
=0

Zur Berechnung des Druckintegrals ¢ piidO wenden wir folgenden Trick an:
KV

1. Wir berechnen das Integral faKv P dO iiber das gesamte Kontrollvolumen.

2. Dieses ist um den Anteil der Koérperoberfliche Ax zu grof (auf der Korperober-
fliche herrscht ja nicht der Umgebungsdruck); deshalb ziehen wir fa Ax PooT dO
wieder ab .

3. Jetzt miissen wir nur noch den auf der Kérperoberfliche herrschenden Druck da-
zurechnen. Das Integral |, 9Ax prndO ist die Kraft vom Medium auf den Korper!

j{pﬁdO:f pooﬁdO—/ pooﬁdO—I—/ prndO
KV o Joag DAk

8KV N VO . ~ ~ . - /

—pott(})

—

1
= O:O—poobt<0) — Py

Fy 1
A pb
LR (0)

Die Kraft Fy ist die Kraft, mit der der Korper gehalten werden mufs. Also erfihrt der
Korper eine Kraft in Richtung der positiven x-Achse, d.h. stromabwérts!

2. Moglichkeit: iiber die Druckverteilung pg(p)
Die Gesamtkraft auf die Oberfliche des Korpers ﬁo:

Fo= | peteils) 40

ds-t
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Aus Symmetriegriinden gilt

Foy, =0,
d.h. wir kénnen uns auf die z-Komponente beschrinken:
FOac

== [ oty ds

Die Haltekraft Fy des materiell ausgefiillten Korpers ist der Druckkraft Fy entgegenge-

setzt:

—

Fy = —Fp

Berechnung von n,(s)
Der Normalenvektor 77 zeigt immer aus dem Kontrollvolumen heraus und ist normal
zum Tangentialvektor dr

dx dy
r = nldr: n=
dr ( dy) —  nldr n (_ dx)

Der Normalvektor muf die Linge 1 haben. Die einfachste Art, dies zu erreichen, ist
durch die Linge des Vektors |dii| = | dr] = |d§] = \/ d2z? + dy? = ds zu dividieren:

dy
g = ( dgz) ... Einheitsnormalvektor
T ds
mit der z-Komponente:
dy
Ny = —
Y ds

Einsetzen in Fpy,:

Fy. d
2 :—/ pK<so>—yds=—/ pic(e) dy
t A ds A

Um dieses Integral zu l6sen, miissen wir iiber y integrieren. Wir haben unsere Druck-
verteilung px jedoch als Funktion von ¢ gegeben. Deshalb haben wir dy in dy umzu-
rechnen.

Berechnung von dy:
In der Formel von d7 hatten wir schon das dy (die y-Komponente des Vektors!). Divi-
dieren wir durch dy so erhalten wir die gewiinschte Abhéngigkeit von :

o _ (370)
Op S_Z

Hétten wir 7(¢), so konnen wir uns daraus ‘9—:; berechnen und haben mit der y-

Komponente unser gesuchtes S_Z:



T— (cos gp)
=Trs— .
sinp \sin ¢
Wir brauchen nur die y-Komponente:

y(p) =rs(m— )

Op dp 5 2MU oo
- dy= gy
2MU o

Einsetzen in Fpy,:

Fry q
= d

mit px () von oben:

FH:): q / pu2
— o " d
t 2MUeo S ap (p + 2 o () 4

2 2 2
q U
= {/ Poo d<p+—p2 cprc () d@}
0

2T Uoo 0

mit ¢,k (¢) von oben:

q 2m Qpuse [*T | sin2¢ sin 2
= 5P / do + / - - de
2M U 0 a7 J T — T —

(. J/
-~

=0




