
0.1. RANKINE KÖRPER. 10.1 Rankine Körper.Man untersu
he die ebene, stationäre und inkompressible Umströmung eines Rankine-Körpers dur
h Überlagerung einer Quelle im Ursprung und einer Parallelströmung in
x-Ri
htung.Gesu
ht sind:1. Potentialfunktion φ und Stromfunktion ψ,2. die Ges
hwindigkeitskomponenten u und v,3. die Koordinaten des Staupunkts S,4. die Glei
hung der Stromlinie dur
h den Staupunkt S,5. die Di
ke b des Körpers für x→ +∞,6. die Dru
kverteilung am Rankine-Körper in Form des Dru
kbeiwertes cp,7. die Kraft ~FQ, mit der die Quelle gehalten werden müÿte,8. die Kraft ~FH , mit der ein materiell ausgeführter Körper zu halten wäre.0.1.1 Potentialfunktion Φ und Stromfunktion ΨWir verwenden das komplexen Potential. Dessen Realteil von der Potentialfunktion ge-bildet, während die Stromfunktion den Imaginärteil repräsentiert.Das komplexe Potential setzt si
h in unserem Fall aus einer Parallelströmung und einerQuelle im Ursprung zusammen:

F (z) = u∞z
︸︷︷︸Parallelströmung+

q

2π
ln z

︸ ︷︷ ︸Quelle im Ursprung = Φ(x, y)
︸ ︷︷ ︸Potential-+ i Ψ(x, y)

︸ ︷︷ ︸StromfunktionZuerst führen wir eine Transformation auf Polarkoordinaten dur
h:
x = r cosϕ, y = r sinϕ → z = x+ iy = r (cosϕ+ i sinϕ) = rei(ϕ+2πn)

⇒ F (r, ϕ) = u∞re
i(ϕ+2πn) +

q

2π
ln

(
rei(ϕ+2πn)

)

= u∞r (cosϕ + i sinϕ) +
q

2π
[ln r + i (ϕ+ 2πn)]

= Φ(r, ϕ) + iΨ(r, ϕ)

→ Φ(r, ϕ) = Re(F ) = u∞r cosϕ +
q

2π
ln r

→ Ψ(r, ϕ) = Im(F ) = u∞r sinϕ+
q

2π
(ϕ+ 2πn)Rü
ktransformation in kartesis
he Koordinaten mittels

r =
√

x2 + y2, ϕ = arctan
y

x
.



20.1.2 Ges
hwindigkeitskomponenten u und v

F ′(z) = u− iv

= u∞ +
q

2π

1

z

= u∞ +
q

2πr
e−i(ϕ+2πn)

= u∞ +
q

2πr
[cos (− (ϕ+ 2πn)) + i sin (− (ϕ+ 2πn))]

= u∞ +
q

2πr
(cosϕ− i sinϕ)

→ u(r, ϕ) = Re(F ′) = u∞+
q

2πr
cosϕ

v(r, ϕ) = −Im(F ′) =
q

2πr
sinϕBemerkung:

r → +∞ : u→ u∞

v → 0

. . . Parallelströmung0.1.3 Koordinaten des Staupunkts:Bedingung:Die Ges
hwindigkeit ~vS im Staupunkt S ist 0, d.h. uS = 0 und vS = 0.
vS =

q

2πrS

sinϕS = 0 ⇔ ϕS = mπ ∀m ∈ Z

uS = u∞ +
q

2πrS

cosϕS

= u∞ +
q

2πrS

(−1)m

= 0

⇒ rS = −
q

2πu∞
(−1)m

> 0 → mmuÿ ungerade sein; wir wählenm = 1

→ rS =
q

2πu∞
, ϕS = πbzw. xS = −

q

2πu∞
, yS = 00.1.4 Glei
hung der Stromlinie rK(ϕ) dur
h den Ursprung (Kör-perkontur)Der Logarithmus im Komplexen ist ni
ht eindeutig:

ln z = ln
(
rei(ϕ+2πn)

)
= ln r+ i (ϕ+ 2πn) (siehe Stromfunktion Ψ). Dur
h die Wahl von



0.1. RANKINE KÖRPER. 3
ϕ ∈ [0 , 2π [ folgt n = 0.Der Wert der Stromfunktion im Staupunkt ergibt si
h dadur
h zu

ϕS = π → ΨS = u∞rS sinϕS +
q

2π
ϕS =

q

2Die Glei
hung der Stromlinie dur
h den Staupunkt folgt aus der Bedingung ΨK(rK , ϕ) =
ΨS(rS, ϕS):

u∞rK (ϕ) sinϕ+
q

2π
ϕ =

q

2
→ rK(ϕ) =

q

2πu∞

π − ϕ

sinϕ
= rS

π − ϕ

sinϕDabei gilt
ϕ→ 0 : r → ∞

ϕ→ π : r → rS

ϕ→ 2π : r → ∞Bemerkung: π − ϕ

sinϕ

∣
∣
∣
∣
ϕ=π

= 1 !0.1.5 Di
ke b des Körpers für x→ ∞1. Mögli
hkeit:
∫ b

2

−
b
2

u dy = u∞bbzw. u =
∂Ψ

∂y
→

∫ b
2

−
b
2

u dy =

∫ Ψϕ=2π

ΨS

dΨ +

∫ ΨS

Ψϕ=0

dΨ

= Ψ2π − ΨS + ΨS − Ψ0

= Ψ2π − Ψ0

= q

⇒ u∞b = q → b =
q

u∞2. Mögli
hkeit:
b = 2 · y|ϕ→0 bzw. r→+∞

= lim
ϕ→0

2rK(ϕ) sinϕ

= lim
ϕ→0

2rS

π − ϕ

sinϕ
sinϕ

= 2rSπ

=
q

u∞



4 3. Mögli
hkeit:Für x → +∞ klingt die Störung ab, d.h. u→ u∞ und es gilt
V̇ = u∞b = q → b =

q

u∞0.1.6 Dru
kverteilung am Rankine-Körper mittels Dru
kbei-wert cpAus der Bernoulliglei
hung folgt mit ~v∞ = u∞~ex

p+
̺

2
~v2 = p∞ +

̺

2
~v2
∞

→ p− p∞ =
ρ

2
~v2
∞
−
ρ

2
~v2 ⇒ cp (r, ϕ) :=

p− p∞
ρ

2
~v2
∞

= 1 −
~v2

~v2
∞

→ cp(r, ϕ) = 1 −
~v2

~v2
∞

= 1 −
u2 + v2

u2
∞

= −
q

πru∞
cosϕ−

(
q

2πru∞

)2Für die Konturlinie gilt rK(ϕ) = rS
π−ϕ

sin ϕ
. Der Dru
kbeiwert auf der Konturlinie cpK lautetdaher

cpK = −
q

πrSu∞
·

1

2
sin 2ϕ

︷ ︸︸ ︷

sinϕ cosϕ

π − ϕ
−

(
q

2πu∞rS

)2

︸ ︷︷ ︸

1

·

(
sinϕ

π − ϕ

)2

= −
sin (2ϕ)

π − ϕ
−

(
sinϕ

π − ϕ

)2Bemerkung: Für ϕ = π ist cpK = − (−2) − 12 = 1 > 0.0.1.7 Kraft ~FQ, mit der die Quelle gehalten werden muÿWir wählen das Kontrollvolumen KV folgendermaÿen:1. Linker Rand mit Höhe a bei x → −∞2. Oberer Rand entlang einer Stromlinie3. Re
hter Rand bei x→ +∞4. Unterer Rand entlang einer Stromlinie



0.1. RANKINE KÖRPER. 5Das Kontrollvolumen soll die Tiefe t haben.Abstand Körperkontur � Stromlinie des KontrollvolumensDer dur
h den linken senkre
hten Rand einströmende Volumenstrom muÿ zur Gänze amre
hten Rand zwis
hen den auÿen liegenden Stromlinien und der Körperkontur wiederabtransportiert werden, da über Stromlinien hinweg kein Volumen transportiert wer-den kann. Da wir hier eine inkompressible Strömung betra
hten, so muÿ der gesu
hteAbstand glei
h a
2
sein.Impulssatz

∮

∂KV

̺vn~v dO +

∮

∂KV

p~ndO = ~FQBeiträge zum konvektiven Integral ∮

∂KV

̺vn~v dO des Impulssatzes liefern nur der linkeund re
hte Rand 1.und 3.. Dabei ist auf die Ri
htung des Normalenvektors ~n zu a
hten,der konventionsgemäÿ aus dem Kontrollvolumen herauszeigt:
∮

∂KV

̺vn~v dO = ρ(−u∞)u∞

(
1

0

)

at

︸ ︷︷ ︸linker Rand 1. + ρ(+u∞)u∞

(
1

0

) (

2
a

2
+ b

)

t

︸ ︷︷ ︸re
hter Rand 3.
= ρu2

∞
bt

(
1

0

)Für die Bere
hnung des Dru
kanteils ∮

∂KV

p~n dO nehmen wir an, daÿ die obere und untereBerandung 2. und 4. des Kontrollvolumens au
h im Unendli
hen liegt (a → ∞). Dannherrs
ht entlang der Ober�ä
he des gesamten Kontrollvolumens der Dru
k p∞.
∮

∂KV

p~n dO = lim
a→∞

∮

∂KV

p~n dO

= p∞

∮

∂KV

~n dO

︸ ︷︷ ︸

=0

= 0Bemerkung: Das Ober�ä
henintegral des Normalvektors ~n über eine ges
hlossene Kurveergibt immer 0.Einsetzen der beiden Integrale und Au�ösen na
h ~FQ liefert:
~FQ = ρu2

∞
bt

(
1

0

)bzw. auf die Längeneinheit t bezogen:
~FQ

t
= ρu2

∞
b

(
1

0

)Die Haltekraft ~FQ der Quelle zeigt (eigentli
h unerwarteterweise) in Ri
htung der positi-ven x-A
hse, d.h. die Quelle würde si
h bei Fehlen dieser Kraft stromaufwärts bewegen!



60.1.8 Kraft ~FH, mit der ein materiell ausgeführter Körper zuhalten wäreZwis
hen der Körperkontur soll jetzt ein fester Körper eingefügt werden. Das Kontroll-volumen KV nehme den Körper aus, d.h. der re
hte Rand verlaufe entlang der Körper-ober�ä
he.1. Mögli
hkeit:Impulsbilanz
∮

∂KV

̺vn~v dO +

∮

∂KV

p~n dO = 0Bemerkung: Es gibt keinen umströmten Körper im Kontrollvolumen, d.h. auf der re
htenSeite der Impulsbilanz ist ~FK = 0!
∮

∂KV

̺vn~v dO = ρ (−u∞)u∞

(
1

0

)

at

︸ ︷︷ ︸linker Rand 1. + ρ (+u∞) u∞

(
1

0

) (

2
a

2

)

t

︸ ︷︷ ︸re
hter Rand 3.
= 0Zur Bere
hnung des Dru
kintegrals ∮

∂KV

p~n dO wenden wir folgenden Tri
k an:1. Wir bere
hnen das Integral ∮

∂KV
p∞~n dO über das gesamte Kontrollvolumen.2. Dieses ist um den Anteil der Körperober�ä
he AK zu groÿ (auf der Körperober-�ä
he herrs
ht ja ni
ht der Umgebungsdru
k); deshalb ziehen wir ∫

∂AK
p∞~n dOwieder ab .3. Jetzt müssen wir nur no
h den auf der Körperober�ä
he herrs
henden Dru
k da-zure
hnen. Das Integral ∫

∂AK
pK~n dO ist die Kraft vom Medium auf den Körper!

∮

∂KV

p~ndO =

∮

∂KV

p∞~ndO

︸ ︷︷ ︸

=0

−

∫

∂AK

p∞~n dO

︸ ︷︷ ︸

=p∞bt(1

0
)

+

∫

∂AK

pK~n dO

︸ ︷︷ ︸

=−~FH

⇒ 0 = 0 − p∞bt

(
1

0

)

− ~FH

~FH

t
= −p∞b

(
1

0

)Die Kraft ~FH ist die Kraft, mit der der Körper gehalten werden muÿ. Also erfährt derKörper eine Kraft in Ri
htung der positiven x-A
hse, d.h. stromabwärts!2. Mögli
hkeit: über die Dru
kverteilung pK(ϕ)Die Gesamtkraft auf die Ober�ä
he des Körpers ~FO:
~FO =

∫

AK

pK(ϕ)~n(s) dO
︸︷︷︸

ds · t



0.1. RANKINE KÖRPER. 7Aus Symmetriegründen gilt
FOy = 0,d.h. wir können uns auf die x-Komponente bes
hränken:
FOx

t
=

∫

AK

pK(ϕ)nx(s) dsDie Haltekraft ~FH des materiell ausgefüllten Körpers ist der Dru
kkraft ~FO entgegenge-setzt:
~FH = −~FOBere
hnung von nx(s)Der Normalenvektor ~n zeigt immer aus dem Kontrollvolumen heraus und ist normalzum Tangentialvektor d~r:

d~r =

(
dx

dy

)

→ ~n⊥ d~r : ~n =

(
dy

− dx

)Der Normalvektor muÿ die Länge 1 haben. Die einfa
hste Art, dies zu errei
hen, istdur
h die Länge des Vektors | d~n| = | d~r| = | d~s| =
√

dx2 + dy2 = ds zu dividieren:
~n0 =

( dy

ds

−dx
ds

)

. . . Einheitsnormalvektormit der x-Komponente:
nx =

dy

dsEinsetzen in FHx:
FHx

t
= −

∫

AK

pK(ϕ)
dy

ds
ds = −

∫

AK

pK(ϕ) dyUm dieses Integral zu lösen, müssen wir über y integrieren. Wir haben unsere Dru
k-verteilung pK jedo
h als Funktion von ϕ gegeben. Deshalb haben wir dy in dϕ umzu-re
hnen.Bere
hnung von dy:In der Formel von d~r hatten wir s
hon das dy (die y-Komponente des Vektors!). Divi-dieren wir dur
h dϕ so erhalten wir die gewüns
hte Abhängigkeit von ϕ:
∂~r

∂ϕ
=

( ∂x
∂ϕ

∂y

∂ϕ

)Hätten wir ~r(ϕ), so können wir uns daraus ∂~r
∂ϕ

bere
hnen und haben mit der y-Komponente unser gesu
htes ∂y

∂ϕ
:
~r = r(ϕ)

(
cosϕ

sinϕ

)



8
= rS

π − ϕ

sinϕ

(
cosϕ

sinϕ

)Wir brau
hen nur die y-Komponente:
y(ϕ) = rS (π − ϕ)

→
∂y

∂ϕ
=

dy

dϕ
= −rS = −

q

2πu∞

→ dy = −
q

2πu∞
dϕEinsetzen in FHx:

FHx

t
=

∫

AK

pK(ϕ)
q

2πu∞
dϕmit pK(ϕ) von oben:

FHx

t
=

q

2πu∞

∫

AK

(

p∞ +
ρu2

∞

2
cpK(ϕ)

)

dϕ

=
q

2πu∞

{∫ 2π

0

p∞ dϕ+
ρu2

∞

2

∫ 2π

0

cpK(ϕ) dϕ

}mit cpK(ϕ) von oben:
=

q

2πu∞
p∞

∫ 2π

0

dϕ+
qρu∞

4π

∫ 2π

0

[

−
sin 2ϕ

π − ϕ
−

(
sinϕ

π − ϕ

)2
]

dϕ

︸ ︷︷ ︸

=0

=
q

2πu∞
p∞ϕ

∣
∣
∣
∣

2π

0

=
q

u∞
︸︷︷︸

=b

p∞

FHx

t
= p∞b


