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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Schallgeschwindigkeit.

Leiten Sie ausgehend von der Definition der Schallgeschwindigkeit eine brauchbare For-
mel zur Berechnung der Schallgeschwindigkeit eines beliebigen Fluids ausgehend von der
tiblichen thermischen Zustandsgleichung p (v,T’) her.

Die Schallgeschwindigkeit fiir ein beliebiges Gas ergibt sich mit

unter Verwendung von v = % folgt

a2 = —? (apg;;T))s'

Diese Beziehung kann kurz auch in Form von a? = —v?p, (v, s) geschrieben werden.

Es muss nun nur noch eine Beziehung zwischen p, (v, s) und der iiblichen thermischen
Zustandsgleichung p = p (v, T') gefunden werden. Dazu bilden wir in beiden Féllen das
totale Differential,

dp = p, (v,s) dv + ps (v, s) ds,
dp =p, (v, T) dv+ pr (v, T) dT.

Gleichsetzen liefert bei konstanter Entropie s = const — ds =0
po(v,8) dv=p, (v,T) dv+pr (v, T) dT, bzw.

po (v,8) =py (v, T) + pr (v,T) (g—fl.

Den entsprechenden Ausdruck fiir (g—f)s finden wir durch Bilden des totalen Differentials
der Entropie,
ds=s, (v,T) dv+ s (v,T) dT, bzw.

1



2 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Fiir den Fall konstanter Entropie sowie unter Verwendung bekannter thermodynamischer
Relationen (siehe z.B. E.Becker, ,,Technische Thermodynamik”), erhalten wir

T
0=pr(v,T) dv—i—%

- (&), =~z o

Somit folgt fiir unsere gesuchte Grofe p, (v, s)

dr,

P (0:5) =, (0.7) = —os (0.T)

und die Schallgeschwindigkeit ist schliefllich

@ == (0.5) = = (5o (0.T) — — i (07))

1.2 Ideales Gas.

Berechnen Sie Schallgeschwindigkeit und gasdynamische Fundamentalableitung fiir ein
ideales Gas.

1.2.1 Schallgeschwindigkeit

Die Schallgeschwindigkeit fiir ein beliebiges Gas ergibt sich mit

unter Verwendung von v = % und p = %RT folgt

E@pwf) (;,@ - L)
RT T R?

(v, T) v?
) - LR

ey (v,T)
¢ = kRT

:RT(1+
T
Cy



1.3. VAN DER WAALS GAS. 3

1.2.2 gasdynamische Fundamentalableitung

Die gasdynamische Fundamentalableitung errechnet sich unter Verwendung der Zu-
standsgleichung in der Form p = p (v, T) geméf

v3 3T Tpr\? T Ocy \ pr

I'=— w T T v 3 1 - =

2 e Lo (22) s (14 222 2]
p_ v (BT 3TRR (RT *R
"~ 2kRT v3 Cy U V2 ve,) vT

1 2 1 2 1
r (HEM) :_(Hﬁm) :_(HE(QH))

T 2%

Co Cy 2K Cy Gy 2K Co
1 2c,+2R+ R 12 R 1 R 1 R
2K Co 2k ¢ 2K Cy 2 Cy
12¢,+R 1lc,+c 1
=-— =—" P2 __(1
2 & 2 o aUFH)
F:/i-f-l
2

1.3 Van der Waals Gas.

Berechnen Sie Schallgeschwindigkeit und gasdynamische Fundamentalableitung fiir ein
Van der Waals Gas.

1.3.1 Grundlagen

Die Zustandsgleichung eines Van der Waals Gases lautet

RT Qo

p:v—b V2

mit den beiden Konstanten

RT., 27 R2T2
= d o= — s
8pe 64 p.

wobei T, die kritische Temperatur und p. der kritische Druck ist. fiir das kritische spe-
zifische Volumen v, findet man zusétzlich die Beziehung v. = 3b. Insgesamt ergibt sich
fiir den Kompressibilitdtsfaktor bei den kritischen Grofen

_ DPeVe 3

" RT. 8

Die Ableitungen der Zustandsgleichung nach den Zustandsgrofen lauten

RT 2a R
— T) =
('U . b)2 + U3 pr (U7 ) v — b

py (0, T) = —
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2RT 6
pvv(’U,T)Im—F prr (v, T) =0
por (v, T) = —( Rb)2 ZCTU = 0 — It. Vorraussetzung
/lj JR—

1.3.2 Schallgeschwindigkeit

Die Schallgeschwindigkeit fiir ein beliebiges Fluid errechnet sich aus der thermischen
Zustandsgleichung p = p (v, T') gemék

@ =0 (5 (0T) = s 0T)).

T
¢y (v, T)

Setzt man die entsprechenden Ableitungen in die Gleichung ein, so erhilt man

az—_vz(_ﬂﬂ_‘“_ a RQ)
(=02 v c®T)(v=>0?%)

Diesen Ausdruck kann man noch vereinfachen,

,  RTv* 20« N T R*?
(w—0°> v  @T)(v-0>)?

,  RTv? R 2a
=——|1+—=
(v —b) ¢y (v, T) v
5
a’ v? 200
(148 =
RT (v_b)Q( ) RTv
Setzt man nun noch die entsprechenden Ausdriicke fiir b und « ein, so erhalten wir
a v? (14 0) 2-2TR*T?
RT (v — %)2 64p.RTv
herausgehoben und gekiirzt verbleibt
a® 9 (1+6) 27T RT, T. 1
RT (3 &)2 32 p. Tw
§U
3 c
a? 9 9T, v
- =T (14
RT (3_&)2(+) 4T v

Verwendet man nun an Stelle der absoluten Grofen die dimensionslosen reduzierten
Grofen v, = %, Pr = p% und 7, = TZC, so erhalten wir endgiiltig:

9RT, 4T, v? 1
a’ = - —— (1+0) — —>
4 ((3UT - 1)2 ( ) (%3




1.3. VAN DER WAALS GAS. 3

1.3.3 gasdynamische Fundamentalableitung I

Die gasdynamische Fundamentalableitung, das Maf fiir die Kriimmung der Isentropen
im p-v-Diagramm, errechnet sich unter Verwendung der Zustandsgleichung in der Form
p=p(v,T) gemik

v3 3T Tpr 2 T Oc, \ pr
L= -3 P — —pip, 3 14 =) 20
2 e Lo (22) s (14 L2 2]

Setzt man wieder die entsprechenden Ableitung ein, so erhélt man
v* [ 2RT 6a 3T R —R RT \? T R
r=— ——-— 3-0 1+ —0) =——
2a2{(v—b)3 vt cvv—b(v—b)2+(cv(v—b)> l +( +CU)T(v—b)]}
Diesen Ausdruck kann man noch vereinfachen,

p_ v J 2RT 6o R 3RT ( RT \° R
28 | (v—0)?® v e (v—b) ¢, (v—=">)) T(v—"0)

v3{2RT 6o R 3RT R RT}
(

222 \(w-0® o' aw—0)® & @w_b)?

R

&

mit § =
RT v3 6
N=—«—— (2 5+ 6%) —
2a? {(v —b)3 ( 30+ ) vRT}

Setzt man nun noch die entsprechenden Ausdriicke fiir b und « ein, so erhalten wir

RT v3 6-27TR*T?
F=—<——— (2436 +6*) - ——F%
2a? {( — %)3 ( oo ) 64vp.RT }
herausgehoben und gekiirzt verbleibt
RT 27 81 T. RT,
F=_-"¢———= (2436 +6%) — -—==—-°
2a2{(3_&3(+ +) 320 T pc}
3
40
RT ve 9 27T v,
=2 m(2+35+5 ) I

Verwendet man nun an Stelle der absoluten Grofen die dimensionslosen reduzierten

Grofen v, = =, p, = p£ und 7T, = TZ, so erhalten wir endgiiltig:

r

_ 27RT, [ AT}

" (2436 +0%) — i}

(3v, — 1) vy
Die Schallgeschwindigkeit eingesetzt liefert

27RT. AT, w3 , 1
I = QORI AT, 02 (1—|—5)_L |:(31) _1)3 (2+35—}-5 ) _U_r:|
4 (31)T71)2 U T
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und mit Kiirzen

(;)Trj’f)g (2+35+0%) — L

AT v2
(3%—1)2 (1 + 5)

3 4Tl (2430 +06%) — (3, —1)°
24T03 (3v, — 1) (1 +6) — (30, — 1)°

I'=

Do W

_ 1
Ur




Kapitel 2

Akustik

2.1 Mischungen Idealer Gase.

Berechnen Sie Schallgeschwindigkeit der Mischung von idealen Gasen. Als Beispiel sei
Luft mit 78% Ny, 21% O, und 1% Ar angenommen.

2.1.1 Zustandsgleichung

Bevor die Schallgeschwindigkeit berechnet werden kann, muss man die Zustandsglei-
chung der Gasmischung kennen. Fiir jede Gaskomponente gilt natiirlich die Zustands-
gleichung des idealen Gases.

die spezifische Gaskonstante der jeweiligen Komponente erhilt man aus dem Quotienten
der allgemeinen Gaskonstanten R = 8.314JK 'mol~! und der Molmasse M;

L

Ri - .
M;

Somit ergibt sich fiir die Zustandsgleichung einer Komponente
~ My ~
Vi = R—T = RN,T

mit der Molzahl N; der i-ten Komponente. Die Gesamtmasse der Mischung m ergibt
sich dann mit

m=> NiM;=NM,

also aus der Gesamtmolzahl N und der Molmasse der Mischung M. Diese wird nach

M= 3= Y

7



8 KAPITEL 2. AKUSTIK

berechnet, wobei gleich der Molenbruch y; = Nl eingefiihrt wurde. Die Zustandsglei-
chung der Gasmischung kann man nun mit

R
= —T=RT

angeben. Bevor nun die Schallgeschwindigkeit bestimmt werden kann, miissen noch die
spezifischen Wirmen berechnet werden. Die Grundlage bilden

m;
Cy = E Coi T - Cy = E Coi—,
- - m

% %
> > e
Cp, = CpiTI; — Cy, = Cpi—
P : P P P m’

%

i
wobei sich das Verhaltnls T qus

m  NM N

ergibt. Damit folgt nun fiir die spezifischen Warmen

= Z Xicvi%
M;
Cp = Z Xicpiﬁ

und fiir den Adiabatenexponent

Z XicpiM

C .
k=-2=2

Cy B ZX@'CM'MZ

Aufgrund von R; = ¢y — ¢y = Mi kann M, auch als

jay]l

und damit vereinfacht sich s zu

Z XZ szcplcm Z XZ "‘@z_l
Z Xic —co: Z Xim

R =

sz Cm

2.1.2 Schallgeschwindigkeit

Fiir ein ideales Gas gilt ja bei isentroper Zustandsinderung

pv® = const.



2.2. FLUSSIGKEITEN. 9

Damit ergibt sich die Schallgeschwindigkeit zu

op op const const
2 2 2
a® = = —v = KV = KU = kpv = KRT
(8@)8 (81})8 vl v P

Um nun die Schallgeschwindigkeit fiir Luft zu berechnen, miissen also zuerst der Adia-
batenexponent und die spezifische Gaskonstante bestimmt werden. Aus der kinetischen
Gastheorie x mit

_f+2

f
bekannt, wobei f die Anzahl der Freiheitsgrade des Gasteilchens ist. Fiir die angegebene

Zusammensetzung der Luft ergibt sich deren Molmasse mit

M =" Mjx; =0.78-28.02 + 0.21-32 + 0.01 - 39.95

K

kg
kmol

M = 28.96

Die spezifische Gaskonstante ist somit

R 8134 J
R=-— =" —9286.9——
M~ 28.96 kg K

und der Adiabatenexponent r folgt daher mit

LGRS 078k 1021 +0.012

25 23
K = —_=
Zxﬁ 0.7857 +0.215; +0.015;
0.78-3.5+0.21-3.5+ 0.01-2.5
= s il = 1.402

" T 07825+021-25+001-15
Somit ergibt sich die Schallgeschwindigkeit fiir Luft bei 0 °C' = 273.15 K mit

a=VKRT = +/1.402-286.9-273.15 = 331.45ms"*

2.2 Flissigkeiten.

Berechnen Sie die Schallgeschwindigkeit von Wasser bei 0 °C'.

2.2.1 Zustandsgleichung

Bevor die Schallgeschwindigkeit eines Fluids berechnet werden kann, muss man dessen
Zustandsgleichung kennen. Fiir Fliissigkeiten kann nun nicht mehr die Annahme eines
idealen Gases oder eines Van der Waals Gases getroffen werden, es kommt statt dessen
die sogenannte Tait’sche Zustandsgleichung

B 7 ¥
p+B _ (ﬁ) - () (2.1)
B 00 v
ins Spiel, wobei B und ~ fliissigkeitsspezifische Konstante sind, die Tabelle 2.1 zu ent-
nehmen sind.



10 KAPITEL 2. AKUSTIK

Fliissigkeit Blatm] | v | oolkg/m?]
Wasser H,O 3000 | 7.15 999.84
Tetrachlorkohlenstoff CCly 1000 | 9.35 1600
Quecksilber Hg 3000 8.2 13500
n-Heptan 654 10.6 684

Tabelle 2.1: Konstanten der Tait’schen Zustandsgleichung fiir verschiedene Fliissigkeiten.

2.2.2 Schallgeschwindigkeit Herleitung

Bei bekannter thermischer Zustandsgleichung p = p (v, T) und bekannter spezifischer
Wirmekapazitit ¢, = ¢, (v,T) soll erneut die Schallgeschwindigkeit berechnet werden.
Dazu betrachten wir zuerst die Entropiedefinition,

Tds = du+ pdo, Tds= dh —vdp,
ou ou oh oh
Tds=|— ) dT — ] d d Tds=|—) dT — ) dp—wvd
’ (aT)v *(av>T prpdn O (aT),, *(ap>T pore
—— N—_——
0 oh
Tds=c,dT + ((_u) —i—p) dv, Tds =c,dT + ((—) —’U) dp.
ov ), op ) r

Setzt man nun Isentropie voraus, so erhélt man direkt
( v ) Cy ( Jp ) e
o) T T (ouy | ar ) T TN
or s (%)T""p or s (g—’;)T—v

Somit kann der bekannte Ausdruck fiir die Schallgeschwindigkeit

(319) (BB, o (F)ptr

) (), ()~

Auf der anderen Seite kann man #hnliche Uberlegungen ausgehend von der isothermen
Zustandsidnderung anstellen, was gleichbedeutend mit 7" = const bzw. d7" = 0 ist. Es
gilt also

h
Tds:cUdT—i-((a—u) —i—p) d’U,TdSIdeT-i-((a—) —’U) dp,
T ov T ~—— 8p T
0

woraus direkt
ou oh
(), =)= ((5), ) o

folgt. Dementsprechend gilt
(@) _ (B tr
0 oh ’
Ve (),
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ein Ausdruck der allein aus der thermischen Zustandsgleichung folgt. Somit kann man

den Ausdruck fiir die Schallgeschwindigkeit weiter vereinfachen und wir erhalten

dp op
2 _ — 2 —_— = — 2 —_—
“ =7 (8v>s v (8v>T (22)

2.2.3 Schallgeschwindigkeit von Fliissigkeiten

Ausgehend von der Tait’schen Zustandsgleichung (2.1) erhalten wir fiir den Druck bzw.
dessen isotherme Ableitung

Mit der Gleichung fiir die Schallgeschwindigkeit (2.2) erhalten wir schlieflich

a’> = —v’k @
ov ),

a = /kvyB (@)w
v

Da aufgrund der Inkompressibilitat der Fliissigkeiten im Allgemeinen nicht zwischen ei-
nem ¢, und einem ¢, unterschieden wird bzw. x ~ 1 gilt, vereinfacht sich diese Beziehung
weiter,

B ﬁp+B_ 7]H—B
o B 0

Fiir Wasser ergibt sich nun die Schallgeschwindigkeit mit

7.15-3039- 105
AH,0 = \/ = 1474.2ms™*

999.84

2.3  Einfache Wellen.

Man berechne die Geschwindigkeits- und Druckstorungen, die in einem einseitig offenen
Rohr von einem beweglichen Kolben verursacht werden. Der Kolben fiihrt seit ¢ = 0
Schwinungen von z = ecoswt durch und war davor in Ruhe. Es soll ¢ < 1 gelten.
Weiters soll die Verschiebung eines Fluidteilchens in Folge der sich ausbreitenden Wellen
berechnet werden.
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2.3.1 Wellengleichung

Ausgehend von Kontinuitéitsgleichung und den reibungsfreien Bewegungsgleichungen

do ov;

Ov  Ovi _ _10p
ot ]al'j— Qal'l

soll fiir den Fall schwacher Storungen, also den Bereich der linearen Akustik, die bestim-
menden Gleichungen ermittlt werden, um die Ausbreitung der Geschwindigkeits- und
Druckstérungen im oben angefiihrten Rohr zu berechnen. Da wir nur geringe Storungen
annehmen wollen, konnen die Gleichungen linearisiert werden bzw. iiberhaupt um den
Ruhezustand entwickelt werden,

0o ov; ov; 1 0p

_— =0 -
ot + al'l ot 0o aZL‘Z

Betrachten man nun kurz die Definition der Schallgeschwindigkeit

Op 2
(%)~

p—po=a’(o0— 00)

so gilt naturgemafs

Fiihrt man nun die dimensionslose Dichtestérung ¢ bzw. Druckstorung p

0—00 . P — Do
_Q B
Qo0 1Y

=P

ein, so erhélt man aus der Folgerung der Schallgeschwindigkeitsdefinition die Gleichheit
der beiden Stérungen, die in Folge mit

0—0 . P—Do
_p_

00 Qoa

abgekiirzt werden. Mit dieser dimensionslosen Grofe konnen die Gleichungen weiter
umgeschrieben werden und wir erhalten

oS . ov; 0 ov; 5 0S
R = = —Qa .
ot 8902 ot aZL‘Z
Fiihrt man ein Potential fiir die Geschwindigkeit in der gewohnten Form v; = 22 ein, so

ox;
konnen die vier Gleichungen mit vier Unbekannt auf zwei Gleichungen mit den unbkann-

ten Grofsen S und ¢ reduziert werden,
as 9% D¢ , 08
o o2 Y otor; om
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Wird die Bewegungsgleichung nun nach dem Ort integriert, so folgt

09

i —a®S + h(t). (2.3)

Da im Unendlichen alle Stérungen abgeklungen sein sollen, gilt h(t) = 0 und es folgt
mit der Elimination von S die Wellengleichung fiir der Geschwindigkeitspotential

Po
Die Losung der Wellengleichung in den auf die Charakteristiken ¢ = z—at und n = x+at
fiir die rechtslaufenden und linkslaufenden Wellen transformierten Koordinaten ist auch
bekannt d’Alembertsche Losung. Es gilt

¢ =F(x—at)+ Gz + at)

wobei die Funktion F' die rechtslaufenden und G die linkslaufenden Wellen beschreibt.

2.3.2 Offenes Rohr - Geschwindigkeitsstorung

Im Fall einfacher Wellen, wie wir sie in diesem Beispiel vorliegen haben, gilt immer
entweder F' = 0 oder G = 0. Da wir es hier mit rechtslaufenden Wellen zu tun haben,
folgt als Losung fiir das einseitig offene Rohr

¢ = F(x — at)
Die Geschwindigkeitsstorung im Rohr ist mit

99
=L — F'(x — at
u= o (x — at)
gegeben. Allerdings miissen wir auch die Randbedingung beriicksichtigen, die in unserem
Fall durch den bewegten Kolben vorgeschrieben ist. Durch die Annahme von ¢ < 1 kann
die Kolbenbewegung niherungsweise auch am Ort der Ruhelage angenommen werden

und wir erhalten die vereinfachte Randbedinung

d t —_— ] >
u(z=0,t) = x():{ cw sin wt ..t>0

dt 0 ..t <0

Die bereits angegebene Losung muss natiirlich auch die Randbedingung erfiillen, es gilt
somit

_ YA _J —ewsinwt ..1t>0
u(r=0,t)=F'(0 at)—{o 2
mit der Schallgeschwindigkeit a erweitert und entsprechend umgeformt erhalten wir
o —ewsin (=¥ (—at)) ...t>0
i at)—{o <0

bzw. verstandlicher
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—ew sin (—%f) ...t>0
0 .1 <0

{
F(é):{ eweos (—2€) 7t ...£<0
{

0 . E>0

—cacos —w (£ —t Lt >z
Fle=at) =1 -9 Lt<t

—cacosw (£ —t¢ >z
Pla—an = { oGm0z

Mit der Kreiswellenzahl k = 27” bzw. der Dispersionsrelation w = ak folgt die Geschwin-
digkeitsstorung im gesamten Rohr mit

cwsink (x — at x—at <0
u(:p—at):F'(:p—at):{O ( ) ...x—at;(]

was natiirlich auch die Randbedingung erfiilt.

2.3.3 Offenes Rohr - Druckstorung

Diese erhalten wir sofort durch Einsetzen der Losung der Geschwindigkeitsstorung in
Gleichung (2.3),

109 [ —Zed’ksink(z—at) ...xz—at <0
a0t |0 .z —at>0
p—po | —eksink (z — at) .x—at <0
A L .x—at>0

2.3.4 Offenes Rohr - Verschiebung eines Fluidteilchens

Die Verschiebung eines Fluidteilchens wollen wir mit ¢ bezeichnen. Die Anderung der
Verschiebung in Folge der durchlaufenden Welle erhalten wir demnach aus
0
d¢ =udt = a—idt = F'(x — at) dt,
= F' (zo + ¢ — at) dt,

wobei natiirlich immer am Ort des Teilchens die Geschwindigkeitsstorung zu bestimmen
ist. Da v < a gilt folgt unmittelbar ( < at und wir konnen die Geschwindigkeit wieder
ndherungsweise am Ort der Ruhelage des Fluidteilchens bestimmen,

d¢ = F' (zg — at) dt.

die Integration liefert nun
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und wenn man die Laufzeit der Welle bis zum Aufpunkt beriicksichtigt, erhélt man
t

(= / F' (g —ar) dr

x
to="2

angewandt auf unser Beispiel einer durchlaufenden Sinuswelle ergibt sich

(= % / ewsin (k§) d€
0
(= —¢ccos k€57 =& (1 — cos k(wp — at))

2.4 Kugelwellen

Berechne - im Rahmen der linearen Theorie - die Ausbreitung einer Kugelwelle (Druck-
storung), die sich x = xo # 0 nach aufen ausbreitet und durch eine Quelle der Form

2 2
t t
0<t<ty: 4z ®, (zo,t) = 16 (cot0)2 (t_) (1 — —)
0
tSO,tZt()Z @x(:po,t):(]

hervorgerufen wird

2.4.1 Wellengleichung in Kugelkoordinaten
In kartesischen Koordinaten lautet die Wellengleichung
®tt — G,2A(I) =0.

Kartesische Koordinaten sind allerdings fiir die Beschreibung von kugelsymmetrischen
Problemen ungeeignet, man wechselt also auf Kugelkoordinaten,

xr =rcos¢sinf y =rsin¢sinf z=rcosf

und schreibt die Potentialfunktion ® nun in Kugelkoordinaten ® = ®(r, ¢,0,t) an, so
muss auch die Differentialgleichung auf diese Koordinaten transformiert werden. Wir
erhalten

PO [P0 200]
ot? oz  ror|
%%ﬂb

Da r unter die Differentiation nach der Zeit gezogen werden kann, kann man die Wel-
lengleichung umschreiben
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Diese Gleichung hat fiir 7® aber formal die gleiche Struktur wie die Wellengleichung
in kartesischen Koordinaten fiir ®. Es kann also analog zur kartesischen Gleichung die
d’Alembert’sche Losung fiir r® angegeben werden,

r® =F(r—at)+ G (r+at)
— @le(r—at)—i—lG(r—i—at).
r r

Analog gilt die selbe Uberlegung fiir die Wellengleichung der Druck- bzw. Dichtestérung
S.

— S:lF(r—at)—i—lG(T—i—at).
T r

Diese Losung wird auch als d’Alembert’sche Losung fiir kugelkoordinaten bezeichnet.
Dabei beschreibt der Term F' (r — at) auslaufende Wellen, der Term G (r + at) einlau-
fende Wellen. Im Fall von einfachen Wellen gilt bei auslaufenden Wellen G = 0 bzw.
einlaufenden Wellen F' = 0.

2.4.2 Wellenausbreitung

Man setzt also eine auslaufende Welle ® = LF(n) mit 7 = cot — x — 2o an. Aus der
Rand- bzw. Anfangsbedingung erhilt man eine Differentialgleichung fiir F'(n):

Gt =y
~ )+ P (=) = . (z0.)
F(3) + —F(3) + 2 (70,7) = 0

To
Deren Losung findet man mit

n
n

F(n)=—xzpe = /CIJI (x0,0) e do.
0

Diese Losung gilt allerdings nur fiir 0 < n < ¢oto. Fiir ¢otg < 7 ist die obere Grenze des
Integrals durch o = ¢yt zu ersetzen. Mit % = a erhalten wir fiir 0 < n < cotg — x + 29
die endgiiltige Losung

O (z,t) =—F(n) = _ 20 6w /Cbm (xo,0) e do
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9 n 2 2
roda® _n o (cot — T+ 9 cot — x + xg
= ——— ¢ %0 erxg | —— 8 ——— 1l - — do
r T Coto Coto
0

n
4 2 o - 2 2
_ _Todd” /e NN 4
x coto Coto
0

mit cotg = axg und der Substitution z = ﬁ folgt

2

24a% _n 2 2 4 _n
@(x,t):—@ie % /ez <E> <1—z> de=-—20 " o IHO/GZZ2(CL—Z)2 dz

T T a a T a*m
5703 4 2.2 4
=0 " o7z [ e? (a 22— 2023 + 2 ) dz
T a*m
2.4
B N T S 7 R I (a®2® + 6az* — 42°) dz
T arm
2.4
= P02 w e _oat et 4P et 4 [ e (a®2* + 6az® +122%) dz
T am
2.4
=N 2 o le [2* —2(a+2)2°] + (a® + 6a+12) [ z%e* dz
T a*rm
x2 4 . e
L e 0 (0 b0 12) (2 225 )]

O (2,1) = —%?{(%)4—2(2+a) (%)3+

(%)2 _Qx% +2 (1 —e‘%)]}

Fiir die Druckstérung S gilt ja S = —c?®,, somit folgt die der Druckstérung proportio-
nale Grofse —%@t fiir n < cotp mit

1 8 x 3 2
oS = ——; (z,t) = T—O {2 (ﬁ) —3(2+a) (E) +
Co asm T Zo Zo

+ (a® + 6a + 12) {1—2<1—e‘fo)”.

Zo

+ (a® + 6a + 12)

Fiir den Fall ¢oty < n erhalten wir
1 8 o
oS = ——; (z,t) = T@ e 7 [— (a® — 6a + 12) e* +a” + 6a + 12] .
Co a’m x
Die Losung ist in nachstehender Abbildung dargestellt. Es zeigt sich, daf die Druck-
welle fiir ¢ > 1 mit jener der Kugelwelle, fiir a = 0.5 aber mit der ebenen Welle gut
iibereinstimmt. Allerdings ist stets auch ein nachlauf da, der sich bis x = x erstreckt.
Diese unterschiedlichen Resultate fiir die beiden Extremfille ist auch nicht sonderlich
verwunderlich, schlielich kann man den Fall a > 1 mit einer gut angendherten Punkt-
quelle identifizieren, wihrend a < 1 bzw. bereits a = 0.5 einer grofflichig ausgedehnten

Schallquelle entspricht.
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LGN a =10
% =20 z
8-1_ 0~ | ot -
" " 20 3.0 4.0
a=1.0
A —iq)t
t_05
0.05 to
=20
0.81— %-0/\ ol _
10— 3.0 4.0
Zo
a=0.5
A _%‘I)t
L=05 t
t—90
0.01+ /to\
. | 3.0 _
1.0 s = 40
coto

Zo

Ausbreitung einer Kugelwelle fiir verschiedene Parameter a.

2.5 Kugelwellen periodisch.

Die Meeresbiologen setzen fiir die Untersuchung der Walgesinge Schallquellen mit ku-
gelsymmetrischer Abstrahlcharakeristik ein. Man berechne die Geschwindigkeits- und
Druckstérungen, die im Halbraum iiber der Schiffswand ausgehend von dieser punkt-
formigen Schallquelle emittiert werden. Die Schallquelle am Punkt zy # 0 verursacht
dabei auf einer Fliche mit Kriimmungsradius R < 1 periodische Druckschwankungen
der Form p = pg + € sin wt.
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2.5.1 Halbraum - Druckstorung

Im Fall einfacher Wellen, wie wir sie in diesem Beispiel vorliegen haben, gilt immer
entweder /' = 0 oder G = 0. Da wir es hier mit auslaufenden Wellen zu tun haben, folgt

als Losung

1
S:;F(T—at)

gegeben. Allerdings miissen wir auch die Randbedingung beriicksichtigen, die in unse-
rem Fall durch den kugelférmigen Schallgeber vorgeschrieben ist. Durch die Annahme
von R < 1 kann die Randbedinung nidherungsweise auch am Ort des Krimmungsmit-
telpunkts angenommen werden und wir erhalten die vereinfachte Randbedinung

£
S (F =7y t) = —— .
(7" =70, t) Qoazcosw

Vergleichen wir dieses Ergebnis mit der d’Alembert’schen Losung, so erhalten wir

1
S (r=ro,t) = EF(|F—F0| —at) = écoswt

R
—  F(—at) = 6—2coswt
Qo

eR
(—at) e cos —k(—at)

R
= F(F—7| —at) = % cos — k(|7 — 7| — at).
Qoa

Somit erhalten wir fiir die Druck- bzw. Dichtestérungen

I R« -
= S(\r—r0|—at):m@cosk(\r—rd—at).

2.5.2 Geschwindigkeitsstorung

Diese erhalten wir durch Einsetzen der Losung der Druckstérung in die Kontinuitéts-
gleichung

o 08
in Kugelkoordinaten angeschrieben und die Druckstérung eingesetzt liefert uns
1 o R we

— (| =1y| P) = —————sink(|r' — rp| — at
Formare Tl ®) = G skl = ol — af)

* we . L

w(h’ — 70| @) = —RW sin k(|7 — ro| — at)

0
(7~ 7] @) = —R;—; /sink(|F— 7ol = at) dr

0 we
Ol ) —
8r(‘r o ) Rgoazk

cos k(|7 — 70| — at)
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|7 — 7| @ = Rg(ji;k /cosk(|77—770\ —at)dr
R we Lo
o = il eath sin k(|7 — 75| — at)
b E k(- | — at)
|77 — 70| oow 0

Die Geschwindigkeitsstorung ergibt sich aus der Differentiation,

00 R € R €k
= — =———~—sink(|r — 79| — at) + =————cos k(|7 — 79| — at
B = T g S o ) 4 T con k(7 ] — )

R
=t (k:cos k(|7 — 7| — at) — sin k(|7 — 70| — at)> :

a |7 — 70| eow

|_) _)|

To



Kapitel 3

Stromungen mit Warmezufuhr

3.1 Gleichdruckverbrennung

Luft stromt aus einem Behélter mit dem Druck von pg = 1 bar und der Tempera-
tur 7y = 15 °C. Die Luft wird isentrop beschleunigt zu einer Geschwindigkeit von
v = 100 "/;. Danach wird ihre absolute Temperatur mittels Gleichdruckverbrennung
verdoppelt. Nach der Verbrennung wird die Luft wieder isentrop komprimiert zum Ru-
hezustand. Fiir Luft gilt k = 1.4, ¢, = 1005 J/kg/K.

1. Wieviel Wirme muss zugefiihrt werden?

2. Wie grof ist die Differenz zwischen den Ruhetemperaturen TO,T o vor und nach
der Verbrennung?

3. Wie verhalten sich die Ruhedriicke pg, py zueinander?

3.1.1 Notwendige zugefiihrte Warmemenge.

Die Ruheschallgeschwindigkeit und kritische Schallgeschwindigkeit folgt aus

co =/ (k— 1), Ty = 340.35 s

k—1
_ 2

v? = 337.40 ™,

somit erhalten wir die Machzahl mit

M =2 =029
c
aus der bekannten Beziehung Tlo = z—z erhalten wir die Temperatur des stromenden
0
Mediums,
2
T =—-Ty=2817K,
&0

21
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welche in Folge der Gleichdruckverbrennung verdoppelt werden soll. Unter Zuhilfenahme
der Formel fiir die Gleichdruckverbrennung aus der Vorlesung erhalten wir die zuzufiih-
rende Wirmemenge,

a2 = ¢, (T = T) = T = 1005+ 283.17 = 284.59 ",

3.1.2 Differenz der Ruhetemperaturen

Die beschleunigte Luft wurde um AT = 283.17 K erwiarmt, wihrend ihre Geschwin-
digkeit konstant geblieben ist. Nun wird sie wieder isentrop komprimiert. Da die formel
fiir gie Gleichdruckverbrennung nicht nur fiir Temperatur am Ort der Verbrennung gilt,
sondern auch fiir die Ruhetemperaturen vor und nach der Verbrennung, erhalten wir die
Temperaturdifferenz direkt mit

AT =Ty —To=T—-T=T=283.17

3.1.3 Ruhedruckverlust

Das Verhéltnis der Ruhedriicke ergibt sich 1t. z.B. VO Skriptum ,Grundlagen der Stro-
mungslehre” bzw. Oswatitsch, ,(Gasdynamik” mit

]50 K T() §—s
In— = In — —
po K—1 Ty c¢p—c

K q q
= In{1 —In(1+—)|.
“_1{n( _'_CpTO) n( _'_CpT)}

fiir unser vorliegendes Beispiel erhalten wir

D T T
lnp—: m {1n<1+cp )—ln(l%—cp—)}
pO R — ]- CpTO CpT

D 283.1
ln@: I{ In{1+ 83.17 —1In2
po K—1 288.15
= —-3.038-1072
Po

— — =0.970
Do

o




