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Kapitel 1Grundlagen
1.1 Shallgeshwindigkeit.Leiten Sie ausgehend von der De�nition der Shallgeshwindigkeit eine brauhbare For-mel zur Berehnung der Shallgeshwindigkeit eines beliebigen Fluids ausgehend von derüblihen thermishen Zustandsgleihung p (v, T ) her.Die Shallgeshwindigkeit für ein beliebiges Gas ergibt sih mit

a2 =

(
∂p (v, T )

∂̺

)

sunter Verwendung von v = 1
̺
folgt

a2 = −v2

(
∂p (v, T )

∂v

)

s

.Diese Beziehung kann kurz auh in Form von a2 = −v2pv (v, s) geshrieben werden.Es muss nun nur noh eine Beziehung zwishen pv (v, s) und der üblihen thermishenZustandsgleihung p = p (v, T ) gefunden werden. Dazu bilden wir in beiden Fällen dastotale Di�erential,
dp = pv (v, s) dv + ps (v, s) ds,

dp = pv (v, T ) dv + pT (v, T ) dT.Gleihsetzen liefert bei konstanter Entropie s = const → ds = 0

pv (v, s) dv = pv (v, T ) dv + pT (v, T ) dT, bzw.
pv (v, s) = pv (v, T ) + pT (v, T )

(
∂T

∂v

)

s

.Den entsprehenden Ausdruk für (∂T
∂v

)

s
�nden wir durh Bilden des totalen Di�erentialsder Entropie,

ds = sv (v, T ) dv + sT (v, T ) dT, bzw.1



2 KAPITEL 1. GRUNDLAGENFür den Fall konstanter Entropie sowie unter Verwendung bekannter thermodynamisherRelationen (siehe z.B. E.Beker, �Tehnishe Thermodynamik�), erhalten wir
0 = pT (v, T ) dv +

cv (v, T )

T
dT,

→
(

∂T

∂v

)

s

= − T

cv (v, T )
pT (v, T ) .Somit folgt für unsere gesuhte Gröÿe pv (v, s)

pv (v, s) = pv (v, T ) − T

cv (v, T )
p2

t (v, T )und die Shallgeshwindigkeit ist shlieÿlih
a2 = −v2pv (v, s) = −v2

(

pv (v, T ) − T

cv (v, T )
p2

T (v, T )

)

1.2 Ideales Gas.Berehnen Sie Shallgeshwindigkeit und gasdynamishe Fundamentalableitung für einideales Gas.1.2.1 ShallgeshwindigkeitDie Shallgeshwindigkeit für ein beliebiges Gas ergibt sih mit
a2 =

(
∂p (v, T )

∂̺

)

sunter Verwendung von v = 1
̺
und p = 1

v
RT folgt

a2 = −v2

(
∂p (v, T )

∂v

)

s

= −v2

(

pv (v, T ) − T

cv (v, T )
p2

T (v, T )

)

a2 = −v2

(

−RT

v2
− T

cv (v, T )

R2

v2

)

= RT

(

1 +
R

cv (v, T )

)

= RT
cv (v, t) + R

cv (v, T )

a2 = RT
cp

cv

= κRT



1.3. VAN DER WAALS GAS. 31.2.2 gasdynamishe FundamentalableitungDie gasdynamishe Fundamentalableitung errehnet sih unter Verwendung der Zu-standsgleihung in der Form p = p (v, T ) gemäÿ
Γ =

v3

2a2

{

pvv −
3T

cv

pT pvT +

(
TpT

cv

)2 [

3pTT +

(

1 +
T

cv

∂cv

∂T

)
pT

T

]}

Γ =
v3

2κRT

(

2
RT

v3
+

3T

cv

R

v

R

v2
+

(
RT

v cv

)2
R

vT

)

Γ =
1

2κ

(

2 +
R

cv

2cv + cv + R

cv

)

=
1

2κ

(

2 +
R

cv

2cv + cp

cv

)

=
1

2κ

(

2 +
R

cv
(2 + κ)

)

Γ =
1

2κ

2cv + 2R + Rκ

cv
=

1

2κ

2cp + Rκ

cv
=

1

2κ

(

2κ +
R

cv
κ

)

=
1

2

(

2 +
R

cv

)

Γ =
1

2

2cv + R

cv
=

1

2

cv + cp

cv
=

1

2
(1 + κ)

Γ =
κ + 1

21.3 Van der Waals Gas.Berehnen Sie Shallgeshwindigkeit und gasdynamishe Fundamentalableitung für einVan der Waals Gas.1.3.1 GrundlagenDie Zustandsgleihung eines Van der Waals Gases lautet
p =

RT

v − b
− α

v2mit den beiden Konstanten
b =

RTc

8pc
und α =

27

64

R2T 2
c

pc
,wobei Tc die kritishe Temperatur und pc der kritishe Druk ist. für das kritishe spe-zi�she Volumen vc �ndet man zusätzlih die Beziehung vc = 3b. Insgesamt ergibt sihfür den Kompressibilitätsfaktor bei den kritishen Gröÿen

Z =
pcvc

RTc
=

3

8Die Ableitungen der Zustandsgleihung nah den Zustandsgröÿen lauten
pv (v, T ) = − RT

(v − b)2 +
2α

v3
pT (v, T ) =

R

v − b



4 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN
pvv (v, T ) =

2RT

(v − b)3 − 6α

v4
pTT (v, T ) = 0

pvT (v, T ) = − R

(v − b)2

∂cv

∂T
= 0 → lt. Vorraussetzung1.3.2 ShallgeshwindigkeitDie Shallgeshwindigkeit für ein beliebiges Fluid errehnet sih aus der thermishenZustandsgleihung p = p (v, T ) gemäÿ

a2 = −v2

(

pv (v, T ) − T

cv (v, T )
p2

T (v, T )

)

.Setzt man die entsprehenden Ableitungen in die Gleihung ein, so erhält man
a2 = −v2

(

− RT

(v − b)2 +
2α

v3
− T

cv (v, T )

R2

(v − b)2

)

.Diesen Ausdruk kann man noh vereinfahen,
a2 =

RTv2

(v − b)2 − 2α

v
+

T

cv (v, T )

R2v2

(v − b)2

a2 =
RTv2

(v − b)2







1 +
R

cv (v, T )
︸ ︷︷ ︸

δ







− 2α

v

a2

RT
=

v2

(v − b)2 (1 + δ) − 2α

RTvSetzt man nun noh die entsprehenden Ausdrüke für b und α ein, so erhalten wir
a2

RT
=

v2

(
v − vc

3

)2 (1 + δ) − 2 · 27R2T 2
c

64pcRTvherausgehoben und gekürzt verbleibt
a2

RT
=

9
(
3 − vc

v

)2 (1 + δ) − 27

32

RTc

pc
︸︷︷︸

8

3
vc

Tc

T

1

v

a2

RT
=

9
(
3 − vc

v

)2 (1 + δ) − 9

4

Tc

T

vc

v
.Verwendet man nun an Stelle der absoluten Gröÿen die dimensionslosen reduziertenGröÿen vr = v

vc
, pr = p

pc
und Tr = T

Tc
, so erhalten wir endgültig:

a2 =
9RTc

4

(
4Trv

2
r

(3vr − 1)2
(1 + δ) − 1

vr

)



1.3. VAN DER WAALS GAS. 51.3.3 gasdynamishe Fundamentalableitung ΓDie gasdynamishe Fundamentalableitung, das Maÿ für die Krümmung der Isentropenim p-v-Diagramm, errehnet sih unter Verwendung der Zustandsgleihung in der Form
p = p (v, T ) gemäÿ

Γ =
v3

2a2

{

pvv −
3T

cv

pT pvT +

(
TpT

cv

)2 [

3pTT +

(

1 +
T

cv

∂cv

∂T

)
pT

T

]}

.Setzt man wieder die entsprehenden Ableitung ein, so erhält man
Γ =

v3

2a2

{

2RT

(v − b)3 − 6α

v4
− 3T

cv

R

v − b

−R

(v − b)2 +

(
RT

cv (v − b)

)2 [

3 · 0 +

(

1 +
T

cv
0

)
R

T (v − b)

]}Diesen Ausdruk kann man noh vereinfahen,
Γ =

v3

2a2

{

2RT

(v − b)3 − 6α

v4
+

R

cv

3RT

(v − b)3 +

(
RT

cv (v − b)

)2
R

T (v − b)

}

Γ =
v3

2a2

{
2RT

(v − b)3 − 6α

v4
+

R

cv

3RT

(v − b)3 +
R2

c2
v

RT

(v − b)3

}mit δ = R
cv

Γ =
RT

2a2

{
v3

(v − b)3

(
2 + 3δ + δ2

)
− 6α

vRT

}Setzt man nun noh die entsprehenden Ausdrüke für b und α ein, so erhalten wir
Γ =

RT

2a2

{

v3

(
v − vc

3

)3

(
2 + 3δ + δ2

)
− 6 · 27R2T 2

c

64vpcRT

}herausgehoben und gekürzt verbleibt
Γ =

RT

2a2

{

27
(
3 − vc

v

)3

(
2 + 3δ + δ2

)
− 81

32v

Tc

T

RTc

pc

}

Γ =
RT

2a2







27
(

v
vc

)3

(

3 v
vc
− 1
)3

(
2 + 3δ + δ2

)
− 27

4

Tc

T

vc

v





Verwendet man nun an Stelle der absoluten Gröÿen die dimensionslosen reduziertenGröÿen vr = v
vc
, pr = p

pc
und Tr = T

Tc
, so erhalten wir endgültig:

Γ =
27RTc

8a2

[
4Trv

3
r

(3vr − 1)3
(
2 + 3δ + δ2

)
− 1

vr

]Die Shallgeshwindigkeit eingesetzt liefert
Γ =

27RTc

89RTc

4

(
4Trv2

r

(3vr−1)2
(1 + δ) − 1

vr

)

[
4Trv

3
r

(3vr − 1)3
(
2 + 3δ + δ2

)
− 1

vr

]



6 KAPITEL 1. GRUNDLAGENund mit Kürzen
Γ =

3

2

4Trv3
r

(3vr−1)3
(2 + 3δ + δ2) − 1

vr

4Trv2
r

(3vr−1)2
(1 + δ) − 1

vr

Γ =
3

2

4Trv
4
r (2 + 3δ + δ2) − (3vr − 1)3

4Trv3
r (3vr − 1) (1 + δ) − (3vr − 1)3



Kapitel 2Akustik
2.1 Mishungen Idealer Gase.Berehnen Sie Shallgeshwindigkeit der Mishung von idealen Gasen. Als Beispiel seiLuft mit 78% N2, 21% O2 und 1% Ar angenommen.2.1.1 ZustandsgleihungBevor die Shallgeshwindigkeit berehnet werden kann, muss man die Zustandsglei-hung der Gasmishung kennen. Für jede Gaskomponente gilt natürlih die Zustands-gleihung des idealen Gases.

piVi = miRiT mit V = mividie spezi�she Gaskonstante der jeweiligen Komponente erhält man aus dem Quotientender allgemeinen Gaskonstanten R̃ = 8.314JK−1mol−1 und der Molmasse Mi

Ri =
R̃

Mi
.Somit ergibt sih für die Zustandsgleihung einer Komponente

piVi = R̃
mi

Mi
T = R̃NiTmit der Molzahl Ni der i-ten Komponente. Die Gesamtmasse der Mishung m ergibtsih dann mit

m =
∑

i

NiMi = NM,also aus der Gesamtmolzahl N und der Molmasse der Mishung M . Diese wird nah
M =

∑

i

Ni

N
Mi =

∑

i

χiMi7



8 KAPITEL 2. AKUSTIKberehnet, wobei gleih der Molenbruh χi = Ni

N
eingeführt wurde. Die Zustandsglei-hung der Gasmishung kann man nun mit

pv =
R̃

M
T = RTangeben. Bevor nun die Shallgeshwindigkeit bestimmt werden kann, müssen noh diespezi�shen Wärmen berehnet werden. Die Grundlage bilden

cvm =
∑

i

cvimi → cv =
∑

i

cvi
mi

m
,

cpm =
∑

i

cpimi → cp =
∑

i

cpi
mi

m
,wobei sih das Verhältnis mi

m
aus

mi

m
=

NiMi

NM
= χi

Mi

Mergibt. Damit folgt nun für die spezi�shen Wärmen
cv =

∑

i

χicvi
Mi

M

cp =
∑

i

χicpi
Mi

Mund für den Adiabatenexponent κ

κ =
cp

cv

=

∑

i

χicpiMi

∑

i

χicviMi

.Aufgrund von Ri = cpi − cvi = R̃
Mi

kann Mi auh als
Mi =

R̃

cpi − cviund damit vereinfaht sih κ zu
κ =

∑

i

χi
cpi

cpi−cvi

∑

i

χi
cvi

cpi−cvi

=

∑

i

χi
κi

κi−1

∑

i

χi
1

κi−1

.2.1.2 ShallgeshwindigkeitFür ein ideales Gas gilt ja bei isentroper Zustandsänderung
pvκ = const.



2.2. FLÜSSIGKEITEN. 9Damit ergibt sih die Shallgeshwindigkeit zu
a2 =

(
∂p

∂̺

)

s

= −v2

(
∂p

∂v

)

s

= κv2 const

vκ+1
= κv

const

vκ
= κpv = κRTUm nun die Shallgeshwindigkeit für Luft zu berehnen, müssen also zuerst der Adia-batenexponent und die spezi�she Gaskonstante bestimmt werden. Aus der kinetishenGastheorie κ mit

κ =
f + 2

fbekannt, wobei f die Anzahl der Freiheitsgrade des Gasteilhens ist. Für die angegebeneZusammensetzung der Luft ergibt sih deren Molmasse mit
M =

∑

i

Miχi = 0.78 · 28.02 + 0.21 · 32 + 0.01 · 39.95

M = 28.96
kg

kmolDie spezi�she Gaskonstante ist somit
R =

R̃

M
=

8.134

28.96
= 286.9

J

kg Kund der Adiabatenexponent κ folgt daher mit
κ =

∑

i

χi
κi

κi−1

∑

i

χi
1

κi−1

=
0.78

7/5
2/5

+ 0.21
7/5
2/5

+ 0.01
5/3
2/3

0.78 1
2/5

+ 0.21 1
2/5

+ 0.01 1
2/3

κ =
0.78 · 3.5 + 0.21 · 3.5 + 0.01 · 2.5
0.78 · 2.5 + 0.21 · 2.5 + 0.01 · 1.5 = 1.402Somit ergibt sih die Shallgeshwindigkeit für Luft bei 0 ◦C = 273.15 K mit

a =
√

κRT =
√

1.402 · 286.9 · 273.15 = 331.45ms−12.2 Flüssigkeiten.Berehnen Sie die Shallgeshwindigkeit von Wasser bei 0 ◦C.2.2.1 ZustandsgleihungBevor die Shallgeshwindigkeit eines Fluids berehnet werden kann, muss man dessenZustandsgleihung kennen. Für Flüssigkeiten kann nun niht mehr die Annahme einesidealen Gases oder eines Van der Waals Gases getro�en werden, es kommt statt dessendie sogenannte Tait'she Zustandsgleihung
p + B

B
=

(
̺

̺0

)γ

=
(v0

v

)γ (2.1)ins Spiel, wobei B und γ �üssigkeitsspezi�she Konstante sind, die Tabelle 2.1 zu ent-nehmen sind.



10 KAPITEL 2. AKUSTIKFlüssigkeit B [atm] γ ̺0 [kg/m3]Wasser H2O 3000 7.15 999.84Tetrahlorkohlensto� CCl4 1000 9.35 1600Queksilber Hg 3000 8.2 13500n-Heptan 654 10.6 684Tabelle 2.1: Konstanten der Tait'shen Zustandsgleihung für vershiedene Flüssigkeiten.2.2.2 Shallgeshwindigkeit HerleitungBei bekannter thermisher Zustandsgleihung p = p (v, T ) und bekannter spezi�sherWärmekapazität cv = cv (v, T ) soll erneut die Shallgeshwindigkeit berehnet werden.Dazu betrahten wir zuerst die Entropiede�nition,
T ds = du + p dv, T ds = dh − v dp,

T ds =

(
∂u

∂T

)

v
︸ ︷︷ ︸

cv

dT +

(
∂u

∂v

)

T

dv + p dv, T ds =

(
∂h

∂T

)

p
︸ ︷︷ ︸

cp

dT +

(
∂h

∂p

)

T

dp − v dp,

T ds = cv dT +

((
∂u

∂v

)

T

+ p

)

dv, T ds = cp dT +

((
∂h

∂p

)

T

− v

)

dp.Setzt man nun Isentropie voraus, so erhält man direkt
(

∂v

∂T

)

s

= − cv
(

∂u
∂v

)

T
+ p

,

(
∂p

∂T

)

s

= − cp
(

∂h
∂p

)

T
− v

.Somit kann der bekannte Ausdruk für die Shallgeshwindigkeit
(

∂p

∂v

)

s

=

(
∂p
∂T

)

s(
∂v
∂T

)

s

=
cp

cv

(
∂u
∂v

)

T
+ p

(
∂h
∂p

)

T
− vAuf der anderen Seite kann man ähnlihe Überlegungen ausgehend von der isothermenZustandsänderung anstellen, was gleihbedeutend mit T = const bzw. dT = 0 ist. Esgilt also

T ds = cv dT
︸ ︷︷ ︸

0

+

((
∂u

∂v

)

T

+ p

)

dv,T ds = cp dT
︸ ︷︷ ︸

0

+

((
∂h

∂p

)

T

− v

)

dp,woraus direkt
((

∂u

∂v

)

T

+ p

)

dv =

((
∂h

∂p

)

T

− v

)

dpfolgt. Dementsprehend gilt
(

∂p

∂v

)

T

=

(
∂u
∂v

)

T
+ p

(
∂h
∂p

)

T
− v

,



2.3. EINFACHE WELLEN. 11ein Ausdruk der allein aus der thermishen Zustandsgleihung folgt. Somit kann manden Ausdruk für die Shallgeshwindigkeit weiter vereinfahen und wir erhalten
a2 = −v2

(
∂p

∂v

)

s

= −v2κ

(
∂p

∂v

)

T

(2.2)2.2.3 Shallgeshwindigkeit von FlüssigkeitenAusgehend von der Tait'shen Zustandsgleihung (2.1) erhalten wir für den Druk bzw.dessen isotherme Ableitung
p = B

(
̺

̺0

)γ

− B

p = B
(v0

v

)γ

− B
(

∂p

∂v

)

T

= −γB
(v0

v

)γ 1

v
.Mit der Gleihung für die Shallgeshwindigkeit (2.2) erhalten wir shlieÿlih

a2 = −v2κ

(
∂p

∂v

)

T

a =

√

κvγB
(v0

v

)γDa aufgrund der Inkompressibilität der Flüssigkeiten im Allgemeinen niht zwishen ei-nem cv und einem cp untershieden wird bzw. κ ≈ 1 gilt, vereinfaht sih diese Beziehungweiter,
a =

√

γB

̺

p + B

B
=

√

γ
p + B

̺Für Wasser ergibt sih nun die Shallgeshwindigkeit mit
aH2O =

√

7.15 · 3039 · 105

999.84
= 1474.2ms−12.3 Einfahe Wellen.Man berehne die Geshwindigkeits- und Drukstörungen, die in einem einseitig o�enenRohr von einem beweglihen Kolben verursaht werden. Der Kolben führt seit t = 0Shwinungen von x = ε cosωt durh und war davor in Ruhe. Es soll ε ≪ 1 gelten.Weiters soll die Vershiebung eines Fluidteilhens in Folge der sih ausbreitenden Wellenberehnet werden.

x



12 KAPITEL 2. AKUSTIK2.3.1 WellengleihungAusgehend von Kontinuitätsgleihung und den reibungsfreien Bewegungsgleihungen
∂̺

∂t
+ ̺

∂vi

∂xi

= 0

∂vi

∂t
+ vj

∂vi

∂xj

= −1

̺

∂p

∂xisoll für den Fall shwaher Störungen, also den Bereih der linearen Akustik, die bestim-menden Gleihungen ermittlt werden, um die Ausbreitung der Geshwindigkeits- undDrukstörungen im oben angeführten Rohr zu berehnen. Da wir nur geringe Störungenannehmen wollen, können die Gleihungen linearisiert werden bzw. überhaupt um denRuhezustand entwikelt werden,
∂̺

∂t
+ ̺0

∂vi

∂xi

= 0
∂vi

∂t
= − 1

̺0

∂p

∂xiBetrahten man nun kurz die De�nition der Shallgeshwindigkeit
(

∂p

∂̺

)

s=so

= a2so gilt naturgemäÿ
p − p0 = a2 (̺ − ̺0)Führt man nun die dimensionslose Dihtestörung ˜̺ bzw. Drukstörung p̃

̺ − ̺0

̺0
= ˜̺

p − p0

̺0a2
= p̃ein, so erhält man aus der Folgerung der Shallgeshwindigkeitsde�nition die Gleihheitder beiden Störungen, die in Folge mit

S = ˜̺ =
̺ − ̺0

̺0
= p̃ =

p − p0

̺0a2abgekürzt werden. Mit dieser dimensionslosen Gröÿe können die Gleihungen weiterumgeshrieben werden und wir erhalten
∂S

∂t
+

∂vi

∂xi
= 0

∂vi

∂t
= −a2 ∂S

∂xi
.Führt man ein Potential für die Geshwindigkeit in der gewohnten Form vi = ∂φ

∂xi
ein, sokönnen die vier Gleihungen mit vier Unbekannt auf zwei Gleihungen mit den unbkann-ten Gröÿen S und φ reduziert werden,

∂S

∂t
+

∂2φ

∂xi
2

= 0
∂2φ

∂t∂xi

= −a2 ∂S

∂xi

.



2.3. EINFACHE WELLEN. 13Wird die Bewegungsgleihung nun nah dem Ort integriert, so folgt
∂φ

∂t
= −a2S + h(t). (2.3)Da im Unendlihen alle Störungen abgeklungen sein sollen, gilt h(t) ≡ 0 und es folgtmit der Elimination von S die Wellengleihung für der Geshwindigkeitspotential

∂2φ

∂t2
− a2∆φ = 0.Die Lösung der Wellengleihung in den auf die Charakteristiken ξ = x−at und η = x+atfür die rehtslaufenden und linkslaufenden Wellen transformierten Koordinaten ist auhbekannt d'Alembertshe Lösung. Es gilt

φ = F (x − at) + G(x + at)wobei die Funktion F die rehtslaufenden und G die linkslaufenden Wellen beshreibt.2.3.2 O�enes Rohr - GeshwindigkeitsstörungIm Fall einfaher Wellen, wie wir sie in diesem Beispiel vorliegen haben, gilt immerentweder F ≡ 0 oder G ≡ 0. Da wir es hier mit rehtslaufenden Wellen zu tun haben,folgt als Lösung für das einseitig o�ene Rohr
φ = F (x − at)Die Geshwindigkeitsstörung im Rohr ist mit

u =
∂φ

∂x
= F ′(x − at)gegeben. Allerdings müssen wir auh die Randbedingung berüksihtigen, die in unseremFall durh den bewegten Kolben vorgeshrieben ist. Durh die Annahme von ε ≪ 1 kanndie Kolbenbewegung näherungsweise auh am Ort der Ruhelage angenommen werdenund wir erhalten die vereinfahte Randbedinung

u (x = 0, t) =
dx(t)

dt
=

{
−εω sin ωt . . . t ≥ 0
0 . . . t < 0Die bereits angegebene Lösung muss natürlih auh die Randbedingung erfüllen, es giltsomit

u (x = 0, t) = F ′(0 − at) =

{
−εω sin ωt . . . t ≥ 0
0 . . . t < 0mit der Shallgeshwindigkeit a erweitert und entsprehend umgeformt erhalten wir

F ′(−at) =

{
−εω sin

(
−ω

a
(−at)

)
. . . t ≥ 0

0 . . . t < 0bzw. verständliher



14 KAPITEL 2. AKUSTIK
F ′(ξ)|x=0 =

{
−εω sin

(
−ω

a
ξ
)

. . . t ≥ 0
0 . . . t < 0integriert liefert das nun

F (ξ) =

{
εω cos

(
−ω

a
ξ
)

−a
ω

. . . ξ ≤ 0
0 . . . ξ > 0

F (x − at) =

{
−εa cos−ω

(
x
a
− t
)

. . . t ≥ x
a

0 . . . t < x
a

F (x − at) =

{
−εa cos ω

(
x
a
− t
)

. . . t ≥ x
a

0 . . . t < x
aMit der Kreiswellenzahl k = 2π

λ
bzw. der Dispersionsrelation ω = ak folgt die Geshwin-digkeitsstörung im gesamten Rohr mit

u(x − at) = F ′(x − at) =

{
εω sin k (x − at) . . . x − at ≤ 0
0 . . . x − at > 0was natürlih auh die Randbedingung erfült.2.3.3 O�enes Rohr - DrukstörungDiese erhalten wir sofort durh Einsetzen der Lösung der Geshwindigkeitsstörung inGleihung (2.3),

S = − 1

a2

∂φ

∂t
=

{
− 1

a2 εa
2k sin k (x − at) . . . x − at ≤ 0

0 . . . x − at > 0

p − p0

̺0a2
=

{
−εk sin k (x − at) . . . x − at ≤ 0
0 . . . x − at > 02.3.4 O�enes Rohr - Vershiebung eines FluidteilhensDie Vershiebung eines Fluidteilhens wollen wir mit ζ bezeihnen. Die Änderung derVershiebung in Folge der durhlaufenden Welle erhalten wir demnah aus

dζ = u dt =
∂φ

∂x
dt = F ′(x − at) dt,

= F ′ (x0 + ζ − at) dt,wobei natürlih immer am Ort des Teilhens die Geshwindigkeitsstörung zu bestimmenist. Da u ≪ a gilt folgt unmittelbar ζ ≪ at und wir können die Geshwindigkeit wiedernäherungsweise am Ort der Ruhelage des Fluidteilhens bestimmen,
dζ = F ′ (x0 − at) dt.die Integration liefert nun
ζ =

t∫

0

F ′ (x0 − aτ) dτ



2.4. KUGELWELLEN 15und wenn man die Laufzeit der Welle bis zum Aufpunkt berüksihtigt, erhält man
ζ =

t∫

t0=
x0

a

F ′ (x0 − aτ) dτangewandt auf unser Beispiel einer durhlaufenden Sinuswelle ergibt sih
ζ =

1

a

x0−at∫

0

εω sin (kξ) dξ

ζ = −ε cos kξ|x0−at
0 = ε (1 − cos k(x0 − at))

2.4 KugelwellenBerehne - im Rahmen der linearen Theorie - die Ausbreitung einer Kugelwelle (Druk-störung), die sih x = x0 6= 0 nah auÿen ausbreitet und durh eine Quelle der Form
0 ≤ t ≤ t0 : 4πx2

0Φx (x0, t) = 16 (c0t0)
2

(
t

t0

)2(

1 − t

t0

)2

t ≤ 0, t ≥ t0 : Φx (x0, t) = 0hervorgerufen wird2.4.1 Wellengleihung in KugelkoordinatenIn kartesishen Koordinaten lautet die Wellengleihung
Φtt − a2∆Φ = 0.Kartesishe Koordinaten sind allerdings für die Beshreibung von kugelsymmetrishenProblemen ungeeignet, man wehselt also auf Kugelkoordinaten,

x = r cos φ sin θ y = r sin φ sin θ z = r cos θund shreibt die Potentialfunktion Φ nun in Kugelkoordinaten Φ = Φ(r, φ, θ, t) an, somuss auh die Di�erentialgleihung auf diese Koordinaten transformiert werden. Wirerhalten
∂2Φ

∂t2
− a2

[
∂2Φ

∂r2
+

2

r

∂Φ

∂r

]

︸ ︷︷ ︸

1

r
∂2

∂r2
rΦ

= 0.Da r unter die Di�erentiation nah der Zeit gezogen werden kann, kann man die Wel-lengleihung umshreiben
∂2

∂t2
rΦ − a2 ∂2

∂r2
rΦ = 0.



16 KAPITEL 2. AKUSTIKDiese Gleihung hat für rΦ aber formal die gleihe Struktur wie die Wellengleihungin kartesishen Koordinaten für Φ. Es kann also analog zur kartesishen Gleihung died'Alembert'she Lösung für rΦ angegeben werden,
rΦ = F (r − at) + G (r + at)

→ Φ =
1

r
F (r − at) +

1

r
G (r + at) .Analog gilt die selbe Überlegung für die Wellengleihung der Druk- bzw. Dihtestörung

S.
→ S =

1

r
F (r − at) +

1

r
G (r + at) .Diese Lösung wird auh als d'Alembert'she Lösung für kugelkoordinaten bezeihnet.Dabei beshreibt der Term F (r − at) auslaufende Wellen, der Term G (r + at) einlau-fende Wellen. Im Fall von einfahen Wellen gilt bei auslaufenden Wellen G ≡ 0 bzw.einlaufenden Wellen F ≡ 0.2.4.2 WellenausbreitungMan setzt also eine auslaufende Welle Φ = 1

x
F (η) mit η = c0t − x − x0 an. Aus derRand- bzw. Anfangsbedingung erhält man eine Di�erentialgleihung für F (η):

d

dx

1

x
F (η)

∣
∣
∣
∣
x=x0

= Φx (x0, t)

− 1

x2
0

F (η) +
1

x0

F ′(η)(−1) = Φx (x0, t)

F ′(η) +
1

x0
F (η) + x0Φx (x0, η) = 0.Deren Lösung �ndet man mit

F (η) = −x0 e
−

η
x0

η∫

0

Φx (x0, σ) e
σ
x0 dσ.Diese Lösung gilt allerdings nur für 0 ≤ η ≤ c0t0. Für c0t0 ≤ η ist die obere Grenze desIntegrals durh σ = c0t0 zu ersetzen. Mit c0t0

x0
= a erhalten wir für 0 ≤ η ≤ c0t0 − x + x0die endgültige Lösung

Φ (x, t) =
1

x
F (η) = −x0

x
e
−

η
x0

η∫

0

Φx (x0, σ) e
σ
x0 dσ

Φ (x, t) = −x0

x
e
−

η
x0

η∫

0

e
σ
x0

4

π

(
c0t0
x0

)2(
t

t0

)2(

1 − t

t0

)2

dσ
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= −x0

x

4a2

π
e
−

η
x0

η∫

0

e
σ
x0

(
c0t − x + x0

c0t0

)2(

1 − c0t − x + x0

c0t0

)2

dσ

= −x0

x

4a2

π
e
−

η
x0

η∫

0

e
σ
x0

(
σ

c0t0

)2(

1 − σ

c0t0

)2

dσmit c0t0 = ax0 und der Substitution z = σ
x0

folgt
Φ (x, t) = −x2

0

x

4a2

π
e
−

η
x0

∫

ez
(z

a

)2 (

1 − z

a

)2

dz = −x2
0

x

4

a2π
e
−

η
x0

∫

ezz2 (a − z)2 dz

= −x2
0

x

4

a2π
e
−

η
x0

∫

ez
(
a2z2 − 2az3 + z4

)
dz

= −x2
0

x

4

a2π
e
−

η
x0

{

z4 ez −2az3 ez +

∫

ez
(
a2z2 + 6az2 − 4z3

)
dz

}

= −x2
0

x

4

a2π
e
−

η
x0

{

z4 ez −2az3 ez −4z3 ez +

∫

ez
(
a2z2 + 6az2 + 12z2

)
dz

}

= −x2
0

x

4

a2π
e
−

η
x0

{

ez
[
z4 − 2(a + 2)z3

]
+
(
a2 + 6a + 12

)
∫

z2 ez dz

}

= −x2
0

x

4

a2π
e
−

η
x0

{
ez
[
z4 − 2(a + 2)z3 +

(
a2 + 6a + 12

) (
z2 − 2z + 2

)]}∣
∣

η
x0

0

Φ (x, t) = − 4

a2π

x2
0

x

{(
η

x0

)4

− 2(2 + a)

(
η

x0

)3

+

+ (a2 + 6a + 12)

[(
η

x0

)2

− 2
η

x0
+ 2

(

1 − e
−

η
x0

)
]}Für die Drukstörung S gilt ja S = −c2Φt, somit folgt die der Drukstörung proportio-nale Gröÿe − 1

c0
Φt für η ≤ c0t0 mit

c0S = − 1

c0
Φt (x, t) =

8

a2π

x0

x

{

2

(
η

x0

)3

− 3(2 + a)

(
η

x0

)2

+

+ (a2 + 6a + 12)

[
η

x0

− 2
(

1 − e
−

η
x0

)]}

.Für den Fall c0t0 ≤ η erhalten wir
c0S = − 1

c0
Φt (x, t) =

8

a2π

x0

x
e
−

η
x0

[
−
(
a2 − 6a + 12

)
ea +a2 + 6a + 12

]
.Die Lösung ist in nahstehender Abbildung dargestellt. Es zeigt sih, daÿ die Druk-welle für a ≫ 1 mit jener der Kugelwelle, für a = 0.5 aber mit der ebenen Welle gutübereinstimmt. Allerdings ist stets auh ein nahlauf da, der sih bis x = x0 erstrekt.Diese untershiedlihen Resultate für die beiden Extremfälle ist auh niht sonderlihverwunderlih, shlieÿlih kann man den Fall a ≫ 1 mit einer gut angenäherten Punkt-quelle identi�zieren, während a ≪ 1 bzw. bereits a = 0.5 einer groÿ�ähig ausgedehntenShallquelle entspriht.
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PSfrag replaements
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x
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x
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− 1
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− 1
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− 1
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0

1.0

1.0

1.0

1.0

2.0

2.0

2.0

3.0

3.0

3.0

4.0

4.0

4.0

0.1

0.01

0.01

0.05

x0

x0

x0
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t0
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t0

= 0.5
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t
t0

= 2.0

t
t0

= 2.0

t
t0

= 2.0

a = 10

a = 1.0

a = 0.5

Ausbreitung einer Kugelwelle für vershiedene Parameter a.
2.5 Kugelwellen periodish.Die Meeresbiologen setzen für die Untersuhung der Walgesänge Shallquellen mit ku-gelsymmetrisher Abstrahlharakeristik ein. Man berehne die Geshwindigkeits- undDrukstörungen, die im Halbraum über der Shi�swand ausgehend von dieser punkt-förmigen Shallquelle emittiert werden. Die Shallquelle am Punkt x0 6= 0 verursahtdabei auf einer Flähe mit Krümmungsradius R ≪ 1 periodishe Drukshwankungender Form p = p0 + ε sinωt.



2.5. KUGELWELLEN PERIODISCH. 192.5.1 Halbraum - DrukstörungIm Fall einfaher Wellen, wie wir sie in diesem Beispiel vorliegen haben, gilt immerentweder F ≡ 0 oder G ≡ 0. Da wir es hier mit auslaufenden Wellen zu tun haben, folgtals Lösung
S =

1

r
F (r − at)gegeben. Allerdings müssen wir auh die Randbedingung berüksihtigen, die in unse-rem Fall durh den kugelförmigen Shallgeber vorgeshrieben ist. Durh die Annahmevon R ≪ 1 kann die Randbedinung näherungsweise auh am Ort des Krümmungsmit-telpunkts angenommen werden und wir erhalten die vereinfahte Randbedinung

S (~r = ~r0, t) =
ε

̺0a2
cos ωt.Vergleihen wir dieses Ergebnis mit der d'Alembert'shen Lösung, so erhalten wir

S (~r = ~r0, t) =
1

R
F (|~r − ~r0| − at) =

ε

̺0a2
cos ωt

→ F (−at) =
εR

̺0a2
cos ωt

F (−at) =
εR

̺0a2
cos−k(−at)

⇒ F (|~r − ~r0| − at) =
εR

̺0a2
cos−k(|~r − ~r0| − at).Somit erhalten wir für die Druk- bzw. Dihtestörungen

⇒ S (|~r − ~r0| − at) =
R

|~r − ~r0|
ε

̺0a2
cos k(|~r − ~r0| − at).2.5.2 GeshwindigkeitsstörungDiese erhalten wir durh Einsetzen der Lösung der Drukstörung in die Kontinuitäts-gleihung

∂Φ

∂xi
= −∂S

∂tin Kugelkoordinaten angeshrieben und die Drukstörung eingesetzt liefert uns
1

|~r − ~r0|
∂2

∂r2
(|~r − ~r0|Φ) = − R

|~r − ~r0|
ωε

̺0a2
sin k(|~r − ~r0| − at)

∂2

∂r2
(|~r − ~r0|Φ) = −R

ωε

̺0a2
sin k(|~r − ~r0| − at)

∂

∂r
(|~r − ~r0|Φ) = −R

ωε

̺0a2

∫

sin k(|~r − ~r0| − at) dr

∂

∂r
(|~r − ~r0|Φ) = R

ωε

̺0a2k
cos k(|~r − ~r0| − at)
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|~r − ~r0|Φ = R

ωε

̺0a2k

∫

cos k(|~r − ~r0| − at) dr

Φ =
R

|~r − ~r0|
ωε

̺0a2k2
sin k(|~r − ~r0| − at)

Φ =
R

|~r − ~r0|
ε

̺0ω
sin k(|~r − ~r0| − at)Die Geshwindigkeitsstörung ergibt sih aus der Di�erentiation,

u =
∂Φ

∂r
= − R

|~r − ~r0|2
ε

̺0ω
sin k(|~r − ~r0| − at) +

R

|~r − ~r0|
εk

̺0ω
cos k(|~r − ~r0| − at)

u =
R

|~r − ~r0|
ε

̺0ω

(

k cos k(|~r − ~r0| − at) − 1

|~r − ~r0|
sin k(|~r − ~r0| − at)

)

.



Kapitel 3Strömungen mit Wärmezufuhr
3.1 GleihdrukverbrennungLuft strömt aus einem Behälter mit dem Druk von p0 = 1 bar und der Tempera-tur T0 = 15 ◦C. Die Luft wird isentrop beshleunigt zu einer Geshwindigkeit von
v = 100 m/s. Danah wird ihre absolute Temperatur mittels Gleihdrukverbrennungverdoppelt. Nah der Verbrennung wird die Luft wieder isentrop komprimiert zum Ru-hezustand. Für Luft gilt κ = 1.4, cp = 1005 J/kg/K.1. Wieviel Wärme muss zugeführt werden?2. Wie groÿ ist die Di�erenz zwishen den Ruhetemperaturen T0, T̂0 vor und nahder Verbrennung?3. Wie verhalten sih die Ruhedrüke p0, p̂0 zueinander?3.1.1 Notwendige zugeführte Wärmemenge.Die Ruheshallgeshwindigkeit und kritishe Shallgeshwindigkeit folgt aus

c0 =
√

(κ − 1)cpT0 = 340.35 m/s

c =

√

c2
0 −

κ − 1

2
v2 = 337.40 m/ssomit erhalten wir die Mahzahl mit

M =
v

c
= 0.296aus der bekannten Beziehung T

T0
= c2

c2
0

erhalten wir die Temperatur des strömendenMediums,
T =

c2

c2
0

T0 = 283.17 K,21



22 KAPITEL 3. STRÖMUNGEN MIT WÄRMEZUFUHRwelhe in Folge der Gleihdrukverbrennung verdoppelt werden soll. Unter Zuhilfenahmeder Formel für die Gleihdrukverbrennung aus der Vorlesung erhalten wir die zuzufüh-rende Wärmemenge,
q12 = cp

(

T̂ − T
)

= cpT = 1005 ∗ 283.17 = 284.59 kJ/kg3.1.2 Di�erenz der RuhetemperaturenDie beshleunigte Luft wurde um ∆T = 283.17 K erwärmt, während ihre Geshwin-digkeit konstant geblieben ist. Nun wird sie wieder isentrop komprimiert. Da die formelfür gie Gleihdrukverbrennung niht nur für Temperatur am Ort der Verbrennung gilt,sondern auh für die Ruhetemperaturen vor und nah der Verbrennung, erhalten wir dieTemperaturdi�erenz direkt mit
∆T = T̂0 − T0 = T̂ − T = T = 283.173.1.3 RuhedrukverlustDas Verhältnis der Ruhedrüke ergibt sih lt. z.B. VO Skriptum �Grundlagen der Strö-mungslehre� bzw. Oswatitsh, �Gasdynamik� mit

ln
p̂0

p0
=

κ

κ − 1
ln

T̂0

T0
− ŝ − s

cp − cv

=
κ

κ − 1

[

ln

(

1 +
q

cpT0

)

− ln

(

1 +
q

cpT

)]

.für unser vorliegendes Beispiel erhalten wir
ln

p̂0

p0
=

κ

κ − 1

[

ln

(

1 +
cpT

cpT0

)

− ln

(

1 +
cpT

cpT

)]

ln
p̂0

p0
=

κ

κ − 1

[

ln

(

1 +
283.17

288.15

)

− ln 2

]

= −3.038 · 10−2

→ p̂0

p0
= 0.970


