5.1. Anfangswertprobleme fiir gewéhnliche Differentialgleichungen

Mit der Anfangsbedingung y, = 0 wird

Yo = hof(x1) +y1 = haf(x1) + i f(z0) + yo - (5.36)
=0
Fir £ = N erhalten wir deshalb
N
un = hof(za1) = Isp(f). (5.37)
n=1

Dies ist gerade die summierte Rechteck-Regel (4.17a). In analoger Weise kann man
fir f = f(z) und der Anfangsbedingung yo = 0 (d.h. fiir (5.5)) zeigen, dafl das
Runge-Kutta-Verfahren zweiter Ordnung (5.27) der Trapez-Regel entspricht und
das Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung (5.34) der Simpson-Regel.

5.1.4. Adams-Bashforth-Verfahren

Eine andere Moglichkeit zur Konstruktion von Verfahren hoherer
Ordnung besteht darin, mehrere zuvor berechnete Punkte y;, zu
verwenden. Damit gelangt man zur Klasse der Adams-Bashforth-
Verfahren.” Dahinter steckt die Idee, eine genauere Extrapolati-
on von Y1 zu erhalten, indem man die Ableitung " im Intervall
[k, Tk41] durch ein Polynom approximiert, welches man durch
Interpolation aus den zuvor berechneten Werten ¥, mit n < k
John Couch erhélt.

Adams Um diese Strategie anzuwenden, setzen wir an
1819-1892
Th+41 , Th+1 | Th+1
we-m= [ y@do= [ feg@lded [ @ e 6539
Tk Tk Tk

wobei p(z) das interpolierende Polynom ist. Man erhélt so das Adams-Bashforth-
Verfahren
Thk+1
Yk+1 = Yk + / p(x) dax. (5.39)
Tk
Die einfachste Moglichkeit der Interpolation ist es, das Polynom vom Gra-
de Null zu wahlen, nadmlich die Konstante p = f(x;) = const. Dies liefert
fxi’““ p(z)dx = hf(xy). Mit dieser Wahl erhélt man gerade das Euler-Verfahren
(5.13). In der néchsthoheren Ordnung wiirde man fiir p(z) die lineare Funktion
verwenden, welche die Funktionswerte fr_1 = f(xp_1,yx—1) und fr = f(ag, yx)
interpoliert. Um diese Interpolation zu konstruieren, ist es am bequemsten, die
Newton-Interpolation (3.17) zu verwenden. Im vorliegenden Fall liegt es nahe, die

"Francis Bashforth, 1819-1912: Mathematiker und Ballistik-Experte. Veroffentlichte zusammen
mit Adams 1883 einen Aufsatz (An Attempt to Test the Theories of Capillary Action, Cambridge
University Press, 1883), in welchem die Methode von Adams zur Berechnung von Tropfenformen
verwendet wird.
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finiten Differenzen nicht wie in (3.13) in Vorwértsrichtung zu bilden, sondern in
Riickwértsrichtung. Damit wird

Afy = fr—1— [k (5.40)
In Analogie zu (3.17) erhalten wir damit das lineare Interpolationspolynom
T—z
p(x) = p1 = fi = == Al (5.41)

wobei das Minuszeichen erforderlich wurde, da wir die positive Schrittweite h =
|x)_1 — x| verwenden. Wenn wir nun das Integral in (5.39) ausfiihren, erhalten wir

Tr—x)?, | h
—x
Ykl = Yp + | fror — §TkAfk =yr + hfr — §Afk (5.42)
Tk

Dies ist das Adams-Bashforth-Verfahren zweiter Ordnung. Wenn man die Differenz
A fr. einsetzt, erhalten wir

Yrr1 = Yo + hfr — g (feor = fo) =0 + g (3fx — fr-1) - (5.43)

Wir konnen nun so fortfahren und durch das Einbeziehen weiterer Punkte in
die Newton-Interpolation (3.17) Adams-Bashforth-Verfahren hoherer Ordnung ent-
wickeln. Das Newton-Polynom zweiter Ordnung, welches die Punkte (z5_2, fr_2),
(xg—1, fr—1) und (zy, fi) interpoliert, lautet

(x — xp)(x — xp_1) T — (x — xp)(x — xp_1)

_ 20 _ 2
P2 =p1+ N A% fy = fr — i Afy + 552 A fp.
(5.44)
Durch Integration erhalten wir gemafl (5.39)
1(z — zp)°
Yrt1 = Yr + 4 fro — —uAfk
2 h
11 1 B
+ o {g (v = wp1)” = 5 (o — g (2 — xk—1)2:| Asz} . (5.45)
Dies fiihrt auf
h L (1o hoy Log hoy)
h 5h
=Y+ hfe = A0S+ EAka (5.46)
Wenn wir die Riickwirtsdifferenz zweiter Ordnung
Afe=A(fio1r — fr) = (frima — fro1) = (fim1 — f2)
= fi—2 = 2fi—1+ Jx (5.47)
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Tk—-3 Tk-2 Tk-1 Tk Tk+1 g Tk—3 Tk—2 Tk—1 T Tk+1 x

Abbildung 5.3.: Schematische Darstellung der Adams-Bashforth- (a) und der Adams-
Moulton-Strategie (b). Bei Adams-Bashforth (a) werden die vier zuletzt berechneten
Funktionswerte y; verwendet, um die Ableitungen y, = f(zy,yx) (rote Punkte) zu ge-
winnen und daraus yj, 41 (blauer Punkt) zu prognostizieren. Aus der Integration iiber
[Tk, Tr11] gewinnt man dann ygiq1 — yg. Bei Adams-Moulton (b) werden die vier roten
Punkte verwendet, um y;, 41 @mplizit vorherzusagen. Der Bereich, iiber den sich die Inter-
polation (rote Kurve) erstreckt, ist grau angedeutet. Die diinne schwarze Kurve soll die
exakte Funktion ¢’ = f(z,y) andeuten.

einsetzen, erhalten wir

h 5h
Yert =Ypt 5 (Bfr — fum1) + (D (fr—2 = 2fk—1 + fi) , (5.48)
oder
h
Yk+1 = Yk + — (23 fi — 16 fu—1 + 5 fr_2) (5.49)

12

Dies ist das Adams-Bashforth-Verfahren dritter Ordnung.
In analoger Weise kann man das Adams-Bashforth-Verfahren vierter Ordnung
konstruieren (Hausaufgabe), und erhélt

o = Yo o (35— 591 +87fucs — Ofis). (5.50)
Dies kann man nun bis zu beliebiger Ordnung fortsetzen. Die Adams-Bashforth-
Verfahren sind Mehrschritt-Verfahren, da zur Berechnung der neuen Néherung .41
die Werte von y;, aus vorangegangenen Schritten verwendet werden. Die Strategie ist
in Abb. 5.3a fiir das Adams-Bashforth-Verfahren vierter Ordnung (5.50) dargestellt.
Anders als die Einschritt-Verfahren, wie etwa die Runge-Kutta-Verfahren, tritt
bei Mehrschritt-Verfahren ganz allgemein die Problematik der Startwerte auf. Denn
zu Beginn der Rechnung liegen noch nicht hinreichend viele berechnete Funktions-
werte vor, um ein Mehrschritt-Verfahren anwenden konnte. In diesem Fall behilft
man sich meist mit der Verwendung eines Einschritt-Verfahrens derselben Fehler-
ordnung, bis man hinreichend viele Punkte berechnet hat. Ahnliches gilt, wenn man
innerhalb der Rechnung die Schrittweite h wechseln méochte.
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