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Das Frontispiz zeigt die Bewegung einer Kugel in Luft mit M = 4.01 nach A. C.
Charters (Van Dyke 1982). Mit Hilfe des Schattenverfahrens kann die 2. Ablei-
tung der Dichte sichtbar gemacht werden. Neben dem Bug-Stoß (bow shock) ist ein
schwacher Stoß zu sehen, der von der Stelle ausgeht, an der die Strömung von der
Kugel separiert. Außerdem kann man eine sogenannte N -Welle sehen, ein Stoß, der
sich vom turbulenten Nachlauf löst. Die beiden starken Stöße sind als Doppelknall
zu hören.



Vorbemerkungen

Die vorliegenden Aufzeichnungen basieren auf dem Skriptum Strömungslehre von
Professor Alfred Kluwick, der diese Vorlesung bis 2009 gehalten hat. Ziel des Kurses
ist die Vermittlung fundamentaler aerodynamischer Zusammenhänge. Ausgehend
von den Grundgleichungen werden stationäre inkompressible reibungsfreie und dre-
hungsfreie Strömungen behandelt, deren Lösungen sich durch Superposition elemen-
tarer Lösungen der Potentialgleichung ergeben. Diese Kenntnisse werden genutzt,
um die Theorie dünner Tragflügelprofile für ebene inkompressible Strömungen zu
entwickeln. Die Betrachtungen werden dann auf Tragflügel endlicher Streckung er-
weitert. Danach werden Kompressibilitätseffekte betrachtet sowie schiefe Stöße und
die Prandtl-Meyer-Expansion. Viskose Effekte werden anhand der Schmierfilmströ-
mung behandelt, wonach die vereinfachten Gleichung auf laminare Grenzschichten
erweitert werden. Schließlich wird die Schichtstruktur turbulenter Grenzschichten
behandelt.
Die vorliegende Version stellt eine erste überarbeitete Version des Vorläuferskrip-

tums dar. Der Text wurde überarbeitet und viele Abbildungen wurde neu erstellt.
An vielen Stellen wurden jedoch noch die ursprünglichen Abbildungen eingebunden.
Das Kapitel zur Numerik wurde gänzlich gestrichen, da es mittlerweile entsprechen-
de Vorlesungen gibt, welche die Numerik in größerer Tiefe behandeln.
Die Überarbeitung des Skriptums ist bei weitem noch nicht abgeschlossen. Einige

Kapitel wurden textlich auch noch nicht überarbeitet. Außerdem sollen weitere
Abbildungen erneuert werden. Für Hinweise und Verbesserungsvorschläge wäre ich
dankbar.

H. C. K.
im Februar 2011

H. C. Kuhlmann, A. Kluwi�
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graler Form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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Strömungslehre
v



Inhaltsverzeichnis

3.1.1. Helmholtzsche Wirbelsätze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.1.2. Biot-Savart Gesetz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
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1. Grundgleichungen

1.1. Grundgleichungen für stationäre, reibungslose

Strömungen in integraler Form

Wendet man die Erhaltungssätze der Mechanik für Masse, Impuls und Energie auf
ein um einen Körper gelegtes raumfestes Kontrollvolumen V an, so ergeben sich für
den Fall reibungsloser, stationärer Strömung gewisse Bilanzgleichungen (Abb. 1.1).
Wenn im Volumen keine Massequellen vorhanden sind, verschwindet der gesamte
Massenstrom durch die Oberfläche S des Volumens und die Massenbilanz lautet

∮

S

ρ~u · d~S =

∮

S

ρ~u · ~n dS =

∮

S

ρun dS = 0. (1.1)

Hierbei bezeichnen S die geschlossene Oberfläche des raumfesten Kontrollvolumens
V , ρ die Dichte des strömenden Mediums und un = ~u · ~n die auf den Normalen-
vektors ~n projizierte der Strömungsgeschwindigkeit ~u an der betreffenden Stelle der
Oberfläche. Der Normalenvektor zeigt konventionsgemäß aus dem Kontrollvolumen
heraus.
Für die Impulsbilanz gilt

∮

S

ρ~u~u · d~S =

∮

S

ρ~uun dS = −
∮

S

p~ndS +

∫

V

ρ~g dV + ~F . (1.2)

Der linke Teil der Gleichung beschreibt den Impulsstrom durch S, wobei ρ~u~u der
Tensor der Impulsstromdichte ist. Auf der rechten Seite stehen Kräfte, die vom ther-

Q̇

~g

~u

~n

~F

V

Abbildung 1.1.: Raumfestes Kontrollvolumen V um einen umströmten Körper.H. C. Kuhlmann, A. Kluwi�
Strömungslehre
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1. Grundgleichungen

x

y

~n

S

Abbildung 1.2.: Zur Luftkraft um einen umströmten Körper.

modynamischen Drucks p bewirkt werden sowie die Gewichtskraft (Erdbeschleuni-

gung ~g). ~F ist die auf das strömende Medium wirkende Kraft, auch Haltekraft

genannt, die von einem Körper in der Strömung vermittelt wird. Dementsprechend
ist ~R = −~F die auf den umströmten Körper ausgeübte Reaktionskraft.
Die Bilanz der Gesamtenergie (kinetische und innere) lautet

∮

S

ρun

(
~u2

2
+ e

)

dS = −
∮

S

p un dS +

∫

V

ρ~g · ~u dV + L+ Q̇. (1.3)

Hier bedeuten e die spezifische innere Energie (pro Masse), L die pro Zeiteinheit von

der Kraft ~F verrichtete Arbeit und Q̇ die pro Zeiteinheit zugeführte Wärme (durch
Wärmeleitung, Strahlung oder chemischer Reaktion). Verwendet man die aus der
Thermodynamik bekannte Beziehung für die spezifische Enthalpie h = e + p/ρ,
kann man auch schreiben

∮

S

ρ un

(
~u2

2
+ h

)

dS =

∫

V

ρ~g · ~u dV + L+ Q̇. (1.4)

1.2. Luftkräfte

Zieht man das Kontrollvolumen so weit zusammen, daß es der Körperkontur selbst
entspricht (Abb. 1.2), so reduziert sich die Impulsbilanz (1.2) auf die Beziehung
für die auf den Körper wirkende Kraft (un = 0 auf der Körperoberfläche, ohne die
Gewichtskraft)

~R = −
∮

S

p~ndS = −
∮

S

(p− p∞)~n dS. (1.5)

Die Erweiterung um den (konstanten) Umgebungsdruck p∞ in der ungestörten Au-
ßenströmung liefert keinen Nettobeitrag zur Kraft, da das entsprechende Integral
über die geschlossene Oberfläche S verschwindet.
Häufig wir die Druckstörung p− p∞ an der Oberfläche des Körpers in der Form

einer dimensionslosen Kenngröße dargestellt. Der Druckbeiwert (Druckkoeffizient)
cp wird definiert als

cp =
p− p∞
ρ∞u2∞/2

. (1.6)

2 H. C. Kuhlmann, A. Kluwi�
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2.3. Superposition von Lösungen

x

y

S1 S2

Abbildung 2.14.: Zylinderumströmung mit Zirkulation für 0 > Γ = Γc/2 > Γc =
−4πu∞R.

kritischen Wert
Γc = −4πu∞R (2.75)

die beiden Wurzeln von (2.74) (die beiden Staupunkte) bei ϕS = 3π/2 zusammen.
Für noch stärker negative Werte von Γ gibt es auf dem Kreis keinen Staupunkt
mehr. Dieser bildet sich vielmehr in der freien Strömung aus. Die beiden Situationen
sind in Abb. 2.15 illustriert.
Aus der azimutalen Geschwindigkeit (2.73) erhalten wir wie in (2.69) den Druck-

beiwert

cp(ϕ) = 1− V 2(ϕ)

u2∞
= 1− 4 sin2 ϕ+

2Γ

πu∞R
sinϕ− Γ2

4π2u2∞R
2
. (2.76)

Für den Widerstandsbeiwert erhält man dann aus (1.8b) unter Berücksichtigung
des nach außen gerichteten Normalenvektors ~n = (cosϕ, sinϕ)T

cD = − 1

2R

∫ 2π

0

cpnxR dϕ (2.77)

= −1

2

∫ 2π

0

[

1− 4 sin2 ϕ+
2Γ sinϕ

πu∞R
−
(

Γ

2πu∞R

)2
]

cosϕ dϕ = 0,

in Übereinstimmung mit dem D’Alembertschen Paradoxon. Für den Auftriebsbei-
wert gilt nach (1.8a) und mit ny = sinϕ

cL = −1

2

∫ 2π

0

[

1− 4 sin2 ϕ+
2Γ sinϕ

πu∞R
−
(

Γ

2πu∞R

)2
]

sinϕ dϕ. (2.78)

H. C. Kuhlmann, A. Kluwi�
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2.4. Methode der Singularitätenbelegung (Profiltheorie)

(a) Parabelbogenzweieck

m(x)

d(x)

χ1d,x(x)

x

−0.2

0

0 0.2 0.4 0.6 0.8

1

1 1.2
−3

−2

−1

2

3
(b) Keilstufe

m(x)

d(x)

χ1d,x(x)

x

−0.2

0

0 0.2 0.4 0.6 0.8

1

1 1.2
−3

−2

−1

2

3

Abbildung 2.19.: Umströmung schlanker Körper am Beispiel eines Parabelbogenzwei-
ecks (a) und einer Keilstufe (b). Gezeigt sind das Dickenprofil d(x) rot gestrichelt, die
Belegungsfunktion m(x) blau und die x-Komponente der Störgeschwindigkeit χ1d,x(x)
(schwarz). Beachte für (a) die Stammfunktion

∫
ξ/(x− ξ) dξ = −ξ − x ln(x− ξ).

Schließlich können wir noch die Druckverteilung aus der Bernoulligleichung be-
rechnen. Wie in (2.69) erhält man für den Druckbeiwert

cp = 1− ~u2

u2∞
= 1− u2 + v2

u2∞
= 1− (u∞ + u∞χx)

2 + (u∞χy)
2

u2∞
= 1− 1− 2χx − χ2

x − χ2
y.

In erster Näherung gilt daher (χ = τχ1 + εχ2 mit τ, ε≪ 1)

cp = −2χx +O(τ 2, ε2, τε) = −2
u− u∞
u∞

+ O(τ 2, ε2, τε). (2.117)

Der Druckbeiwert ist demnach proportional zur Geschwindigkeitsstörung χx(x, 0
±).

2.4.3. Anstelleffekt

Die Strömung um eine Platte verschwindender Dicke kann durch eine Quellvertei-
lung nicht erzeugt werden. Auf die Platte wirkt aber eine Auftriebskraft und diese
ist nach dem Satz von Kutta-Joukowski (2.80) mit einer Zirkulation Γ verbunden.
Daher werden wir den Anstelleffekt mit Hilfe einer Wirbelverteilung beschreiben.
Dazu betrachten wir einen einzelnen Punktwirbel bei (x, y) = (ξ, 0) mit der

Wirbelstärke dΓ. Der Beitrag dχ2 zu χ2 ist dann nach (2.35)

dχ2 =
dΓ

2π
arctan

y

x− ξ
. (2.118)

Wir wollen nun Punktwirbel kontinuierlich auf der x-Achse in dem Intervall [0, 1]
verteilen. Die Wirbelstärkenverteilung wird zweckmäßigerweise durch eine Bele-H. C. Kuhlmann, A. Kluwi�
Strömungslehre
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5. Nichtlineare Effekte bei
Überschallströmung

5.1. Schiefer Verdichtungsstoß

Wie wir im letzten Kapitel gesehen haben, ist die Neigung der Machlinien im Fall
schwach gestörter Parallelströmung nur von der Anströmmachzahl abhängig, sie
wird von der Profilform selbst nicht beeinflußt (lineare Theorie). Wird die Über-
schallströmung jedoch einer merklichen Umlenkung um den Strömungswinkel ϑ
durch eine konkave Ecke unterzogen, bildet sich von der Ecke her ein schiefer Ver-
dichtungsstoß unter dem Stoßwinkel γ im Strömungsfeld aus, hinter dem die Mach-
linien unter einem Winkel α̂ 6= α geneigt sind (Abb. 5.1).

Um die Feldgrößen vor und nach dem schiefen Verdichtungsstoß miteinander in
Beziehung setzen zu können, benutzen wir die Eigenschaft, daß die Tangentialkom-
ponente der Strömungsgeschwindigkeit über den Stoß hinweg stetig ist, das heißt
daß ut = ût ist. Demnach kann man sich einen schiefen Verdichtungsstoß dadurch
zustandegekommen vorstellen, daß man einen senkrechten Stoß von einem Koor-

Abbildung 5.1.: Machlinien und schiefer Verdichtungsstoß im Rahmen der linearen Theo-
rie (kleine Störung, oben) und der nichtlinearen Theorie (große Störung, unten).H. C. Kuhlmann, A. Kluwi�
Strömungslehre
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5. Nichtlineare Effekte bei Überschallströmung

Abbildung 5.2.: Zerlegung der Anströmung in Komponenten normal und senkrecht zur
Stoßebene.

Abbildung 5.3.: Strömungsumlenkung hinter einem schiefen Verdichtungsstoß.

dinatensystem aus betrachtet, das sich gegenüber dem ursprünglichen mit ut in
der Stoßebene bewegt (Galileitransformation der Stoßbeziehungen für den senk-
rechten Verdichtungsstoß). Folglich können die entsprechenden Ergebnisse für den
senkrechten Verdichtungsstoß aus der Grundlagen-Vorlesung hier sofort verwendet
werden, wenn man berücksichtigt, daß diese im Fall des schiefen Stoßes für die
Normalkomponente der Strömungsgeschwindigkeit gelten (Abb. 5.2 und 5.3). Die
Normalkomponente berechnet sich über den Stoßwinkel aus

vn
c

=
v

c
sin γ = Msin γ, (5.1)

es ist daher in den Gleichungen für den senkrechten Stoß die Machzahl M durch
Msin γ zu ersetzen, um die für den schiefen Verdichtungsstoß gültigen Gleichungen
(für ideale Gase) zu erhalten

ρ

ρ̂
=
v̂n
vn

= 1− 2

κ + 1

(

1− 1

M2 sin2 γ

)

, (5.2a)

p̂

p
= 1 +

2κ

κ + 1

(
M2 sin2 γ − 1

)
, (5.2b)

T̂

T
=
ĉ2

c2
=

1

M2 sin2 γ

[

1 +
2κ

κ + 1

(
M2 sin2 γ − 1

)
] [

1 +
κ − 1

κ + 1

(
M2 sin2 γ − 1

)
]

,

(5.2c)

88 H. C. Kuhlmann, A. Kluwi�
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5.1. Schiefer Verdichtungsstoß

Abbildung 5.4.: Beim infinitesimal schwachen Stoß fällt der Stoß mit einer Machlinie
zusammen.

p̂0
p0

=
ρ̂0
ρ0

=

[

1 +
2κ

κ + 1

(
M2 sin2 γ − 1

)
]− 1

κ−1
[

1− 2

κ + 1

(

1− 1

M2 sin2 γ

)]− κ

κ−1

,

(5.2d)

ŝ− s

cv
= ln

p̂

p
+ κ ln

ρ̂

ρ
. (5.2e)

Ein senkrechter Stoß kann nur in einer Überschallströmung existieren, auf den schie-
fen Stoß übertragen bedeutet dies

M sin γ > 1, (5.3)

was den Wertebereich des Stoßwinkels

arcsin
1

M
< γ <

π

2
(5.4)

festlegt. Die untere Grenze ergibt mit (5.2a) einen Stoß verschwindender Stärke,
er geht in eine Machlinie mit γ = α über (Abb. 5.4), während die obere Grenze
den Stoß mit dem größtmöglichen Druckanstieg darstellt, das ist der senkrechte
Verdichtungsstoß.
Benutzt man die erste Beziehung von (5.2a) und den Energiesatz, erhält man

vnv̂n = v2n
v̂n
vn

=
v2n

M2 sin2 γ

(
κ − 1

κ + 1
M2 sin2 γ +

2

κ + 1

)

= (5.5)

κ − 1

κ + 1
v2n +

2

κ + 1
c2 +

κ − 1

κ + 1
u2t −

κ − 1

κ + 1
u2t = c∗2 − κ − 1

κ + 1
u2t , (5.6)

also

vnv̂n +
κ − 1

κ + 1
u2t = c∗2, (5.7)

dies stellt eine Verallgemeinerung der Prandtl-Relation, dar (vv̂ = c∗2 für den senk-
rechten Verdichtungsstoß).H. C. Kuhlmann, A. Kluwi�
Strömungslehre
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Abbildung A.3.: Charakteristikendiagramm für Luft (κ = 1.4) (aus Oswatitsch 1976).

H. C. Kuhlmann, A. Kluwi�
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A. Diagramme und Tabellen

Abbildung A.4.: Tabelle zum Charakteristikengramm für Luft (κ = 1.4) (aus Oswatitsch
1976).
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