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Kapitel 1Hydrostatik
1.1 Flüssigkeitsdruk auf zylindrish gekrümmteWand.Eine gekrümmte Wand trennt, wie in der Skizze gezeigt, eine Flüssigkeit der Dihte ρvon der umgebenden Luft (Druk p0).Berehnen Sie den Betrag und den Angri�spunkt der von der Flüssigkeit auf dieWand wirkenden Kraft ~FF l.
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2 KAPITEL 1. HYDROSTATIK
~n1 =

(
0

1

)

~n2 =

(−1

0

)

~n3 =

(
cosϕ

− sinϕ

)Impulsbilanz IB(2.13)+(2.14):
∮

∂KV

̺vn~v dO +

∮

∂KV

p~n dO =

∫

KV

̺~g dV + Σ~FK

∮

∂KV

̺vn~v dO . . . konvektiver Term hier: = 0

∮

∂KV

p~n dO . . . Drukterm
∫

KV

̺~g dV . . . Shwerkraftterm
Σ~FK = ~FK . . . Kraft auf das KV � Shnittkraft hier: ~FK = −~FF lDrukterm

∮

∂KV

p~n dO =

∫

A1

p0~n1 dO +

∫

A2

p(y)~n2 dO +

∫

A3

p0~n3 dO

∫

A1

p0~n1 dO = p0

(
0

1

)∫

A1

dO = p0bR

(
0

1

)

∫

A2

p(y)~n2 dO = siehe Kasten �Hydrostatishe Drukverteilung�
=

R∫

0

[p0 + ρg (R − y)]

(−1

0

)

b dy

= b

(−1

0

)




R∫

0

p0 dy + ρg

R∫

0

(R− y) dy





= b

(−1

0

)[

p0R + ̺g

(

R ·R− R2

2

)]

= bR

(

p0 + ̺g
R

2

)(−1

0

)



1.1. FLÜSSIGKEITSDRUCK AUF ZYLINDRISCH GEKRÜMMTE WAND. 3
∫

A3

p0~n3 dO = p0

π/2∫

0

(
cosϕ

− sinϕ

)

bR dϕ = p0bR

(
1

−1

)Hydrostatishe DrukverteilungBewegungsgleihung (3.5)
v
∂v

∂y
= −1

̺

dp

dy
− g

⇒ p(y) = p0 + ̺g (R− y)

PSfrag replaements

KV

p0

x

y012
⇒
∮

∂KV

p~n dO = ̺bg
R2

2

(−1

0

)Man sieht, der Umgebungsdruk hat keinen Ein�uÿ.Shwerkraftterm
∫

KV

̺~g dV = ̺g

(
0
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) ∫

KV

dV = −̺gbR
2π

4

(
0

1

)

⇒ ~FK = ̺gb
R2
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(−1
π
2

)

= −~FF lAlternatives Kontrollvolumen 2
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4 KAPITEL 1. HYDROSTATIKImpulsbilanz
∮

∂KV

̺vn~v dO

︸ ︷︷ ︸

=0

+

∮

∂KV

p~n dO =

∫

KV

̺~g dV

︸ ︷︷ ︸

=0

+~FK

∮

∂KV

p~n dO =

∫

A1

p0~na dO +

∫

A2

p(ϕ)~ni dO

=

π
2∫

0

p0~n3bR dϕ+

0∫

π
2

p(ϕ) (−~n3) bR (− dϕ)

= bR



p0

∫ π
2

0

(
cosϕ

− sinϕ

)

dϕ+

∫ π
2

0



p0 + ̺gR (R− y)
︸ ︷︷ ︸

R sinϕ





(− cosϕ

sinϕ

)

dϕ





= ̺gbR2

∫ π
2

0

(− sinϕ cosϕ

sin2 ϕ

)

dϕ

=
1

2
̺gbR2

(−1
π
2

)

⇒ ~FK = ̺gb
R2

2

(−1
π
2

)

= −~FF l1.1.2 Kraftangri�spunktAnshaulihe ÜberlegungWirkungslinie von ~FF l geht durh den Krümmungsmittelpunkt. D wird Drukpunktgenannt.
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tanϕD =

∣
∣
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∣
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1.1. FLÜSSIGKEITSDRUCK AUF ZYLINDRISCH GEKRÜMMTE WAND. 5Drehmoment ~M um P � Rein formale LösungMomentengleihgewiht um den Punkt P :
~MK + ~r′D × ~FF l = 0 ⇒ ~MK = ~r′D × ~FKKontrollvolumen 2
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P

D

~r′(ϕ)

~FF l = −~FKShnittmoment der gekrümmten Wand um den Punkt P :
~MK = ~r′D × ~FK =

∮

∂KV

~r′(ϕ) × ~nip(ϕ) dO

→ ~r′D × ~FK −
∮

∂KV

~r′(ϕ) × ~nip(ϕ) dO = ~0

⇒ ϕDalternativ: Kontrollvolumen 1Shnittmoment des gesamten Kontrollvolumens um den Punkt P :
~MK +

∫

A2

~n1 · y × (−~n2)(p(y) − p0) dA+ ̺g

∫

V

x(−~n2) × (−~n1) dV = 0

∫

A2

~n1 · y × (−~n2)(p(y) − p0) dA = −
R∫

0

̺gb(R− y)y dA = −̺gbR
3

6

̺g

∫

V

x(−~n2) × (−~n1) dV = −̺g
R∫

0

π
2∫

0

r cosϕ
︸ ︷︷ ︸

x

rb dr dϕ
︸ ︷︷ ︸

dV

= −̺
3
gbR3

π
2∫

0

cosϕ dϕ



6 KAPITEL 1. HYDROSTATIK
= −̺

3
gbR3 sinϕ|

π
2

0 = −̺
3
gbR3

→ MK = ̺gb
R3

6
+ ̺gb

R3

3
= ̺gb

R3

2

MK = ~r′D × ~FK = R cosϕD ·
∣
∣
∣ ~FK

∣
∣
∣

∣
∣
∣~FK

∣
∣
∣ = ̺gb

R2

2

√

1 +
π2

4

→ ̺gb
R3

2

√

1 +
π2

4
cosϕD = ̺gb

R3

2

⇒ cosϕD =
1

√

1 + π2

4

⇒ ϕD = 57.5◦

1.2 Hydraulishe Presse.Ein hydraulisher Wagenheber besteht im Prinzip aus zwei miteinander verbundenen,�üssigkeitsgefüllten Röhren untershiedliher Quershnitts�ähe. Nah oben ist die Flüs-sigkeit von je einem, diht mit der Wand des jeweiligen Rohres abshlieÿenden Kolbenbegrenzt.Man berehne für die gegebenen Kolben�ähen A1, A2 die Kraft F1 auf Kolben 1,die nötig ist, um einer Kraft F2 auf Kolben 2 die Waage zu halten.



1.3. DRUCKKRAFT AUF KREISZYLINDER. 71.3 Drukkraft auf Kreiszylinder.Für das skizzierte kreiszylindrishe Wehr vom Radius r0 und der Breite b (senkrehtzur Zeihenebene) ist die resultierende Drukkraft nah Betrag und Rihtung gesuht.Bestimmen Sie die Kraft durh Integration über die Drukverteilung.Durh welhen Punkt führt die Wirkungslinie der resultierenden Kraft?
����������������
����������������
����������������
����������������

������������������
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Kapitel 2Bernoulli-Gleihung
2.1 Fallrohr.In einem Behälter von sehr groÿem Quershnitt be�ndet sih bis zur Höhe hWasser derDihte ̺. Zur Vermeidung von Dampfbildung (Dampfdruk pD) am Rohreinlauf muÿdie Rohrlänge l begrenzt bleiben.Wie groÿ kann die Länge l maximal ausgeführt werden, wenn1. der Rohrdurhmesser d konstant ist?2. am Rohrende eine Düse den Rohrdurhmesser von d auf d/2 verringert?Berehnen Sie das Ergebnis zunähst allgemein und sodann für die Zahlenwerte d =
100 mm, ̺ = 1000 kg/m3, h = 5 m und Umgebungsdruk p0 = 1 bar.

l

PSfrag replaements

d

h

KV

p0

0122.1.1 Bernoulligleihung
p

̺
+
u2

2
+ gh = conststationär, reibungsfrei, inkompressibel, entlang Stromlinie9



10 KAPITEL 2. BERNOULLI-GLEICHUNGBernoulligleihung entlang Stromlinie

l

PSfrag replaements

d

h

KV

p0

©0
©1
©2

©0 �©1 :
p0

̺
+ g · h+

02

2
=
p1

̺
+ g · 0 +

u2
1

2
(2.1)

©1 �©2 :
p1

̺
+ g · l + u2

1

2
=
p0

̺
+ g · 0 +

u2
2

2
(2.2)Massenbilanz MB

ṁ = ̺uA = const

̺ = const ⇒ V̇ = uA = const

©1 �©2 :
u1
d2

4
= u2

d2
2

4

u2 = u1
d2

d2
2

(2.3)somit wird (2.2)
p0 − p1

̺
=
u2

1

2

(

1 − d4

d4
2

)

+ gl (2.4)und (2.1)



2.2. AUSTRITTSDIFFUSOR. 11
p0 − p1

̺
=
u2

1

2
− gh (2.5)(2.4)=(2.5):

u2
1 = 2g (l + h)

d4
2

d4
(2.6)In (2.5) eingesetzt:

l =

(
p0 − p1

̺
+ gh

)
1

g

d4

d4
2

− h (2.7)Berehnung der maximalen LängeDa pD gegenüber p0 sehr klein ist, soll hier der einfahheithalber pD ≈ 0 angenommenwerden.1. d = const l ≤ p0
̺g

+ h− h u2
1 = 2g

(
p0
̺g

+ h
)

u2 = u1

l ≤ 10, 2 m u1 = 17, 3 m/s u2 = 17, 3 m/s2. ds = d
2

l ≤
(
p0
̺g

+ h
)

· 16 − h u2
1 = 2g

(
p0
̺g

+ h
)

u2 = u1 · 4
l ≤ 238 m u1 = 17, 3 m/s u2 = 69 m/s2.1.2 Drukverlauf

l

PSfrag replaements

KV

pp0

y

0

012 1. 2. Hydrostatishe Drukverteilung
l + h

pD
̺h (l + h)2.2 Austrittsdi�usor.Der Austrittsdi�usor einer Turbine erweitere sih von der Eintritts�ähe A1 auf dieAustritts�ähe A2. Der Di�usoreintritt liege um die Höhe h über dem Wasserspiegel.Für die Werte h = 2 m, A1 = 5 m2, A2 = 25 m2, ρ = 1 · 103 kg/m3, p0 = 1 barbestimme man den maximalen Volumenstrom V̇ , sodaÿ der Druk p1 im Di�usoreintrittden Dampfdruk pD ≈ 0 bar des Wassers gerade niht untershreitet.



12 KAPITEL 2. BERNOULLI-GLEICHUNG

Wasser

PSfrag replaements

A1

A2

D

h

KV

p0

p1

V̇012 Luft
Wasser



Kapitel 3Rotierende Flüssigkeit
3.1 Rotierende Flüssigkeit.Ein Kreiszylindrisher Behälter ist mit zwei übereinander geshihteten Flüssigkeitender Dihten ̺a und ̺b gefüllt, wobei ̺a < ̺b gilt. Welher Gleihung z = f(r) genügt dieTrennlinie zwishen den beiden Flüssigkeiten, wenn1. die untere Flüssigkeit mit der Winkelgeshwindigkeit ω rotiert, während die obereFlüssigkeit ruht?2. beide Flüssigkeiten mit der Geshwindigkeit ω rotieren?

PSfrag replaements

KV

rr

w w

z z012
f(r)f(r)

̺a ̺a

̺b ̺b

a.) b.)

3.1.1 a ruht, b rotiert mit ω = const. um vertikale Ahse
→ Stromlinien sind Kreise! Im Punkt z = 0, r = 0 soll der Druk p∗ herrshen. Aus-gehend von einem beliebigen Punktinnerhalb der Flüssigkeit b kann die Änderung desDrukes angegeben werden:

∂pb
∂r

= ̺b
v2

r
= ̺brω

2 ∂pb
∂z

= −̺bg13



14 KAPITEL 3. ROTIERENDE FLÜSSIGKEITIntegration liefert
pb = ̺bω

2r
2

2
+ f1(z)

pb = −̺bgz + f2(r)und es folgt somit für den Druk
pb = ̺bω

2r
2

2
− ̺bgz + p∗

p∗ = p0 + ̺aghaDa die Flüssigkeit a ruht, gilt für den Druk in a:
pa = p∗ − ̺agzFür die Grenz�ähe bei z = f(r) muÿ bei Vernahlässigung der Ober�ähenspannunggelten:

pa(r, f(r)) = pb(r, f(r))

p∗ − ̺agz = ̺bω
2r

2

2
− ̺bgz + p∗

→ f(r) =
ω2r2

2g

̺b
̺b − ̺a3.1.2 a rotiert auh mit ω = const.Während die Drukverhältnisse in b sih niht geändert haben, ist der Druk in a nun

pa = ̺aω
2 r

2

2
− ̺agz + p∗Für die Grenz�ähe bei z = f(r) muÿ bei Vernahlässigung der Ober�ähenspannungerneut gelten:

pa(r, f(r)) = pb(r, f(r))

̺aω
2r

2

2
− ̺agz + p∗ = ̺bω

2r
2

2
− ̺bgz + p∗

→ f(r) =
ω2r2

2gWihtig: Die Bernoulli-Gleihung gilt nur entlang von Stromlinien!



Kapitel 4Impulssatz
4.1 Rohrkrümmer.Gegeben ist ein Rohrkrümmer (Skizze) mit Eintrittsquershnitt A1 und Austrittsquer-shnitt A2. Die Geshwindigkeit v1 im Eintrittsquershnitt sowie der Auÿendruk p2seien ebenfalls bekannt. Der Krümmer lenkt die Strömung um einen Winkel α um.Berehnen Sie die Haltekraft ~H , die in der Flanshverbindung übertragen wird, sowiedie Kraft ~R, die von der Flüssigkeit auf die Innenwand des Krümmers ausgeübt wird.

PSfrag replaements

A1

A2

α

KV

012 v1

v2

4.1.1 Haltekraft ~HMassenbilanz MB
V̇ = uA = const

v1A1 = v2A2

v2 = v1
A1

A2

(4.1)Bernoulli-Gleihung
p

̺
+
u2

2
+ gh = constHydrostatishe Höhe h vernahlässigt: 15



16 KAPITEL 4. IMPULSSATZ
p1

ρ
+
v2
1

2
=
p2

ρ
+
v2
2

2

p1 = p2 +
ρ

2

(
v2
2 − v2

1

)(4.1) einsetzen:
p1 = p2 +

ρ

2
v2
1

(
A2

1

A2
2

− 1

) (4.2)Impulsbilanz IB
∮

∂KV

̺vn~v dO +

∮

∂KV

p~n dO =

∫

KV

̺~g dV + Σ~FK (4.3)

PSfrag replaements

A1

A2

α KV
0

©1 ©2~H

~n1

~n2

~v1

~v2

Normalvektoren:
©1 : ~v1 =

(
v1

0

)

, ~n1 =

(−1

0

)

, v1n = ~v1 ·~n1 = −v1

©2 : ~v2 = v2

(
cosα

sinα

)

, ~n2 =

(
cosα

sinα

)

, v2n = ~v2 ·~n2 = v2

(
cosα

sinα

)

·
(

cosα

sinα

)

= v2sonst : ~v =

(
0

0

)

→ vn = 0Konvektiver Anteil:
∮

∂KV

̺vn~v dO = ρ~v1v1nA1 + ρ~v2v2nA2(4.1) einsetzen
= ρv2

1A1

[

−
(

1

0

)

+
A1

A2

(
cosα

sinα

)] (4.4)Drukanteil:
∮

∂KV

p~n dO = p1~n1A1 + p2

∫

∂KV−A1

~ndO

= p1~n1A1 + p2

(∮

∂KV

~ndO −
∫

A1

~n dO

)



4.1. ROHRKRÜMMER. 17
∮

∂KV
~n dO = 0 ⇒ = − (p1 − p2)A1

(
1

0

) (4.5)Gewihtskraftanteil:
∫

KV

̺~g dV 6= 0 , hier aber vernahlässigt (4.6)Kräfte auf das Medium:
Σ~FK = ~H (4.7)(4.4)-(4.7) in (4.3) eingesetzt → ~H :

~H = ̺v2
1A1

[

−
(

1

0

)

+
A1

A2

(
cosα

sinα

)]

− (p1 − p2)A1

(
1

0

)

4.1.2 Mantelkraft ~R. . . Kraft, die die Flüssigkeit auf die Krümmerwand ausübt.

PSfrag replaements

KV

012
KVmImpulsbilanz wie oben.Konvektiver Anteil: wie oben, da Körperkontur=StromlinieDrukanteil:

∮

∂KV

p~n dO =

∫

Mantel

p~n dO

︸ ︷︷ ︸

=~R

+p1~n1A1 + p2~n2A2

= ~R + p1A1

(−1

0

)

+ p2A2

(
cosα

sinα

)Haltekraft:
~H = 0somit:

~R = −̺v2
1A1

[

−
(

1

0

)

+
A1

A2

(
cosα

sinα

)]

+ p1A1

(
1

0

)

− p2A2

(
cosα

sinα

)



18 KAPITEL 4. IMPULSSATZ4.2 Düse.Ein mit Flüssigkeit der Dihte ̺ gefülltes Rohr der Quershnitts�ähe A1 mündet ineine Düse der Quershnitts�ähe A2 und wird dadurh geleert, daÿ ein Kolben mit derkonstanten Geshwindigkeit u1 durh das Rohr geshoben wird.Berehnen Sie die Kraft F , mit welher man den Kolben vershieben muÿ, sowie dieHaltekraft H .
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4.2.1 Kraft ~FKontrollvolumen KV1Kontrollvolumen stationär!
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PSfrag replaements

A1

A2

KV

p0

012
~F ~u2

KV1

~n1~n2

Normalvektoren:
~n1 =

(
1

0

)

~n2 =

(−1

0

)Impulsbilanz IB
∮

∂KV

̺vn~v dO

︸ ︷︷ ︸

=0, da keine Durhströmung +

∮

∂KV

p~n dO =

∫

KV

̺~g dV

︸ ︷︷ ︸vernahlässigt +Σ~FKDrukintegral:
∮

∂KV

p~n dO = p0

(−1

0

)

A1 + p1

(
1

0

)

A1



4.2. DÜSE. 19
= (p1 − p0)A1

(
1

0

)Kräfte:
Σ~FK = ~FBernoulligleihung

p1

̺
+
u2

1

2
+ gh =

p0

̺
+
u2

2

2
+ gh

(p1 − p0) =
̺

2

(
u2

2 − u2
1

)Massenbilanz MB
̺u1A1 = ̺u2A2

u2 = u1
A1

A2

⇒ ~F =
̺

2
u2

1

[(
A1

A2

)2

− 1

]

A1

(
1

0

)

4.2.2 Haltekraft ~HKontrollvolumen KV2
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A1
A2

KV

012 ~H

~u1 ~u2

KV2

~n1 ~n2

Normalvektoren:
~n1 =

(−1

0

)

, ~u1 = u1

(
1

0

)

, u1n = u1

(
1

0

)(−1

0

)

= −u1,

~n2 =

(
1

0

)

, ~u2 = u2

(
1

0

)

, u2n = u2

(
1

0

)(
1

0

)

= u2



20 KAPITEL 4. IMPULSSATZImpulsbilanz
∮

∂KV

̺vn~v dO +

∮

∂KV

p~n dO =

∫

KV

̺~g dV

︸ ︷︷ ︸vernahlässigt +Σ~FKKonvektiver Anteil:
∮

∂KV

̺vn~v dO = −̺u1

(
1

0

)

u1A1 + ̺u2

(
1

0

)

u2A2 + 0

= ̺
(
−u2

1A1 + u2
2A2

)
(

1

0

)Drukanteil:
∮

∂KV

p~n dO = −p1

(
1

0

)

A1 + p0

∮

∂KV

~n dO

︸ ︷︷ ︸

=0

−p0

∮

A1

~n dO

︸ ︷︷ ︸

=−A1(1

0)

= (p0 − p1)A1

(
1

0

)

= −~FKräfte:
Σ~FK = ~H

⇒ ~H = −~F + ̺u2
1

(
A1

A2

− 1

)

A1

(
1

0

)

4.3 Shaufelgitter.Eine Parallelströmung strömt ein ebenes Shaufelgitter unter dem Winkel β1 = π/6 an,die Abströmung erfolgt unter dem Winkel β2 = 0. Die Anströmgeshwindigkeit betrage
v1 = 5 m/s, der Eintrittsquershnitt eines Shaufelkanals sei Ae = 0, 2 m2.Man bestimme die auf eine Einzelshaufel wirkenden Kräfte unter der Annahme,daÿ es sih beim strömenden Medium um Wasser handelt (̺ = 1 · 103 kg/m3) und dieReibungskräfte vernahlässigt werden können.
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4.3. SCHAUFELGITTER. 214.3.1 Kraft ~FKontrollvolumen
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PSfrag replaements

KV

012
Ae

~F

~v1

~v2

β1

~n1 ~n2Stromlinie
~n1 =

(−1

0

)

, ~v1 = v1

(
cosβ1

sin β1

)

, v1n = ~v1 ·~n1 = v1

(
cosβ1

sin β1

)(−1

0

)

= −v1 cosβ1

~n2 =

(
1

0

)

, ~v2 = v2

(
1

0

)

, v2n = ~v2 ·~n2 = v2

(
1

0

)(
1

0

)

= v2Impulsbilanz IB
∮

∂KV

̺vn~v dO +

∮

∂KV

p~n dO =

∫

KV

̺~g dV

︸ ︷︷ ︸vernahlässigt +Σ~FKKonvektiver Anteil:
∮

∂KV

̺vn~v dO = −̺v1

(
cosβ1

sin β1

)

v1 cosβ1Ae + ̺v2

(
1

0

)

v2Ae

= −̺v2
1 cosβ1Ae

(
cosβ1

sin β1

)

+ ̺v2
2Ae

(
1

0

)

v2 aus Massenbilanz in integraler Form:
∮

∂KV

̺vn dO = 0 = −̺v1 cos β1Ae + ̺v2Ae

v2 = v1 cosβ1

→
∮

∂KV

̺vn~v dO = −̺v2
1Ae cosβ1

(
0

sin β1

)Drukintegral:
∮

∂KV

p~ndO = p1Ae

(−1

0

)

+ p2Ae

(
1

0

)



22 KAPITEL 4. IMPULSSATZ
= (p2 − p1)Ae

(
1

0

)Drukdi�erenz aus Bernoulligleihung:
p1

̺
+
v2
1

2
+ gh =

p2

̺
+
v2
2

2
+ gh

p2 − p1 =
̺

2

(
v2
1 − v2

2

)

=
̺

2
v2
1 sin2 β1

→
∮

∂KV

p~ndO
̺

2
= v2

1 sin2 β1Ae

(
1

0

)

⇒ ~F = ̺v2
1 sin β1Ae

(−1
2
sin β1

cosβ2

)

=

(−625

2165

)

N

4.4 Düse.Ein ebener Strahl der Breite b strömt mit der Geshwindigkeit v auf eine konvergenteDüse Shlitzdüse (Eintrittsbreite b0 > b, Austrittsbreite b1 < b). Der Ö�nungswinkel derDüse beim Eintrittsquershnitt ist 2α. Der Umgebungsdruk vor und hinter der Düseist mit p0 gegeben, die Dihte sei ̺.Man berehne aus den gegebenen Gröÿen unter Annahme einer inkompressiblen,reibungsfreien Strömung1. die Geshwindigkeiten v1 und v2 des durhtretenden und des re�ektierten Strahls2. den Breite b2 eines re�ektierten Strahls3. sowie die Kraft ~F (bezogen auf die Tiefeneinheit) auf die Düse.
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4.5. AUSSTRÖMVORGANG. 234.5 Ausströmvorgang.Eine inkompressible, reibungsfreie Flüssigkeit ströme aus einem Gefäÿ mit konstantemInnendruk p0 durh eine Ö�nung der Flähe A in die umgebende Luft (Druk p).Man berehne die Haltekraft F und die Endquershnitts�ähe Ā des Strahles für1. eine abgerundete Aus�uÿö�nung (keine Strahlkontraktion, A = Ā)2. eine Bordamündung: Die Aus�uÿö�nung A ist durh ein angesetztes Rohr weit indas Innere des Behälters gezogen. Der austretende Freistrahl kontrahiert sih.
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vv

012
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24 KAPITEL 4. IMPULSSATZ4.6 Propeller.Ein Propeller (Kreis�ähe A1) bewegt sih mit der konstanten Geshwindigkeit u0 durhruhende Luft, auf die er die Shubkraft F ausübt. Die Skizze zeigt den für einen mit demPropeller bewegten Beobahter stationären Strömungsvorgang. Die den Propellerkreisdurhsetzende Luft strömt mit der Fluggeshwindigkeit u0 in einem Strahl der Quer-shnitts�ähe A0 gegen den Propeller an und strömt in einiger Entfernung dahinter alsStrahl der Quershnitts�ähe A2 mit der Geshwindigkeit u2 > u1 ab.Ermitteln Sie eine Formel für die vom Propeller aufzubringende Leistung P undwerten Sie sie für u0 = 40 m/s, A1 = 3 m2, ρ = 1, 3 kg/m3 und F = 2 kN aus.

PSfrag replaements

KV

p0

012
u0

u1
u2

p0

p0

A0

A1

A2p1 p2

F4.7 Teilung eines Wasserstrahls.Ein Wasserstrahl der Menge ṁ = 500 kg/s strömt mit der Geshwindigkeit v = 5 m/sgegen eine Shneide und wird dort abgelenkt, wobei 1/5 der Wassermenge nah rehtsabströmt. Die Reibung sei wie die Shwerkraft vernahlässigbar (z.B. horizontale Strö-mung).Berehnen Sie den Winkel α, um den der gröÿere Teilstrahl von der ursprünglihenStrahlrihtung abgelenkt wird, sowie die Haltekraft der Shneide.
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4.8. TURBINENSCHAUFEL. 254.8 Turbinenshaufel.Ein Wasserstrahl der Breite h und der Tiefe b tri�t mit der Geshwindigkeit u aufdie Shaufel eines Turbinenrades, die den Strahl symmetrish nah zwei Seiten um denWinkel π − β umlenkt.
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u012 2β
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h

Man berehne:1. Die Shaufelkraft FS bei stillstehender Shaufel,2. die Shaufelkraft FS, wenn sih die Shaufel mit der Geshwindigkeit u0 bewegt,3. die Leistung P und den Wirkungsgrad η.4.9 Haltekraft einer von einem Flüssigkeitsstrahl ge-tro�enen ebenen Platte.Ein ebener Flüssigkeitsstrahl der Dihte ρ tritt waagreht mit der Geshwindigkeit uHund der Dike dH aus einer Düse und tri�t nah der Fallhöhe H auf eine ebene Platte.
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~F )Man berehne für reibungsfreie Strömung1. den Auftre�winkel des Strahls,



26 KAPITEL 4. IMPULSSATZ2. die Dike d(h) des Freistrahls,3. sowie die Diken der abgehenden Flüssigkeitsshihten.4. die Kraft pro Tiefeneinheit b, mit der die Platte gehalten werden muÿ (die Ge-wihtskraft des Strahles ist zu vernahlässigen),



Kapitel 5Drehimpulssatz
5.1 Rasensprenger.Ein zweiarmiger Rasensprenger mit vertikaler Ahse muss bei stationärer Drehung einReibungsmonent ~Mr überwinden. Der Wasserdruk in der Zuleitung unmittelbar vorEintritt in die beiden Arme beträgt p0 −∆p mit dem Atmosphärendruk p0. Die Quer-shnitts�ähe jedes Armes ist A und die Quershitts�ähe der Zuleitung A1 = 2A.Weiters sind auh r0, β und ρ bekannt.

PSfrag replaements

KV

p0

012
A

~ω ~u

β

~r0

pZul. = p0 − ∆pBestimmen Sie die Winkelgeshwindigkeit ~ω, mit welher der Rasensprenger rotiert,sowie den Volumenstrom V̇ .

PSfrag replaements

KV

012 KV stationär
A

A1

~ω

~u

~u

~u1
©1 ©2

~eϕ

~er

β

−r0ω~eϕ
~v

~r0
p0
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~er =





cosϕ
sinϕ

0



 , ~eϕ =





− sinϕ
cosϕ

0





~u = u cosβ~er + u sin β~eϕ

. . . Austrittsgeshwindigkeit im bewegten Bezugssystem
~v = ~u+ r0ω(−~eϕ) = u cosβ~er + (u sin β − r0ω)~eϕ

. . . Austrittsgeshwindigkeit im ruhenden Bezugssystem5.1.1 Winkelgeshwindigkeit ~ωKontrollvolumen

PSfrag replaements

KV

012
KV stationär

~n1 ~n1

~r0

~r1 ~r2

0

h

~r1 × ~n1

~r2 × ~n1

~ω

~u1Massenbilanz MBfür ~r0 ≫ A gilt:

PSfrag replaements

KV

012 β

β

A
cos β



5.1. RASENSPRENGER. 29
A : vn = ~u ·~er = (u cosβ~er + u sinβ~eϕ)~er = u cosβ

A1 : vn = ~u1 · (−~ez) = −u1

∮

∂KV

ρvn dO = 0 = −ρu1A1 + 2ρu cosβ
A

cos β
→ u1 = uBernoulli-Gleihung für ein rotierendes Bezugssystemallgemein:

p

ρ
+
u2

2
− r2ω2

2
= constentlang einer Stromlinie von ©1 -©2 , ρ = const:

p0 − ∆p

ρ
+
u2

1

2
=
p0

ρ
+
u2

2
− r2

0ω
2

2

→ ∆p =
ρr2

0ω
2

2

→ ω =

√

2∆p

ρr2
05.1.2 Volumenstrom V̇Drehimpulsbilanz DIBfür ein ruhendes Bezugssystem:

∮

∂KV

̺vn (~r × ~v) dO +

∮

∂KV

p (~r × ~n) dO =

∫

KV

̺ (~r × ~g) dV + ~Mr

∮

∂KV

̺vn (~r × ~v) dO . . . konvektiver Term
∮

∂KV

p (~r × ~n) dO . . . Drukterm
∫

KV

̺ (~r × ~g) dV . . . Shwerkraftterm
~Mr . . . auf das Medium wirkende Momentkonvektiver Term

~er × ~eϕ = ~ez =





0
0
1



 , ~er × ~ez =





sinϕ
− cosϕ

0



 = −~eϕ, ~ei × ~ei = ~0 =





0
0
0
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~er ·~er = 1, ~er ·~eϕ = 0für A1 gilt: ~r = r~er − h~ez

∫

A1

ρvn (~r × ~v) dO =

∫ 2π

0

∫
q

A1

π

0

ρ(−u1) (r~er − h~ez) × (u1~ez) d(r, ϕ)

= ρu2
1

∫ 2π

0

~eϕ dϕ

︸ ︷︷ ︸

0

∫
q

A1

π

0

r dr = 0für A gilt:
~r × ~v = ~r0 × ~v = (r0~er) × (u cosβ~er + (u sin β − r0ω)~eϕ)

= r0 (u sinβ − r0ω)~ez

⇒
∮

∂KV

̺vn (~r × ~v) dO = 2ρu cosβr0 (u sin β − r0ω)
A

cosβ
~ezDrukterm

∮

∂KV

p (~r × ~n) dO =

∮

∂KV

p0 (~r × ~n) dO

︸ ︷︷ ︸

0

−
∫

A1

p0 (~r × ~n) dO

+

∫

A1

(p0 − ∆p) (~r × ~n) dO

= − ∆p

∫

A1

(r~er − h~ez) × (−~ez) d(r, ϕ)

= − ∆p

∫ 2π

0

~eϕ dϕ

︸ ︷︷ ︸

0

∫
q

A1

π

0

r dr = 0Anshaulihe Begründung:Zu jedem Punkt in A1 mit Ortsvektor ~r1 und Rihtungsvektor ~r1×~n1 gibt es genau einengegenüberliegenden Punkt mit Ortsvektor ~r2 und entgegengesetztem Rihtungsvektor
~r2 × ~n1. Das Drukintegral über die Flähe A1 vershwindet.Shwerkraftterm

∫

KV

̺ (~r × ~g) dV = 0 aus (obigen) Symmetriegründen!Moment
~M = ~Mr = Mr~ez



5.2. SEGNERSCHES WASSERRAD. 31Das alles eingesetzt in die DIB ergibt
2ρr0u (u sin β − r0ω)A~ez = Mr~ez

→ 2ρr0u
2 sin βA− 2ρr2

0uωA = Mr

⇒ u2 − r0ω

sin β
u− Mr

2ρr0 sin βA
= 0

→ fürMr > 0 : u =
r0ω

2 sin β
+

√
(

r0ω

2 sin β

)2

+
Mr

2ρr0 sin βA

⇒ V̇ = 2Au

=
Ar0ω

sin β
+

√
(
Ar0ω

sin β

)2

+
2AMr

ρr0 sin β5.2 Segnershes Wasserrad.Aus einem Behälter strömt Flüssigkeit durh ein vertikales Rohr einem an den Stellen
©2 und ©3 abgewinkelten Rohr zu, das sih reibungsfrei um die Ahse a dreht. An dasdrehbare Rohr ist eine Welle w angesetzt, durh die ein Drehmoment M an einen Ver-brauher abgegeben wird. Das Rohr rotiere mit der konstanten Winkelgeshwindigkeit
ω und habe die Quershnitts�ähe A.Man berehne das Moment M . Wie groÿ ist der Massenstrom ṁ?

PSfrag replaements

A

KV

p0

r

012 a

h

©2 ©3
ω

ω, M
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Kapitel 6Instationäre Bernoulli-Gleihung
6.1 Drukleitung eines Stausees.Aus einem Stausee führt eine Rohrleitung, die zunähst durh einen Shieber vershlos-sen ist. Der Shieber wird zur Zeit t = 0 plötzlih geö�net.Für die Werte h1 = 70 m, h2 = 100 m, l1 = 250 m, l2 = 50 m, d1 = 3, 5 m, d2 = 0, 7 mund ρ = 1 · 103 kg/m3 berehne man1. die in den beiden Teilleitungen 1 und 2 unmittelbar nah Ö�nen des Shiebersherrshenden Beshleunigungen a01 und a02.2. den Überdruk pC − p0, der unmittelbar nah Ö�nen des Shiebers im Punkt Cherrsht.3. die Ausströmgeshwindigkeit v2 als Funktion der Zeit, v2 = v2(t).

PSfrag replaements

h1
h2

KV

p0

p0

012 ©a
©b ©

©d
v2

l1

l26.1.1 Beshleunigungen a1 = ∂u1

∂t und a2 = ∂u2

∂tInstationäre Bernoulligleihung
∫
∂u

∂t
ds+

p

̺
+
u2

2
+ gh = const33



34 KAPITEL 6. INSTATIONÄRE BERNOULLI-GLEICHUNGreibungsfrei, inkompressibel, entlang Stromlinie
©a -©d :

p0

̺
+

02

2
+ g ·h2 =

©d∫
©a ∂u

∂t
ds+

p0

̺
+
u2

2

2
+ g · 0

∫ ©d
©a . . . ds =

∫ ©b
©a . . . ds+

∫ ©
©b . . . ds+

∫ ©d
© . . . ds

©b∫
©a ∂u

∂t
ds ≈ 0(bis knapp vor den Einlauf: u ≪ 1; im Einlauf zwar groÿe Beshleunigung, aber kleineLänge)

©∫
©b ∂u

∂t
ds =

du1

dt

©∫
©b ds

=
du1

dt
l1mit Massenbilanz MB: u1

d2
1
π

4
= u2

d2
2
π

4
→

=
d2

2

d2
1

l1
du2

dt

©d∫
© ∂u

∂t
ds = l2

du2

dt

⇒ gh2 =
u2

2

2
+
d2

2

d2
1

l1
du2

dt
+ l2

du2

dt

du2

dt

(

l2 +
d2

2

d2
1

l1

)

︸ ︷︷ ︸

L

= gh2 −
u2

2

2

du2

dt
=

1

L

(

gh2 −
u2

2(t)

2

)Zum Zeitpunkt t = 0 ist u2 = 0:
⇒ a02 =

du2

dt

∣
∣
∣
∣
t=0

=
gh2

L
,



6.1. DRUCKLEITUNG EINES STAUSEES. 35aus Massenbilanz u1d
2
1 = u2d

2
2: du1

dt
d2

1 = du2

dt
d2

2

⇒ a01 =
d2

2

d2
1

a026.1.2 Druk an der Stelle C nah Ö�nen des Shiebers
©a -© :

p0

̺
+ gh2 =

p©̺
+
u2

1

2
+ g (h2 − h1) + l1

du1

dtZum Zeitpunkt t = 0 ist u1 = 0, du1

dt

∣
∣
t=0

= a01:
⇒ p© − p0 = ̺ (gh1 − a01l1)6.1.3 Zeitliher Verlauf u2(t)

du2

dt
=

1

L

(

gh2 −
u2

2(t)

2

)Trennung der Variablen:
du2

gh2 − u2
2

2

=
dt

L

1

gh2

du2

1 − u2
2

2gh2
︸ ︷︷ ︸

x2

=
dt

L

x =
u2√
2gh2

dx =
du2√
2gh2

→ dx

1 − x2
=

dt

2L

√

2gh2

∫
dx

1 − x2
= arctanh x

⇒ arctanh
u2√
2gh2

= t

√
2gh2

2L

u2(t)√
2gh2

= tanh(

√
2gh2

2L
t)
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PSfrag replaements

KV

1012
u2√
2gh2

t
τ
, τ = 2√

2gh2

Steigung 1
τ

Zum Vergleih stationär gerehnet:
©a −©d :

p0

̺
+ gh2 =

p0

̺
+
u2

2

2

⇒ u2 =
√

2gh2

6.2 Heberleitung.Eine Heberleitung der Länge l und konstanten Quershnitts tauht in einen groÿenFlüssigkeitsbehälter ein. Die Leitung ist zunähst am unteren Ende vershlossen undvollständig mit Flüssigkeit gefüllt. Die Aus�uÿö�nung liegt um ∆h unter dem Flüssig-keitsspiegel im Behälter.

PSfrag replaements

h

KV

̺

p0012
©a

©b
©©d

∆h

u(t)Bestimmen Sie1. die Beshleunigung a0 im Rohr zum Zeitpunkt t = 0, an dem die Heberleitungplötzlih geö�net wird,2. den Druk pb, der unmittelbar nah Ö�nen der Leitung bzw. für groÿe Zeiten imPunkt ©b herrsht.



6.2. HEBERLEITUNG. 373. die Ausströmgeshwindigkeit u(t) als Funktion der Zeit und die Geshwindigkeit
u∞, die sih für groÿe Zeiten einstellt,Skizzieren Sie den Drukverlauf für t = 0 und t→ ∞.
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Kapitel 7Kompressible Strömung
7.1 Ausströmen aus einem Kessel.Aus einem Kessel (Ruhedruk p0 = 8 bar, Ruhetemperatur T0 = 350 K) strömt durheine Ö�nung Luft aus. Der Auÿendruk ist pa = 1 bar, der minimale Durhmesser ist
d = 50 mm. cp = 1005 J/kg/K, κ = 1, 4. Man berehne:1. die Ausströmgeshwindigkeit u und den Massenstrom ṁ für den Fall, daÿ derkleinste Quershnitt der Austrittsquershnitt ist.2. die Ausströmgeshwindigkeit ue im Endquershnitt, ṁ und Austrittsquershnitt

Ae für den Fall, daÿ die Ö�nung eine ideale Lavaldüse darstellt (Übershall, pe =
pa = 1 bar).3. die in den Punkten 1. und 2. gesuhten Gröÿen für p0 = 1.5 bar, wobei aber fürdie zweite Aufgabenstellung der in 2. berehnete Endquershnitt der Lavaldüse zuverwenden ist (Lavaldüse mit Stoÿ).

PSfrag replaements

d

KV

012 p0, T0 ṁ

7.1.1 Ausströmgeshwindigkeit u, Massenstrom ṁ für p0 = 8 bar(konvergente Düse)Wird Shallgeshwindigkeit in Amin = Ae erreiht?Das testen wir mit dem geg. Ruhedrukverhältnis und dem kritishe Ruhedrukverhält-nis, entweder aus der ITB für M = M∗ = 1 oder entsprehend:
p∗

p0
=

(
2

κ+ 1

) κ
κ−1

= 0.528 (oder aus Isentropentabelle für M = M∗ = 1)39
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pa
p0

=
1

8
= 0.125 <

p∗

p0
= 0.528

→ M = 1 wird erreiht
→ A∗ = Amin = AeSomit muÿ die Ausströmgeshwindigkeit ue die kritishe Shallgeshwindigkeit sein:

ue = c∗

c∗

c0
=

√

2

κ+ 1

c0 =
√

cpT0 (κ− 1)

→ c0 = 375.10 m/s

→ c∗ = 342.42 m/s

⇒ ue = 342.42 m/s

Herleitung c∗
c0Energieerhaltung:

cpT0 = cpT +
v2

2Shallgeshwindigkeit für ideale Gase:
c2 =

κp

̺Zustandsgleihung für ideale Gase:
p = cp

κ− 1

κ
̺T

→ cpT =
c2

κ− 1

→ c20
κ− 1

=
c2

κ− 1
+
v2

2

=
c∗2

κ− 1
+
c∗2

2
=

κ+ 1

2 (κ− 1)
c∗2

⇒ c∗

c0
=

√

2

κ+ 1
=

√

T ∗

T0



7.1. AUSSTRÖMEN AUS EINEM KESSEL. 41Der Massenstrom ṁ folgt aus:
ṁ = ̺uA = ̺eueAe = ̺∗ A∗ c∗

̺∗

̺0
= 0.634 aus Isentropentabelleideale Gas-Gleihung:

̺0 =
p0

T0

κ

cp (κ− 1)

→ ̺0 = 7.96 kg/m3

→ ̺∗ = 5.05 kg/m3mit A∗ = Amin:
⇒ṁ = 3.39 kg/s7.1.2 Ausströmgeshwindigkeit ue, Massenstrom ṁ und Aus-trittsquershnitt Ae für p0 = 8 bar (Lavaldüse)Wird Shallgeshwindigkeit in Amin = Ae erreiht?

M = 1 wird in Amin erreiht da pa

p0
<
p∗
p0
. Ausströmgeshwindigkeit ue:

ue = M∗
e c

∗

M∗
e = 1.638 aus Isentropentabelle (Übershall) für pa

p0
= 0.125

c∗ = 342.42 m/s s.o. (hängt nur von Ruhegröÿen ab)
⇒ue = 560.88 m/sDer Massenstrom ṁ ist wieder:

ṁ = ̺uA = ̺eueAe = ̺∗ u∗ A∗

⇒ṁ = 3.39 kg/sAustrittsquershnitt Ae:
̺eueAe = ̺∗ c∗ A∗

→ A∗

Ae
=
̺eue
̺∗c∗

= 0.583 aus Isentropentabelle bei pe

p0
= 0.125

A∗ = Amin =
d2π

4
⇒ de = 65.5 mm7.1.3 Alle Gröÿen für p0 = 1.5 bar.Ausströmgeshwindigkeit u und Massenstrom ṁ für die konvergente DüseWird Shallgeshwindigkeit in Amin = Ae erreiht?

pa
p0

=
1

1.5
= 0.667
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p∗

p0
=

(
2

κ+ 1

) κ
κ−1

= 0.528 oder aus Isentropentabelle für M = M∗ = 1

⇒ M = 1 wird niht erreiht, da pa

p0
>
p∗
p0
! ⇒ reiner Untershall

u = M∗c∗ = ueIsentropentabelle Untershall + lineare Interpolation:
M∗ = 0.810Ausströmgeshwindigkeit ue:
ue = M∗ c∗mit c∗ = 342.42 m/s

⇒ ue = 277.36 m/sMassenstrom ṁ:
ṁ = ̺uA = ̺eueAe
̺e
̺0

= 0.748 aus Isentropentabelle pa

p0
= 0.667mit ̺0 = 1.49 kg/m3

→ ̺e = 1.12 kg/m3mit Ae = Amin = d2π
4
:

⇒ ṁ = 0.61 kg/sAusströmgeshwindigkeit ue und Massenstrom ṁ für die LavaldüseBetriebsart?Laut Angabe ist die zuvor berehnete Lavaldüse zu verwenden. D.h.
Amin
Ae

=
A∗

Ae
= 0.583 s.o.

Amin
Ae

=
̺u

̺∗c∗Isentropentabelle (Untershall): pe
p0

≈ 0.9Isentropentabelle (Übershall): pe
p0

≈ 0.12

→ pa

p0
= 0.667 liegt dazwishen

→ VerdihtungsstoÿLage xs des Stoÿes? Iteration!(Formeln siehe Skriptum)



7.1. AUSSTRÖMEN AUS EINEM KESSEL. 431. Annahme: A∗

As
zwishen [A∗

Ae
; 1

]2. Ruhedrukverlust p̂0

p0

: Isentropentabelle (Übershall) für ̺sus
̺∗c∗

=
A∗

As3. Â⋆
A⋆

=
p0

p̂0

=
1
p̂0
p0 1.4. Â⋆

Ae
=

Â⋆

A⋆
︸︷︷︸

2.

· A⋆

Ae
︸︷︷︸

Geometrie5. pe

p̂0
: aus Isentropentabelle (Untershall) für ̺u

̺∗c∗
=

Â∗

Ae
︸︷︷︸3.6. Enddruk pe: pe =

pe
p̂0
︸︷︷︸4. · p̂0

p0
︸︷︷︸1. p07. Wahl von neuem A∗

As
bzw. p̂0

p0

→ 1. bzw. 2.
0. 1. 2. 3. 4. 5.
A∗

As

p̂0
p0

Â∗

A⋆
Â∗

Ae

pe

p̂0
pe0.748 0.856 1

0.856
= 1.168 1.168 · 0.583 = 0.681 0.874 0.874 · 0.856 · 1.5 = 1.122 bar0.643 0.767 1

0.767
= 1.304 1.304 · 0.583 = 0.760 0.835 0.835 · 0.767 · 1.5 = 0.961 bar0.668 0.789 1

0.789
= 1.267 1.267 · 0.583 = 0.739 0.846 0.846 · 0.739 · 1.5 = 1.001 barLage von xs, aus A∗

As
, wenn A(x)!

→ Me = 0.49

→ M∗
e = 0.53

→ ue = M∗
ec

∗ = 183.18 m/s

̺0 = 1.49 kg/m3 w.o.
̺∗

̺0
= 0.634 w.o.

Te =
Te
T0

· Te = 333.65 K

̺e = 1.044 kg/m/s
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→ ṁ = ̺∗ c∗ A∗ = ̺eueAe = 0.635 kg/s

7.2 Pitotrohr.In Untershallströmungen läÿt sih durh Messung der Drukdi�erenz ∆p zwishen Stau-punktsdruk pS und statishem Druk p∞ die Strömmungsgeshwindigkeit bestimmen.Es sei p∞ = 1 bar, die Temperatur des strömenden Mediums T∞ = 288 K.Man berehne die Strömungsgeshwindigkeit v1. bei inkompressibler Strömung,2. für ein ideales Gas konstanter spezi�sher Wärmen (cp = 1005 J/kg K, κ = 1, 4)3. und bestimme die relative Abweihung der Ergebnisse für inkompressible von jenenfür kompressible Strömung für die Drukdi�erenzen ∆p1 = 0.3 Pa, ∆p2 = 250 Paund ∆p3 = 4000 Pa.7.3 Lavaldüse.Eine Lavaldüse habe einen minimalen Durhmesser Amin = 5 cm2 und einen doppelt sogroÿen Endquershnitt, Ae = 2Amin. Ruhedruk und Ruhetemperatur vor der Düse sinddurh p0 = 3 bar und T0 = 300 K gegeben, beim strömenden Medium handle es sih umein ideales Gas mit κ = 1, 4 und cp = 1005 J/kg K. In der Düse stehe ein senkrehterVerdihtungsstoÿ am Quershnitt As = 6, 25 cm2.Berehnen Sie mit Hilfe der Isentropentabelle den Druk pe und die Mahzahl Meim Endquershnitt.7.4 Lavaldüse.Gegeben ist eine Lavaldüse mit minimalem Quershnitt Amin = 10 cm2. Der Ruhezu-stand vor der Düse ist durh p0 = 4.9 bar und T0 = 300 K gegeben, der Umgebungsdrukam Ende der Düse ist pe = 1 bar.1. Bestimmen Sie den Endquershnitt Ae und den Massenstrom ṁ durh die Düsefür den Fall, daÿ es sih um eine ideale Lavaldüse im Übershallbetrieb handelt.2. Erhöht man den Umgebungsdruk am Düsenende auf den Wert p′e = 4 bar, sobildet sih in der Düse ein senkrehter Verdihtungsstoÿ aus. Bestimmen Sie denStoÿquershnitt As.3. Welher Umgebungsdruk p′′e ist nötig, damit der Massenstrom ṁc = 0.7ṁmaxdurh die Düse strömt?



7.5. LAVALDÜSE. 457.5 Lavaldüse.Eine Lavaldüse, deren Quershnittsverlauf gegeben ist, wird in einem geshlossenenKreislauf durh einen Kompressor betrieben. Das Drukverhältnis des Kompressors pa

pesei 2.Berehnen Sie die Stoÿlage, füllen Sie die unten stehende Tabelle aus und skizzierenSie den Drukverlauf. Beahten Sie, daÿ nah dem Stoÿ A∗
A

wie auh p
p0

niht mehrsinnvoll sind und statt dessen besser eine andere Gröÿe eingetragen wird. Welhe? (κ =
1, 4, cp = 1005 J/kg/K)Hinweis: p̂0

p0
≈ pe

pa

PSfrag replaements

KV

012
pa

pa

pe

pe
x

d



46 KAPITEL 7. KOMPRESSIBLE STRÖMUNG7.6 Intermittierender Windkanal.Ein Kessel, der anfänglih zu 90% evakuiert ist, betreibt eine Lavaldüse bei einer Mah-zahl M = 3. Durh den Unterdruk im Kessel strömt Luft aus der Umgebung in denKessel. Der Quershnitt der Meÿstreke, die sih zwishen Lavaldüse und Kessel be�n-det, beträgt 100 cm2. Die maximale Meÿzeit (d.h. die Zeitspanne, in der die Strömung inder Meÿstreke als stationär angesehen werden kann) betrage 20 s. Der Umgebungsdrukist mit p0 = 1 bar gegeben.Unter der vereinfahenden Annahme, daÿ die Ruhetemperatur im Kessel gleih derAuÿentemperatur (15 ◦C) sei, berehne man das mindestens notwendige Kesselvolumen.
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Kapitel 8Reibungsbehaftete Strömung
8.1 Drukabfall in einer GasleitungIn einer Gasleitung (ρGas = 1, 18 kg/m3, νGas = 15 · 10−6 m2/s) von 0, 2 km Längeund 150 mm Durhmesser strömt das Gas mit einer Geshwindigkeit von 20 m/s. DieRauhigkeit k sei 0, 075 mm (geshweiÿte Stahlrohre).Man berehne den Drukabfall ∆p. Die Strömung kann als inkompressibel angenommenwerden.Bernoulligleihung ©1 −©2 :

p1

̺
+
u2

1

2
+ gh =

p2

̺
+
u2

2

2
+ gh+

1

̺

∑

∆pvRohrwiderstand: ∆pv = λ
l

d

̺u2

2andere Verluste: ∆pv = ζ
̺u2

2Massenbilanz ©1 -©2 :
ṁ = ̺uA = const → V̇ = uA = const

→ ̺U1A1 = ̺U2A2 ⇒ u1 = u2 = umit der Bernoulligleihung und h1 = h2:
p1

̺
+
u2

2
=
p2

̺
+
u2

2
+ λ

l

d

̺u2

2

→ p1 − p2 = λ
l

d

̺u2

2Rohrwiderstandsbeiwert λ aus Colebrook-DiagrammÜberprüfung �turbulent�laminar�:
Re =

ud

ν
=

20 · 0.15

15 · 10−6

Re = 2 · 105 ≥ Rec ⇒ turbulentVerhältnis k
d
:

k

d
=

0.075 · 10−3

0.15
= 5 · 10−447



48 KAPITEL 8. REIBUNGSBEHAFTETE STRÖMUNGColebrook → λ = 0.0185:
→ p1 − p2 = 0.0185

200

0.15

1.18 · 400

2

∆p = p1 − p2 = 5.82 · 103Pa = 5.82 · 10−2bar8.2 Heizölleitung.Durh eine gerade, horizontale Rohrleitung �ieÿt der Volumenstrom V̇ an Heizöl. Derreibungsbedingte Drukabfall ∆p wird durh eine Ölpumpe ausgeglihen. Die Rohrlei-tung hat die Länge l, den Durhmesser d0 und die relative Rauhigkeit k/d0 . Für die Werte
d0 = 100mm, k/d0 = 2 · 10−3, l = 750m, V̇ = 108m3

h
, ν = 8 · 10−6 m2

s
und ̺ = 860 kg

m3 be-rehne man:1. den Drukabfall ∆p in der Rohrleitung,2. die Antriebsleistung P , die der Pumpe zugeführt werden muÿ, wenn ihr wirkungs-grad ηP = 0.7 beträgt.3. den Durhmesser d1, auf den unter sonst gleihen Verhältnissen die Leitung erwei-tert werden müÿte, wollte man mit der halben Antriebsleistung auskommen.8.2.1 Drukabfall ∆p in der RohrleitungBernoulligleihung ©1 -©2 :
p1

̺
+
u2

1

2
+ gh =

p2

̺
+
u2

2

2
+ gh+

1

̺

∑

∆pvRohrwiderstand: ∆pv = λ
l

d

̺u2

2andere Verluste: ∆pv = ζ
̺u2

2Massenbilanz ©1 -©2 :
ṁ = ̺uA = const → V̇ = uA = const

→ ̺U1A1 = ̺U2A2 ⇒ u1 = u2 = um

V̇ = Aum =
d2

0π

4
um ⇒ um =

4V̇

d2
0π

um =
4 · 108

0.12π
= 13751m/h = 3.82m/smit der Bernoulligleihung und h1 = h2:

p1

̺
+
u2
m

2
=
p2

̺
+
u2
m

2
+ λ

l

d

̺u2
m

2
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→ p1 − p2 = λ

l

d

̺u2
m

2Rohrwiderstandsbeiwert λ aus Colebrook-DiagrammÜberprüfung �turbulent�laminar�:
Re =

umd0

ν
=

3.82 · 0.1
8 · 10−6

Re = 4.8 · 104 ≥ Rec ⇒ turbulentVerhältnis k
d0
:

k

d0
=

0.2 · 10−3

0.1
= 2 · 10−3Colebrook → λ = 0.0265:

→ p1 − p2 = 0.0265
750

0.1

860 · 3.822

2

p1 − p2 = 12.5 · 105Pa = 12.5bar8.2.2 Antriebsleistung P�Herleitung� der Antriebsleistung:
P =

W

t
=
F · s
t

=
F

A
Av = pV̇Verlustleistung Pv durh Reibung und Pumpenleistung P :

Pv = ∆pv · V̇

P =
Pv
ηP

=
∆pv · V̇
ηP

=
12.5 · 105 108

3600

0.7
= 53.4 · 103W

P = 53.4kW8.2.3 Durhmesser d1

P1 =
∆pv1 · V̇
ηP

=
1

2
P =

∆pv · V̇
2ηP

→ ∆pv1 =
1

2
∆pv

∆pv1 =
1

2
∆pvλ1(Re1(um1, d1),

k

d1

)
l

d1

̺u2
1

2

⇒ Iteration mit d0
d1
:



50 KAPITEL 8. REIBUNGSBEHAFTETE STRÖMUNG1. d0
d1

= ξi wählen.2. Daraus folgt d1 = d0
ξi
.3. um1 folgt aus d2

0
π

4
um =

d2
1
π

4
um1 mit um1 = um · ξ2

i4. Re1 = um1d1
ν15. somit folgt ein k

d16. neues λ1 aus Colebrook-Diagramm7. neue tatsähliher Drukverlust ∆pv1 = λ1 · l
d1

̺u2
m1

28. ∆pv1

∆pv
= 1

2
? wenn niht, neues d0

d1
= ξi+1 wählen und zurük zu �2.�

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8.

ξ = d0
d1

d1 um1 Re1
k
d1

λ1 ∆pv1
∆pv1

∆pv

0.5 0.2 0.96 2.4 · 104 1 · 10−3 0.027 0.4 · 105 0.0318 ⇒ d1 ↓
0.75 0.13 2.15 3.6 · 104 1.5 · 10−3 0.027 3 · 105 0.242
0.85 0.116 2.76 4 · 104 1.7 · 10−3 0.0265 5.6 · 105 0.444
0.87 0.115 2.9 4.2 · 104 1.74 · 10−3 0.0265 6.25 · 105 0.498Iteration

⇒ d1 = 0.115m, (nur um 15% gröÿer als d0!!)
8.3 Aus�uÿ aus einem Gefäÿ.Aus einem Gefäÿ mit groÿer Quershnitts�ähe, das bis zur Höhe H = 20m gefülltist, strömt durh eine horizontale Rohrleitung (Länge l = 5m, Durhmesser d = 5mm,relative Rauhigkeit k/d = 2 · 10−3) Flüssigkeit der Dihte ̺ = 1000kgm−3 und dynami-shen Viskosität µ = 2 · 10−3Nsm−3 aus. Am Einlauf des Behälters in das Rohr tritt einEinlaufverlust auf (ζe = 0.5).Man bestimme die Strömungsgeshwindigkeit mit Hilfe des Colebrook-Diagramms.
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8.3. AUSFLUß AUS EINEM GEFÄß. 518.3.1 Strömungsgeshwindigkeit in der RohrleitungBernoulligleihung ©1 -©2 :
p1

̺
+
u2

1

2
+ gh =

p2

̺
+
u2

2

2
+ gh+

1

̺

∑

∆pvRohrwiderstand: ∆pv = λ
l

d

̺u2

2andere Verluste: ∆pv = ζ
̺u2

2mit
∑

∆pv = ζe
̺u2

2
+ λ

l

d

̺u2

2
=

(

ζe + λ
l

d

)
̺u2

2

→ u =

√

2gH

1 + ζe + λ l
dvgl. dazu für reibungsfreie Strömung:

ureibungsfrei =
√

2gHda λ = λ(Re, k/d) = λ(u) ⇒ Iteration mit Re:1. Re wählen.2. λ aus Colebrook-Diagramm für k/d = 2 · 10−33. u =
√

2gH

1+ζe+λ l
d4. Reneu = u · d

ν
≈ Re? wenn niht ⇒ �2.�

1. 2. 3. 4.
Re λ u Reneu > Rec?
∞ 0.023 4.0 1 · 104 ok

0.034 3.32 8.31 · 103 ok
0.0355 3.26 8.25 · 103 ok
0.036 3.23 8.1 · 103 ok
0.036 3.23

Iteration
⇒ u = 3.23m/s (Vergleihe: ureibungsfrei = 19.8m/s)



52 KAPITEL 8. REIBUNGSBEHAFTETE STRÖMUNG8.4 Carnotsher Stoÿverlust.Aus einem Behälter strömt Flüssigkeit durh ein Fallrohr aus, das sih unstetig von derQuershnitts�ähe A1 auf die Quershnitts�ähe A2 erweitert. Shwerebeshleunigung
g, Höhendi�erenz h, A1 und Dihte ρ seien bekannt.Berehnen Sie1. den Wert des Flähenverhältnisses A1/A2, für den die Strömungsgeshwindigkeit

u1 maximal wird,2. u1 und u2 für diesen Fall,3. den Carnot'shen Stoÿverlust ∆pV C und ζC für diesen Fall,4. die mehanishe Energie PV , die der Strömung pro Zeiteinheit entzogen und inWärme umgewandelt wird.
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8.5 Hintereinandershaltung von Widerständen.In einem Anlagensystem sind n Rohrleitungen mit untershiedlihem Durhmesser unduntershiedliher Länge aneinandergesetzt.Man bestimme den Drukverlust ∆p in Abhängigkeit vom Volumenstrom V̇ für be-liebige Rohrelemente.
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8.6. PARALLELSCHALTUNG VON WIDERSTÄNDEN. 53Hinweis: Zur übersihtliheren Beshreibung genügt es, die Verlustbeiwerte
ζ zu verwenden.

8.6 Parallelshaltung von Widerständen.In einem Anlagensystem sind n Rohrleitungen mit untershiedlihem Durhmesser unduntershiedliher Länge parallel angeordnet.Man bestimme den Drukverlust ∆p in Abhängigkeit vom Volumenstrom V̇ für be-liebige Rohrelemente.Hinweis: Zur übersihtliheren Beshreibung genügt es, die Verlustbeiwerte
ζ zu verwenden.

8.7 Beliebige Shaltung von Widerständen.In einem Anlagensystem sind Rohrleitungen mit untershiedlihem Durhmesser unduntershiedliher Länge parallel und hintereinander angeordnet.Man bestimme den Drukverlust ∆p in Abhängigkeit vom Volumenstrom V̇ .
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Kapitel 9Potentialtheorie
9.1 Rankine Körper.Man untersuhe die ebene, stationäre und inkompressible Umströmung eines Rankine-Körpers durh Überlagerung einer Quelle im Ursprung und einer Parallelströmung in
x-Rihtung.Gesuht sind:1. Potentialfunktion φ und Stromfunktion ψ,2. die Geshwindigkeitskomponenten u und v,3. die Koordinaten des Staupunkts S,4. die Gleihung der Stromlinie durh den Staupunkt S,5. die Dike b des Körpers für x→ +∞,6. die Drukverteilung am Rankine-Körper in Form des Drukbeiwertes cp,7. die Kraft ~FQ, mit der die Quelle gehalten werden müÿte,8. die Kraft ~FH , mit der ein materiell ausgeführter Körper zu halten wäre.9.1.1 Potentialfunktion Φ und Stromfunktion ΨWir verwenden das komplexen Potential. Dessen Realteil von der Potentialfunktion ge-bildet, während die Stromfunktion den Imaginärteil repräsentiert.Das komplexe Potential setzt sih in unserem Fall aus einer Parallelströmung und einerQuelle im Ursprung zusammen:

F (z) = u∞z
︸︷︷︸Parallelströmung+

q

2π
ln z

︸ ︷︷ ︸Quelle im Ursprung = Φ(x, y)
︸ ︷︷ ︸Potential-+ i Ψ(x, y)

︸ ︷︷ ︸Stromfunktion55



56 KAPITEL 9. POTENTIALTHEORIEZuerst führen wir eine Transformation auf Polarkoordinaten durh:
x = r cosϕ, y = r sinϕ → z = x+ iy = r (cosϕ+ i sinϕ) = rei(ϕ+2πn)

⇒ F (r, ϕ) = u∞re
i(ϕ+2πn) +

q

2π
ln
(
rei(ϕ+2πn)

)

= u∞r (cosϕ+ i sinϕ) +
q

2π
[ln r + i (ϕ+ 2πn)]

= Φ(r, ϕ) + iΨ(r, ϕ)

→ Φ(r, ϕ) = Re(F ) = u∞r cosϕ+
q

2π
ln r

→ Ψ(r, ϕ) = Im(F ) = u∞r sinϕ+
q

2π
(ϕ+ 2πn)Rüktransformation in kartesishe Koordinaten mittels

r =
√

x2 + y2, ϕ = arctan
y

x
.9.1.2 Geshwindigkeitskomponenten u und v

F ′(z) = u− iv

= u∞ +
q

2π

1

z

= u∞ +
q

2πr
e−i(ϕ+2πn)

= u∞ +
q

2πr
[cos (− (ϕ+ 2πn)) + i sin (− (ϕ+ 2πn))]

= u∞ +
q

2πr
(cosϕ− i sinϕ)

→ u(r, ϕ) = Re(F ′) = u∞+
q

2πr
cosϕ

v(r, ϕ) = −Im(F ′) =
q

2πr
sinϕBemerkung:

r → +∞ : u→ u∞

v → 0

. . . Parallelströmung9.1.3 Koordinaten des Staupunkts:Bedingung:Die Geshwindigkeit ~vS im Staupunkt S ist 0, d.h. uS = 0 und vS = 0.
vS =

q

2πrS
sinϕS = 0 ⇔ ϕS = mπ ∀m ∈ Z



9.1. RANKINE KÖRPER. 57
uS = u∞ +

q

2πrS
cosϕS

= u∞ +
q

2πrS
(−1)m

= 0

⇒ rS = − q

2πu∞
(−1)m > 0 → mmuÿ ungerade sein; wir wählenm = 1

→ rS =
q

2πu∞
, ϕS = πbzw. xS = − q

2πu∞
, yS = 09.1.4 Gleihung der Stromlinie rK(ϕ) durh den Ursprung (Kör-perkontur)Der Logarithmus im Komplexen ist niht eindeutig:

ln z = ln
(
rei(ϕ+2πn)

)
= ln r+ i (ϕ+ 2πn) (siehe Stromfunktion Ψ). Durh die Wahl von

ϕ ∈ [0 , 2π [ folgt n = 0.Der Wert der Stromfunktion im Staupunkt ergibt sih dadurh zu
ϕS = π → ΨS = u∞rS sinϕS +

q

2π
ϕS =

q

2Die Gleihung der Stromlinie durh den Staupunkt folgt aus der Bedingung ΨK(rK , ϕ) =
ΨS(rS, ϕS):

u∞rK (ϕ) sinϕ+
q

2π
ϕ =

q

2
→ rK(ϕ) =

q

2πu∞

π − ϕ

sinϕ
= rS

π − ϕ

sinϕDabei gilt
ϕ→ 0 : r → ∞
ϕ→ π : r → rS

ϕ→ 2π : r → ∞Bemerkung: π − ϕ

sinϕ

∣
∣
∣
∣
ϕ=π

= 1 !9.1.5 Dike b des Körpers für x→ ∞1. Möglihkeit:
∫ b

2

− b
2

u dy = u∞bbzw. u =
∂Ψ

∂y
→

∫ b
2

− b
2

u dy =

∫ Ψϕ=2π

ΨS

dΨ +

∫ ΨS

Ψϕ=0

dΨ
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= Ψ2π − ΨS + ΨS − Ψ0

= Ψ2π − Ψ0

= q

⇒ u∞b = q → b =
q

u∞2. Möglihkeit:
b = 2 · y|ϕ→0 bzw. r→+∞ = lim

ϕ→0
2rK(ϕ) sinϕ

= lim
ϕ→0

2rS
π − ϕ

sinϕ
sinϕ

= 2rSπ

=
q

u∞3. Möglihkeit:Für x → +∞ klingt die Störung ab, d.h. u→ u∞ und es gilt
V̇ = u∞b = q → b =

q

u∞9.1.6 Drukverteilung am Rankine-Körper mittels Drukbei-wert cpAus der Bernoulligleihung folgt mit ~v∞ = u∞~ex

p

ρ
+

1

2
~v2 = p∞ +

ρ

2
~v2
∞

→ p− p∞ =
ρ

2
~v2
∞ − ρ

2
~v2 ⇒ cp (r, ϕ) :=

p− p∞
ρ
2
~v2
∞

= 1 − ~v2

~v2
∞

→ cp(r, ϕ) = 1 − ~v2

~v2
∞

= 1 − u2 + v2

u2
∞

= − q

πru∞
cosϕ−

(
q

2πru∞

)2Für die Konturlinie gilt rK(ϕ) = rS
π−ϕ
sinϕ

. Der Drukbeiwert auf der Konturlinie cpK lautetdaher
cpK = − q

πrSu∞
·

1

2
sin 2ϕ

︷ ︸︸ ︷

sinϕ cosϕ

π − ϕ
−
(

q

2πu∞rS

)2

︸ ︷︷ ︸

1

·
(

sinϕ

π − ϕ

)2
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= −sin (2ϕ)

π − ϕ
−
(

sinϕ

π − ϕ

)2Bemerkung: Für ϕ = π ist cpK = − (−2) − 12 = 1 > 0.9.1.7 Kraft ~FQ, mit der die Quelle gehalten werden muÿWir wählen das Kontrollvolumen KV folgendermaÿen:1. Linker Rand mit Höhe a bei x → −∞2. Oberer Rand entlang einer Stromlinie3. Rehter Rand bei x→ +∞4. Unterer Rand entlang einer StromlinieDas Kontrollvolumen soll die Tiefe t haben.Abstand Körperkontur � Stromlinie des KontrollvolumensDer durh den linken senkrehten Rand einströmende Volumenstrom muÿ zur Gänze amrehten Rand zwishen den auÿen liegenden Stromlinien und der Körperkontur wiederabtransportiert werden, da über Stromlinien hinweg kein Volumen transportiert wer-den kann. Da wir hier eine inkompressible Strömung betrahten, so muÿ der gesuhteAbstand gleih a
2
sein.Impulssatz

∮

∂KV

̺vn~v dO +

∮

∂KV

p~ndO = ~FQBeiträge zum konvektiven Integral ∮
∂KV

̺vn~v dO des Impulssatzes liefern nur der linkeund rehte Rand 1.und 3.. Dabei ist auf die Rihtung des Normalenvektors ~n zu ahten,der konventionsgemäÿ aus dem Kontrollvolumen herauszeigt:
∮

∂KV

̺vn~v dO = ρ(−u∞)u∞

(
1

0

)

at

︸ ︷︷ ︸linker Rand 1. + ρ(+u∞)u∞

(
1

0

)(

2
a

2
+ b
)

t

︸ ︷︷ ︸rehter Rand 3.
= ρu2

∞bt

(
1

0

)Für die Berehnung des Drukanteils ∮
∂KV

p~n dO nehmen wir an, daÿ die obere und untereBerandung 2. und 4. des Kontrollvolumens auh im Unendlihen liegt (a → ∞). Dannherrsht entlang der Ober�ähe des gesamten Kontrollvolumens der Druk p∞.
∮

∂KV

p~n dO = lim
a→∞

∮

∂KV

p~n dO
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= p∞

∮

∂KV

~n dO

︸ ︷︷ ︸

=0

= 0Bemerkung: Das Ober�ähenintegral des Normalvektors ~n über eine geshlossene Kurveergibt immer 0.Einsetzen der beiden Integrale und Au�ösen nah ~FQ liefert:
~FQ = ρu2

∞bt

(
1

0

)bzw. auf die Längeneinheit t bezogen:
~FQ
t

= ρu2
∞b

(
1

0

)Die Haltekraft ~FQ der Quelle zeigt (eigentlih unerwarteterweise) in Rihtung der positi-ven x-Ahse, d.h. die Quelle würde sih bei Fehlen dieser Kraft stromaufwärts bewegen!9.1.8 Kraft ~FH, mit der ein materiell ausgeführter Körper zuhalten wäreZwishen der Körperkontur soll jetzt ein fester Körper eingefügt werden. Das Kontroll-volumen KV nehme den Körper aus, d.h. der rehte Rand verlaufe entlang der Körper-ober�ähe.1. Möglihkeit:Impulsbilanz
∮

∂KV

̺vn~v dO +

∮

∂KV

p~n dO = 0Bemerkung: Es gibt keinen umströmten Körper im Kontrollvolumen, d.h. auf der rehtenSeite der Impulsbilanz ist ~FK = 0!
∮

∂KV

̺vn~v dO = ρ (−u∞)u∞

(
1

0

)

at

︸ ︷︷ ︸linker Rand 1. + ρ (+u∞) u∞

(
1

0

)(

2
a

2

)

t

︸ ︷︷ ︸rehter Rand 3.
= 0Zur Berehnung des Drukintegrals ∮

∂KV

p~n dO wenden wir folgenden Trik an:1. Wir berehnen das Integral ∮
∂KV

p∞~n dO über das gesamte Kontrollvolumen.2. Dieses ist um den Anteil der Körperober�ähe AK zu groÿ (auf der Körperober-�ähe herrsht ja niht der Umgebungsdruk); deshalb ziehen wir ∫
∂AK

p∞~n dOwieder ab .



9.1. RANKINE KÖRPER. 613. Jetzt müssen wir nur noh den auf der Körperober�ähe herrshenden Druk da-zurehnen. Das Integral ∫
∂AK

pK~n dO ist die Kraft vom Medium auf den Körper!
∮

∂KV

p~ndO =

∮

∂KV

p∞~ndO

︸ ︷︷ ︸

=0

−
∫

∂AK

p∞~n dO

︸ ︷︷ ︸

=p∞bt(1

0)

+

∫

∂AK

pK~n dO

︸ ︷︷ ︸

=−~FH

⇒ 0 = 0 − p∞bt

(
1

0

)

− ~FH

~FH
t

= −p∞b
(

1

0

)Die Kraft ~FH ist die Kraft, mit der der Körper gehalten werden muÿ. Also erfährt derKörper eine Kraft in Rihtung der positiven x-Ahse, d.h. stromabwärts!2. Möglihkeit: über die Drukverteilung pK(ϕ)Die Gesamtkraft auf die Ober�ähe des Körpers ~FO:
~FO =

∫

AK

pK(ϕ)~n(s) dO
︸︷︷︸

ds · tAus Symmetriegründen gilt
FOy = 0,d.h. wir können uns auf die x-Komponente beshränken:
FOx
t

=

∫

AK

pK(ϕ)nx(s) dsDie Haltekraft ~FH des materiell ausgefüllten Körpers ist der Drukkraft ~FO entgegenge-setzt:
~FH = −~FOBerehnung von nx(s)Der Normalenvektor ~n zeigt immer aus dem Kontrollvolumen heraus und ist normalzum Tangentialvektor d~r:

d~r =

(
dx

dy

)

→ ~n⊥ d~r : ~n =

(
dy

− dx

)Der Normalvektor muÿ die Länge 1 haben. Die einfahste Art, dies zu erreihen, istdurh die Länge des Vektors | d~n| = | d~r| = | d~s| =
√

dx2 + dy2 = ds zu dividieren:
~n0 =

( dy
ds

−dx
ds

)

. . . Einheitsnormalvektormit der x-Komponente:
nx =

dy

ds



62 KAPITEL 9. POTENTIALTHEORIEEinsetzen in FHx:
FHx
t

= −
∫

AK

pK(ϕ)
dy

ds
ds = −

∫

AK

pK(ϕ) dyUm dieses Integral zu lösen, müssen wir über y integrieren. Wir haben unsere Druk-verteilung pK jedoh als Funktion von ϕ gegeben. Deshalb haben wir dy in dϕ umzu-rehnen.Berehnung von dy:In der Formel von d~r hatten wir shon das dy (die y-Komponente des Vektors!). Divi-dieren wir durh dϕ so erhalten wir die gewünshte Abhängigkeit von ϕ:
∂~r

∂ϕ
=

( ∂x
∂ϕ

∂y
∂ϕ

)Hätten wir ~r(ϕ), so können wir uns daraus ∂~r
∂ϕ

berehnen und haben mit der y-Komponente unser gesuhtes ∂y
∂ϕ
:
~r = r(ϕ)

(
cosϕ

sinϕ

)

= rS
π − ϕ

sinϕ

(
cosϕ

sinϕ

)Wir brauhen nur die y-Komponente:
y(ϕ) = rS (π − ϕ)

→ ∂y

∂ϕ
=

dy

dϕ
= −rS = − q

2πu∞

→ dy = − q

2πu∞
dϕEinsetzen in FHx:

FHx
t

=

∫

AK

pK(ϕ)
q

2πu∞
dϕmit pK(ϕ) von oben:

FHx
t

=
q

2πu∞

∫

AK

(

p∞ +
ρu2

∞
2
cpK(ϕ)

)

dϕ

=
q

2πu∞

{∫ 2π

0

p∞ dϕ+
ρu2

∞
2

∫ 2π

0

cpK(ϕ) dϕ

}mit cpK(ϕ) von oben:
=

q

2πu∞
p∞

∫ 2π

0

dϕ+
qρu∞
4π

∫ 2π

0

[

−sin 2ϕ

π − ϕ
−
(

sinϕ

π − ϕ

)2
]

dϕ

︸ ︷︷ ︸

=0
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=

q

2πu∞
p∞ϕ

∣
∣
∣
∣

2π

0

=
q

u∞
︸︷︷︸

=b

p∞

FHx
t

= p∞b

9.2 Potentialwirbel über Ebene.Ein zweidimensionaler Potentialwirbel der Stärke Γ be�ndet sih im Abstand h ober-halb einer Ebene. Im Unendlihen sei der Druk p∞ und die Geshwindigkeit u∞ parallelzur Ebene. Die Flüssigkeit sei inkompressibel und reibungsfrei. (Anwendung des Spie-gelungsprinzipes)Gesuht sind:1. Stromfunktion und Geshwindigkeitspotential für diese Anordnung,2. die Geshwindigkeitskomponenten,3. der Drukbeiwert cp(x, 0) an der Ebene,4. die Kraft pro Tiefeneinheit, die auf die Ebene wirkt, wenn auf der Unterseite derDruk p∞ herrsht � zu welher Beziehung vereinfaht sih der Ausdruk für dieKraft für h≫ 1 ?5. Diskussion des Stromlinienbildes.6. Wie shnell müssen sih zwei gleihstarke, gegendrehende parallele Wirbelfädenbewegen, damit sie auf zur x-Ahse parallelen Bahnen laufen?
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9.2.1 Stromfunktion und GeshwindigkeitspotentialDas komplexe Potential setzt sih aus einer Parallelströmung und den zwei nah demSpiegelungsprinzip angeordneten gegendrehenden Potentialwirbeln zusammen:
F (z) = u∞z − i

Γ

2π
ln(z − ih) − i

(−Γ)

2π
ln(z − (−ih))



64 KAPITEL 9. POTENTIALTHEORIEFür (z − ih) setzen wir r1e
iϕ1 und für (z + ih) setzen wir r2e

iϕ2 . Es gilt r1 =
√

x2 + (y − h)2, r2 =
√

x2 + (y + h)2, ϕ1 = arctan y−h
x

bzw. ϕ2 = arctan y+h
x
.

F (z) = Φ + iΨ → Φ = Re(F(z)), Ψ = Im(F(z))

Φ(r, ϕ) = u∞r cosϕ +
Γ

2π
ϕ1 −

Γ

2π
ϕ2

Ψ(r, ϕ) = u∞r sinϕ− Γ

2π
ln r1 +

Γ

2π
ln r29.2.2 Geshwindigkeiten u(x, y) und v(x, y)

Ψ(x, y) = u∞y +
Γ

2π
ln
√

x2 + (y − h)2 − Γ

2π
ln
√

x2 + (y + h)2

→ u(x, y) =
∂Ψ

∂y
= u∞ − Γ

2π

y − h

x2 + (y − h)2
+

Γ

2π

y + h

x2 + (y + h)2

v(x, y) = −∂Ψ
∂x

=
Γ

2π

x

x2 + (y − h)2
− Γ

2π

x

x2 + (y + h)2Eine Überprüfung der Randbedingungen (Wand) zeigt:
u(x, 0) = u∞ +

Γh

π(x2 + h2)
Bemerkung: x→ ±∞ : u→ u∞

v(x, 0) = 09.2.3 Drukbeiwert cp an der WandAus der Bernoulligleihung folgt:
p∞ +

ρ

2
u2
∞ = p+

ρ

2
~v2

→ cp(x, y) =
p− p∞
ρ
2
u2
∞

= 1 − ~v2

u2
∞

= 1 − u2 + v2

u2
∞

→ cp(x, 0) = 1 − u(x, 0)2

u2
∞

= − 2Γ

πu∞

h

x2 + h2
− Γ2

π2u2
∞

h2

(x2 + h2)29.2.4 Kraft pro Tiefeneinheit, die der Wirbel auf die Wand aus-übtImpulsbilanzMit ~HW wird die Haltekraft der Wand bezeihnet. ~FW = − ~HW ist die Kraft, die derWirbel auf die Wand ausübt.
∮

∂KV

̺vn~v dO

︸ ︷︷ ︸

0

= −
∮

∂KV

p~n dO + ~HW
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→ ~FW = −

∮

∂KV

p~n dO = −
∮

∂KV

p~nt ds

= −
∫ +∞

−∞
p∞(−~ey) dxt
︸ ︷︷ ︸Unterseite −

∫ −∞

+∞
p(x, 0)~ey(− dx)t
︸ ︷︷ ︸Oberseite

⇒ FWy

t
= −

∫ +∞

−∞
(−p∞ + p(x, 0)) dx = −ρ

2
u2
∞

∫ +∞

−∞
cp(x, 0) dx

= −ρ
2
u2
∞

{

−
∫ +∞

−∞

(
2Γ

πu∞

h

x2 + h2
+

Γ2

π2u2
∞

h2

(x2 + h2)2

)

dx

}

=
ρ

2
u2
∞

{

2Γ

u∞
+

(
Γh

πu∞

)2
π

2h3

}

= ρu∞Γ +
ρΓ2

4πhBemerkung: für h→ ∞ : FWy 6= 09.2.5 Fortshrittsgeshwindigkeit zweier gleihstarker, gegen-drehender, paralleler WirbelfädenImpulsbilanz
∮

∂KV

̺vn~v dO = −ρu2
∞A~ex + ρu2

∞A~ex = 0

∮

∂KV

p~ndO =

∮

∂KV

p∞~n dO

︸ ︷︷ ︸

0

−
∫

G

p∞~ndO +

∫

G

p~n dO

=

∫

G

(p− p∞)(−~ey) dO = −~ey
∫

G

(p(x, 0) − p∞)t dx

︸ ︷︷ ︸

−FWyAus der Forderung FWy = 0 folgt:
ρu∞Γ +

ρΓ2

4πh
= 0

→ u∞ = − Γ

4πh



66 KAPITEL 9. POTENTIALTHEORIE9.3 Unsymmetrishes, angestelltes Parabelbogenzwei-ek.Gegeben sei ein dünnes Pro�l mit den Koordinatenfunktionen yo(x) = 16τx (1 − x) /3und yu(x) = −8τx (1 − x) /3 für die Ober- und Unterseite, der Dikenparameter τ sei
≪ 1. Das Pro�l wird mit der Geshwindigkeit ~v∞ unter dem Winkel ε ≪ 1 angeströmt.Gesuht sind die Geshwindigkeitsstörungen und der Drukbeiwert cp an derPro�lober- und -unterseite, sowie der Auftriebsbeiwert cA.Hinweise: C1∫

0

√

ξ

1 − ξ
dξ =

π

2
C1∫
0

ξ

√

ξ

1 − ξ
dξ =

3π

8

1∫

0

√

x (1 − x)x =
π

8

1∫

0

√

1 − x

x
x =

π

2C1∫
0

√

ξ(1 − ξ)

ξ − x
dξ = −π

2
(2x− 1)C1∫

0

ξ
√

ξ(1 − ξ)

ξ − x
dξ = −3π

8

[

1 − 4 (1 − x) +
8

3
(1 − x)2

]

9.3.1 Geshwindigkeitsstörung an der Pro�lober�äheGeshwindigkeitsstörung in y-Rihtung:Für 0 ≤ x ≤ 1 gilt:
v

u∞
(x, 0±) = τ [±h′d + h′w] =

{
16
3
τ(1 − 2x) . . . Oberseite

−8
3
τ(1 − 2x) . . . UnterseiteGeshwindigkeitsstörung in x-Rihtung:Dikene�ekt:

ϕ1d,x(x, 0
±) =

4

π
C1∫
0

1 − 2ξ

x− ξ
dξ

=
4

π
C1∫
0

1 − 2x+ 2x− 2ξ

x− ξ
dξ

=
4

π
lim
ε→0

[
((2x− 1) ln | x− ξ | +2ξ) |x−ε0 + ((2x− 1) ln | x− ξ | +2ξ) |1x+ε

]
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=

4

π

[

2 + (2x− 1) ln

∣
∣
∣
∣

x− 1

x

∣
∣
∣
∣

]Anstelle�ekt:
ϕ2,x(x, 0

±) = ±
√

1 − x

xWölbe�ekt:
ϕ1w,x(x, 0

±) = ∓ 4

3π
√

x(1 − x)

[ C1∫
0

√

ξ

1 − ξ
(1 − 2ξ) dξ

︸ ︷︷ ︸

π
2
− 2 · 3π

8

= −π
4

+ C1∫
0

√

ξ(1 − ξ)

ξ − x
(1 − 2ξ) dξ

︸ ︷︷ ︸

−π
2

(2x− 1) − 2 ·
(
−3π

8

[
1 − 4 (1 − x) + 8

3
(1 − x)2])

= −7π
4

+ 2πx+ 2π(1 − x)2

]

= ∓ 4

3π
√

x(1 − x)

[
−2π + 2πx+ 2π − 4πx+ 2πx2

]

︸ ︷︷ ︸

−2πx+ 2πx2

= 2πx(x− 1)

= ±8

3

√

x(1 − x)Die Geshwindigkeitsstörung an der Pro�loberseite in x-Rihtung ergibt sih nun ausder Summe aller drei E�ekte:
u− u∞
u∞

(x, 0±) =
4τ

π

(

2 + (2x− 1) ln

∣
∣
∣
∣

x− 1

x

∣
∣
∣
∣

)

± 8τ

3

√

x(1 − x) ± ε

√

1 − x

x9.3.2 Drukbeiwert cp an der Pro�lober�äheFür dünne Pro�le mit shwaher Anstellung, d.h τ ≪ 1 und ε ≪ 1 gilt:
cp(x, 0

±) = −2
u− u∞
u∞

(x, 0±)9.3.3 Auftriebsbeiwert cA
cA = −

∫ 1

0

(cpo − cpu) dx = 4

∫ 1

0

(

8τ

3

√

x(1 − x) + ε

√

1 − x

x

)

dx

= · · · =
4πτ

3
+ 2πε



68 KAPITEL 9. POTENTIALTHEORIE9.4 Bewegte Quelle.Die stationäre Quellumströmung wird durh das komplexe Potential
F (z) = u∞z +

q

2π
ln zbeshrieben. Man bestimme daraus Strom- und Bahnlinien für den Fall, daÿ die Quelledurh ein ruhendes Medium mit der Geshwindigkeit ~vR = −u∞~ex bewegt wird.Hinweis:

∫
cosn x

sinm x
dx =

−1

m− 1

cosn−1 x

sinm−1 x
− n− 1

m− 1

∫
cosn−2 x

sinm−2 x
dx , m 6= 19.5 Doppelquellenanordnung (ebenes Problem).Man betrahte zwei Quellen im Abstand L mit den Quellstärken q1 und q2 (q1 > q2).1. Ermitteln Sie Strom- und Potentialfunktion und daraus die Geshwindigkeitskom-ponenten für dieses Problem (inkompressibel, reibungsfrei).2. Wo liegt der Staupunkt, wie lautet die Gleihung für die Trennstromlinie (Polar-koordinaten r, ϕ)?3. Man gebe die Parameterdarstellung r(ϕ) der Trennstromlinie an und bestimmeden Ö�nungswinkel des entstehenden Halbkörpers für r → ∞.

PSfrag replaements

KV

L

x

y012
q1 q2

xS

ϕ∞

9.6 Quelle vor einer Wand (ebenes Problem).Gegeben ist eine Quelle der Quellstärke q im Abstand a vor einer Wand. Man bestimmemit Hilfe der Spiegelungsmethode die Potential- und Stromfunktion für diese Anord-nung und daraus die Geshwindigkeits- und Drukverteilung im gesamten Halbraum(die Strömung sei inkompressibel und reibungsfrei). Wie sieht die Geshwindigkeits-und Drukverteilung an der Wand bzw. im Unendlihen aus? Weiters ermittle man dieHaltekraft der Quelle durh geeignete Wahl eines Kontrollvolumens.



9.7. HALBKÖRPER. 69Hinweis:
∞∫

−∞

x2

(x2 + 1)2
dx =

π

2
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9.7 Halbkörper.Gesuht sind die Geshwindigkeitsstörungen und der Drukbeiwert an den Ober�ähenfolgender Pro�le:1. Parabelhalbkörper: hd(x) = (0, 2x(1− x), 0.5) für (x < 0, 0 ≤ x ≤ 0.5, x > 0.5),2. Keilhalbkörper: hd(x) = (0, x, 0.5) für (x < 0, 0 ≤ x ≤ 0.5, x > 0.5).Skizzieren Sie die Ergebnisse!
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0.50.59.8 Ebene Parabelumströmung.Man zeige, daÿ das komplexe Potential
F (z) = u∞

(

z ∓ i
√

2R
√
z
)

, y<>0die symmetrishe Umströmung einer Parabel beshreibt, deren Sheitelkrümmungskreisden Radius R hat. (Körperkontur, Geshwindigkeitskomponenten, Geshwindigkeit undDrukverteilung an der Kontur, Staupunkt,. . . )Hinweis: Zur Bestimmung der Stromfunktion benutze man die Exponenti-aldarstellung von √
z =

√
r ei

γ/2 und Halbwinkelsätze der trigono-metrishen Funktionen.



70 KAPITEL 9. POTENTIALTHEORIE9.9 Unsymmetrishe, ebene Parabelumströmung.Man zeige, daÿ die Superposition des komplexen Potentials
F (z) = u∞

(

z ∓ i
√

2R
√
z
)

, y<>0und einer Kantenumströmung der Form
F (z) = u∞

√
2C

√
zeine unsymetrishe Umströmung einer Parabel beshreibt. (Körperkontur, Geshwindig-keitskomponenten, Geshwindigkeit und Drukverteilung an der Kontur, Staupunkt,. . . )9.10 Rauhring.Man betrahte die vereinfahte Darstellung eines Rauhringes mit dem Durhmesser d(Skizze). Die geshlossene Wirbellinie habe die Zirkulation Γ < 0. Gesuht ist die aufder z-Ahse im Abstand −b vom Ursprung induzierte Geshwindigkeit ~v (Rihtung undBetrag).Hinweis: Anwendung des Gesetzes von Biot-Savart.

|dphi

|phi

|rvec

Gamma|

d|

ds|

|yz|
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x012 −b9.11 ZylinderumströmungDurh das komplexe Potential F (z) = u∞ (z +R2/z) wird die stationäre, inkompressi-ble und reibungsfreie Umströmung eines Zylinders mit dem Radius R beshrieben. Dieungestörte Anströmgeshwindigkeit ist u∞.Man bestimme die Strom- und Teilhenbahnlinien für den Fall der stationären Zy-linderumströmung und für die instationäre Betrahtungsweise, bei der man sih den Zy-linder durh ein ruhendes Medium mit der Geshwindigkeit u∞ in negativer x-Rihtungbewegt denkt.



Kapitel 10Ebene, kompressible Strömung
10.1 Wellige Wand.Es sind die Geshwindigkeitsstörungen in einer Strömung über einer welligen Wand für
y ≥ 0 zu bestimmen. Die Wand sei durh die Funktion yw(x) = τ sin(2πx) gegeben, der�Dikenparameter� τ ist klein gegen 1.Man löse das gegebene Problem für1. inkompressible Strömung, d.h. M∞ ≪ 1, durh direkte Lösung der Laplaeglei-hung und mit Hilfe der Pro�ltheorie (Singularitätenbelegung),Hinweise:

∞∫

0

xβ−1 sin(ax− βπ/2)

γ2 + x2
dx = −π

2
γβ−2e−aγ , a > 0, Re(γ) > 0, 0 < Re(β) < 2,

∞∫

0

xβ cos(ax− βπ/2)

γ2 + x2
dx =

π

2
γβ−1e−aγ , a > 0, Re(γ) > 0, |Re(β)| < 1 .2. Untershallströmung mit Kompressibilitätsein�uÿ, M∞ < 1 (Prandtl-Glauert-Transformation),3. Übershallströmung M∞ > 1,und diskutiere die Ergebnisse.Wand: yw(x) = τ sin(2πx) = τhd(x) ... RandbedingungPotentialfunktion: Φ(x, y) = u∞x+ u∞τϕ(x, y), ϕ ... StörpotentialGrundgleihung: ∆Φ = 0 → ∆ϕ = 010.1.1 Inkompressibel: M∞ ≪ 11. Lösungsmethode: direkte Lösung durh SeparationsansatzProduktansatz ϕ(x, y) = f(x)g(y) liefert in Laplaegleihung eingesetzt

f ′′g + f g̈ = 0 → f ′′

f
= − g̈

g
= −λ271



72 KAPITEL 10. EBENE, KOMPRESSIBLE STRÖMUNGmit der Seperationskonstanten λ2. Die Wahl des negativen Vorzeihens ergibt für f(x)eine periodishe Funktion (Randbedingung!). Somit ist
f ′′ + λ2f = 0 , g̈ − λ2g = 0 ,

f(x) = A cosλx+B sinλx, g(y) = C eλy +D e−λy .Die Integrationskonstante C kann sofort aus der geforderten Bedingung der Beshränkt-heit der Lösung limy→∞ ϕy = 0 zu null gesetzt werden: C = 0. Es verbleibt
ϕ(x, y) =

(
Ā cosλx+ B̄ sin λx

)
e−λy .Um das gegebene Problem einer analytishen Lösung zuzuführen, muÿ die nihtlineareRandbedingung für die Geshwindigkeit an der Wandober�ähe linearisiert werden:

ϕy(x, 0
+) = h′d(x) = 2π cos(2πx) .Man erhält

ϕy(x, 0
+) = −λ

(
Ā cos λx+ B̄ sinλx

)
= 2π cos(2πx) ,womit die Integrationskonstanten und der Separationsparameter mit

λ = 2π , Ā = −1 , B̄ = 0festlegt sind. Für das Störpotential ergibt sih
ϕ(x, y) = − cos(2πx) e−2πy ,und damit für die Geshwindigkeitsstörungen in x- und y-Rihtung

u− u∞
u∞

(x, y) = τϕx(x, y) = 2πτ sin(2πx)e−2πy ,

v

u∞
(x, y) = τϕy(x, y) = 2πτ cos(2πx) e−2πy .Als wesentlihes Ergebnis ist hier zu erwähnen, daÿ die Geshwindigkeitsstörun-gen für kleine Anströmmahzahlen (inkompressible Strömung), welhe durh diewellige Wand hervorgerufen werden, exponentiell für y → ∞ abklingen (sieheAbbildung).
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10.1. WELLIGE WAND. 732. Lösungsmethode: Singularitätenbelegung (Pro�ltheorie)Dikenverteilung: hd(x) = sin(2πx)Quellbelegungsfunktion: m(x) = 2h′d = 4π cos(2πx).Für die Geshwindigkeitsstörung in x-Rihtung ergibt sih:
ϕx(x, y) =

1

2π

∞∫

−∞

m(ξ)
x− ξ

(x− ξ)2 + y2
dξ = 2

∞∫

−∞

(x− ξ) cos(2πξ)

(x− ξ)2 + y2
dξ .Substitution von x−ξ = u und die Verwendung von cos(α−β) = cosα cosβ+sinα sin βergibt weiters

ϕx = 2

−∞∫

∞

cos[2π(x− u)]u

u2 + y2
(− du)

= 2 cos(2πx)

∞∫

−∞

cos(2πu)u

u2 + y2
du

︸ ︷︷ ︸=0 (ungerade Fkt.)+2 sin(2πx)

∞∫

−∞

sin(2πu)u

u2 + y2
du

= 4 sin(2πx)

∞∫

0

sin(2πu)u

u2 + y2
du .Die Verwendung des in der Angabe bereitgestellten Integrals mit den entsprehend iden-ti�zierten Parameterwerten a = 2π, β = 2 und γ = y ergibt shlieÿlih

ϕx(x, y) = 2π sin(2πx)e−2πy ,und daher in völliger Übereinstimmung mit dem Ergebnis von vorhin
u− u∞
u∞

(x, y) = τϕx = 2πτ sin(2πx) e−2πy .Für die Geshwindigkeitsstörung in y-Rihtung erhält man in analoger Weise
ϕy(x, y) =

1

2π

∞∫

−∞

m(ξ)
y

(x− ξ)2 + y2
dξ = . . . = 4y cos(2πx)

∞∫

0

cos(2πu)

u2 + y2
du .Mit dem Integral aus der Angabe, wobei für β = 0, a = 2π und γ = y zu setzten ist,ergibt sih

ϕy(x, y) = 2π cos(2πx)e−2πy ,und daher
v

u∞
(x, y) = τϕy = 2πτ cos(2πx) e−2πy .



74 KAPITEL 10. EBENE, KOMPRESSIBLE STRÖMUNG10.1.2 Kompressibilitätsein�uÿ shallnaher Untershallströ-mung:Für Anströmmahzahlen, die noh im Untershallbereih M∞ ≤ M∞krit
<∼ 1 liegen,aber bereits Kompressibilitätse�ekte im Strömungsfeld erwarten lassen, können gesuh-te Strömungskenngröÿen aus der Lösung des entsprehenden inkompressiblen Problemsmit Hilfe der Prandtl-Glauert-Transformation gewonnen werden. Mit der De�nition desPrandtl-Faktors β,

β =
√

1 − M2
∞ , 0 ≤ β ≤ 1gilt dann beispielsweise für die Geshwindigkeitsstörungen im kompressiblen Fall

u− u∞
u∞

(x, y) =
1

β

u− u∞
u∞

(x, βy)i ,

v

u∞
(x, y) =

v

u∞
(x, βy)i ,wobei der Index �i� die Lösung des Problems für den inkompressiblen Fall kennzeihnet.Die Anwendung der Prandtl-Glauert-Transformation auf das Problem der welligenWand liefert

u− u∞
u∞

(x, y) =
2πτ

β
sin(2πx)e−2πβy ,

v

u∞
(x, y) = 2πτ cos(2πx) e−2πβy .Hervorzuheben ist hier die im Vergleih zur inkompressiblen Rehnung gröÿereGeshwindigkeitsstörung in x-Rihtung sowie das langsamere Abklingen derStörungen für y → ∞.10.1.3 Übershall: M∞ > 1Für Anströmmahzahlen M∞ > 1 hat die linearisierte gasdynamishe Gleihung dieForm der Wellengleihung (hyperbolisher Gleihungstypus). Störungen, die von einembestimmten Raumbereih (Abhängigkeitsbereih) ausgehen, breiten sih niht im ge-samten Strömungsfeld aus (→ Ein�uÿgebiet). Die allgemeine, d'Alembertshe Lösungdieser Gleihung in harakteristishen Variablen (ξ, η) für das Störpotential lautet
ϕ(ξ, η) = F (ξ) +G(η)mit

ξ = x− y
√

M2
∞ − 1 (= const auf l.l. Mahlinien) ,

η = x+ y
√

M2
∞ − 1 (= const auf r.l. Mahlinien) ,und den zweimal stetig di�erenzierbaren, sonst beliebigen, Funktionen F und G.Im vorliegenden Beispiel breiten sih die Störungen durh die wellige Wand nur ent-lang linkslaufender Mahlinien im Strömungsfeld aus, demnah ist G(η) = 0. Aus der



10.2. KANAL-ÜBERSCHALLSTRÖMUNG (LINEARE THEORIE). 75Randbedingung (Störung der Strömungsgeshwindigkeit in y-Rihtung an der Wand)
v

u∞
= ϕy(x, 0

+) = τh′o(x) , ho(x) = sin(2πx)folgt somit
ϕ(x, y) = F (x, y) = − τ

√

M2
∞ − 1

ho(x− y
√

M2
∞ − 1) .Für die Strömungsgeshwindigkeiten ergibt sih daher im gesamten Raumgebiet y > 0

u− u∞
u∞

(x, y) = ϕx =
2πτ

√

M2
∞ − 1

cos
[

2π
(

x− y
√

M2
∞ − 1

)]

,

v

u∞
(x, y) = ϕy = 2πτ cos

[

2π
(

x− y
√

M2
∞ − 1

)]

.Wie man sieht, stehen die Geshwindigkeitsstörungen über die Akeretshe Formel
u− u∞
u∞

(x, y) = − 1
√

M2
∞ − 1

v

u∞
(x, y)miteinander in Beziehung.Als wesentlihes Ergebnis kann hier bemerkt werden, daÿ im Gegensatz zur (inkom-pressiblen sowie kompressiblen) Untershallströmung die durh die Wand hervorge-rufenen Störungen niht abklingen, sondern sih längs l.l. Mahlinien ungedämpftbis ins Unendlihe ausbreiten.

|y

PSfrag replaements

KV

x

012 α = arcsin 1
M∞

ξ
=

co
ns

t

10.2 Kanal-Übershallströmung (lineare Theorie).Gegeben ist die Situation laut Skizze. Man bestimme die Geshwindigkeits- und Druk-störungen im entstehenden Wellenmuster stromabwärts der Kanalverengung für1. 1/
√

M2
∞ − 1 < 2h/L und
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√

M2
∞ − 1 = 2h/L für τ ≪ 1.3. Wie müÿte die obere Kanalwand modi�ziert werden, damit stromabwärts keineDrukstörungen auftreten?

PSfrag replaements

KV

012
M∞ > 1

τLh p∞

LLineare Theorie � d'Alembertshe LösungAus der linearisierten Gasdynamishen Gleihung folgt für die Potentialstörung ϕ(x, y)die d'Alembertshe Lösung
ϕ(x, y) = F (x− y cotα∞) +G (x+ y cotα∞) .Diese hat an der undurhlässigen Wand die Randbedingung

(
v

u∞

)Wand = (ϕy)Wand =
dyWand

dxzu erfüllen. Die Geshwindigkeitsstörungen in x- und y-Rihtung lauten
u− u∞
u∞

= ϕx = F ′ (x− y cotα∞) +G′ (x+ y cotα∞)

v

u∞
= ϕy = − cotα∞ [F ′ (x− y cotα∞) −G′ (x+ y cotα∞)] .10.2.1 für (M2

∞ − 1
)−1/2 < 2h/LDie Störungen breiten sih entlang der Geraden (Mahlinien, Charakteristiken)

x± y cotα∞ = const.aus. Daher maht sih eine Störung, die von einer Wand des Kanals an einer Stelle x0ausgeht, erst an der Stelle x1 = x0 + h cotα∞ > x0 an der gegenüberliegenden Wandbemerkbar. Dort wird die Störung re�ektiert, und die re�ektierte Störung erreiht bei
x2 = x1 + h cotα∞ wieder die erste Wand. Für die Streke x2 − x0 gilt somit

x2 − x0 = 2h cotα∞.Aus der Angabe folgt
cotα∞ >

L

2hund shlieÿlih
x2 − x0 > L.



10.2. KANAL-ÜBERSCHALLSTRÖMUNG (LINEARE THEORIE). 77Das bedeutet, daÿ die Störung, die von der Rampe an der unteren Wand verursaht undvon der oberen Wand re�ektiert wird, erst stromab der Rampe wieder die untere Wanderreiht. Dort erfolgt eine nohmalige Re�exion, und das Shema läÿt sih im Rahmender linearen Theorie beliebig weit fortsetzen, sodaÿ man das unten gezeigte Wellenbilderhält.
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Wellenbild für cotα∞ > L/(2h).Geshwindigkeits- und DrukstörungGebiet ©1 :Im Gebiet 1 folgt aus der Anfangsbedingung u = u∞, v = 0 und den Randbe-dingungen an der Wand
ϕy(x, 0) = − cotα∞ [F ′(x) −G′(x)] = 0,

ϕy(x, h) = − cotα∞ [F ′ (x− h cotα∞) −G′ (x+ h cotα∞)] = 0daÿ F (x) = G(x) = const. O.B.d.A. darf die Konstante gleih null gewählt werden,sodaÿ überall im Gebiet ©1
ϕ(x, y) = 0 → u− u∞

u∞
=

v

u∞
= 0 cp = 0gilt.Bereih ©2Ab x = x0 verursaht die Rampe an der unteren Wand eine Störung. Diese beein�uÿtvorerst nur die Funktion F (x− y cotα∞), da sih die Information über die Störung nurentlang der Geraden x±y cotα∞ = const. und nur stromab ausbreiten kann. Daher giltim Gebiet ©2

G(x+ y cotα∞) = 0Für F (x− y cotα∞) lautet die Randbedingung (Bemerkung: F (ξy=0) = F (x))
ϕy(x, 0

+) = − cotα∞ F ′(x) = τDamit ergibt sih
F (x) = − τ

cotα∞
x
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⇒ ϕ(x, y) = − τ

cotα∞
(x− y cotα∞) → ϕx =

u− u∞
u∞

= − τ

cotα∞

ϕy =
v

u∞
= τ

cp = −2
u− u∞
u∞

=
2τ

cotα∞Bemerkung:Zwishen den beiden Geshwindigkeitsstörungen besteht die Beziehung von Akeret:
ϕx = − 1

cotα∞

ϕy.Die Drukerhöhung im Bereih ©2 ergibt sih zu ∆p = ρ
2
u2
∞cp.Gebiet ©3Im Gebiet ©3 tre�en linkslaufende Wellen aus Gebiet ©2 erstmals auf die obere Wand.Daher ergibt die Auswertung der Randbedingung dort

ϕy(x, h) = − cotα∞

[

− τ

cotα∞
−G′(x+ h cotα∞)

]

= 0

→ G(η) = − τ

cotα∞
η = − τ

cotα∞
(x+ y cotα∞)Somit gilt für die Potentialstörung

ϕ(x, y) = − τ

cotα∞
(x− y cotα∞) − τ

cotα∞
(x+ y cotα∞)

= − 2τ

cotα∞
xDie Ausdrüke für die Geshwindigkeitsstörung und den Drukbeiwert lauten
u− u∞
u∞

= − 2τ

cotα∞
,

cp =
4τ

cotα∞
.Bemerkung:

ϕy = 0 bedeutet, daÿ im Bereih ©3 wieder eine horizontale Parallelströmung herrsht.Gebiet ©4Ähnlihe Überlegungen ergeben für das Gebiet ©4 :
ϕy(x, 0

+) = 0 → F ′ = G′zusammen mit
G = 0 → F = 0

⇒ ϕ(x, y) = 0 , cp = 0 .Gebiet ©5Im Gebiet ©5 wiederum gilt
ϕ(x, y) = − τ

cotα∞
(x+ y cotα∞) ,
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cp =

2τ

cotα∞
.Gebiet ©6Im Gebiet ©6 wiederum gilt

ϕy(x, h) = 0 → F ′ = G′zusammen mit
F = 0 → G = 0

⇒ ϕ(x, y) = 0 , cp = 0 .

⇒ Gebiet ©6 =©4 .Gebiet ©7Im Gebiet ©7 wiederum gilt
ϕy(x, 0

+) = 0 → F ′ = G′zusammen mit
G′ = − τ

cotα∞
→ F ′ = − τ

cotα∞

→ F = − τ

cotα∞
(x− cotα∞y)

⇒ ϕ(x, y) = − 2τ

cotα∞
x

u− u∞
u∞

= − 2τ

cotα∞

cp =
4τ

cotα∞

⇒ Gebiet ©7 =©3 .Gebiet ©8Für das Gebiet ©8 �ndet man weiters Gebiet ©8 =©2 .Gebiet ©9Für das Gebiet ©9 �ndet man weiters Gebiet ©9 =©3 .Gebiet ©10Für das Gebiet ©10 �ndet man weiters Gebiet ©10=©4 .Gebiet ©11Für das Gebiet ©11 �ndet man weiters Gebiet ©11=©5 .Gebiet ©12Für das Gebiet ©12 �ndet man weiters Gebiet ©12=©4 .Gebiet ©13Für das Gebiet ©13 �ndet man weiters Gebiet ©13=©3 .Gebiet ©14Für das Gebiet ©14 �ndet man weiters Gebiet ©14=©2 .



80 KAPITEL 10. EBENE, KOMPRESSIBLE STRÖMUNG10.2.2 für (M2

∞ − 1
)−1/2 = 2h/L und τ ≪ 1Für cotα∞ = L/(2h) fällt der Punkt x2 mit dem Ende der Rampe an der unterenKanalwand zusammen. Es ergibt sih folglih das unten gezeigte Wellenbild.
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012
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L

τL
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3

Wellenbild für cotα∞ = L/(2h).Für die einzelnen Bereihe erhält man nun die Lösungen (Berehnung wie vorher):Gebiet ©1 :
ϕ(x, y) = 0 , cp = 0 .Gebiet ©2 :

ϕ(x, y) = − τ

cotα∞
(x− y cotα∞) ,

cp =
2τ

cotα∞
.Gebiet ©3 :

ϕ(x, y) = − 2τ

cotα∞
x ,

cp =
4τ

cotα∞
.10.2.3 Wie müÿte die obere Kanalwand modi�ziert werden, da-mit stromabwärts keine Drukstörungen auftreten?Die Drukstörungen stromabwärts der Rampe werden durh die Re�exion an der oberenKanalwand verursaht. Die Wand ist daher so zu modi�zieren, daÿ die Randbedingungendurh die eintre�enden linkslaufendenWellen allein shon erfüllt werden. Dies wird durhdie unten gezeigte Anordnung erfüllt.
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x

y

L

L

τ

τ

p∞

u∞

cp = 2τ
cotα∞

cp = 0

Modi�zierter Kanal mit vershwindenen Drukstörungen stromab der Rampe.Bereih ©1In Bereih ©1 gilt
F = G = 0,d.h. ungestörte Parallelströmung. Bereih ©2Im Bereih ©2 gilt F 6= 0 , G = 0 .

⇒ ϕ(x, y) = F (x− y cotα∞) = − τ

cotα∞
· (x− y cotα∞)

cp =
2τ

cotα∞Obere Wand:
τ ≪ 1 : yWand =

{

τx . . . y = 0, 0 ≤ x ≤ L

h+ τ(x− h cotα∞) . . . y = h, h cotα∞ ≤ x ≤ L+ h cotα∞

→ ϕy(x, y = h) = − cotα∞ (F ′(x− h cotα∞) −G′ (x+ h cotα∞))

= τ

→ − cotα∞

(

− τ

cotα∞
− G′(η|y=h)

)

= τ

τ + cotα∞G
′(η|y=h) = τ

G′(η|y=h) = 0 → G(η) = 0



82 KAPITEL 10. EBENE, KOMPRESSIBLE STRÖMUNG10.3 Angestelltes Rautenpro�l in Übershallströmung(lineare Theorie).Ein dünnes Rautenpro�l der Dike τ ≪ 1 wird unter dem Anstellwinkel ε ≪ 1 einerÜbershallströmung M∞ > 1 ausgesetzt (siehe Skizze).Man berehne mit Hilfe der linearen Theorie die Geshwindigkeitsstörungen oberhalbund unterhalb des Pro�ls sowie den Widerstand und den Auftrieb in Form von cw und
ca. Bei welhem Wert von a wird der Widerstand bei gegebener Anstellung ε und Dike
τ minimal?
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012
M∞ > 1 a

τ
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10.3.1 Geshwindigkeitsstörung an der Pro�lober�äheNäherung für shwahe Anstellung ε≪ 1:
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w

012
x

x
x

y

yo

a ε

ε ≪ 1

τ
2

x sin ε ≃ x · ε

yo,u =

{

± τ
2a
x− εx 0 ≤ x ≤ a

± τ
2(1−a) (1 − x) − εx a ≤ x ≤ 1

ho(x) =
yo
τ

=

{
1
2a
x− ε

τ
x 0 ≤ x ≤ a

1
2(1−a) (1 − x) − ε

τ
x a ≤ x ≤ 1

hu(x) = −yu
τ

=

{
1
2a
x+ ε

τ
x 0 ≤ x ≤ a

1
2(1−a) (1 − x) + ε

τ
x a ≤ x ≤ 1Linearisierte Randbedingungen:Aus der Potentialfunktion Φ(x, y) = u∞x+ u∞ϕ(x, y) folgt:

u = Φx = u∞ + u∞ϕx
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→ ϕx =

u− u∞
u∞

v = Φy = u∞ϕy

→ ϕy =
v

u∞Die allgemeine Lösung für ϕ lautet (α∞ = arcsin 1
M∞

)
ϕ(x, y) = F (x−y cotα∞)+G(x+y cotα∞) =

{

F (x− y cotα∞) . . . Pro�loberseite
G(x+ y cotα∞) . . . Pro�lunterseitemit den Randbedingungen ϕy(x, 0

+) = − cotα∞F
′(x) = τ ∂ho

∂x
bzw. ϕy(x, 0−) =

cotα∞G
′(x) = −τ ∂hu

∂x
. D.h.

v

u∞
(x, 0±) = ±τ ∂ho,u

∂x

h′o(x) =

{
1
2a

− ε
τ

0 ≤ x ≤ a

− 1
2(1−a) − ε

τ
a ≤ x ≤ 1

h′u(x) =

{
1
2a

+ ε
τ

0 ≤ x ≤ a

− 1
2(1−a) + ε

τ
a ≤ x ≤ 1

→ v

u∞
(x, 0+) =

{
τ
2a

− ε

− τ
2(1−a) − εbzw.

→ v

u∞
(x, 0−) =

{

− τ
2a

− ε
τ

2(1−a) − εDie Beziehung von Akeret liefert uns:
u− u∞
u∞

= ∓ 1
√

M2
∞ − 1

v

u∞10.3.2 Drukbeiwert cp
cp(x, 0

±) = −2
u− u∞
u∞

(x, 0±) = ± 2
√

M2
∞ − 1

v

u∞
(x, 0±)

= ±
2(±τh′o,u)
√

M2
∞ − 1

=
2τh′o,u

√

M2
∞ − 1



84 KAPITEL 10. EBENE, KOMPRESSIBLE STRÖMUNG10.3.3 Widerstandsbeiwert cwDas Kontrollvolumen KV verlaufe entlang der Pro�lober�ähe.
cw = −

∮

∂KV

cpnx dσ =
2τ 2

√

M2
∞ − 1

∫ 1

0

(

h′o
2
+ h′u

2
)

dxmit nx(x, 0
+) = −τ dho

dx
, nx(x, 0

−) = −τ dhu
dx

cw =
2τ 2

√

M2
∞ − 1

{[(
1

2a
− ε

τ

)2

+

(
1

2a
+
ε

τ

)2
]

x

∣
∣
∣
∣
∣

a

0

+

[(

− 1

2(1 − a)
− ε

τ

)2

+

(

− 1

2(1 − a)
+
ε

τ

)2
]

x

∣
∣
∣
∣
∣

1

a







=
2τ 2

√

M2
∞ − 1

(
1

2a(1 − a)
+

2ε2

τ 2

)Minimaler Widerstand bei gegebenen ε:
∂cW
∂a

= 0 = (1 − a) + (−a) → a =
1

2

cw =
4τ 2

√
M2

∞ − 1

(

1 +
ε2

τ 2

)10.3.4 Auftriebsbeiwert ca
ca = −

∮

∂KV

cpny dσ =
4τ

√

M2
∞ − 1

hu(1)mit ny(x, 0
+) = +1, nx(x, 0

−) = −1Mit hu(1) = ε
τ
ergibt sih

ca =
4ε

√

M2
∞ − 1Bemerkung:Der Auftrieb hängt niht von der Pro�lform ab!



Kapitel 11Nihtlineare E�ekte beiÜbershallströmungen
11.1 Rautenpro�l in Übershallströmung.Ermittle den Widerstandsbeiwert eines nihtangestellten, spiegelsymmetrishen Rauten-pro�ls für M∞ = 1, 6, p∞ = 1 bar, T∞ = 288 K, κ = 1, 4 und cp = 1005 J/kg K1. mit Hilfe der linearen Theorie,2. unter Berüksihtigung nihtlinearer E�ekte.3. Man diskutiere das sih ergebende Strömungsbild.
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11.1.1 Geshwindigkeits- und DrukstörungenUngestörter Anströmzustand:Die Werte für p∞0 und M∗
∞ im ungestörten Anströmzustand entnehmen wir entweder derTabelle zum Charakteristikendiagramm für κ = 1, 4 und M∞ = 1, 6, oder wir berehnensie wie folgt:

M∗
∞ =

√

M2
∞

1 + κ−1
κ+1

(M2
∞ − 1)

= 1, 425

p∞
p∞0

=

(

1 +
κ− 1

2
M2

∞

)− κ
κ−1

= 0, 235 → p∞0 = 4, 25 barMahwinkel: sinα∞ =
1

M∞
→ α∞ = arcsin

1

1, 6
= 38, 7◦85
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ϑ22
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©1 ©2 ©3
shiefer Stoÿshiefer Stoÿ Prandtl-Meyer-Fäher

M∞ > 1
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T∞

Von der Spitze des Rautenpro�ls breitet sih ein shiefer Verdihtungsstoÿ mit demStoÿwinkel γ1 aus. Für ϑ1 = 10◦ und M∞ = 1, 6 ergibt sih entweder aus Gleihung (5.8)des Vorlesungsskriptums
cotϑ1 = tan γ1

(
κ + 1

2

M2
∞

M2
∞ sin2 γ1 − 1

− 1

)

oder aus dem Stoÿpolarendiagramm γ1 = 51, 1◦.
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M∗

1 erhält man ebenfalls aus dem Stoÿpolarendiagramm oder errehnet sih wie folgt:
M∞n = M∞ sin γ1 = 1, 245 → (Isentropentabelle) M∗

∞n = 1, 191Prandtl-Relation: M∗M̂∗ = M∗
∞nM

∗
1n = 1 → M∗

1n = 0, 84

→ (Isentropentabelle) M1n = 0, 817

M1n = M1 sin(γ1 − ϑ1) → M1 =
M1n

sin(γ1 − ϑ1)
= 1, 240

→ (Isentropentabelle) M∗
1 = 1, 188

p1 errehnet sih:
M∞n → (Isentropentabelle) p̂0

p0
=

p10

p∞0
= 0, 988

M1 → (Isentropentabelle) p1

p10
= 0, 396
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→ p1

p∞
=

p1

p10
· p10

p∞0
· p∞0

p∞
= 0, 3914 · 0, 988 · 1

0, 235
= 1, 665

→ p1 = 1, 643 · p∞ = 1, 643 bar

Bemerkung:Das Ruhedrukverhältnis p̂0
p0

kann von der strihlierten Linie im Stoÿpolarendiagrammabgelesen werden.
Mahwinkel: sinα1 =

1

M1
→ α1 = arcsin

1

1, 242
= 53, 8◦

Zustand in Bereih 2Über die Kante vom Bereih ©1 nah Bereih ©2 wird das Medium isentrop (verlustfrei)beshleunigt (Prandtl-Meyer-Fäher), d.h. p20
p10

= 1.Das Charakteristikendiagramm gilt für M∗ = 1. Wir müssen also zuerst das Mediumdurh eine �ktive Umlenkung um ϑ21 auf M∗
1 = 1, 188 beshleunigen und können erstdann den Wert von M∗

2 bestimmen.Aus der Isentropentabelle lesen wir folgende Werte ab:
M∗

1 = 1, 188 ⇒ ϑ21 = 4, 6 → ϑ21 + ϑ22 = 24, 6◦

→ M∗
2 = 1, 603 → M2 = 1, 936

→ p2

p20
= 0, 1412

→ p2

p1
=

p2

p20
· p20

p10
· p10

p1
= 0, 141 · 1 · 1

0, 396
= 0, 3613

→ p2 = 0, 356 · p1 = 0, 356 ·1, 665 = 0, 594 bar

Mahwinkel: sinα2 =
1

M2
→ α2 = arcsin

1

1, 936
= 31, 2◦
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012Zustand in Bereih 3Die Berehnung erfolgt analog zum Bereih ©1 mit dem Umlenkwinkel ϑ3 = 10◦.
γ3 = 40, 7◦

M3 = 1, 527 → M∗
3 = 1, 413

p03

p02
= 0, 986

p3

p03
= 0, 2427

p3

p2
= 1, 692 → p3 = 1, 004 bar



90 KAPITEL 11. NICHTLINEARE THEORIE F. ÜBERSCHALLSTRÖMUNG11.1.2 Widerstandsbeiwert cwa. Lineare Theorie:(siehe Beispiel 9.3)Mit tanϑ = τ/2
1/2

= τ ≪ 1 ergibt sih der Widerstandsbeiwert zu
τ = tanϑ1 = 0, 176 → cw =

4τ 2

√

M2
∞ − 1

= 0, 0996b. Nihtlineare Theorie:Impulsbilanz auf der Körperober�ähe
0 = −

∮

∂KV

p~n dO + ~FK
︸︷︷︸

−~R

→ ~R = −
∮

∂KV

p~ndOAus Symmetriegründen ist Ry = 0 (d.h. der Auftriebsbeiwert ca = 0)
Rx = −

∮

∂KV

pnx dOmit nx = −τh′o,u =







Oberseite . . .

{

−τ 0 ≤ x ≤ 0, 5

τ 0, 5 ≤ x ≤ 1Unterseite . . .

{

−τ 0 ≤ x ≤ 0, 5

τ 0, 5 ≤ x ≤ 1

−
∮

∂KV

pnx dO = −
∮

∂KV

pnxb ds mit { ds ≈ dx . . .Unterseite
ds ≈ − dx . . .Oberseite

→ Rx = −
{
∫ 1/2

0

p1(−τ)b dx+

∫ 1

1/2

p2τb dx+

∫ 1/2

1

p2τb(− dx) +

∫ 0

1/2

p1(−τ)b(− dx)

}

= (p1 − p2)τb

⇒ cw =
FW

ρ∞
2
u2
∞A

=
Rx

ρ∞
2
u2
∞1b

=
p1 − p2
ρ∞
2
u2
∞
τmit tan φ

2
= τ :

cw = 0, 1032



11.2. UMLENKUNG EINES ÜBERSCHALLFREISTRAHLS. 9111.1.3 StromlinienbildStromlinienbild eines symmetrish angestellten Rautenpro�ls in Übershall-strömung:
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012
s∞

α∞

s1

s1

α3 > α∞

s3 > s∞

Beginn der Stoÿkrümmung drehungsbehaftet

Stromlinienbild einer angestellten Platte in Übershallströmung:

PSfrag replaements
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012
s∞

s1o

s1u < s1o

11.2 Umlenkung eines Übershallfreistrahls.Ein Übershallparallelstrahl eines idealen Gases mit κ = 1, 4 und cp = 1005 J/kg K mit
M∞ = 2 und T∞ = 293 K tri�t auf eine unter einem Winkel ϑ = 10◦ geneigte Platte. Dernah dem shiefen Verdihtungsstoÿ entstehende Überdruk muÿ am Strahlauÿenrand



92 KAPITEL 11. NICHTLINEARE THEORIE F. ÜBERSCHALLSTRÖMUNGdurh eine Prandtl-Meyer Expansion auf Umgebungsdruk pu = 1 bar entspannt werden(am Strahlauÿenrand ist immer p = pu).Man bestimme1. den Druk p∞, die Geshwindigkeit u∞ und die Shallgeshwindigkeit c∞ im un-gestörten Parallelstrahl,2. die sih ergebenden Strömungsverhältnisse im re�ektierten Strahl nah der linearenTheorie (Drüke und Geshwindigkeiten im entstehenden Wellenmuster),3. das sih nah der nihtlinearen Theorie ergebende Strömungsbild und den Druk
p1, die Mahzahl M1 und die Geshwindigkeit u1 nah dem shiefen Verdihtungs-stoÿ sowie4. den Druk p2, die Mahzahl M2, die Geshwindigkeit u2 und den Umlenkwinkel εam Strahlauÿenrand nah der Expansion.

PSfrag replaements

KV

012
M∞, T∞pu

ϑ

11.3 Shwingender Freistrahl.Ein ideales Gas mit κ = 1, 4 und cp = 1005 J/kg K strömt als Übershallparallelstrahlaus einer Düse gegen den Umgebungsdruk pu = 1 bar aus. Der Ruhedruk im Kesselist p0 = 10 bar, die Ruhetemperatur T0 = 560 K und die Mahzahl im Mündungsquer-shnitt H · t (t . . . Tiefeneinheit) ist mit M1 = 2 gegeben.Man bestimme1. den Druk p1, die Geshwindigkeit u1 und die Shallgeshwindigkeit c1 im Gebiet
©1 ,2. mit Hilfe der linearen Theorie den Expansionswinkel ε, die Ge-shwindigkeit u2 und die Mahzahl M2 im Gebiet ©2 , Hinweis:Am Strahlrand muÿ jeweils Umgebungsdruk herrshen.3. die Werte von ε, u2 und M2 aus der nihtlinearen Theorie.4. Man vervollständige das Wellenmuster des Freistrahles weiter stromab und gebedie Wellenlänge des periodishen Musters bei gegebenem H und kleinem ε an.5. Wie ändern sih die Strömungsverhältnisse, wenn der Übershallstrahl gegen Über-druk austritt? (p1 < pu).
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H
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©1©2 ε

11.4 Kanaleinlauf.Am Einlauf eines ebenen, symmetrishen Kanals entsteht das skizzierte Strömungsmu-ster, wenn der Kanal mit Luft (ideales Gas κ = 1, 4, R = 287 J/kg K) unter M∞ = 3und p∞ = 1 bar, T∞ = 288 K angeströmt wird. Die shiefen Verdihtungsstöÿe sollennah dem Auftre�en auf das Ende des konvergenten Teiles des Kanals niht re�ektiertwerden. Man berehne1. die Mahzahlen, Drüke, Ruhedrüke, Dihten, Temperaturen, Shallgeshwindig-keiten und Winkeln in den Gebieten ©1 und ©2 ,2. die Gesamtentropieerhöhung,3. das Verhältnis L/H , damit das skizzierte Strömungsbild realisiert werden kann.Hinweis: Tri�t der zweite Verdihtungsstoÿ niht auf die Kanalkante, soist eine Skizze des entstehenden Wellenmusters nah der linearenTheorie für die Berehnung hilfreih.
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γ1

γ2

10◦
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L

H
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Kapitel 12Dünne Reibungsshihten
12.1 Laminare, selbstähnlihe Grenzshihten (ebenesProblem).Ausgehend von der reibungsfreien Potentialströmung soll durh Übergang auf reale,reibungsbehaftete Strömungen,welhe die Haftbedingung an einer Körperober�ähe er-füllen, die Gröÿenordnung der sih ausbildenden Reibungsgrenzshiht ermittelt werden.Durh Einführung geeigneter dimensionsloser Gröÿen ermittle man aus den Grund-gleihungen (inkompressibel) im Grenzfall Re → ∞ die Grenzshihtgleihungen mitdementsprehenden Randbedingungen. Unter welhen Bedingungen sind die Grenz-shihtpro�le selbstähnlih? Für selbstähnlihe Grenzshihten bestimme man die Ver-drängungsdike δ∗ und den lokalen Reibungsbeiwert c′f und spezialisiere die Ergebnissefür die einseitige Plattenströmung.12.1.1 GrundgleihungenVoraussetzungen: konstante Sto�werte, ebene, inkompressible Strömung.Grundgleihungen(˜ bedeutet dimensionsbehaftete Gröÿe)MB . . .

∂ũ

∂x̃
+
∂ũ

∂ỹ
= 0 ,IB,x . . . ũ

∂ũ

∂x̃
+ ṽ

∂ũ

∂ỹ
= −1

ρ̃

∂p̃

∂x̃
+ ν̃

∂2ũ

∂x̃2
+ ν̃

∂2ũ

∂ỹ2IB,y . . . ũ
∂ṽ

∂x̃
+ ṽ

∂ṽ

∂ỹ
= −1

ρ̃

∂p̃

∂ỹ
+ ν̃

∂2ṽ

∂x̃2
+ ν̃

∂2ṽ

∂ỹ2
.Abshätzen der Grenzshihtdike δ̃ aus Dimensionsbetrahtungen95
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PSfrag replaements
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012ŨB, ν̃B δ̃

L̃B

• harakteristishe molekulare Impulstransportgeshwindigkeit ∼ ν̃B

δ̃

• typishe Teilhenverweilzeit ∼ L̃B

ŨB
,

→ Grenzshihtdike: δ̃ ∼ ν̃B

δ̃
· L̃B

ŨB
bzw. δ̃

L̃B
∼
√

ν̃B

ŨBL̃B
= 1√

Re

→ Quergeshwindigkeit aus MB: ṽ ∼ δ̃ ŨB

L̃B
bzw. ṽ

ŨB
∼ 1√

Re
Grenzshihtko-ordinatenNah dem Einführung der dimensionslosen Gröÿen �Grenzshihtkoordinaten�

x =
x̃

L̃B
, y =

ỹ

L̃B

√
Re , u =

ũ

ŨB
, v =

ṽ

ŨB

√
Re ,

ν =
ν̃

ν̃B
= 1 , ρ =

ρ̃

ρ̃B
= 1 , p =

p̃− p̃B

ρ̃BŨ
2
B

,wobei mit L̃B eine harakteristishe Bezugslänge, Re = ŨBL̃B/̃νB
die Reynoldszahl, ŨBeine geeignete Bezugsgeshwindigkeit, ρ̃ die Dihte, ν̃ = µ̃/̃ρ die kinematishe Zähigkeit,

p̃ der Druk und mit dem Index 'B' Bezugsgröÿen bezeihnet werden, ergeben sih dieGrundgleihungen zuMB . . .
∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0 ,IB,x . . . u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= −∂p

∂x
+
∂2u

∂y2
+O

(
1

Re

)

,IB,y . . .
1

Re

[

u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

]

= −dp

dy
+O

(
1

Re

)

.Unter Grenzshihtnäherung erster Ordnung versteht man nun den übergang Re → ∞.Die sih daraus ergebenden Grenzshihtgleihungen lautenMB . . .
∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0 ,IB,x . . . u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
= −∂p

∂x
+
∂2u

∂y2
,IB,y . . . 0 =

∂p

∂y
→ p = p(x) .Die zugehörigen Randbedingungen sind die Haftbedingung an der Wand

y = 0 : u = v = 0 ,



12.1. LAMINARE SELBSTÄHNLICHE GRENZSCHICHTEN 97und die Anpassungsbedingung am Grenzshihtrand an die reibungsfreie Auÿenströmung
lim
y→∞

u(x, y) = lim
Y→0

U(x, Y ) = Uw(x) .Dabei wird mit U(x, Y ) die Geshwindigkeitsverteilung der reibungsfreien Auÿenströ-mung um den betrahteten Körper, mit Uw(x) der daraus resultierenden Wandgeshwin-digkeit an der Körperober�ähe Y = 0 und mit Y die ungestrekte Koordinate senkrehtzur Körperober�ähe bezeihnet. Die dimensionslose Form der Bernoulli-Gleihung lie-fert den Zusammenhang zwishen dem der Grenzshiht aufgeprägten Drukgradientenund der Wandgeshwindigkeit
U2
w(x)

2
+ p(x) = const

∣
∣
∣
∣

d

dx
→ dp

dx
= −Uw

dUw
dx

.StromfunktionDie dimensionsbehaftete Stromfunktion ψ̃(x̃, ỹ) hat die bekannte Eigenshaft
ψ̃x̃ = −ṽ , ψ̃ỹ = ũ .Shreibt man für die dimensionslose Form

ψ =

√
Re

L̃BŨB
ψ̃ ,so gilt

ψx = −v , ψy = u .Das Einführen der Stromfunktion in die Grenzshihtgleihungen liefertMB . . . ψyx − ψxy = 0 ,IB,x . . . ψyψyx − ψxψyy − Uw
dUw
dx

− ψyyy = 0 .Im folgenden wird der Frage nahgegangen, unter welhen Bedingungen die Geshwin-digkeitspro�le in der Grenzshiht geometrish ähnlih sind.
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PSfrag replaements
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012 x

y

δ(x)

Uw(x)

η = y
δ

0 1 u
Uw

= f ′(η)ÄhnlihkeitslösungMit dem Ansatz
η =

y

δ(x)
, f(η) =

ψ(x, y)

δ(x)Uw(x)
,wobei mit η(x, y) die sog. Ähnlihkeitsvariable und δ(x) die Grenzshihtdike bezeihnetwerden und f(η) die Rolle der Stromfunktion übernimmt, wird

u = ψy = δUw
∂f

∂η

∂η

∂y
︸︷︷︸

1/δ

= Uwfη ,

v = −ψx = − ∂

∂x
(δUw)f + Uw

∂δ

∂x
ηfη ,

ψyx = . . . , ψyy = . . . , ψyyy = . . . (selbst rehnen!) .Für die Impulsbilanz in Strömungsrihtung ergibt sih damitIB,x fηηη + ffηη

(

Uwδ
∂δ

∂x
+ δ2∂Uw

∂x

)

︸ ︷︷ ︸

A

+(1 − f 2
η ) δ

2∂Uw
∂x

︸ ︷︷ ︸

B

= 0 .Selbstähnlihkeit liegt nur dann vor, wenn A = const und B = const gilt. Die Stromfunk-tion f ist dann, wie gewünsht, ausshlieÿlih eine Funktion der Ähnlihkeitsvariablen
η, und die Impulsbilanz reduziert sih auf eine gewöhnlihe Di�erentialgleihung. Keil-strömungWas bedeuten die Bedingungen A = const und B = const für die möglihe Form derWandgeshwindigkeit Uw(x) und der Grenzshihtdike δ(x)?



12.1. LAMINARE SELBSTÄHNLICHE GRENZSCHICHTEN 99Eine wihtige Lösungsklasse sind die sog. Keilströmungen, für sie gilt folgender An-satz
Uw(x) = xm , δ(x) = Cnx

n , Cn = const.Damit gilt
B = const : C2

nx
2nmxm−1 = const → 2n+m− 1 = 0 → n =

1 −m

2
,

A = const : xm+2n−1C2
n(n+m) = const = 1 gewählt → Cn =

√

2

m+ 1
,d.h. falls die Wandgeshwindigkeit aus der Potentialtheorie durh eine Potenzfunktion

Uw(x) = xm beshrieben wird, ergibt sih die entsprehende Reibungsgrenzshihtdikezu
δ(x) =

√

2

m+ 1
x

1−m
2 .Die Impulsgleihung reduziert sih auf die Falkner-Skan-Gleihung

f ′′′ + ff ′′ + β(1 − f ′2) = 0 , β =
2m

1 +m
,mit den Randbedingungen

η = 0 : f(0) = f ′(0) = 0 (Haftbedingung) ,
η → ∞ : f ′(∞) = 1 (Anpassungsbedingung) .Für praktishe Rehnungen sind dieVerdrängungsdike δ∗ und der lokale Reibungsbeiwert

c′f von Bedeutung. Es ist
δ∗(x) =

∞∫

0

(

1 − u

Uw

)

dy = δ(x)

∞∫

0

[1 − f ′(η)] dη = δ(x)β1 ,die dimensionsbehaftete Verdrängungsdike ergibt sih daher zu
δ̃∗(x) =

δ∗(x)L̃B√
Re

bzw. δ̃∗(x̃) =
δ∗( x̃

L̃B
)L̃B

√
Re

.Die Wandshubspannung τ̃w errehnet sih aus
τ̃w(x̃) = µ̃

∂ũ

∂ỹ

∣
∣
∣
∣
ỹ=0

= µ̃
∂u

∂y

∣
∣
∣
∣
y=0

√
Re

L̃B
ŨB ,und der lokale Reibungsbeiwert daraus zu

c′f(x) =
τ̃w(x)

ρ̃BŨ2
B/2

=
2√
Re

∂u

∂y

∣
∣
∣
∣
y=0

︸ ︷︷ ︸

ψyy= Uw
δ
f ′′(η)

=
2Uw(x)f ′′(0)

δ(x)
√

Re
.Die Verdrängungsdike wird z.B. für die Korrektur der reibungsfreien Auÿenströmungbenötigt (hierarhishes Konzept der Grenzshihtrehnung, Grenzshihttheorie höhe-rer Ordnung) und der Reibungsbeiwert zur Berehnung des Reibungswiderstandes, dender betrahtete Körper in der Strömung erfährt.
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0.5 1Geshwindigkeitspro�le einiger Falkner-Skan-ähnlihkeitslösungen.
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Shubspannungsverteilung einiger Falkner-Skan-ähnlihkeitslösungen.



12.2. GRENZSCHICHTTHEORIE KEILSTRÖMUNG 101Strömungstyp β m f ′′(0) β1Ablösepro�l -0.1988 -0.090 0 2.3586ebene Platte 0 0 0.4696 1.2168Keilströmung 0.1 1/19 0.5870 1.0803� 0.2 1/9 0.6867 0.9842� 0.3 3/17 0.7748 0.9110� 0.4 1/4 0.8544 0.8526� 0.5 1/3 0.9277 0.8045� 0.6 3/7 0.9958 0.7640� 0.7 7/13 1.0598 0.7291� 0.8 2/3 1.1203 0.6987� 0.9 9/11 1.1777 0.6718Staupunkt 1 1 1.2326 0.6479Zusammenstellung einiger Daten für Falkner-Skan Ahnlihkeitsströmungen.Plattengrenzshiht:
Ũw = ŨB = const. → Uw = 1 → m = 0 , β = 0

δ(x) =
√

2x , δ∗ =
√

2x · 1.2168 = 1.7207
√
x → δ̃∗ =

1.7208√
Rex̃

x̃ , Rex̃ =
ŨB x̃

ν̃B

c′f =
2 · 0.4696√

2x
√

Re
=

0.664
√
x
√

Re
=

0.664√
Rex̃12.2 Reibungsbehaftete, ebene Keilumströmung ho-her Re-Zahl.Ein Keil mit dem Keilwinkel von 36◦ wird parallel zur Symmetrieahse angeströmt. Dasunshra�erte, reibungsfrei gelagerte Gleitstük (Bezugslänge L̃B) wird in der gezeih-neten Lage (Haltekraft F̃ ) gehalten (̃ kennzeihnet dimensionsbehaftete Gröÿen).Man bestimme1. die Wandgeshwindigkeit Uw(x) der reibungsfreien Auÿenströmung,2. die dimensionsbehaftete Dike der sih ausbildenden Reibungsgrenzshiht δ̃(x),3. den Reibungsbeiwert c′f(x) und den Anteil der Haltekraft F̃R, der sih aufgrundder Wandreibung am Gleitstük (Breite b̃) ergibt (die Bezugsgeshwindigkeit sei

ŨB),



102 KAPITEL 12. DÜNNE REIBUNGSSCHICHTEN4. den Anteil F̃p der Haltekraft F̃ , der sih aufgrund der Drukverteilung am Gleit-stük ergibt. Auf der Hinterseite des Gleitstükes herrsht der Druk p̃0, an derKeilvorderkante der Staudruk p̃w(0).
|x

|y

PSfrag replaements

KV

012
ŨB, ρ̃B 36◦

δ(x)

F̃

L̃B

p̃0

12.2.1 Wandgeshwindigkeit Uw(x) der reibungsfreien Anströ-mungAus dem Keilwinkel ϑ = 36◦ erhalten wir (siehe Tabelle Bsp. 11.1)
βπ = 36◦ =

2π

10
→ β =

2

10
= 0, 2 ⇒ aus Tabelle: m =

1

9

⇒ Uw(x) = x
1

9Bemerkung:Auÿenströmung mittels Potentialtheorie:
F (z) = zn = rn (cos(nϕ) + i sin(nϕ)) ⇒ Φ = rn cos(nϕ) , Ψ = rn sin(nϕ)Auf der Keilober�ähe gilt Ψ = 0.
Ψ(r, ϕ = π − π

10
) = rn sin(n

9π

10
) = 0 → n =

10

9

⇒ UW (r) = u(r, 0) =
∂Φ

∂r

∣
∣
∣
∣
ϕ=0

= nrn−1 cos(nϕ)

∣
∣
∣
∣
ϕ=0

= nrn−1 =
10

9
r

1

9

→ UW (r) ∼ r
1

9 → m =
1

912.2.2 GrenzshihtdikeFür die dimensionslose Grenzshihtdike bedeutet das
δ(x) =

√

2

m+ 1
x

1−m
2 =

√

2 · 9
10

x
8

2 · 9 =

√

9

5
x

4

9Umrehnung auf dimensionsbehaftete Gröÿen
δ̃(x) = δ(x)

L̃B√
Re

=

√

9

5

L̃B√
Re
x

4

9
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√

9

5

1√
Re

L̃B

L̃
4

9

B

x̃
4

9 =

√

9

5

L̃
5

9

B√
Re
x̃

4

9

12.2.3 Reibungsbeiwert c′fDer Reibungsbeiwert c′f ergibt sih mit f ′′(0) = 0, 6867 (Tabelle) zu
c′f (x) =

2Uw(x)f ′′(0)

δ(x)
√

Re

=
2 ·x 1

9 · 0, 6867 ·
√

5
9

x
4

9

√
Re

=
1, 024√

Re
x−

3

9

12.2.4 Haltekraft F̃ = F̃R + F̃P

F̃R � Anteil der Haltekraft, der sih aufgrund der Wandreibung am Gleit-stük ergibt:
F̃Rx =

∫ L̃B

0

τ̃w(x̃) dx̃ b̃

=
ρ̃BŨ

2
B

2
b̃

∫ L̃B

0

c′f (x) dx̃

=
ρ̃BŨ

2
B

2
b̃L̃B

1, 024√
Re

∫ 1

0

x−
3

9 dx

︸ ︷︷ ︸

3

2
x

2
3

���1
0

= 3

2

=
ρ̃BŨ

2
B

2
b̃L̃B

1, 536√
Re

⇒ F̃R = F̃Rx cos(
π

10
)

F̃P � Anteil der Haltekraft, der sih aufgrund der Drukverteilung amGleitstük ergibt:
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PSfrag replaements

KV

x

y012
x′

y′

L̃B
KV

π/10

F̃p

p̃W (0)

p̃W (x)

p̃0Drukanteil in x′-Rihtung:
F̃P =

∮

∂KV

p̃~n dÕ ·
(

1

0

)

=

[

b̃

∫ L̃B

0

ρ̃w(x) dx̃

(

− sin(
π

10
)

(
1

0

)

+ cos(
π

10
)

(
0

1

))](
1

0

)

= −b̃L̃B sin(
π

10
)

∫ 1

0

(

p̃(0) − ρ̃B
Ũ2
B

2
x

2

9

)

dx

︸ ︷︷ ︸

p̃w(0)−ρ̃B

Ũ2
B
2

9

11

+b̃L̃B sin(
π

10
)p̃0

= b̃L̃B sin(
π

10
)

[

p̃0 +
9

11
ρ̃B
Ũ2
B

2
− p̃w(0)

]

12.3 Lokale, ebene Staupunktströmung.Die Strömung in der Nähe eines Staupunkts kann im reibungsfreien Fall durh daskomplexe Potential F (z) = z2/2 beshrieben werden. Daraus berehne man die Ge-shwindigkeit an der Körperwand und prüfe, ob die Voraussetzung für die Einfügungeiner selbstähnlihen Grenzshiht gegeben ist. Ist das der Fall, gebe man mit Hilfe derErgebnisse von Einführungsbeispiels die Verdrängungsdike und den lokalen Reibungs-beiwert an.12.4 Shmierspalttheorie.Man betrahte die skizzierte Situation einer Kunststo�plattenherstellung: Zwei Endlos-metallbänder werden über Reibrollen mit der Umlaufgeshwindigkeit u0 angetrieben.Über eine entsprehende Anordnung wird von links �üssiger Kunststo� in den Spalt



12.4. SCHMIERSPALTTHEORIE. 105(=�Shmierspalt�) zwishen den Bändern zugeführt. Durh die ensprehende Formge-bung des Spaltes (Höhe 2h(x)) wird der Kunststo� verdihtet. Am Ende des Spaltes istdas Material durh Wärmeentzug so weit abgekühlt, daÿ es �erstarrt� ist und in Formeiner Endlosplatte mit der Umfangsgeshwindigkeit der Metallbänder, u0, gegen denUmgebungsdruk p0 abgezogen wird.1. Für den stationären Betrieb und der Annahme konstanter Sto�werte bestimmeman unter Beahtung der Randbedingungen für Geshwindigkeit und Druk mitHilfe der Shmierspalttheorie den Geshwindigkeitsverlauf u(x, y) und den Volu-menstrom V̇ sowie den Drukverlauf p(x) in Abhängigkeit der halben Spalthöhe
h(x).2. Man werte die erhaltenen Ergebnisse für folgenden (linearen) Spalthöhenverlauf(s. Skizze) aus:

h(x) =







h0 −
x

L1

(h0 − h1) 0 ≤ x ≤ L1 ,

hL − h1

L− L1
(x− L) + hL L1 ≤ x ≤ L .Vergleihen Sie Ihre Ergebnisse mit dem Diagramm für den Drukverlauf unter dengegebenen Gröÿen: L = 50 m, L1 = 40 m, h0 = 5 mm, h1 = 1, 5 mm und hL = 2, 5 mm.(Die eingezeihneten Geshwindigkeitspro�le sind auf die jeweilige Spalthöhe bezogen.)
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Kapitel 13Anhang
13.1 Colebrook-Diagramm.

PSfrag replaements

KV

012

Re = ūd
ν
−→

2222 2 4444 4 6666 6103 · 104 · 105 · 106 · 107 · 108

λ
−→

0,0120,0140,0160,0180,0200,0250,0300,0350,0400,0500,0600,0700,0800,0900,100

0,010
k
/d

−→

5 · 10−24 · 10−23 · 10−22.5 · 10−22 · 10−21.5 · 10−21 · 10−28 · 10−36 · 10−34 · 10−32 · 10−31.5 · 10−3

3 · 10−31 · 10−38 · 10−44 · 10−42 · 10−4

6 · 10−41 · 10−45 · 10−5

laminar:
λ

=
64/R

e

107



108 KAPITEL 13. ANHANG13.2 Zustands- und Geshwindigkeitsgröÿen imStromfaden bei isentroper, stationärer Strö-mung (κ = 1, 4) Untershalltabelle
M M∗

p
p0

ρ
ρ0

T
T0

ρv
ρ∗c∗

β =
√

1 − M20,05 0,055 0,998 0,999 1,000 0,086 0,9990,1 0,109 0,993 0,995 0,998 0,172 0,9950,15 0,164 0,984 0,989 0,996 0,256 0,9890,2 0,218 0,973 0,980 0,992 0,337 0,9800,25 0,272 0,958 0,969 0,988 0,416 0,9680,3 0,326 0,939 0,956 0,982 0,491 0,9540,35 0,379 0,919 0,941 0,976 0,562 0,9370,4 0,431 0,896 0,924 0,969 0,629 0,9170,45 0,483 0,870 0,906 0,961 0,690 0,8930,5 0,535 0,843 0,885 0,952 0,746 0,8660,55 0,585 0,814 0,863 0,943 0,797 0,8350,6 0,635 0,784 0,840 0,933 0,842 0,8000,65 0,684 0,753 0,816 0,922 0,881 0,7600,7 0,732 0,721 0,792 0,911 0,914 0,7140,75 0,779 0,689 0,766 0,899 0,941 0,6610,8 0,825 0,656 0,740 0,887 0,963 0,6000,85 0,870 0,623 0,714 0,874 0,980 0,5270,9 0,915 0,591 0,687 0,861 0,991 0,4360,95 0,958 0,559 0,660 0,847 0,998 0,3121,0 1,000 0,528 0,634 0,833 1,000 0,000Übershalltabelle
M M∗

p
p0

ρ
ρ0

T
T0

ρv
ρ∗c∗

p̂0

p01,0 1,000 0,528 0,634 0,833 1,000 1,0001,05 1,041 0,498 0,608 0,819 0,998 1,0001,1 1,082 0,468 0,582 0,805 0,992 0,9991,2 1,158 0,412 0,531 0,776 0,970 0,9931,3 1,231 0,361 0,483 0,747 0,938 0,9791,4 1,300 0,314 0,437 0,718 0,897 0,9581,5 1,365 0,272 0,395 0,690 0,850 0,9301,6 1,425 0,235 0,356 0,661 0,800 0,8951,7 1,483 0,203 0,320 0,634 0,748 0,8561,8 1,536 0,174 0,287 0,607 0,695 0,8131,9 1,586 0,149 0,257 0,581 0,643 0,7672,0 1,633 0,128 0,230 0,556 0,593 0,7212,5 1,826 0,059 0,132 0,444 0,379 0,4993,0 1,964 0,027 0,0762 0,357 0,236 0,3283,5 2,064 0,0131 0,0452 0,290 0,147 0,2134,0 2,138 0,00659 0,0277 0,238 0,0933 0,1394,5 2,194 0,00346 0,0174 0,198 0,0604 0,09175,0 2,236 0,00189 0,0113 0,167 0,0400 0,06186,0 2,295 0,000633 0,00519 0,122 0,0188 0,02977,0 2,333 0,000242 0,00261 0,0926 0,00960 0,01538,0 2,359 0,000102 0,00141 0,0725 0,00526 0,008499,0 2,377 0,0000474 0,000815 0,0581 0,00306 0,0049610 2,391 0,0000236 0,000495 0,0476 0,00187 0,0030420 2,435 0,000000209 0,0000170 0,0123 0,0000651 0,000108
∞ 2,4495 0 0 0 0 0
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110 KAPITEL 13. ANHANG13.4 Tabelle zum Charakteristikendiagramm für Luft(κ = 1, 4)
Ch ϑ M M

⋆ α
p
p0

ρ
ρ0

T
T0

ρv
ρ⋆c⋆1000 0 1.000 1.000 90.00 0.5283 0.6339 0.8333 1.0000999 1 1.082 1.067 67.55 0.4789 0.5910 0.8103 0.9947998 2 1.133 1.107 61.97 0.4496 0.5649 0.7957 0.9864997 3 1.177 1.141 58.17 0.4249 0.5426 0.7830 0.9765996 4 1.218 1.171 55.18 0.4028 0.5223 0.7712 0.9654995 5 1.256 1.200 52.77 0.3830 0.5038 0.7602 0.9534994 6 1.293 1.227 50.67 0.3644 0.4862 0.7494 0.9404993 7 1.330 1.252 48.75 0.3464 0.4690 0.7389 0.9263992 8 1.365 1.276 47.10 0.3300 0.4530 0.7285 0.9120991 9 1.400 1.300 45.58 0.3142 0.4374 0.7184 0.8970990 10 1.435 1.323 44.18 0.2990 0.4222 0.7083 0.8811989 11 1.469 1.341 42.90 0.2847 0.4077 0.6986 0.8651988 12 1.502 1.366 41.75 0.2711 0.3937 0.6888 0.8487987 13 1.537 1.387 40.58 0.2580 0.3800 0.6792 0.8318986 14 1.570 1.409 39.57 0.2456 0.3669 0.6696 0.8148985 15 1.604 1.429 38.57 0.2337 0.3541 0.6601 0.7975984 16 1.638 1.448 37.62 0.2221 0.3415 0.6506 0.7797983 17 1.673 1.467 36.70 0.2111 0.3294 0.6412 0.7621982 18 1.707 1.486 35.87 0.2006 0.3175 0.6319 0.7441981 19 1.741 1.505 35.05 0.1905 0.3060 0.6226 0.7262980 20 1.775 1.523 34.28 0.1808 0.2948 0.6134 0.7081979 21 1.809 1.541 33.57 0.1715 0.2839 0.6043 0.6899978 22 1.844 1.559 32.83 0.1627 0.2733 0.5951 0.6718977 23 1.879 1.576 32.15 0.1510 0.2629 0.5860 0.6536976 24 1.915 1.693 31.48 0.1459 0.2529 0.5769 0.6355975 25 1.950 1.610 30.85 0.1380 0.2430 0.5679 0.6174974 26 1.986 1.627 30.23 0.1306 0.2335 0.5590 0.5995973 27 2.023 1.643 29.62 0.1234 0.2243 0.1499 0.5815972 28 2.060 1.659 29.03 0.1166 0.2153 0.5411 0.5637971 29 2.096 1.675 28.50 0.1099 0.2066 0.5322 0.5461970 30 2.134 1.691 27.95 0.1037 0.1982 0.5233 0.5286969 31 2.172 1.706 27.42 0.09770 0.1899 0.5146 0.5113968 32 2.211 1.722 26.88 0.09200 0.1819 0.5058 0.4942967 33 2.249 1.738 26.40 0.08656 0.1741 0.4971 0.4773966 34 2.289 1.753 25.90 0.08137 0.1666 0.4884 0.4107965 35 2.329 1.767 25.43 0.07644 0.1593 0.4798 0.4442964 36 2.369 1.782 24.97 0.07174 0.1522 0.4711 0.4280963 37 2.411 1.796 24.50 0.06726 0.1454 0.4626 0.4121962 38 2.453 1.810 24.07 0.06301 0.1389 0.4640 0.3964961 39 2.495 1.824 23.63 0.05898 0.1325 0.4455 0.3811960 40 2.538 1.838 23.20 0.05517 0.1263 0.4370 0.3660959 41 2.581 1.852 22.78 0.05153 0.1203 0.4286 0.3513958 42 2.626 1.865 22.38 0.04811 0.1145 0.4203 0.3368957 43 2.671 1.878 21.98 0.04488 0.1089 0.4121 0.3228956 44 2.718 1.891 21.58 0.04181 0.1035 0.4038 0.3090956 45 2.764 1.904 21.22 0.03890 0.09835 0.3955 0.2955954 46 2.812 1.917 20.83 0.03616 0.09336 0.3873 0.2824953 47 2.861 1.931 20.45 0.03357 0.08853 0.3792 0.2695952 48 2.911 1.943 20.08 0.03114 0.08391 0.3712 0.2571951 49 2.961 1.955 19.73 0.02886 0.07946 0.3632 0.2451950 50 3.013 1.967 19.38 0.02670 0.07518 0.3552 0.2333949 51 3.066 1.979 19.03 0.02467 0.07106 0.3472 0.2218948 52 3.119 1.991 18.70 0.02277 0.06711 0.3394 0.2108947 53 3.174 2.003 18.37 0.02101 0.06334 0.3317 0.2001946 54 3.230 2.014 18.03 0.01935 0.05973 0.3240 0.1898945 55 3.287 2.025 17.72 0.01781 0.05628 0.3163 0.1798940 60 3.594 2.080 16.15 0.01148 0.04114 0.2790 0.1349936 65 3.941 2.131 14.70 0.007131 0.02926 0.2435 0.09835930 70 4.339 2.177 13.33 0.004233 0.02017 0.2098 0.06929925 75 4.802 2.221 12.02 0.002391 0.01341 0.1782 0.04697920 80 5.348 2.260 10.78 0.001271 0.008541 0.1488 0.03045915 85 6.007 2.296 9.58 0.0006291 0.15169 0.1217 0.01863910 90 6.820 2.328 8.43 0.0002849 0.002935 0.09706 0.01078905 95 7.852 2.356 7.32 0.0001156 0.001541 0.07505 0.005732900 100 9.210 2.380 6.23 0.00004069 0.0007310 0.05566 0.002745895 105 11.095 2.401 5.17 0.00001175 0.0003010 0.03903 0.001140890 110 13.87 2.4183 4.13 0.000002587 0.0001021 0.02533 0.0003896885 115 18.435 2.4317 3.10 0.0000003670 0.00002531 0.01450 0.00009710880 120 27.35 2.4413 2.10 0.00000002385 0.000003593 0.006640 0.00001384875 125 52.48 2.4473 1.10 0.0000000002746 0.0000001481 0.001812 0.0000005397869.55 130.45 ∞ 2.4495 0.00 0 0 0 0
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