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Kapitel 1

Hydrostatik

1.1 Flissigkeitsdruck auf zylindrisch gekriimmte
Wand.

Eine gekriimmte Wand trennt, wie in der Skizze gezeigt, eine Fliissigkeit der Dichte p
von der umgebenden Luft (Druck py).
Berechnen Sie den Betrag und den Angriffspunkt der von der Fliissigkeit auf die
Wand wirkenden Kraft Fg;.
X

A Y
R
0 Z Po
p T
1.1.1 Kraft Iy
Kontrollvolumen 1
iy | v
~ A
: "3
x| de AN
K\




2 KAPITEL 1. HYDROSTATIK

N 0 . -1 B COS
ny = Ng = ng = .
1 0 —sinp

Impulsbilanz IB
(2.13)+(2.14):

fgvnﬁdO—k j{pﬁdO:/gng+EﬁK

KV OKV KV
f ov,vdO ... konvektiver Term hier: =0
OKV
]{ prndO ...Druckterm
KV
/gng ... Schwerkraftterm
KV
ZfK = ﬁK ... Kraft auf das KV — Schnittkraft hier: ﬁK = —ﬁpl
Druckterm
OKV Aq Az Az
- 0 0
Pon1 dO = Po 1 dO = pobR 1
A1 1
/ p(y)is dO = siehe Kasten ,Hydrostatische Druckverteilung”
Az

z/R[Poerg(R—y)] <_01)bdy

:b<_01) /Rpoderpg/R(R—y) dy

0 0

=) fpreea (o)
- (ner) (o)



1.1. FLUSSIGKEITSDRUCK AUF ZYLINDRISCH GEKRUMMTE WAND.

™

/2
1
/poﬁadO:po/ < CO.SQD )deSOIPObR< )
—sinp —1
0

3

Hydrostatische Druckverteilung
Bewegungsgleichung (3.5)
ov 1dp
V—=———"—9g
dy  ody
= p(y) = po+ 09 (R —y)

Po Y

R? (1
= fpﬁdOngg;(o)

OKV

Man sieht, der Umgebungsdruck hat keinen Einfluk.
Schwerkraftterm

0 R%7 (0
/QQ 4 Qg(_l)/ V = —ogb— (1)
KV

KV

5 5 COSs @ - - - — COS @
’]’La et n3 et . ’]’LZ- et —na prmng —n3 = .
—sme s @



4 KAPITEL 1. HYDROSTATIK

Impulsbilanz
7{ 00, 7dO + 7{ pitdO = / 0GdV +Fy
OKV KV KV
N——
=0 =0
j{pﬁdO = /poﬁa dO—l—/ ((,0)7_7:1 dO
oKV A2

/Pon:sz de + /P(‘P) (—1713) bR (— de)

g coS g — COS
= bR po/ ( .¢)dw+/ po+ ogR (R —y) ( . w)dw
0 —sinp 0 —— sin ¢

Rsingp
2 — sin p cos ¢
0 sin” ¢

1 -1
= —ogbR?
29‘”(%)

1.1.2 Kraftangriffspunkt

Anschauliche Uberlegung

Wirkungslinie von Fry geht durch den Kriimmungsmittelpunkt. D wird Druckpunkt
genannt.

¥D
Fy
""NE Friz ol
QWK
P
Fri = —Fy
FFl,y X —5 r
F:K’y ™
tanpp = = ||_/21|| = pp = arctan — = 57,5°




1.1. FLUSSIGKEITSDRUCK AUF ZYLINDRISCH GEKRUMMTE WAND.

Drehmoment M um P — Rein formale Losung

Momentengleichgewicht um den Punkt P:
MK+ﬁDXﬁFl:O = MK:ﬁDXFK

Kontrollvolumen 2

Schnittmoment der gekriimmten Wand um den Punkt P:

0KV

—  Ppx Fx— 7{ () x p(p) dO = 0
0KV
= ¥D

alternativ: Kontrollvolumen 1

Schnittmoment des gesamten Kontrollvolumens um den Punkt P:

My + /ﬁ1 -~y X (—19)(p(y) — po) dA + Qg/x(—ﬁQ) X (—11)dV =0

Ao %4

R
[y (i) o) ~ m)dA =~ [ ogb(R~ pyda = —egb
Ao 0

NMIE]

R
z(—1s) X (— rcosrbdrd
@g/ (—1i2) x (=7 90/0/ © ©
1% T

s
2

= ——gbR /Coscpdcp
0



KAPITEL 1. HYDROSTATIK

= —ggbR3 sin g0|§ = —ggbR3
R3 3 R3
My = ogb— b— = ogb—
- K =09 6 + 09 3 09 B

Mg =71"p X Fx = Rcosyp -

- R? 2
F ‘ = ogh—y/1+ =
‘ K| = 090 + 1

—

Fi

R? w2 R?
— ggb7 1+ 7 OS¢ = ng;
1

= wp = 5H7.5°

= COS pp = ———=
2
Vit

1.2 Hydraulische Presse.

Ein hydraulischer Wagenheber besteht im Prinzip aus zwei miteinander verbundenen,
fliissigkeitsgefiillten Rohren unterschiedlicher Querschnittsfliche. Nach oben ist die Fliis-
sigkeit von je einem, dicht mit der Wand des jeweiligen Rohres abschliefenden Kolben
begrenzt.

Man berechne fiir die gegebenen Kolbenflichen A;, A, die Kraft F; auf Kolben 1,
die n6tig ist, um einer Kraft F; auf Kolben 2 die Waage zu halten.



1.3. DRUCKKRAFT AUF KREISZYLINDER. 7

1.3 Druckkraft auf Kreiszylinder.

Fiir das skizzierte kreiszylindrische Wehr vom Radius ry und der Breite b (senkrecht
zur Zeichenebene) ist die resultierende Druckkraft nach Betrag und Richtung gesucht.
Bestimmen Sie die Kraft durch Integration iiber die Druckverteilung.

Durch welchen Punkt fiihrt die Wirkungslinie der resultierenden Kraft?

Po

7




KAPITEL 1. HYDROSTATIK



Kapitel 2

Bernoulli-Gleichung

2.1 Fallrohr.

In einem Behélter von sehr grofem Querschnitt befindet sich bis zur Héhe h Wasser der
Dichte o. Zur Vermeidung von Dampfbildung (Dampfdruck pp) am Rohreinlauf muf
die Rohrlénge [ begrenzt bleiben.

Wie grof kann die Lange | maximal ausgefiihrt werden, wenn

1. der Rohrdurchmesser d konstant ist?

2. am Rohrende eine Diise den Rohrdurchmesser von d auf d/2 verringert?

Berechnen Sie das Ergebnis zunéchst allgemein und sodann fiir die Zahlenwerte d =
100 mm, ¢ = 1000 kg/m?, h = 5 m und Umgebungsdruck py = 1 bar.

| Po
|
h |
|
|
|
|
|
|
B[
|
2.1.1 Bernoulligleichung
p
— 4+ — + gh = const
o 2

stationdr, reibungsfrei, inkompressibel, entlang Stromlinie
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Bernoulligleichung entlang Stromlinie

o [ Po
! )
h !
!
I_D
|
i
|
! i
| d
!
@
O-O:
Po 02 p u
7 h4+ — =% 04+ —= 2.1
. +g-ht . +9-0+ 5 (2.1)
O-@:
2 2
D1 uy  Po Uy
L B it S ) 04+ =2 2.2
. +tg-l+ . +9- 0+ (2.2)
Massenbilanz MB
m = ouA = const
0 = const = V = uA = const
O-@:
d? d>
Y
d2
U9 = UId_% (23)
somit wird (2.2)
Po—P1 uy ( d4)
=—|1-—)+gl (2.4)
0 2 dy

und (2.1)



2.2. AUSTRITTSDIFFUSOR. 11

2
— 1 9,
5 —9h (2.5)

(2.4)=(2.5):
2 d
ui=2g(I+h) = (2.6)
In (2.5) eingesetzt:

Do — P1 1d*
- (— +gh) e, (2.7)
0 gd;

Berechnung der maximalen Linge

Da pp gegeniiber py sehr klein ist, soll hier der einfachheithalber pp ~ 0 angenommen
werden.

1. d = const l§5—3+h—h u%:2g<§—g+h> Uy = Uy
[<10,2m u; = 17,3 m/s up = 17,3 m/s
2d, =4 [1<(Z4n) 16-h|u=29(2+n) |us=u-4
[ <238m u; = 17,3 m/s us = 69 m/s

2.1.2 Druckverlauf
Yy
[+h |

\ Hydrostatische Druckverteilung

p:D 0 p
-

2.2 Austrittsdiffusor.

Der Austrittsdiffusor einer Turbine erweitere sich von der Eintrittsfliche A; auf die
Austrittsfliche A,. Der Diffusoreintritt liege um die Hohe A iiber dem Wasserspiegel.

Fiir die Werte h = 2m, A; = 5m?, Ay, = 25m? p = 1-10% kg/m3, py = 1 bar
bestimme man den maximalen Volumenstrom V, soda$ der Druck p; im Diffusoreintritt
den Dampfdruck pp =~ 0 bar des Wassers gerade nicht unterschreitet.
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D1 |
1 A,
Po
h .
Vv

Luft Y 7
Wasser A

D

Y Ay




Kapitel 3

Rotierende Flussigkeit

3.1 Rotierende Fliissigkeit.

Ein Kreiszylindrischer Behélter ist mit zwei iibereinander geschichteten Fliissigkeiten
der Dichten g, und g, gefiillt, wobei o, < g} gilt. Welcher Gleichung z = f(r) geniigt die
Trennlinie zwischen den beiden Fliissigkeiten, wenn

1. die untere Fliissigkeit mit der Winkelgeschwindigkeit w rotiert, wihrend die obere
Fliissigkeit ruht?

2. beide Fliissigkeiten mit der Geschwindigkeit w rotieren?

. b.
a.) £ ) £

r
Ob

3.1.1 a ruht, b rotiert mit w = const. um vertikale Achse

— Stromlinien sind Kreise! Im Punkt z = 0, » = 0 soll der Druck p* herrschen. Aus-
gehend von einem beliebigen Punktinnerhalb der Fliissigkeit b kann die Anderung des
Druckes angegeben werden:

% 02 Ops

oy =0 = oprw? - = -0y

0z
13
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Integration liefert
2

T
Db = wa2§ +f1(2)

Py = —opgz + f2(r)

und es folgt somit fiir den Druck
2

2T %
Py = 00" = 092 +p
P = Do+ agha
Da die Fliissigkeit a ruht, gilt fiir den Druck in a:
Pa =P — 0ag%
Fiir die Grenzfliche bei z = f(r) muf bei Vernachlissigung der Oberflichenspannung

gelten:
Pa(r, £(r)) = po(r, £(r))

2

T
P*— 0497 = wa25 — 097 + p*

w27’2 Ob

29 Ob — Oa

— f(r) =

3.1.2 a rotiert auch mit w = const.

Wihrend die Druckverhiltnisse in b sich nicht gedindert haben, ist der Druck in a nun
2

2T *
Pa = OaW 5 — 0a9Z TP
Fiir die Grenzfliche bei z = f(r) muf bei Vernachlissigung der Oberflichenspannung

erneut gelten:
Pa(r,£(r)) = py(r, £(r))

,,,2 ,,,2
27 * __ 27 *
QaW 5 — 0ugz + P = oW 5 — gz +p

w2r2

2g

Wichtig: Die Bernoulli-Gleichung gilt nur entlang von Stromlinien!

— f(r) =




Kapitel 4

Impulssatz

4.1 Rohrkrimmer.

Gegeben ist ein Rohrkriimmer (Skizze) mit Eintrittsquerschnitt A; und Austrittsquer-
schnitt A,. Die Geschwindigkeit v; im Eintrittsquerschnitt sowie der Aufendruck po
seien ebenfalls bekannt. Der Kriimmer lenkt die Stromung um einen Winkel o um.
Berechnen Sie die Haltekraft H , die in der Flanschverbindung iibertragen wird, sowie
die Kraft I%, die von der Fliissigkeit auf die Innenwand des Kriimmers ausgeiibt wird.

4.1.1 Haltekraft 4
Massenbilanz MB

V = uA = const

UlAl = U2A2
A
Vo = UlA—; (41)
Bernoulli-Gleichung
D 2

u
— + — + gh = const

o 2
Hydrostatische Hohe h vernachléssigt:

15
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(4.1) einsetzen:

p o (AL
P=p2+ 5’0% (A_é - ) (4.2)
Impulsbilanz IB
7{ 0v,7dO + 7{ pridO = /g?jdV—FEﬁK (4.3)
KV KV KV

B v

®: V1 = (01)7
sonst: U= 0
' ~\0

Konvektiver Anteil:

f QUnUdO = pﬁlvlnAl + pﬁQUQnAQ

OKV
1 Ay [cosa
— 02 _ A1
= pvi 44 l <O) + " (sincz)] (4.4)

f pﬁdO = plﬁlAl +p2/ ndO
OKV—-A;

OKV
=11 Ar + po (}I{ ﬁdO—/ ﬁdO)
KV A

(4.1) einsetzen

Druckanteil:
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o 1
Gewichtskraftanteil:
/ 0gdV #£ 0 , hier aber vernachléssigt (4.6)
KV

Krafte auf das Medium:

—

SFe=H (4.7)

(4.4)-(4.7) in (4.3) eingesetzt — H:

=, (1 Ay feosa\| 1
H—Qlel[ <0 +A2 sino (p1 —p2) Ay 0

4.1.2 Mantelkraft R

... Kraft, die die Fliissigkeit auf die Kriimmerwand ausiibt.

Impulsbilanz wie oben.
Konvektiver Anteil: wie oben, da Korperkontur=Stromlinie

Druckanteil:
% pﬁ dO = / pﬁ dO +p1ﬁ1A1 + pQﬁQAQ
e Mantel
=R
- -1 CcoS o
:R+p1A1(O)+p2A2(. )
sin o
Haltekraft:
H=0
somit:

- 1 Aq [cosa 1 CoS (v
R = —pviA; |- + 21 +p1dy —p2Aa| .
0 Ay \ sin v 0 sin «v
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4.2 Dise.

Ein mit Fliissigkeit der Dichte o gefiilltes Rohr der Querschnittsfliche A; miindet in
eine Diise der Querschnittsfliche A; und wird dadurch geleert, daf ein Kolben mit der
konstanten Geschwindigkeit u; durch das Rohr geschoben wird.

Berechnen Sie die Kraft F', mit welcher man den Kolben verschieben muf, sowie die
Haltekraft H.

H
N4<>
CF QN AN ®
n
\V]
4.2.1 Kraft F
Kontrollvolumen KV,
| Kontrollvolumen stationir! |
- A Do
i@ :, I A3 ﬂ> _
A
Vo

Normalvektoren:

Impulsbilanz IB

jfgvnado + ]{pﬁdO: /ggdv +XFy

OKV OKV KV
———
=0, da keine Durchstromung vernachléssigt

Druckintegral:

. —1 1
]{ p1idO :po( 0 )Al +p1(O)A1

OKV
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4.2. DUSE.
1
= (p1 — po) Au 0
Kréfte:
SFy =F
Bernoulligleichung
%+%+h Py ign

Massenbilanz MB

A
Uy = UlA2
2
n 0 o Al 1
F== — ] —11A
== () -1 4()
4.2.2 Haltekraft H
Kontrollvolumen KV,
H
[Ty  nuaiii?
= 9 | 2
T LQ%T N 7,;72»7'7
Ty o
T

Normalvektoren:
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?{ 00, 7dO + 7{ pii dO = / 07 dV +XFy

0KV 0KV KV
——

vernachldssigt

Konvektiver Anteil:

Druckanteil:

Krafte:

1 1
jI{ ov, U dO = —pouy (O) ur Ay + ous (O) U Ay + 0

0KV
1
— o (- + ) ()

1
7{ pndO = —p; (O)Al +p07§ 1ndO —pojg ndO
OKV Ay
N—_—— ——

0KV
= A
1 -
= (po — 1) A (O) =—F
SFe = H
= H=-F 2= —-1)A
st (32 -1) ()

4.3 Schaufelgitter.

Eine Parallelstromung stromt ein ebenes Schaufelgitter unter dem Winkel 5, = 7/6 an,
die Abstromung erfolgt unter dem Winkel 3, = 0. Die Anstromgeschwindigkeit betrage
v; = 5 m/s, der Eintrittsquerschnitt eines Schaufelkanals sei A, = 0,2 m?.

Man bestimme die auf eine Einzelschaufel wirkenden Kréfte unter der Annahme,
daf es sich beim stromenden Medium um Wasser handelt (o = 1-10° kg/m?®) und die

Reibungskrafte vernachlissigt werden konnen.




4.3. SCHAUFELGITTER.

4.3.1 Kraft F

Kontrollvolumen

- v

A .- L2

— s : g
1 ’ - == TNy

Uy - I Stromlinie

Impulsbilanz IB

]{ 00, 7dO + ]{ pii dO = / 0GdV +XFy
0KV 0KV KV
N——

vernachldssigt

Konvektiver Anteil:

1
j{ ov, U dO = —pvy (C.OS Bl) v1 cos B1A. + ovo ( )UQAe
sin 3y

0
oKV
cos (1 1
s () <t (1)

vy aus Massenbilanz in integraler Form:

jI{ 0v, dO = 0 = —pv; cos B1 A. + o2 A,
KV
Uy = V1 COS (1

— 7{ 00, 7dO = —ovi A, cos 3 <Si1?ﬁ )
KV '

. -1 1
f pndO :plAe( 0 ) +p2Ae(O)

OKV

Druckintegral:

21
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= (p2 — p1) Ae ((1))

Druckdifferenz aus Bernoulligleichung:

2 2

v U
By g =212 g
o 2 o 2
Y
P2 —p1 = 2 (U% —v%)
= gvfsirfﬁl

1
— f pﬁdOg = visin® 31 A, <O)

0KV

- —igin g —625
= F= s Ae 2 == N
guy sin i ( cos (35 ) ( 2165 )

4.4 Duse.

Ein ebener Strahl der Breite b stromt mit der Geschwindigkeit v auf eine konvergente
Diise Schlitzdiise (Eintrittsbreite by > b, Austrittsbreite b; < b). Der Offnungswinkel der
Diise beim Eintrittsquerschnitt ist 2c. Der Umgebungsdruck vor und hinter der Diise
ist mit py gegeben, die Dichte sei p.

Man berechne aus den gegebenen Grofen unter Annahme einer inkompressiblen,
reibungsfreien Stromung

1. die Geschwindigkeiten v; und vy des durchtretenden und des reflektierten Strahls
2. den Breite by eines reflektierten Strahls

3. sowie die Kraft F' (bezogen auf die Tiefeneinheit) auf die Diise.
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4.5 Ausstromvorgang.

Eine inkompressible, reibungsfreie Fliissigkeit strome aus einem Gefdl mit konstantem
Innendruck py durch eine Offnung der Fliche A in die umgebende Luft (Druck p).
Man berechne die Haltekraft F' und die Endquerschnittsfliche A des Strahles fiir

1. eine abgerundete AusfluRoffnung (keine Strahlkontraktion, A = A)

2. eine Bordamiindung: Die Ausflul6ffnung A ist durch ein angesetztes Rohr weit in
das Innere des Behilters gezogen. Der austretende Freistrahl kontrahiert sich.

Po A Po A A

Ll :%_P 1) <




24 KAPITEL 4. IMPULSSATZ

4.6 Propeller.

Ein Propeller (Kreisfliche A;) bewegt sich mit der konstanten Geschwindigkeit uy durch
ruhende Luft, auf die er die Schubkraft F' ausiibt. Die Skizze zeigt den fiir einen mit dem
Propeller bewegten Beobachter stationéren Strémungsvorgang. Die den Propellerkreis
durchsetzende Luft stromt mit der Fluggeschwindigkeit uy in einem Strahl der Quer-
schnittsfliche Ay gegen den Propeller an und stréomt in einiger Entfernung dahinter als
Strahl der Querschnittsflache A; mit der Geschwindigkeit uy > uy ab.

Ermitteln Sie eine Formel fiir die vom Propeller aufzubringende Leistung P und
werten Sie sie fiir ugp = 40 m/s, A; =3 m? p=1,3 kg/m3 und F = 2 kN aus.

Do

4.7 Teilung eines Wasserstrahls.

Ein Wasserstrahl der Menge m = 500 kg/s stromt mit der Geschwindigkeit v = 5 m/s
gegen eine Schneide und wird dort abgelenkt, wobei 1/5 der Wassermenge nach rechts
abstromt. Die Reibung sei wie die Schwerkraft vernachléssigbar (z.B. horizontale Stro-
mung).

Berechnen Sie den Winkel o, um den der grofere Teilstrahl von der urspriinglichen
Strahlrichtung abgelenkt wird, sowie die Haltekraft der Schneide.

v, 0,2
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4.8 Turbinenschaufel.

Ein Wasserstrahl der Breite A und der Tiefe b trifft mit der Geschwindigkeit u auf
die Schaufel eines Turbinenrades, die den Strahl symmetrisch nach zwei Seiten um den
Winkel 7 — 3 umlenkt.

u\ h/2

h
g ﬁ A
V722 D SN

Po uy A h/2

Man berechne:
1. Die Schaufelkraft Fg bei stillstehender Schaufel,
2. die Schaufelkraft Fg, wenn sich die Schaufel mit der Geschwindigkeit uy bewegt,

3. die Leistung P und den Wirkungsgrad 7.

4.9 Haltekraft einer von einem Fliissigkeitsstrahl ge-
troffenen ebenen Platte.

Ein ebener Fliissigkeitsstrahl der Dichte p tritt waagrecht mit der Geschwindigkeit g
und der Dicke dg aus einer Diise und trifft nach der Fallhohe H auf eine ebene Platte.

Man berechne fiir reibungsfreie Stromung

1. den Auftreffwinkel des Strahls,
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. die Dicke d(h) des Freistrahls,
. sowie die Dicken der abgehenden Fliissigkeitsschichten.

. die Kraft pro Tiefeneinheit b, mit der die Platte gehalten werden mufs (die Ge-

wichtskraft des Strahles ist zu vernachléssigen),



Kapitel 5

Drehimpulssatz

5.1 Rasensprenger.

Ein zweiarmiger Rasensprenger mit vertikaler Achse muss bei stationdrer Drehung ein
Reibungsmonent M, iiberwinden. Der Wasserdruck in der Zuleitung unmittelbar vor
Eintritt in die beiden Arme betrigt po — Ap mit dem Atmosphérendruck py. Die Quer-
schnittsfliche jedes Armes ist A und die Querschittsfliche der Zuleitung A; = 2A.
Weiters sind auch 7y, 6 und p bekannt.

\\ po
] To \ \ °

A \ .
—_— X

Pzul. = Do — Ap

Bestimmen Sie die Winkelgeschwindigkeit &, mit welcher der Rasensprenger rotiert,
sowie den Volumenstrom V.

KV stationir

DPo

27
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28
Cos ¢ —sinp
& = | sinp |, €, = cos
0 0

U = u cos €, + usin e,
Austrittsgeschwindigkeit im bewegten Bezugssystem

U= U+ row(—€,) = ucos Be, + (usin § — row)e,
Austrittsgeschwindigkeit im ruhenden Bezugssystem

5.1.1 Winkelgeschwindigkeit &

Kontrollvolumen

KV stationar

7:’1 FQ
h
<<<< T Xni\ ] \
1
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, iy A T2 X
Uy

Massenbilanz MB
fiir 7 > A gilt:




5.1. RASENSPRENGER.
A: v, =1u-€ = (ucosfBe + usinfe,) €, = ucos 3
A1 Uy = 711 . <_€z) = —Uy

A
7{ U, dO =0 = —pui Ay + 2pucos f—— — up=u
KV cos 3

Bernoulli-Gleichung fiir ein rotierendes Bezugssystem

allgemein:
p w1’
-+ = - = const
p 2 2
entlang einer Stromlinie von ()-@), p = const:
po—Ap  up _po g
p 2 p 2 2
2.2
prow
Ap =
2Ap
— W = —
pr

5.1.2 Volumenstrom V

Drehimpulsbilanz DIB
fiir ein ruhendes Bezugssystem:

]{QUH(FXU) do + jI{p(FXﬁ) dO:/g(fxg) dV + M,

KV IKV Kv
7{ ov, (Mx ) dO ... konvektiver Term
KV
7{ p(Fx ) dO ... Druckterm
KV
/Q (7"x g)dV ... Schwerkraftterm
KV
]\Zfr ... auf das Medium wirkende Moment

konvektiver Term

0 sin ¢
erxe,=¢€e;, = 0], e xe = —Ccosp | = —€,, € Xée =
1 0

=l
Il

29
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fiir Ay gilt:  7=re. — he,

/A1 pv, (Fx ¥) dO = /027T /Oﬁp(—ul) (ré, — he.) x (u1€.) d(r, @)

1

2/%4(1 /V” d 0
= puy €, dp rdr =
0 0

N —

0

fiir A gilt:
XU =7y X U= (ro€) x (ucosfé, + (usin f — row) €,)
=g (usinf — row) €,
Lo : A
= ov,, (7 x ¥) dO = 2pu cos frg (usin f — row) ——€,
cos 3
oKV
Druckterm

jfp(fxﬁ) dO:]{ o (7 x i) dO—/ o (7 % i) dO
KV B

oKV S ~
0

Anschauliche Begriindung:

Zu jedem Punkt in A; mit Ortsvektor 7} und Richtungsvektor 7 x7i; gibt es genau einen
gegeniiberliegenden Punkt mit Ortsvektor i, und entgegengesetztem Richtungsvektor
75 X 7i1. Das Druckintegral iiber die Flache A; verschwindet.

Schwerkraftterm

/Q (7"x g) dV =0 aus (obigen) Symmetriegriinden!
KV

Moment

M = M, = M,é.
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Das alles eingesetzt in die DIB ergibt

2prou (usin f — row) Ae, = M,€,
—  2prou’sin BA — 2priuwA = M,
M,
2 _ 7.“0w u— - =0
sin 3 2prosin GA

. Tow Tow M.
firM, >0 : = _
oo “ 25in5+\/<28in5) +2p7“osinﬁA

= u

= V =24y

Arow AT’OW ? ZAMT
= = + —_— | +t—
sin 3 sin 3 prosin 3

5.2 Segnersches Wasserrad.

Aus einem Behélter stromt Fliissigkeit durch ein vertikales Rohr einem an den Stellen
@ und (@ abgewinkelten Rohr zu, das sich reibungsfrei um die Achse a dreht. An das
drehbare Rohr ist eine Welle w angesetzt, durch die ein Drehmoment M an einen Ver-
braucher abgegeben wird. Das Rohr rotiere mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit
w und habe die Querschnittsfliche A.

Man berechne das Moment M. Wie grofs ist der Massenstrom m?

Do
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Kapitel 6

Instationare Bernoulli-Gleichung

6.1 Druckleitung eines Stausees.

Aus einem Stausee fiihrt eine Rohrleitung, die zunichst durch einen Schieber verschlos-
sen ist. Der Schieber wird zur Zeit t = 0 pl6tzlich gedffnet.

Fiir die Werte hy = 70 m, hy = 100 m, [; = 250m, o, =50m, d; = 3,5m, dy, =0,7m
und p = 1-10% kg/m?® berechne man

1. die in den beiden Teilleitungen 1 und 2 unmittelbar nach Offnen des Schiebers
herrschenden Beschleunigungen ag; und ags.

2. den Uberdruck pe — po, der unmittelbar nach Offnen des Schiebers im Punkt C
herrscht.

3. die Ausstromgeschwindigkeit vo als Funktion der Zeit, vy = vy(t).

_ Ouy

6.1.1 Beschleunigungen a; = % und a; = %;

Instationire Bernoulligleichung

B 2
8—?ds+g+%+gh:const

33
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reibungsfrei, inkompressibel, entlang Stromlinie

@-@
po 02 [ Ou po Ui
—+5+g-h2— Ed3+z+§+g'0
@
@ ® © @
/@ ...dSZ/@ ...ds—i—/@ ...ds+/@ ...ds
@8
U
/Edsmo
@

(bis knapp vor den Einlauf: v < 1; im Einlauf zwar grofe Beschleunigung, aber kleine
Linge)

ot dt
® ®
_duy,
Codr
mit Massenbilanz MB: uld%’r = UQd%’T —
d% dUQ
— _ll—
d3  dt
@8 d
s = 1,202
/ o 5=y
©
U2 d2 dUQ du2
hy = 2 4 2], —2 4 [,—2

2 2
duy (l2+ @ll) = ghs — %
—_—

du; 1 u3(t)
it L (g ha ==




6.1. DRUCKLEITUNG FEINES STAUSEES.
aus Massenbilanz udf = upd3: 2 = 4243

d;

= apr = ﬁaw
1
6.1.2 Druck an der Stelle C nach Offnen des Schiebers
@-©:
Do p@ n u% duy

PO\ ghy = U by —hy) + L
Q+92 2+9(2 1)+1dt

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist u; = 0, dd%}t:o = ap:

= PE —Po= 0 (gh1 — apily)

6.1.3 Zeitlicher Verlauf us(?)

du, 1 u3(t)
at L (gh2 -

Trennung der Variablen:

1— 22
U9 vV 2gh2
tanh =t
= arctan Tl 5T
t V2gh
ua(l) = tanh( J 2t)
\/2gh2 2L

35
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U2

v2gha

Steigung %

o 2
T T= V2gha
Zum Vergleich stationér gerechnet:

2

u

@-@: Drgh=2+2

0 o 2

= Uy = 2gh2

6.2 Heberleitung.

Eine Heberleitung der Lénge [ und konstanten Querschnitts taucht in einen grofen
Fliissigkeitsbehélter ein. Die Leitung ist zunichst am unteren Ende verschlossen und
vollstdndig mit Fliissigkeit gefiillt. Die Ausfluk6ffnung liegt um Ah unter dem Fliissig-
keitsspiegel im Behélter.

Ah

Bestimmen Sie

1. die Beschleunigung ag im Rohr zum Zeitpunkt ¢ = 0, an dem die Heberleitung
plotzlich gedffnet wird,

2. den Druck pj, der unmittelbar nach Offnen der Leitung bzw. fiir groke Zeiten im
Punkt (®) herrscht.
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3. die Ausstromgeschwindigkeit u(t) als Funktion der Zeit und die Geschwindigkeit
U, die sich fiir grofse Zeiten einstellt,

Skizzieren Sie den Druckverlauf fir ¢t = 0 und ¢t — oo.
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Kapitel 7

Kompressible Stromung

7.1 Ausstromen aus einem Kessel.

Aus einem Kessel (Ruhedruck py = 8 bar, Ruhetemperatur Ty, = 350 K) stromt durch
eine Offnung Luft aus. Der Auflendruck ist p, = 1 bar, der minimale Durchmesser ist
d =50 mm. ¢, = 1005 J/kg/K, x = 1,4. Man berechne:

1. die Ausstromgeschwindigkeit v und den Massenstrom 7 fiir den Fall, dafs der
kleinste Querschnitt der Austrittsquerschnitt ist.

2. die Ausstromgeschwindigkeit u, im Endquerschnitt, 72 und Austrittsquerschnitt
A, fiir den Fall, daf die Offnung eine ideale Lavaldiise darstellt (Uberschall, p, =
Pa = 1 bar).

3. die in den Punkten 1. und 2. gesuchten Grofen fiir pg = 1.5 bar, wobei aber fiir
die zweite Aufgabenstellung der in 2. berechnete Endquerschnitt der Lavaldiise zu
verwenden ist (Lavaldiise mit Stof).

7.1.1 Ausstromgeschwindigkeit u, Massenstrom m fiir po = 8 bar
(konvergente Diise)
Wird Schallgeschwindigkeit in A,,;,, = A. erreicht?

Das testen wir mit dem geg. Ruhedruckverhéltnis und dem kritische Ruhedruckverhélt-
nis, entweder aus der ITB fiir M = M* = 1 oder entsprechend:

K

* 2 k—1
p_ ( ) =0.528 (oder aus Isentropentabelle fiir M = M* = 1)
Do k+1

39
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o 1 )
Pa _ 2 _ 0125 <2 — 0598
po 8 Do

— M = 1 wird erreicht
— A" = Amm = Ae

Somit mufs die Ausstromgeschwindigkeit u. die kritische Schallgeschwindigkeit sein:

Uy = C*
¢ ]2
Co CVe+1
Co = CpTO (H — 1)
— ¢op = 375.10 m/s

— ¢* = 34242 m/s
= U = 34242 m/s

Herleitung %
Energieerhaltung:

’02
CpTO = CpT + E

Schallgeschwindigkeit fiir ideale Gase:

2 _ kP
0

C

Zustandsgleichung fiir ideale Gase:

k—1
P =cp ol
2
—>cpT:I%C_1
— Cg = C2 —|——2
k—1 k—1 2
C*Q C*Q /‘i—|—1 "
p— —'— p—
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Der Massenstrom m folgt aus:

m = ouA = p.u.A, = 0" A* c*

*

2 _0.634 aus Isentropentabelle
9o
ideale Gas-Gleichung:
T T ¢ (k—1)

— 0o = 7.96 kg/m*
— 0" = 5.05 kg/m?

mit A* = A,in:
=m = 3.39 kg/s

7.1.2 Ausstromgeschwindigkeit u., Massenstrom m und Aus-
trittsquerschnitt A, fiir py = 8 bar (Lavaldiise)

Wird Schallgeschwindigkeit in A,,;,, = A. erreicht?

M =1 wird in A,,;, erreicht da };—g < ZZ—O. Ausstromgeschwindigkeit u,.:
U, = M*, ¢*
M*, = 1.638 aus Isentropentabelle (Uberschall) fiir Be =0.125
¢* =342.42 m/s s.o. (hdngt nur von Ruhegrofen ab)
=u, = 560.88 m/s

Der Massenstrom m ist wieder:

m = ouA = p.u.A., = 0" u* A*
= = 3.39 kg/s

Austrittsquerschnitt A,:
el Ao = 0 ¢ A*

A* elYe 1
A Qelle 0.583 aus Isentropentabelle bei 2¢ = 0.125
A, o't Po
d*w
A= Ain = —
4

= d, =655 mm

7.1.3 Alle Grofien fiir po = 1.5 bar.

Ausstromgeschwindigkeit « und Massenstrom m fiir die konvergente Diise
Wird Schallgeschwindigkeit in A,,;,, = A. erreicht?
Pa _ 1

— = = 0.667
Do 1.5
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* 92 P
o ( + 1) = 0.528 oder aus Isentropentabelle fiir M = M* =1
K

= M =1 wird nicht erreicht, da I;—‘; > f—:! = reiner Unterschall
u = M*c" = u,
Isentropentabelle Unterschall + lineare Interpolation:
M* = 0.810
Ausstromgeschwindigkeit u,:

U, = M* ¢*
mit ¢* = 342.42 m/s
= U = 277.36 m/s

Massenstrom m:

m = ouA = g.ucAe

Qe _ 0.748 aus Isentropentabelle 22 = (0.667
00 po

mit gy = 1.49 kg/m*

— 0, = 1.12 kg/m?

mit A, = Ay = L
= 1 = 0.61 kg/s

Ausstromgeschwindigkeit v, und Massenstrom 7 fiir die Lavaldiise

Betriebsart?
Laut Angabe ist die zuvor berechnete Lavaldiise zu verwenden. D.h.

A A_e = (0.583 s.o.

Isentropentabelle (Unterschall): — ~ 0.9

Isentropentabelle (Uberschall): = a 0.12

— I;—‘; = 0.667 liegt dazwischen

— Verdichtungsstof

Lage z, des Stofses? Iteration!
(Formeln siehe Skriptum)
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A* *
1. Annahme: T zwischen [A—, 1}

S Ae
D °7 sts A*
2. Ruhedruckverlust 2°: Isentropentabelle (Uberschall) fiir Q*u* = —
Do o*c A,
3 A* . Po . 1
Po po1.
R
CA A A,
~ ~~
2. Geometrie
. ou A
5. Le: aus Isentropentabelle (Unterschall) fir —— = T
*C* e
e ~—
3.
X e ﬁO
6. Enddruck pe: po = =— - — po
Do Do
~~
4. 1.
7. Wahl von neuem —— bzw. 22 — 1. bzw. 2.
s Po
0. 1. 2. 3. 4. 5.
A* po Ax A~ pe
As Po A* Ae Po pe
0.748 | 0.856 2= = 1.168 1.168-0.583 = 0.681 0.874 0.874-0.856-1.5 = 1.122 bar
0.643 | 0.767 3= = 1.304 1.304-0.583 = 0.760 0.835 0.835-0.767-1.5 = 0.961 bar
0.668 | 0.789 g2g5 = 1.267 1.267-0.583 = 0.739 0.846 0.846 -0.739-1.5 = 1.001 bar

Lage von x,, aus ﬁ—:, wenn A(z)!
— M, =0.49
— M’ =053

—  u, =M =183.18 m/s
00 = 1.49 kg/m® w.o.

*

2 —0.634 wo.

00
T

T, = 2°.T, = 33365 K
Tp

0. = 1.044 kg/m/s
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— m = " ¢ A* = pu.A. = 0.635 kg /s

7.2 Pitotrohr.

In Unterschallstromungen léft sich durch Messung der Druckdifferenz Ap zwischen Stau-
punktsdruck pg und statischem Druck p,, die Strommungsgeschwindigkeit bestimmen.
Es sei po = 1 bar, die Temperatur des stromenden Mediums 7T,, = 288 K.

Man berechne die Stromungsgeschwindigkeit v

1. bei inkompressibler Stromung,
2. fiir ein ideales Gas konstanter spezifischer Wérmen (¢, = 1005 J/kg K, k = 1,4)

3. und bestimme die relative Abweichung der Ergebnisse fiir inkompressible von jenen
fiir kompressible Stromung fiir die Druckdifferenzen Ap; = 0.3 Pa, Ap, = 250 Pa
und Aps = 4000 Pa.

7.3 Lavaldiise.

Eine Lavaldiise habe einen minimalen Durchmesser A,,;, = 5 cm? und einen doppelt so
groken Endquerschnitt, A, = 2A,,;,. Ruhedruck und Ruhetemperatur vor der Diise sind
durch py = 3 bar und 7 = 300 K gegeben, beim strémenden Medium handle es sich um
ein ideales Gas mit x = 1,4 und ¢, = 1005 J/kg K. In der Diise stehe ein senkrechter
Verdichtungsstof am Querschnitt A, = 6,25 cm?.

Berechnen Sie mit Hilfe der Isentropentabelle den Druck p. und die Machzahl M,
im Endquerschnitt.

7.4 Lavaldiise.

Gegeben ist eine Lavaldiise mit minimalem Querschnitt A,,;, = 10 cm?®. Der Ruhezu-
stand vor der Diise ist durch pg = 4.9 bar und 7j = 300 K gegeben, der Umgebungsdruck
am Ende der Diise ist p. = 1 bar.

1. Bestimmen Sie den Endquerschnitt A, und den Massenstrom rn durch die Diise
fiir den Fall, daf es sich um eine ideale Lavaldiise im Uberschallbetrieb handelt.

2. Erhoht man den Umgebungsdruck am Diisenende auf den Wert p, = 4 bar, so
bildet sich in der Diise ein senkrechter Verdichtungsstofs aus. Bestimmen Sie den
Stokquerschnitt A,.

3. Welcher Umgebungsdruck p! ist notig, damit der Massenstrom 1. = 0.7M4,
durch die Diise stromt?
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7.5 Lavaldiise.

Eine Lavaldiise, deren Querschnittsverlauf gegeben ist, wird in einem geschlossenen
Kreislauf durch einen Kompressor betrieben. Das Druckverhéltnis des Kompressors };—:
sel 2.

Berechnen Sie die Stoflage, fiillen Sie die unten stehende Tabelle aus und skizzieren
Sie den Druckverlauf. Beachten Sie, dafs nach dem Stofs % wie auch p% nicht mehr
sinnvoll sind und statt dessen besser eine andere Grofe eingetragen wird. Welche? (k =
1,4, ¢, = 1005 J /kg/K)

Hinweis: B ~ e
Po

Pa
- Pa
Pa |
d\
A :
De |
Vo
- Pe
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7.6 Intermittierender Windkanal.

Ein Kessel, der anfanglich zu 90% evakuiert ist, betreibt eine Lavaldiise bei einer Mach-
zahl M = 3. Durch den Unterdruck im Kessel stromt Luft aus der Umgebung in den
Kessel. Der Querschnitt der Mefistrecke, die sich zwischen Lavaldiise und Kessel befin-
det, betrigt 100 cm?. Die maximale MeRzeit (d.h. die Zeitspanne, in der die Stromung in
der Mefsstrecke als stationédr angesehen werden kann) betrage 20 s. Der Umgebungsdruck
ist mit py = 1 bar gegeben.

Unter der vereinfachenden Annahme, daf die Ruhetemperatur im Kessel gleich der
Aufentemperatur (15 °C) sei, berechne man das mindestens notwendige Kesselvolumen.
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Reibungsbehaftete Stromung

8.1 Druckabfall in einer Gasleitung

In einer Gasleitung (pges = 1,18 kg/m?3, vg.s = 15-107° m?/s) von 0,2 km Linge
und 150 mm Durchmesser stromt das Gas mit einer Geschwindigkeit von 20 m/s. Die
Rauhigkeit & sei 0,075 mm (geschweifite Stahlrohre).

Man berechne den Druckabfall Ap. Die Stromung kann als inkompressibel angenommen

werden.
Bernoulligleichung (D) — ):

2 2
P1 Uy D2 Uy 1
— 4+ +gh="+>+gh+-> Ap,
1 ou>
Rohrwiderstand: Ap, = )\g_g;

ou?
andere Verluste: Ap, = CT

Massenbilanz (D-Q):
m = pud = const — V =uA = const
—  oU1A1 = oUsAy = up=us=u

mit der Bernoulligleichung und hy; = ho:

G AT Wl il

Q+2 g+2+ d 2
[ ou?®

—>p1—p2:)\g7

Rohrwiderstandsbeiwert A aus Colebrook-Diagramm

Uberpriifung ,turbulent-laminar”:
Ro — ud _ 20-0.15
v 15-10-6
Re = 2-10° > Re, = turbulent
Verhiltnis %:
k 0.075-107°

e =5.107*
d 0.15

47
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Colebrook — A = 0.0185:

200 1.18 - 400
— 0.0185 2 20
—hT 015 2

Ap =p; — py = 5.82-10°Pa = 5.82- 10 ?bar

8.2 Heizolleitung.

Durch eine gerade, horizontale Rohrleitung fliefst der Volumenstrom V an Heizol. Der
reibungsbedingte Druckabfall Ap wird durch eine Olpumpe ausgeglichen. Die Rohrlei-
tung hat die Lange [, den Durchmesser dq und die relatlve Rauhlgkelt ¥4 Fiir die Werte
do = 100mm, */;, = 2-1073, [ = 750m, V= 1085-, v =8-10" Gm? und o = 860kg be-
rechne man:

1. den Druckabfall Ap in der Rohrleitung,

2. die Antriebsleistung P, die der Pumpe zugefiihrt werden mufs, wenn ihr wirkungs-
grad np = 0.7 betragt.

3. den Durchmesser d;, auf den unter sonst gleichen Verhéltnissen die Leitung erwei-
tert werden miifte, wollte man mit der halben Antriebsleistung auskommen.

8.2.1 Druckabfall Ap in der Rohrleitung

Bernoulligleichung (D-@®):

2
pgl+ 5 +gh—%+—+ h+ = ZApv

Rohrwiderstand: Ap, = )\é%

2
andere Verluste: Ap, = C 7

Massenbilanz (D-Q):
m = ouA =const — V =uA = const
—  oUiA1 = U Ay = up = uy = Uy

. d%’ﬂ' 4V

4-108
m = = 13751"), = 3.82"
“ 0.127 Jh /
mit der Bernoulligleichung und hy; = hs:
u?, u? [ ou
pl + 22 + 4+ )\_Q_m
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[ ou?,
—P1—P2= )\QT

Rohrwiderstandsbeiwert A aus Colebrook-Diagramm
Uberpriifung ,turbulent-laminar”:

Updy  3.82-0.1
Re=— = %0

Re = 4.8-10* > Re, = turbulent

Verhaltnis dﬁz
0

Colebrook — A\ = 0.0265:

750 860 - 3.822
p1 — p2 = 0.0265 01 5

p1 — po = 12.5-10°Pa = 12.5bar

8.2.2 Antriebsleistung P

,Herleitung” der Antriebsleistung:
W F-s F

P=p = = qAv=wV
Verlustleistung P, durch Reibung und Pumpenleistung P:
P,=Ap,-V
P, Ap,-V
p=-v_2P v
ne np
12.5 - 10555
= —— 2000 = 534-10°W
0.7
P = 53.4kW

8.2.3 Durchmesser d;

' np 2 2np

1
- Apvl = §Apv

k1 ouy

1
Apy = éApv)ﬂ(Rel(umlvdl)7 d_1)d1 9

= [teration mit g—?:
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1. Z—‘f = & wahlen.

2. Daraus folgt d; = ‘é—?

3. U folgt aus =

4. Rey = tmids

v

5. somit folgt ein f—l

KAPITEL 8. REIBUNGSBEHAFTETE STROMUNG

dZr RERS . 2
Uy = Uy Mt Uy = Uy - &

6. neues A\; aus Colebrook-Diagramm

7. neue tatsdchlicher Druckverlust Ap,; = A; - dl—l

2
QUm1
2

8. APt — 12 wenn nicht, neues Z—‘f = ;11 wihlen und zuriick zu ,,2.”

Apy 2°

1. 2. 3. 4.

E=%1 ¢, Um1 Rey

=

5. 6. 7. 8.
k

A
A1 Apuy ﬁ

4
05 | 02 096 24-10® 1-10% 0.027 04-10° 0.0318 = d;|

0.75 | 0.13 215 3.6-10* 1.5-107% 0.027 3-10° 0.242
0.85 |0.116 2.76 4-10* 1.7-107% 0.0265 5.6-10° 0.444
0.87 |0.115 2.9 4.2-10% 1.74-1073 0.0265 6.25-10° 0.498

Tteration

= dy = 0.115m, (nur um 15% groker als dy!!)

8.3 Ausflull aus einem Gefak.

Aus einem Gefifs mit grofer Querschnittsfliche, das bis zur Hohe H = 20m gefiillt
ist, stromt durch eine horizontale Rohrleitung (Lénge | = 5m, Durchmesser d = 5mm,
relative Rauhigkeit */; = 2-1073) Fliissigkeit der Dichte ¢ = 1000kgm 3 und dynami-
schen Viskositiit g = 2-1073Nsm 2 aus. Am Einlauf des Behilters in das Rohr tritt ein

Einlaufverlust auf (¢, = 0.5).

Man bestimme die Stromungsgeschwindigkeit mit Hilfe des Colebrook-Diagramms.

Po

@




8.3. AUSFLUSS AUS EINEM GEFASS.

8.3.1 Stromungsgeschwindigkeit in der Rohrleitung

Bernoulligleichung (D-@®):

pl 2 P2

+ +gh——+—+ h+- ZApU
o 2 0

Rohrwiderstand: Ap, = )\é%

2
andere Verluste: Ap, = CT

mit

ou’ [ ou 1\ ou?
ZAPU:Ce 9 /\QTZ(CG—F)\E)T

2gH
- =\T s I
vgl. dazu fiir reibungsfreie Stromung:
Ureibungsfrei — QQH

da A = A(Re,¥;) = M(u) = Tteration mit Re:

1. Re wéhlen.
2. X aus Colebrook-Diagramm fiir */; = 2-1073

2g9H
3. u= g
1+Ce+AL

4. Repey = “T'd ~ Re? wenn nicht = ,2.”

1. 2. 3. 4.

Re A U Renen > Re.?

oo | 0.023 4.0 1-10% ok

0.034 3.32 8.31-10% ok Iteration
0.0355 3.26 8.25-10° ok

0.036 3.23 8.1-103 ok

0.036 3.23

= u=3.23"% (Vergleiche: t,cipungsfrei = 19.8"%)

o1
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8.4 Carnotscher Stoliverlust.

Aus einem Behilter stromt Fliissigkeit durch ein Fallrohr aus, das sich unstetig von der
Querschnittsfliche A; auf die Querschnittsfliche A, erweitert. Schwerebeschleunigung
g, Hohendifferenz h, A; und Dichte p seien bekannt.

Berechnen Sie

1. den Wert des Flidchenverhéltnisses A;/A,, fiir den die Stromungsgeschwindigkeit
uy maximal wird,

2. uy und wus fiir diesen Fall,
3. den Carnot’schen Stofverlust Apyc und (¢ fiir diesen Fall,

4. die mechanische Energie Py, die der Stromung pro Zeiteinheit entzogen und in
Wirme umgewandelt wird.

Do

\ U1 ¢ Do

U2

8.5 Hintereinanderschaltung von Widerstianden.

In einem Anlagensystem sind n Rohrleitungen mit unterschiedlichem Durchmesser und
unterschiedlicher Linge aneinandergesetzt.

Man bestimme den Druckverlust Ap in Abhingigkeit vom Volumenstrom V fiir be-
liebige Rohrelemente.
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Hinweis: Zur iibersichtlicheren Beschreibung geniigt es, die Verlustbeiwerte
¢ zu verwenden.

8.6 Parallelschaltung von Widerstanden.

In einem Anlagensystem sind n Rohrleitungen mit unterschiedlichem Durchmesser und
unterschiedlicher Lange parallel angeordnet.
Man bestimme den Druckverlust Ap in Abhingigkeit vom Volumenstrom V fiir be-
liebige Rohrelemente.
Hinweis: Zur iibersichtlicheren Beschreibung geniigt es, die Verlustbeiwerte
¢ zu verwenden.

8.7 Beliebige Schaltung von Widerstanden.

In einem Anlagensystem sind Rohrleitungen mit unterschiedlichem Durchmesser und
unterschiedlicher Linge parallel und hintereinander angeordnet. .
Man bestimme den Druckverlust Ap in Abhéngigkeit vom Volumenstrom V.
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Kapitel 9

Potentialtheorie

9.1 Rankine Korper.

Man untersuche die ebene, stationdre und inkompressible Umstromung eines Rankine-
Korpers durch Uberlagerung einer Quelle im Ursprung und einer Parallelstrémung in
z-Richtung.

Gesucht sind:

1.

2.

3.

Potentialfunktion ¢ und Stromfunktion 1,
die Geschwindigkeitskomponenten u und v,
die Koordinaten des Staupunkts S,

die Gleichung der Stromlinie durch den Staupunkt S,

. die Dicke b des Korpers fiir x — +o0,

die Druckverteilung am Rankine-Korper in Form des Druckbeiwertes c,,
die Kraft FQ, mit der die Quelle gehalten werden miifte,

die Kraft F' 1, mit der ein materiell ausgefiihrter Koérper zu halten wére.

9.1.1 Potentialfunktion ® und Stromfunktion ¥

Wir verwenden das komplexen Potential. Dessen Realteil von der Potentialfunktion ge-
bildet, wahrend die Stromfunktion den Imaginérteil représentiert.

Das komplexe Potential setzt sich in unserem Fall aus einer Parallelstrémung und einer
Quelle im Ursprung zusammen:

q .
FE) = ez 4 gblme =0yt i Uy)
Parallelstromung ~—— Potential- Stromfunktion

Quelle im Ursprung

%)
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Zuerst fiihren wir eine Transformation auf Polarkoordinaten durch:

T=rcosp, y=rsing — z=x+iy=r(cosp+isingp)=rel#tm

=  F(r,) :Uoorei(“’”’m)jLQiln (rei(wzm))
m

= Usot (COS @ + i sin ) + Qi Inr+i(p+ 2mn)]
m
= ®(r, ) +1U(r,p)
—  D(r,p) = Re(F) = uxorcosp + 2ilnr
7r

—  U(r,¢p) =Im(F) = uxrsing + 2i (¢ + 27mn)
T
Ricktransformation in kartesische Koordinaten mittels

r=\/x%+y>? @zarctang.
x

9.1.2 Geschwindigkeitskomponenten u und v

F'(z) =u—1iv
_ a1
thoo 2m 2
= U + Le—z(gz)—i—%rn)
27r
= Uy + % [cos (— (¢ + 27n)) + isin (— (¢ + 27n))]
T ose i
= Ueo + - (cos ¢ —isinp)
q
— Re(F') = up+——
— u(r,p) e(F')=u +27r7“ oS
q
— _Im(F)= L
W)= -Im(F)= L sing
Bemerkung:
r— 400 : U — Upsg
v—0
Parallelstrémung

9.1.3 Koordinaten des Staupunkts:

Bedingung:
Die Geschwindigkeit v's im Staupunkt S ist 0, d.h. ug = 0 und vg = 0.

Vg sinpg =0 & wg=mn VmeZ

N 271'7’5
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US = Uso + Lcosgos
2w

rs
q m
= Uy -1
“ +27T7“5( )
=0
= rg=——L (1" >0
2T U
__ 4 _
- g = y Ps =T
2T U oo
bzw. Trg = — q s yszo
2T U

—  mmuf ungerade sein; wir wihlen m = 1

o7

9.1.4 Gleichung der Stromlinie rx(p) durch den Ursprung (Kor-

perkontur)

Der Logarithmus im Komplexen ist nicht eindeutig:
Inz =1In (re’®*?™)) =Inr+i(p + 27n) (siehe Stromfunktion ¥). Durch die Wahl von

¢ €10,2n [ folgt n = 0.

Der Wert der Stromfunktion im Staupunkt ergibt sich dadurch zu

ps=7 — Wg=urssings+ —pg = o
27 2
Die Gleichung der Stromlinie durch den Staupunkt folgt aus der Bedingung ¥ i (7, ¢) =
Vs(rs, ¢s):
, q q - T —
Uori (P)sinp+ o =5 = rilp) = —F
2m 2T Uso SIN sin ¢
Dabei gilt
p—0 7 — 00
o= r—7rg
Y — 27 7 — 00
Bemerkung: W._ L4 =1
sing |,_,
9.1.5 Dicke b des Korpers fiir x — oo
1. Moglichkeit:
b
2
/ udy = useb
-3
b
6\1} 2 \Ijtp:2ﬂ' \IIS
bzw. u=— — / udy:/ d\11+/ dw
dy -t Vg Wog
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=Wy, — Vg + Vg -V,

:\1[277_\110
=q
_ _4q
= Uhb=q — b=—
Uoo

2. Moglichkeit:

b=2- y|<PHO bzw. r—+oo i’ll)% ZTK(()O) sin ¥

. T —@ .

= lim 2rg— sin
=0 S ¢

= 27"571’

_ 0
Uoo

3. Moglichkeit:
Fiir + — 400 klingt die Storung ab, d.h. u — u., und es gilt

V=uwb=q — b:i
Uco

9.1.6 Druckverteilung am Rankine-Korper mittels Druckbei-
wert ¢,

Aus der Bernoulligleichung folgt mit v, = us€,

P 1, P
— + 2V = Poo T TV,
p 9l TPy
_p—Q P -2 p_poo_ 772
= PP =5l 50 = cp (1, ) = i _1—5
2 700 )
7>
- Cp(n@)_ _’U?
:1_u2tvz
UOO

“ e ()
= — cos ¢ —
T Uoo 2T oo

Fiir die Konturlinie gilt rx (o) = rs 5. Der Druckbeiwert auf der Konturlinie ¢, lautet
daher

1 .
5 sin2¢

—_—

q sin ¢ cos ¢ < q )2 (Sin(p)2
CpK — — . — .
T sUeo m™T—@ 2MUseTg ™=@
—————

1
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_ sin(29) (singp )2

TP TP

Bemerkung:  Fiir ¢ = 7 ist ¢y = — (—2) — 12 =1 > 0.

9.1.7 Kraft I, mit der die Quelle gehalten werden muf

Wir wihlen das Kontrollvolumen KV folgendermafsen:
1. Linker Rand mit Hohe a bei v — —o0
2. Oberer Rand entlang einer Stromlinie
3. Rechter Rand bei z — +o00
4. Unterer Rand entlang einer Stromlinie

Das Kontrollvolumen soll die Tiefe ¢ haben.

Abstand Korperkontur — Stromlinie des Kontrollvolumens
Der durch den linken senkrechten Rand einstrémende Volumenstrom muf zur Génze am
rechten Rand zwischen den aufen liegenden Stromlinien und der Kérperkontur wieder
abtransportiert werden, da {iber Stromlinien hinweg kein Volumen transportiert wer-
den kann. Da wir hier eine inkompressible Stromung betrachten, so muf der gesuchte
Abstand gleich § sein.

Impulssatz

jq{ 0v,7dO + ]{ pitdO = Fy
oKV oKV
Beitriige zum konvektiven Integral § ov,/dO des Impulssatzes liefern nur der linke

oKV
und rechte Rand 1.und 3.. Dabei ist auf die Richtung des Normalenvektors 72 zu achten,

der konventionsgeméf aus dem Kontrollvolumen herauszeigt:

. B 1 1 a
]{ 00,7dO = p(—Uso)Uoo (O) at + p(+ oo ) Uso (O) <2§ + b) ¢

OKV —~ A
linker Rand 1. rechter Rand 3.

1
= pu’ bt

Fiir die Berechnung des Druckanteils f p11dO nehmen wir an, dafs die obere und untere
KV
Berandung 2. und 4. des Kontrollvolumens auch im Unendlichen liegt (¢ — 00). Dann

herrscht entlang der Oberflache des gesamten Kontrollvolumens der Druck p.

a—00

OKV OKV

jI{ prndO = lim prn dO



60 KAPITEL 9. POTENTIALTHEORIE

Bemerkung: Das Oberflichenintegral des Normalvektors 77 iiber eine geschlossene Kurve
ergibt immer 0.
Einsetzen der beiden Integrale und Auflésen nach Fy liefert:

~ 1
Fg = pu? bt <O)

bzw. auf die Lingeneinheit ¢ bezogen:
F , (1
IR _ b
2 =iy

Die Haltekraft FQ der Quelle zeigt (eigentlich unerwarteterweise) in Richtung der positi-
ven x-Achse, d.h. die Quelle wiirde sich bei Fehlen dieser Kraft stromaufwérts bewegen!

9.1.8 Kraft F}, mit der ein materiell ausgefiihrter Korper zu
halten ware

Zwischen der Korperkontur soll jetzt ein fester Korper eingefiigt werden. Das Kontroll-
volumen KV nehme den Korper aus, d.h. der rechte Rand verlaufe entlang der Korper-
oberflache.

1. Moglichkeit:
Impulsbilanz

fgvnﬁdO—F fpﬁdO:O

0KV 0KV

Bemerkung: Es gibt keinen umstromten Korper ¢m Kontrollvolumen, d.h. auf der rechten
Seite der Impulsbilanz ist Fix = 0!

. - 1 1 a
jI{ 00, TdO = p (—Uso) Uso (O) at + p (+oo) Uoo (O) (22> t

OKV —~ —~
linker Rand 1. rechter Rand 3.
=0

Zur Berechnung des Druckintegrals ¢ piidO wenden wir folgenden Trick an:
oKV

1. Wir berechnen das Integral faKv P dO iiber das gesamte Kontrollvolumen.

2. Dieses ist um den Anteil der Korperoberflaiche Ax zu grof (auf der Korperober-
fliche herrscht ja nicht der Umgebungsdruck); deshalb ziehen wir fa Ax Do dO
wieder ab .
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3. Jetzt miissen wir nur noch den auf der Kérperoberfliche herrschenden Druck da-
zurechnen. Das Integral |, 9 pr1 dO ist die Kraft vom Medium auf den Kérper!

jgpﬁdO:f pooﬁdO—/ pooﬁd0+/ prndO
KV o Joag DAk

BKV A N NV 4 N NV -

=0 :poobt(é) :*ﬁH

—

1
= O:O—poobt<0) — Py

Fy 1
A pb
L (0)

Die Kraft Fy ist die Kraft, mit der der Korper gehalten werden mufs. Also erfahrt der
Korper eine Kraft in Richtung der positiven x-Achse, d.h. stromabwérts!

2. Moglichkeit: iiber die Druckverteilung px(p)
Die Gesamtkraft auf die Oberfliche des Korpers ﬁoz

Fo= [ pelo)is) 40
Ak ds-t
Aus Symmetriegriinden gilt

Fo, =0,
d.h. wir kénnen uns auf die z-Komponente beschrinken:
FOm

== [ oo s

Die Haltekraft Fy des materiell ausgefiillten Korpers ist der Druckkraft ﬁo entgegenge-

setzt:

—

Fy=—Fp

Berechnung von n,(s)
Der Normalenvektor 77 zeigt immer aus dem Kontrollvolumen heraus und ist normal
zum Tangentialvektor dr

L [(dx e o [ dy
dr-(dy) —  nldr: n_(—dx)

Der Normalvektor muf die Linge 1 haben. Die einfachste Art, dies zu erreichen, ist
durch die Lange des Vektors | dri| = |dr] = | ds] = \/ d2? + dy? = ds zu dividieren:

dy
g = < djm) ... Einheitsnormalvektor
T ds

mit der z-Komponente:
_dy

M = ds
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Einsetzen in Fly,:

Fy, d
i :—/ pK<so>—yds=—/ pic() dy
t Ax ds Ax

Um dieses Integral zu 16sen, miissen wir {iber y integrieren. Wir haben unsere Druck-
verteilung px jedoch als Funktion von ¢ gegeben. Deshalb haben wir dy in dy umzu-
rechnen.

Berechnung von dy:
In der Formel von d7 hatten wir schon das dy (die y-Komponente des Vektors!). Divi-
dieren wir durch dy so erhalten wir die gewiinschte Abhéngigkeit von :

o _ (%)
— 1
Op %

Hétten wir 7(¢), so konnen wir uns daraus ‘g—; berechnen und haben mit der y-
y

Komponente unser gesuchtes %:
. COs
=) (S0F)
sin ¢

T— (cos go)
=Ts— .
sinp \sin g
Wir brauchen nur die y-Komponente:

y(p) =rs(m— )

Op dp 5 2M U
- dy= oy
2MU o

Einsetzen in Fly,:

Fry q
= d

mit pk () von oben:

FH:): q pu2
— oo + d
oo i [ (e e o

21 2 21
q pu
— odp + e d
P {/0 Poo dip + = i cprc () w}

mit ¢,k (¢) von oben:

q 2m Qpuse [*T | sin2¢ sin 2
= 5 Pw / de + / - - de
2M U 0 a7 J T — T —

(. J/
-~

=0
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2w

=1 Poo®
QMUsy 0

g

= — Pco
Uso,
=b

FH:):
— poob
/ p

9.2 Potentialwirbel iiber Ebene.

Ein zweidimensionaler Potentialwirbel der Stirke I' befindet sich im Abstand h ober-
halb einer Ebene. Im Unendlichen sei der Druck p., und die Geschwindigkeit u., parallel
zur Ebene. Die Fliissigkeit sei inkompressibel und reibungsfrei. (Anwendung des Spie-
gelungsprinzipes)

Gesucht sind:

1. Stromfunktion und Geschwindigkeitspotential fiir diese Anordnung,
2. die Geschwindigkeitskomponenten,
3. der Druckbeiwert c,(x,0) an der Ebene,

4. die Kraft pro Tiefeneinheit, die auf die Ebene wirkt, wenn auf der Unterseite der
Druck ps, herrscht — zu welcher Beziehung vereinfacht sich der Ausdruck fiir die
Kraft fiir h > 17

5. Diskussion des Stromlinienbildes.

6. Wie schnell miissen sich zwei gleichstarke, gegendrehende parallele Wirbelfdden
bewegen, damit sie auf zur z-Achse parallelen Bahnen laufen?

Yy r

e

]

Poo

Do

9.2.1 Stromfunktion und Geschwindigkeitspotential

Das komplexe Potential setzt sich aus einer Parallelstromung und den zwei nach dem
Spiegelungsprinzip angeordneten gegendrehenden Potentialwirbeln zusammen:

F2) = oz — 123 In(z — ih) — i n(z — (—ih)

T 2T
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Fiir (z — ih) setzen wir Tlewl und fiir (z + ih) setzen wir ree®2. Es gilt r, =
\/— Ty = + (y + h)?, 1 = arctan = " hzw. oy = arctan y+h

Fz)=o+iV — &= Re(F(z)), U = Im(F(z))

r r

O(r, ) = U —p1— =
(r, ) = Uoer cOS @ + o1 = o)

r r
U(r, @) = T sinp — glnrl + glnrg

9.2.2 Geschwindigkeiten u(x,y) und v(x,y)

r r
\I/(x,y):uooy+2—1n 2+ (y—h)?2— —In+/22+ (y+ h)?
T

2m
oy~ O I y—h T y+h
— = —— = e EEEE—— - s
Y 0y 2r a2+ (y—h)?2  2ma?+ (y+ h)?
ov T x r x

B S RN e

Eine Uberpriifung der Randbedingungen (Wand) zeigt:

I'n

0) = toe + ——5——5+
(@, 0) = e + Zrr 7

Bemerkung: = — £00: u — Uy

v(z,0) =0

9.2.3 Druckbeiwert c, an der Wand
Aus der Bernoulligleichung folgt:

Poo + guoo p+ gﬁz
2 2, 2
D — Poo U U+ v
= opl@,y) = 0,2 :1_UT:1_ u2
u(x,0)? 2 h 2 h?
— 6(@,0)=1- uZ oo 2+ h2  m2u2, (22 + h?)?

9.2.4 Kraft pro Tiefeneinheit, die der Wirbel auf die Wand aus-
bt
Impulsbilanz

Mit ﬁW wird die Haltekraft der Wand bezeichnet. ﬁW = —ﬁW ist die Kraft, die der
Wirbel auf die Wand ausiibt.

7{ ov,dO = — f pﬁdO—FﬁW
KV KV
0
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—  Fy=-— fpﬁdO:—f pritds
OKV

OKV
+o0 —o0
= —/ pw<_€y> dxt—/ p(x,0)5y(— dz)t
—00 \W_'/ +o00 \ -_ /
Unterseite Oberseite

FW +oo p 400
= Ty = _/ (—Poo + p(,0)) dz = —Zu? / cp(x,0)de

o0
[e.o] 2 (e o]
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o _/ o b T .
- o oo \ MU 2+ h2  m2u2, (22 + h?)? *

2
2
_ P2 T
B 2 { 7ruoo 2h3}

— pu I+
P +47Th

Bemerkung: fir h —oo: Fy, #0

9.2.5 Fortschrittsgeschwindigkeit zweier gleichstarker,

drehender, paralleler Wirbelfiden

Impulsbilanz

jI{ ov,UdO = —pugoAé’x + puier} =0

oKV
fpﬁdO:f pooﬁdO—/pooﬁdO+/pﬁdO
i oKV G G
—_—

0

— [0-p)(-8)d0 = =5, [ (p(2.0) - pr)tds
G JG

Aus der Forderung Fyy,, = 0 folgt:

pI'
ol +—=0
pu +4h
r

— U = ——

47h

gegen-
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9.3 Unsymmetrisches, angestelltes Parabelbogenzwei-
eck.

Gegeben sei ein diinnes Profil mit den Koordinatenfunktionen y,(z) = 1672 (1 — x) /3
und y,(x) = =87z (1 — z) /3 fiir die Ober- und Unterseite, der Dickenparameter 7 sei
< 1. Das Profil wird mit der Geschwindigkeit v, unter dem Winkel ¢ < 1 angestromt.

Gesucht sind die Geschwindigkeitsstorungen und der Druckbeiwert c, an der
Profilober- und -unterseite, sowie der Auftriebsbeiwert c4.

Hinweise:
1 S 1 £ 3
T T
foren=3 fofieu=5
0 0

[emme-s s

fvl_ dg =7 (2x—1)

yfév d-¢ dg_—?’—[ 4(1—x)+§(1—x)2]

9.3.1 Geschwindigkeitsstorung an der Profiloberflache
Geschwindigkeitsstorung in y-Richtung:

Fir 0 <z <1 gilt:

16 i
L(x, 0F) = 7 [xh, + 1] = ?87(1 —2x) ... Obersen.:e
Hoo —37(1=2z) ... Unterseite

Geschwindigkeitsstorung in x-Richtung:
Dickeneffekt:

1

P1a.(z,0%) = é}é 1-2 d¢

m x—E&
0

1
4}51—290—%2:70—2{
T x—£

0

= Zhim [((20 = D)l = — § | +26) ;7 + (20— DIn [ o — € | +26) [1,.]

T e—0

dg
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_ 1 [2+(2x—1)ln

r—1
T

T
Anstelleffekt:
/1 _
(,023; x, 0i <
Wolbeffekt:
walx, 05) = 1/ (1—2¢)
Pruw,a( ) :F37T :pl—:p[ 5 £)d
T _ 5 3m
2 W8
= T4
VEL=9) 5
+ }é £ (1 —2&)d¢
0

T2 —1)—2. (—g [fr—él(l—x) %(1—9‘3)2]>
— —%+27T.%’—|—27T(1 z)?

4
=F—— | 21+ 27z + 27 — 4d7wx + 2 ?
3my/x(l — x) \[ ~ l
—27x + 272’
=2mx(x — 1)
8
— 4ozl -
ENa—
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Die Geschwindigkeitsstorung an der Profiloberseite in x-Richtung ergibt sich nun aus

der Summe aller drei Effekte:
r—1

T

U — Ugo 11—z

(z,0%) = i <2+ (22 —1)In

Uoo s

DiS?)T z(1—az)+e

T

9.3.2 Druckbeiwert ¢, an der Profiloberflache
Fiir diinne Profile mit schwacher Anstellung, d.h 7 < 1 und ¢ < 1 gilt:

U — Uso

cp(z,0%) = —2 (z,0%)

Uco

9.3.3 Auftriebsbeiwert cy

1 1 /g 1_
cA:—/(cpo—cpu)d:c:4/ <—T x(l—x)+e °) dz
0 0 3 x

AT
—_— e = 25
5 T




68 KAPITEL 9. POTENTIALTHEORIE

9.4 Bewegte Quelle.

Die stationdre Quellumstrémung wird durch das komplexe Potential

F(2) :uooz+%1nz

beschrieben. Man bestimme daraus Strom- und Bahnlinien fiir den Fall, dafs die Quelle

durch ein ruhendes Medium mit der Geschwindigkeit vr = —us.€, bewegt wird.
Hinweis:
cos™ x —1 cos" lx n—1 cos" 2z
—dzr = —— — ———dz, m#1
sin™ x m — 1sin z m-—1 sin T

9.5 Doppelquellenanordnung (ebenes Problem).
Man betrachte zwei Quellen im Abstand L mit den Quellstirken ¢; und g2 (¢1 > ¢2).

1. Ermitteln Sie Strom- und Potentialfunktion und daraus die Geschwindigkeitskom-
ponenten fiir dieses Problem (inkompressibel, reibungsfrei).

2. Wo liegt der Staupunkt, wie lautet die Gleichung fiir die Trennstromlinie (Polar-
koordinaten r, ¢)?

3. Man gebe die Parameterdarstellung r(¢) der Trennstromlinie an und bestimme
den Offnungswinkel des entstehenden Halbkorpers fiir r — oo.

9.6 Quelle vor einer Wand (ebenes Problem).

Gegeben ist eine Quelle der Quellstérke g im Abstand a vor einer Wand. Man bestimme
mit Hilfe der Spiegelungsmethode die Potential- und Stromfunktion fiir diese Anord-
nung und daraus die Geschwindigkeits- und Druckverteilung im gesamten Halbraum
(die Stromung sei inkompressibel und reibungsfrei). Wie sieht die Geschwindigkeits-
und Druckverteilung an der Wand bzw. im Unendlichen aus? Weiters ermittle man die
Haltekraft der Quelle durch geeignete Wahl eines Kontrollvolumens.
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Hinwess:

9.7 Halbkorper.

Gesucht sind die Geschwindigkeitsstorungen und der Druckbeiwert an den Oberflichen
folgender Profile:

1. Parabelhalbkérper: hy(z) = (0, 22(1 — ), 0.5) fiir (z <0, 0 <z < 0.5, x > 0.5),
2. Keilhalbkdrper: hy(z) = (0, z, 0.5) fir (z <0, 0 <z < 0.5, z > 0.5).
Skizzieren Sie die Ergebnisse!

Y Yy

Uoo

9.8 Ebene Parabelumstromung.

Man zeige, dals das komplexe Potential
F(2) = tso (z TV ZR\/E) N

die symmetrische Umstromung einer Parabel beschreibt, deren Scheitelkriimmungskreis
den Radius R hat. (Koérperkontur, Geschwindigkeitskomponenten, Geschwindigkeit und
Druckverteilung an der Kontur, Staupunkt,. .. )
Hinweis: Zur Bestimmung der Stromfunktion benutze man die Exponenti-
aldarstellung von y/z = /7 €2 und Halbwinkelsiitze der trigono-
metrischen Funktionen.
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9.9 Unsymmetrische, ebene Parabelumstromung.

Man zeige, dak die Superposition des komplexen Potentials
F(2) = us (z F 2@\/5> , ys0
und einer Kantenumstromung der Form
F(2) = useV20V/z

eine unsymetrische Umstromung einer Parabel beschreibt. (Kérperkontur, Geschwindig-
keitskomponenten, Geschwindigkeit und Druckverteilung an der Kontur, Staupunkt,. .. )

9.10 Rauchring.

Man betrachte die vereinfachte Darstellung eines Rauchringes mit dem Durchmesser d
(Skizze). Die geschlossene Wirbellinie habe die Zirkulation I" < 0. Gesucht ist die auf
der z-Achse im Abstand —b vom Ursprung induzierte Geschwindigkeit ¥ (Richtung und
Betrag).

Hinweis: Anwendung des Gesetzes von Biot-Savart.
i ly

Z

ds|

Gamma| |dphi
[phi

d €T

[rvec

9.11 Zylinderumstromung

Durch das komplexe Potential F/(z) = u, (2 + R?/z) wird die stationére, inkompressi-
ble und reibungsfreie Umstréomung eines Zylinders mit dem Radius R beschrieben. Die
ungestorte Anstromgeschwindigkeit ist .

Man bestimme die Strom- und Teilchenbahnlinien fiir den Fall der stationdren Zy-
linderumstromung und fiir die instationéire Betrachtungsweise, bei der man sich den Zy-
linder durch ein ruhendes Medium mit der Geschwindigkeit u., in negativer z-Richtung
bewegt denkt.



Kapitel 10

Ebene, kompressible Stromung

10.1 Wellige Wand.

Es sind die Geschwindigkeitsstérungen in einer Stromung iiber einer welligen Wand fiir
y > 0 zu bestimmen. Die Wand sei durch die Funktion y,,(z) = 7sin(27z) gegeben, der
,Dickenparameter” 7 ist klein gegen 1.

Man l6se das gegebene Problem fiir

1. inkompressible Strémung, d.h. M, < 1, durch direkte Losung der Laplaceglei-
chung und mit Hilfe der Profiltheorie (Singularitédtenbelegung),
Hinweise:
/xﬁl sin(ax — f7/2) dp— T 8-2

2T —57 e ™ a>0, Re(y) >0, 0 <Re(f) <2,

0

/ 2P cos(ax — B /2) Qo — zvﬂ_le*‘”
V2 + 22 2

, a>0, Re(y) >0, [Re(f)| < 1.
0

2. Unterschallstromung mit Kompressibilitatseinflufs, M., < 1 (Prandtl-Glauert-
Transformation),

3. Uberschallstrémung M, > 1,

und diskutiere die Ergebnisse.

Wand: y,,(z) = 7sin(27z) = 7he(x) ... Randbedingung
Potentialfunktion: ®(x,y) = te + UusoT@(x,y), ¢ ... Storpotential
Grundgleichung: A =0 — Ap=0

10.1.1 Inkompressibel: M, < 1

1. Losungsmethode: direkte Losung durch Separationsansatz

Produktansatz ¢(z,y) = f(z)g(y) liefert in Laplacegleichung eingesetzt

" ..
Patfi=0 — - I__x
f g

71
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mit der Seperationskonstanten A\?. Die Wahl des negativen Vorzeichens ergibt fiir f(z)
eine periodische Funktion (Randbedingung!). Somit ist

ffeXf=0 , §—Ng=0,
f(z) = Acos Az + Bsin Az, g(y)=Ce +De M .

Die Integrationskonstante C' kann sofort aus der geforderten Bedingung der Beschrankt-
heit der Losung lim,_,., ¢, = 0 zu null gesetzt werden: C' = 0. Es verbleibt

o(z,y) = (Acos Az + BsinAz) e |

Um das gegebene Problem einer analytischen Losung zuzufithren, muf die nichtlineare
Randbedingung fiir die Geschwindigkeit an der Wandoberfliache linearisiert werden:

o, (x,07) = h)(z) = 27 cos(2mz) .

Man erhélt
@y(x,07) = =X (Acos Az + Bsin Az) = 2 cos(2mz) |

womit die Integrationskonstanten und der Separationsparameter mit

A=2r, A=-1, B=0
festlegt sind. Fiir das Storpotential ergibt sich
o(a,y) = — cos(2m) e 2 |

und damit fiir die Geschwindigkeitsstorungen in - und y-Richtung

C2 (1, y) = mpu(2,y) = 207 sin(2mx)e 2
Uoo
L(a:, y) = 1o,(x,y) = 277 cos(2mx) e 2™ .
Uoo

Als wesentliches Ergebnis ist hier zu erwdhnen, dak die Geschwindigkeitsstorun-
gen fiir kleine Anstrommachzahlen (inkompressible Stromung), welche durch die
wellige Wand hervorgerufen werden, exponentiell fiir y — oo abklingen (siehe
Abbildung).

o

T ly
3 > U = const
\’_’/W
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2. Losungsmethode: Singularititenbelegung (Profiltheorie)

Dickenverteilung: hq(x) = sin(27x)
Quellbelegungsfunktion: m(x) = 2h/, = 47 cos(27x).
Fiir die Geschwindigkeitsstorung in x-Richtung ergibt sich:

o0

oulay) = 5 [ mie);

r— &) +y?

x—& d€:2/(x—§)cos(27rﬁ)d€.

(z— &)+

Substitution von x —& = u und die Verwendung von cos(a— () = cos a cos f+sin asin 3
ergibt weiters

— 00

oy =2 / cos[2m(x — u)]u(_ du)

u? + 9?2

o0

[ cos(2 [ sin(2
= 2cos(2mx) /%du +281n(27m)/%du
ur Ty ur Ty

=0 (unge?ade Fkt.)

sin(27u)u

:4sin(27rx)/ 5
u? 4 y?
/ Y

du

Die Verwendung des in der Angabe bereitgestellten Integrals mit den entsprechend iden-
tifizierten Parameterwerten a = 27, § = 2 und v = y ergibt schlieklich

0e(z,y) = 2w sin(2rz)e 2™ |

und daher in vélliger Ubereinstimmung mit dem Ergebnis von vorhin

w(l‘, y) = T, = 2n7sin(27x) e 2V .
Uoo

Fiir die Geschwindigkeitsstorung in y-Richtung erhilt man in analoger Weise

e} [e.9]

_i m # = = COS|\ 2Tt
soy(%y)—%/ (5)(x_§)2+y2d§—m—4y (2 )/

s 0

cos(2mu)

d
u2+y2 u

Mit dem Integral aus der Angabe, wobei fiir § = 0, a = 27 und v = y zu setzten ist,

ergibt sich

o, (z,y) = 27 cos(2mx)e ™ |

und daher y
—(z,y) = T, = 2n7T cos(2mx) e FY .
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10.1.2 Kompressibilititseinfluff schallnaher Unterschallstro-
mung:

Fiir Anstrommachzahlen, die noch im Unterschallbereich My, < Mgt S 1 liegen,

aber bereits Kompressibilititseffekte im Stromungsfeld erwarten lassen, kénnen gesuch-

te Stromungskenngréfien aus der Losung des entsprechenden inkompressiblen Problems
mit Hilfe der Prandtl-Glauert-Transformation gewonnen werden. Mit der Definition des

Prandtl-Faktors (3,

gilt dann beispielsweise fiir die Geschwindigkeitsstorungen im kompressiblen Fall

U= oo g ) = %“‘“%,ﬁy)i,
v v
@(Jf,y) = @(xaﬂy)l 5

wobei der Index ,i” die Losung des Problems fiir den inkompressiblen Fall kennzeichnet.
Die Anwendung der Prandtl-Glauert-Transformation auf das Problem der welligen
Wand liefert

i (z,y) = % sin(27z)e~ 20y |

Uco

L(x, y) = 277 cos(2mx) e 2

Hervorzuheben ist hier die im Vergleich zur inkompressiblen Rechnung grifere
Geschwindigkeitsstorung in z-Richtung sowie das langsamere Abklingen der
Storungen fiir y — oo.

10.1.3 Uberschall: M, > 1

Fiir Anstrommachzahlen M, > 1 hat die linearisierte gasdynamische Gleichung die
Form der Wellengleichung (hyperbolischer Gleichungstypus). Storungen, die von einem
bestimmten Raumbereich (Abhéngigkeitsbereich) ausgehen, breiten sich nicht im ge-
samten Stromungsfeld aus (— Einflugebiet). Die allgemeine, d’Alembertsche Lisung
dieser Gleichung in charakteristischen Variablen (&, 7n) fiir das Stérpotential lautet

p(&m) = F(&) +G(n)
mit
§=x—y\/M2 —1 (= const auf L. Machlinien) ,
n=xz+yy/M2 —1 (= const auf r.I. Machlinien) ,

und den zweimal stetig differenzierbaren, sonst beliebigen, Funktionen F' und G.
Im vorliegenden Beispiel breiten sich die Storungen durch die wellige Wand nur ent-
lang linkslaufender Machlinien im Strémungsfeld aus, demnach ist G(n) = 0. Aus der
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Randbedingung (Storung der Stromungsgeschwindigkeit in y-Richtung an der Wand)

ui = 0, (z,0%) = 7h.(x) ,  ho(z) = sin(2r)

folgt somit
-

p(z,y) = F(r,y) = —ﬁho(ﬂj -y

Fiir die Stromungsgeschwindigkeiten ergibt sich daher im gesamten Raumgebiet y > 0

M2 1)

. 9
Uuo:”l/ (x}y):gpx:#(jos |:27T<l'—y MC2>O_1>:| y
L(x,y) =, = 27T cos [2% (x —y/ M2 — 1)] .

uOO

Wie man sieht, stehen die Geschwindigkeitsstérungen iiber die Ackeretsche Formel
U — Ugo 1 v

i YT T AR T

miteinander in Beziehung.

(z,9)

Als wesentliches Ergebnis kann hier bemerkt werden, daf im Gegensatz zur (inkom-
pressiblen sowie kompressiblen) Unterschallstromung die durch die Wand hervorge-
rufenen Storungen nicht abklingen, sondern sich langs 1.I. Machlinien ungeddmpft
bis ins Unendliche ausbreiten.

— ; 1
Qx = arcsin Mo

10.2 Kanal-Uberschallstréomung (lineare Theorie).

Gegeben ist die Situation laut Skizze. Man bestimme die Geschwindigkeits- und Druck-
storungen im entstehenden Wellenmuster stromabwirts der Kanalverengung fiir

1. 1/y/M2% —1 < 2h/L und
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2. 1/y/M2, —1=2h/L fir r < 1.

3. Wie miifste die obere Kanalwand modifiziert werden, damit stromabwérts keine
Druckstérungen auftreten?

My >1

_

Poo TL

L

Lineare Theorie — d’Alembertsche Losung
Aus der linearisierten Gasdynamischen Gleichung folgt fiir die Potentialstérung ¢(z,y)
die d’Alembertsche Losung

o(z,y) = F (x —ycotas) + G (v + ycot o) -

Diese hat an der undurchléssigen Wand die Randbedingung

v (o)) = Land
Uoo ) v Py )wand d

zu erfiillen. Die Geschwindigkeitsstorungen in z- und y-Richtung lauten

S = @z :F’@-yCOtOzoo)+G'(x+ycotozoo)
Uco
v =@, = — ot g [F' (x — ycot as) — G' (2 + y cot ao)] -
Uoso

1
10.2.1 fiir (M2 —1) * < 2n/L
Die Stérungen breiten sich entlang der Geraden (Machlinien, Charakteristiken)

x £ y cot a = const.

aus. Daher macht sich eine Stérung, die von einer Wand des Kanals an einer Stelle z
ausgeht, erst an der Stelle x1 = z¢y + hcot a,, > z¢ an der gegeniiberliegenden Wand
bemerkbar. Dort wird die Storung reflektiert, und die reflektierte Storung erreicht bei
T9 = X1 + hcot a, wieder die erste Wand. Fiir die Strecke xo — x¢ gilt somit

To — Xg = 2h cot ap.

Aus der Angabe folgt

Cot Qo > —
2h

und schliefilich
Ty — T > L.
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Das bedeutet, daf die Storung, die von der Rampe an der unteren Wand verursacht und
von der oberen Wand reflektiert wird, erst stromab der Rampe wieder die untere Wand
erreicht. Dort erfolgt eine nochmalige Reflexion, und das Schema 1afst sich im Rahmen
der linearen Theorie beliebig weit fortsetzen, sodafs man das unten gezeigte Wellenbild
erhélt.

Poo
Yi
Uso 1
My >1
7L o 10=4
o L T

Wellenbild fiir cot e > L/(2h).

Geschwindigkeits- und Druckstérung
Gebiet D:

Im Gebiet 1 folgt aus der Anfangsbedingung v = us, v = 0 und den Randbe-
dingungen an der Wand

w0y (2,0) = — cot e [F'(2) — G'(2)] = 0,
wy(x,h) = —cot oo [F' ( — hcot o) — G’ (x4 hcot )] =0

dak F(x) = G(z) = const. O.B.d.A. darf die Konstante gleich null gew#hlt werden,
sodak iiberall im Gebiet (D)

pla,y) =0 —

gilt.
Bereich 2
Ab x = z( verursacht die Rampe an der unteren Wand eine Stérung. Diese beeinfluft
vorerst nur die Funktion F(z — y cot a ), da sich die Information iiber die Stérung nur
entlang der Geraden x £y cot a,, = const. und nur stromab ausbreiten kann. Daher gilt
im Gebiet @)

G(z +ycotas) =0

Fiir F(x — y cot a) lautet die Randbedingung (Bemerkung: F'(§,—o) = F(z))
0, (2,07) = —cotax F'(z) =7

Damit ergibt sich
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N (2.9) T ( o) U — Uso T
x,y) = — r—ycotay) — e = =—
Y cot Qe 4 1 Uoo cot e
v
pr g @ = T
U — Ugo 2T
Cp = —2 =
Uso cot o
Bemerkung:
Zwischen den beiden Geschwindigkeitsstorungen besteht die Beziehung von Ackeret:
Pz = —m%-
Die Druckerhéhung im Bereich ) ergibt sich zu Ap = gugocp.
Gebiet @

Im Gebiet @) treffen linkslaufende Wellen aus Gebiet ) erstmals auf die obere Wand.
Daher ergibt die Auswertung der Randbedingung dort

-
Jh) = —cotag | — —G'(z+hcotas)| =0
wy(x, h) cot a pr— (x cot aeo)
T T
G(n) =— = — t oo
- (77) cot o " cot (x+yco “ )

Somit gilt fiir die Potentialstorung

T

(x — ycot as) — (x 4y cot )

cot s cot o
2T
=— T
cot s

o(r,y) =

Die Ausdriicke fiir die Geschwindigkeitsstérung und den Druckbeiwert lauten

U — Ugo 2T
= - )
Uso cot
47
Cp = .
P cot Qoo

Bemerkung:
¢, = 0 bedeutet, daf im Bereich (3) wieder eine horizontale Parallelstromung herrscht.

Gebiet @
Ahnliche Uberlegungen ergeben fiir das Gebiet @):

(.0 =0 — F=¢

zusammen mit

Gebiet B
Im Gebiet ) wiederum gilt

o(z,y) = — (x4 ycot o)

cot s
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27
cot Qe

Cp =

Gebiet ©
Im Gebiet ) wiederum gilt

zusammen mit

= Gebiet ©=@®.
Gebiet (7)
Im Gebiet (7) wiederum gilt

py(2.0) =0 — F=¢

zusammen mit

o T L, g __T
cot cot Qi
T
— F= pr— (r — cot asy)
2T
= Sp(x’y)__cot%ox
U— Uso 2T
Uso  cot oo
AT
@ = cot (oo
= Gebiet D=0.
Gebiet ®
Fiir das Gebiet §) findet man weiters Gebiet ®=Q2).
Gebiet 9
Fiir das Gebiet (9 findet man weiters Gebiet Q=0).
Gebiet @0
Fiir das Gebiet (9 findet man weiters Gebiet (9= .
Gebiet @)
Fiir das Gebiet @) findet man weiters Gebiet (D=0 .
Gebiet @2
Fiir das Gebiet @ findet man weiters Gebiet ©@=®).
Gebiet @3
Fiir das Gebiet (3 findet man weiters Gebiet (3=0).
Gebiet 19

Fiir das Gebiet @4 findet man weiters Gebiet (9=2).

79
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10.2.2 fiir (M2, —1) = 2h/L und 7 < 1

Fir cot as = L/(2h) féllt der Punkt z; mit dem Ende der Rampe an der unteren
Kanalwand zusammen. Es ergibt sich folglich das unten gezeigte Wellenbild.

Poo
Uoo 3
—= 1 Y 2
My, >1
TL
-
L T

Wellenbild fiir cot e = L/(2h).

Fiir die einzelnen Bereiche erhélt man nun die Losungen (Berechnung wie vorher):
Gebiet (D:

o(x,y) =0, ¢, =0.

Gebiet @):
(2,9) —( b o)
xr,y) = — T —ycotay) ,
P\, Y ot o Yy
2T
Cp, = )
P cot s
Gebiet :
2T
pla,y) = —— s ®
4t
Cp = )
P cot s

10.2.3 Wie miifste die obere Kanalwand modifiziert werden, da-
mit stromabwirts keine Druckstorungen auftreten?

Die Druckstorungen stromabwirts der Rampe werden durch die Reflexion an der oberen
Kanalwand verursacht. Die Wand ist daher so zu modifizieren, daf die Randbedingungen
durch die eintreffenden linkslaufenden Wellen allein schon erfiillt werden. Dies wird durch
die unten gezeigte Anordnung erfiillt.
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L
T
Poo 0
_ 2T C, =
Y Cp = ot Qoo P

_»

Uoco

T
L x

Modifizierter Kanal mit verschwindenen Druckstorungen stromab der Rampe.

Bereich @
In Bereich (D gilt
F=G=0,

d.h. ungestorte Parallelstromung. Bereich 2
Im Bereich @) gilt F #0, G=0.

-
= go(x,y):F(:c—ycot&oo):—COt& (z — ycot )
2T
C, =
P cot
Obere Wand:
<1 TX oy=0,0<2x<L
T : nd =
YWand h+7(x —hcotas) ...y=h, hcotas, <z < L+ hcotay

—  y(r,y =h) = —cot e (F'(z — hcot ax) — G' (x + hcot )

- ) Z

T+ cot aG'(nl,,) =7
G'(ly=p) =0 —G(n) =0

—  —cotas, | —
cot a
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10.3 Angestelltes Rautenprofil in Uberschallstromung
(lineare Theorie).

Ein diinnes Rautenprofil der Dicke 7 < 1 wird unter dem Anstellwinkel ¢ < 1 einer
Uberschallstrémung M, > 1 ausgesetzt (siehe Skizze).

Man berechne mit Hilfe der linearen Theorie die Geschwindigkeitsstorungen oberhalb
und unterhalb des Profils sowie den Widerstand und den Auftrieb in Form von ¢, und
Cq-

Bei welchem Wert von a wird der Widerstand bei gegebener Anstellung € und Dicke
7 minimal?

10.3.1 Geschwindigkeitsstorung an der Profiloberfliche

Naherung fiir schwache Anstellung ¢ < 1:

Y
ek 1
. Yo
2
T
a T “' rsineg ~ x-¢
T/
:I:éx—sx 0<zr<a
You = r
iZ(l—a)(l r)—er a<z<l
1 €
Yo 3qL — ZX <z<a
ho(.’L’)_—: 21 €
T 2(1%)(1—3:)—;.7; a<z<l
1 €
Yu 5L+ =% 0<z<a
T m( —.T)‘i‘;l' a4 ST S

Linearisierte Randbedingungen:
Aus der Potentialfunktion ®(z,y) = uee® + uscp(x,y) folgt:

U= P, = Uy + Uso P
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U — Uoo
RN (px:
uOO
v =Py = Uy
)
N (p e
YT e

Die allgemeine Losung fiir ¢ lautet (o, = arcsin 1)

Moo
F(xr —ycotas) ... Profiloberseite
x,y) = F(r—ycot as)+G(x+ycot ay) =
ez y) =y ) TGty ) {G(m +ycotas) ... Profilunterseite
mit den Randbedingungen ¢,(z,0%) = —cotanF'(z) = 79 bzw. ¢, (z,07) =
cot aG'(z) = —79=. D.h.
v Oh
—(z,0%) = 72"
Uso (z,0%) g or
1 [
1« 0<uz<
h;(x):{% 17 _ ST >a
T 2(0—a) T a<z<l
1 3
> + = 0<z<a
h;(l’) — {261 17' . = >~
—m + P a S Xz S 1

bzw.

Uoo 2(1—a) €
Die Beziehung von Ackeret liefert uns:
U— U 1 v
10.3.2 Druckbeiwert ¢,
cp(x,0%) = =2 (2,0%) ==+ —(z,0%)

Uso VM2 — 1 U

2(£7h,,) 27h, ,
= :i: 2 = 2
VM2 -1 /M2 -1
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10.3.3 Widerstandsbeiwert ¢,

Das Kontrollvolumen KV verlaufe entlang der Profiloberfliche.

Cow = — c,ng do = / h'2 h'2 dx
iKv g \/]\42
dh dh
mit  n,(z,07) = —7 d:pO’ ng(z,07) = —7 d;

o= g ) )
(a9 + (o +s)

o Lo
_,/M§O_1 2a(1 —a) 72

Minimaler Widerstand bei gegebenen c:

+

aCW 1
aa —0—(1—(1)—1—(—@) — a_§

B 472 1 g2
Cw - \/W 7_2
10.3.4 Auftriebsbeiwert ¢,

Co = —j{ cpny do = ——==h,(1)
OKV

mit  n,(2,07) =+1, n.(z,07)=-1
Mit h,(1) = £ ergibt sich

Bemerkung:
Der Auftrieb hingt nicht von der Profilform ab!



Kapitel 11

Nichtlineare Effekte bei
Uberschallstromungen

11.1 Rautenprofil in Uberschallstrémung.

Ermittle den Widerstandsbeiwert eines nichtangestellten, spiegelsymmetrischen Rauten-
profils fiir Mo, = 1,6, poo = 1 bar, Too = 288 K, k = 1,4 und ¢, = 1005 J/kg K

1. mit Hilfe der linearen Theorie,
2. unter Beriicksichtigung nichtlinearer Fffekte.
3. Man diskutiere das sich ergebende Stromungsbild.

Yy
M., 20 20

R ——

1 i

11.1.1 Geschwindigkeits- und Druckstorungen

Ungestorter Anstromzustand:
Die Werte fiir poo und M?_ im ungestorten Anstrémzustand entnehmen wir entweder der

Tabelle zum Charakteristikendiagramm fiir K = 1,4 und M, = 1, 6, oder wir berechnen
sie wie folgt:

M2

M*, = = — 1,425

T4 =T(MZ, - 1)
0 - ]- _ﬁ

p—:<1+“ Mgo) — 0,235 —  pay = 4,25 bar

Po0 2

1 1
Machwinkel: sina,, = — — a4 = arcsin = 38,7°

o0 Y

85
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Zustand in Bereich 1

Y
Prandtl-Meyer-Fécher
schiefer Stof schiefer Stof
) @ ©)
1922
!
Mz ,‘,,,,,,%/////// 2k -
T

Von der Spitze des Rautenprofils breitet sich ein schiefer Verdichtungsstofs mit dem
Stokwinkel v, aus. Fiir 1 = 10° und M, = 1, 6 ergibt sich entweder aus Gleichung (5.8)
des Vorlesungsskriptums

1 M2
K+ s _1)

cotd; = tan
! %( 2 M2 sin®y; — 1

oder aus dem Stofspolarendiagramm ~; = 51, 1°.
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StoBpolaren-Diagramm fiir » = 1,400

M7 erhélt man ebenfalls aus dem Stofspolarendiagramm oder errechnet sich wie folgt:

Moon = Mo siny; = 1,245
MAM* = MY MY =1

Prandtl-Relation:

p1 errechnet sich:
Moon -

M1 —

Mln = M1 Sin(’)q — 191)

(Isentropentabelle)

(Isentropentabelle)

—
—

—

Bo
Do
b1

P1o
Pc0

(Isentropentabelle) M’ = 1,191
M, = 0,84
(Isentropentabelle) M, = 0,817
My,
M = ——  —1,240
sin(y; — ¥4)
(Isentropentabelle) M7 = 1,188
— P10 _ 988

— = 0,396

P1o
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J4! P1 P10 Pwxo0

= 22— 0,3914 -0, 988 -

Poo P10 PO Poo 0,235
—  p1 = 1,643 - ps = 1,643 bar

= 1,665

Bemerkung:
Das Ruhedruckverhéaltnis 22 kann von der strichlierten Linie im Stofipolarendiagramm

abgelesen werden.

1 1
Machwinkel:  sin oy = M, —  «q = arcsin m =53, 8°

Zustand in Bereich 2

Uber die Kante vom Bereich (I) nach Bereich ) wird das Medium isentrop (verlustfrei)
beschleunigt (Prandtl-Meyer-Fécher), d.h. B2 = 1.

Das Charakteristikendiagramm gilt fiir M* = 1. Wir miissen also zuerst das Medium
durch eine fiktive Umlenkung um 9 auf Mj = 1, 188 beschleunigen und koénnen erst
dann den Wert von Mj bestimmen.

Aus der Tsentropentabelle lesen wir folgende Werte ab:

MT = ]_, 188 = 1921 = 4, 6 — 1921 + 1922 = 24, 6°

— M;=1,603 — My=1,936
— P2
P20
1
o B2 _P2 P P gy~ — 03613
0 P o 0,396

—  py=0,356-p; =0,356-1,665 = 0,594 bar

1 1
Machwinkel: sinag = E — @ = arcsin m =31,2°
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Charakteristiken-Diagramm fiir » = 1,400

titach, Ga

10°.

1,004 bar

- D3

1,692

p3
P2

r=1,413
0,2427

b3 _
DPo3

1,527 — M
0, 986

Y3 = 40, 70

M;
Poe

Die Berechnung erfolgt analog zum Bereich (I) mit dem Umlenkwinkel 15
Pos

Zustand in Bereich 3
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11.1.2 Widerstandsbeiwert ¢,

a. Lineare Theorie:
(sieche Beispiel 9.3)

Mit tand = IT/; = 7 < 1 ergibt sich der Widerstandsbeiwert zu

472

VMZ 1

r=tand; = 0,176 — ¢, = = 0,0996

b. Nichtlineare Theorie:
Impulsbilanz auf der Kérperoberfliche

o:—fpmm+ﬁ} _»jir-fpmw
~—~—
0KV _RB 0KV

Aus Symmetriegriinden ist R, = 0 (d.h. der Auftriebsbeiwert ¢, = 0)

R, = — f pn, dO
KV

-7 0<x<0,5
T 0,5<z<1

Oberseite
mit n, = —7h,, =

Unterseite

—r 0<2<0,5

T 0,5<z<1

ds ~ —dx ...Oberseite

ds~ d ... Unt it
—]{ pn, dO = —jI{ pnbds mit ° v Unterseite
OKV OKV

1/2 1 1/2 0
- R,=- / pl(—r)bdx+/ pgdex+/ pgrb(—dx)—i—/
0 1/2 1 1/2

= (p1 — p2)7b

Fw R,  pi—po

P, 2 A Px,2 1p P2
Seuz A seuZ 1b SouZ

= ¢y =

NS

mit tan £ = 7

cw = 0,1032

p1(—7)b(— dx)}
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11.1.3 Stromlinienbild

Stromlinienbild eines symmetrisch angestellten Rautenprofils in Uberschall-
stromung:

Beginn der Stofkriimmung

drehungsbehaftet

Stromlinienbild einer angestellten Platte in Uberschallstrémung;:

Sco

11.2 Umlenkung eines Uberschallfreistrahls.

Ein Uberschallparallelstrahl eines idealen Gases mit x = 1,4 und ¢, = 1005 J/kg K mit
My = 2 und T, = 293 K trifft auf eine unter einem Winkel ¢ = 10° geneigte Platte. Der
nach dem schiefen Verdichtungsstof entstehende Uberdruck muf am Strahlaufenrand
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durch eine Prandtl-Meyer Expansion auf Umgebungsdruck p, = 1 bar entspannt werden
(am Strahlaufenrand ist immer p = p,,).
Man bestimme

1. den Druck p.,, die Geschwindigkeit u., und die Schallgeschwindigkeit c,, im un-
gestorten Parallelstrahl,

2. die sich ergebenden Stromungsverhéltnisse im reflektierten Strahl nach der linearen
Theorie (Driicke und Geschwindigkeiten im entstehenden Wellenmuster),

3. das sich nach der nichtlinearen Theorie ergebende Stromungsbild und den Druck
p1, die Machzahl M; und die Geschwindigkeit u; nach dem schiefen Verdichtungs-
stofs sowie

4. den Druck p,, die Machzahl M, die Geschwindigkeit us und den Umlenkwinkel
am Strahlaufienrand nach der Expansion.

Pu

Mator g

7777

11.3 Schwingender Freistrahl.

Ein ideales Gas mit x = 1,4 und ¢, = 1005 J/kg K stromt als Uberschallparallelstrahl
aus einer Diise gegen den Umgebungsdruck p, = 1 bar aus. Der Ruhedruck im Kessel
ist po = 10 bar, die Ruhetemperatur 7y = 560 K und die Machzahl im Miindungsquer-
schnitt H -t (¢ ... Tiefeneinheit) ist mit M; = 2 gegeben.

Man bestimme

1. den Druck p;, die Geschwindigkeit u; und die Schallgeschwindigkeit ¢; im Gebiet
@,

2. mit Hilfe der [linearen Theorie den Expansionswinkel &, die Ge-
schwindigkeit wy und die Machzahl M, im Gebiet @), Hinweis:
Am Strahlrand muf jeweils Umgebungsdruck herrschen.

3. die Werte von e, us und My aus der nichtlinearen Theorie.

4. Man vervollstindige das Wellenmuster des Freistrahles weiter stromab und gebe
die Wellenldnge des periodischen Musters bei gegebenem H und kleinem ¢ an.

5. Wie dndern sich die Stromungsverhéltnisse, wenn der Uberschallstrahl gegen Uber-
druck austritt? (p; < py).
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Do, TO

11.4 Kanaleinlauf.

Am Einlauf eines ebenen, symmetrischen Kanals entsteht das skizzierte Stromungsmu-
ster, wenn der Kanal mit Luft (ideales Gas k = 1,4, R = 287 J/kg K) unter M, = 3
und p,, = 1 bar, T, = 288 K angestromt wird. Die schiefen Verdichtungsstofse sollen
nach dem Auftreffen auf das Ende des konvergenten Teiles des Kanals nicht reflektiert
werden. Man berechne

1. die Machzahlen, Driicke, Ruhedriicke, Dichten, Temperaturen, Schallgeschwindig-
keiten und Winkeln in den Gebieten (D und ),

2. die Gesamtentropieerhthung,
3. das Verhéltnis L/H, damit das skizzierte Stromungsbild realisiert werden kann.

Hinweis: Trifft der zweite Verdichtungsstof nicht auf die Kanalkante, so
ist eine Skizze des entstehenden Wellenmusters nach der linearen
Theorie fiir die Berechnung hilfreich.

L

10°
}
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Kapitel 12

Diinne Reibungsschichten

12.1 Laminare, selbstihnliche Grenzschichten (ebenes
Problem).

Ausgehend von der reibungsfreien Potentialstromung soll durch Ubergang auf reale,
reibungsbehaftete Stromungen,welche die Haftbedingung an einer Korperoberfliche er-
fiillen, die Grofsenordnung der sich ausbildenden Reibungsgrenzschicht ermittelt werden.
Durch Einfiihrung geeigneter dimensionsloser Grofen ermittle man aus den Grund-
gleichungen (inkompressibel) im Grenzfall Re — oo die Grenzschichtgleichungen mit
dementsprechenden Randbedingungen. Unter welchen Bedingungen sind die Grenz-
schichtprofile selbstdhnlich? Fiir selbstdhnliche Grenzschichten bestimme man die Ver-
driangungsdicke 0* und den lokalen Reibungsbeiwert c’f und spezialisiere die Ergebnisse
fiir die einseitige Plattenstromung.

12.1.1 Grundgleichungen

Voraussetzungen: konstante Stoffwerte, ebene, inkompressible Stromung.

Grundgleichungen
(*” bedeutet dimensionsbehaftete Grofe)

ou  0Ou
MB — 4+ —=0
oz Ty
IBx ... ﬂa_u+@a_u:_ja_]~)+ﬁ@+lj@

0
By ... oo+ iee =50 4

Abschitzen der Grenzschichtdicke 4 aus Dimensionsbetrachtungen

95
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e Qe

e charakteristische molekulare Impulstransportgeschwindigkeit ~ %B

e typische Teilchenverweilzeit ~ g—i,

— Grenzschichtdicke: & ~ 28.Ls R R 7T S
G 1) 5T bzw i Titn = Vic

— Quergeschwindigkeit aus MB: o ~ 5i bzw. i ~ \/% Grenzschichtko-

1

1

ordinaten
Nach dem Einfiihrung der dimensionslosen Grofen ,, Grenzschichtkoordinaten”

x:fE, y==—VRe, u:~u, 'U:~U\/Re,
LB LB UB U

B
_P—DB
peU%

V= 5

=1, p=~£=1, D
PB

S

wobei mit Ly eine charakteristische Bezugslinge, Re = UsLs/;  die Reynoldszahl, Ug
eine geeignete Bezugsgeschwindigkeit, p die Dichte, 7 = #/; die kinematische Zhigkeit,
p der Druck und mit dem Index ’B’ Bezugsgrofen bezeichnet werden, ergeben sich die
Grundgleichungen zu

ou Ov
MB AL
Ox + oy 0,
ou  Ou op  0*u 1
IB g = 2 .
- " ox +U8y or  Oy? 0 <Re) ’
1 v v dp 1

Unter Grenzschichtndherung erster Ordnung versteht man nun den iibergang Re — oo.
Die sich daraus ergebenden Grenzschichtgleichungen lauten

ou Ov

MB — 4+ — =
Ox + oy 0,
ou  Ou op *u
1B gu G2 _ % Tu
- Y or +U8y ox * oy?’
op
IB o = — = i
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und die Anpassungsbedingung am Grenzschichtrand an die reibungsfreie Aufenstromung

lim u(z,y) = lim U(z,Y) = Uy(x) .

Y—00 Y —0

Dabei wird mit U(x,Y) die Geschwindigkeitsverteilung der reibungsfreien Aufenstro-
mung um den betrachteten Korper, mit U, (z) der daraus resultierenden Wandgeschwin-
digkeit an der Korperoberfliche Y = 0 und mit Y die ungestreckte Koordinate senkrecht
zur Korperoberfliche bezeichnet. Die dimensionslose Form der Bernoulli-Gleichung lie-
fert den Zusammenhang zwischen dem der Grenzschicht aufgeprigten Druckgradienten
und der Wandgeschwindigkeit

2o d W __,
dx dx Ydr

Stromfunktion .
Die dimensionsbehaftete Stromfunktion ¢ (Z, ) hat die bekannte Eigenschaft

so gilt

Das Einfiihren der Stromfunktion in die Grenzschichtgleichungen liefert

MB ... Vya = Yay =0,
dU,
IB,X . wy'l/}yx - wx’l/}yy - UUJE - wyyy =0.

Im folgenden wird der Frage nachgegangen, unter welchen Bedingungen die Geschwin-
digkeitsprofile in der Grenzschicht geometrisch dhnlich sind.
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A Uw<I)
Yy S
I
o(x) >
x
—_y
=5
0 1 =
Ahnlichkeitslésung

Mit dem Ansatz bany)
_ v _ Uy
"=5@ T S

wobei mit n(z, y) die sog. Ahnlichkeitsvariable und 6(z) die Grenzschichtdicke bezeichnet
werden und f(n) die Rolle der Stromfunktion iibernimmt, wird

af on
— :5 _— — =
u=ty =005 5L = Uk,
—
Vs
0 o)
U= —% = _a_x(éUw)f + Uwa_xnﬁﬂ
Yyoe = .oy Yyy= ..., Py =... (selbst rechnen!).

Fiir die Impulsbilanz in Strémungsrichtung ergibt sich damit

00 oU,, ou,,
IB’X fm???_'_ffnn Uw5_+52— —|—(1—f2)52_ =0.
ox or n O
N ) T
A

Selbstidhnlichkeit liegt nur dann vor, wenn A = const und B = const gilt. Die Stromfunk-
tion f ist dann, wie gewiinscht, ausschlieklich eine Funktion der Ahnlichkeitsvariablen
1, und die Impulsbilanz reduziert sich auf eine gewdhnliche Differentialgleichung. Keil-
stromung

Was bedeuten die Bedingungen A = const und B = const fiir die mdgliche Form der
Wandgeschwindigkeit U, (x) und der Grenzschichtdicke §(z)?
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Eine wichtige Losungsklasse sind die sog. Keilstromungen, fiir sie gilt folgender An-
satz
Up(x) =2, d(x)=Cua", C, = const.

Damit gilt
B =const: C2z"maz™'=const — 2n+m-1=0 — n=-——,

2
A=const: 2™"7'C2(n4+m)=const =1 gewdhlt — C,=4/—,
m+1

d.h. falls die Wandgeschwindigkeit aus der Potentialtheorie durch eine Potenzfunktion
Uw(z) = 2™ beschrieben wird, ergibt sich die entsprechende Reibungsgrenzschichtdicke

zu
2 1-m
5(x)—\/m+1x :

Die Impulsgleichung reduziert sich auf die Falkner-Skan-Gleichung

f”/—l—ff"—l—ﬁ(l—fa):(], ﬁ:%,

mit den Randbedingungen

n=0: f(0)=f'(0)=0 (Haftbedingung),
n—oo: flloo)=1 (Anpassungsbedingung) .

Fiir praktische Rechnungen sind die Verdringungsdicke 6* und der lokale Reibungsbeiwert
s von Bedeutung. Es ist

0" (x) = 7 (1 - U%) dy = 6(x) 7[1 = J'(m)]dn = é(z)pr,

die dimensionsbehaftete Verdrdngungsdicke ergibt sich daher zu
5 55 ()L 5 ()L

5 () = ()L 1g) "B

v Re Vv Re

Die Wandschubspannung 7,, errechnet sich aus

baw. 6" (&) =

) =il =pl YReg
dy §=0 Ay y=0 Lp
und der lokale Reibungsbeiwert daraus zu
C/f(ZL') — 7~—w~(l‘) — 2 % — 2Uw(l')f//(0) )
paU3/2 VRe 0yl | da)VRe
——r

wyy:Uwa”(T])

Die Verdringungsdicke wird z.B. fiir die Korrektur der reibungsfreien Aufenstromung
bendtigt (hierarchisches Konzept der Grenzschichtrechnung, Grenzschichttheorie hohe-
rer Ordnung) und der Reibungsbeiwert zur Berechnung des Reibungswiderstandes, den
der betrachtete Korper in der Stromung erfihrt.
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B~ —0.1988

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

f'(n)

Geschwindigkeitsprofile einiger Falkner-Skan-dhnlichkeitslosungen.

5 T T T T T T
n
4 B~ —0.1988 I
/
3 -
2| i
_ 0.

1k i
05 1

O | | | | |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
f"(n)

Schubspannungsverteilung einiger Falkner-Skan-dhnlichkeitslosungen.
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Stromungstyp 16 m f7(0) 4
Abloseprofil | -0.1988 | -0.090 0 2.3586
ebene Platte 0 0 0.4696 | 1.2168

Keilstromung 0.1 1/19 | 0.5870 | 1.0803
7 0.2 1/9 | 0.6867 | 0.9842
7 0.3 3/17 | 0.7748 | 0.9110
K 0.4 1/4 | 0.8544 | 0.8526
K 0.5 1/3 | 0.9277 | 0.8045
7 0.6 3/7 10.9958 | 0.7640
K 0.7 7/13 | 1.0598 | 0.7291
K 0.8 2/3 | 1.1203 | 0.6987
7 0.9 9/11 | 1.1777 | 0.6718

Staupunkt 1 1 1.2326 | 0.6479
Zusammenstellung einiger Daten fiir Falkner-Skan Ahnlichkeitsstromungen.

Plattengrenzschicht:

Uw:[jB:const. — Uy,=1 — m=0,06=0

1.7208 _ Ug
z, Rei = =
Rei, VB

ISX

8(r)=V2r, & =V22-12168=17207v/z — " =

, 2-0.4696 0.664 0.664
Cr, = = —=
I V2rvRe zvRe +Res

12.2 Reibungsbehaftete, ebene Keilumstromung ho-
her Re-Zahl.

Ein Keil mit dem Keilwinkel von 36° wird parallel zur Symmetrieachse angestromt. Das
unschraffierte, reibungsfrei gelagerte Gleitstiick (Bezugslédnge L p) wird in der gezeich-
neten Lage (Haltekraft F') gehalten ('kennzeichnet dimensionsbehaftete Grofen).

Man bestimme

1. die Wandgeschwindigkeit U, (x) der reibungsfreien Aufenstrémung,
2. die dimensionsbehaftete Dicke der sich ausbildenden Reibungsgrenzschicht é(z),

3. den Reibungsbeiwert c;(z) und den Anteil der Haltekraft Fg, der sich aufgrund

der Wandreibung am Gleitstiick (Breite b) ergibt (die Bezugsgeschwindigkeit sei
UB)7
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4. den Anteil Fp der Haltekraft F, der sich aufgrund der Druckverteilung am Gleit-
stiick ergibt. Auf der Hinterseite des Gleitstiickes herrscht der Druck pg, an der
Keilvorderkante der Staudruck p,,(0).

v 5
_ ja

12.2.1 Wandgeschwindigkeit U,(z) der reibungsfreien Anstro-

mung
Aus dem Keilwinkel ¢ = 36° erhalten wir (siche Tabelle Bsp. 11.1)
2T

2 1
BﬂzSGOZE — B:E:O’Z = aus Tabelle: m:§

o=

= Uyz)==x

Bemerkung:
Auftenstromung mittels Potentialtheorie:

F(z) = 2" =1"(cos(np) +isin(ny)) = & =r"cos(np), ¥ =r"sin(nyp)
Auf der Keiloberfldche gilt ¥ = 0.

9 10
m(r,wzw—%):rnsm(nl—g):o - n=7
0P 10
= Uw(r)=u(r,0) = — = nr"" ! cos(ny) ="l = o
or | - - 9
1
- Uw(T’) ~ Té — m = §

12.2.2 Grenzschichtdicke

Fiir die dimensionslose Grenzschichtdicke bedeutet das

2 1m 2:9 s 9 4
5($) = —x 2 = —r2'9 = —29
m+1 10 )

Umrechnung auf dimensionsbehaftete Grofen

ol

. Ly |9 Lg
5(1’):5(1’)@— gmx
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. 9 1 ip.. [9Id
bzw. 0(z) = L5 = =

gVReEé B 5\/Re

12.2.3 Reibungsbeiwert ¢

Der Reibungsbeiwert ¢, ergibt sich mit f”(0) = 0,6867 (Tabelle) zu
f

¢ () — a2 "(0)

A d(z)vRe
2-3;%.0,6867.\/%
B x%\/Re
1,024 s
et €T 9
v Re

12.2.4 Haltekraft ' = Fp + Fp

Fr — Anteil der Haltekraft, der sich aufgrund der Wandreibung am Gleit-
stiick ergibt:

ppU%-~ 1,024 (1 s
= bLg
2 vV Re 0

_ﬁBUBZ;E 1,536
2 B\/Re
T

Fp — Anteil der Haltekraft, der sich aufgrund der Druckverteilung am
Gleitstiick ergibt:
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Druckanteil in 2’-Richtung:
_ (1
Fp :jI{ pridO - ( )
oKV 0
- e . Com 1 T (0 1
- [b/o pw(z) dZ (— Sm(ﬁ>(0) —1—005(1—0)(1)) (O)

1
— blpsin() / (ﬁ(O) —ﬁB§x3> d +bL sin(<5)fo
0

10
Pu(0)—p5 LB 2
~~ T - 9 _ U2 5
=bLp Sm(l_O) Do + ﬁﬂB7B — Pw(0)

12.3 Lokale, ebene Staupunktstromung.

Die Stromung in der Nihe eines Staupunkts kann im reibungsfreien Fall durch das
komplexe Potential F(z) = 2?/2 beschrieben werden. Daraus berechne man die Ge-
schwindigkeit an der Koérperwand und priife, ob die Voraussetzung fiir die Einfiigung
einer selbstdhnlichen Grenzschicht gegeben ist. Ist das der Fall, gebe man mit Hilfe der
Ergebnisse von Einfiihrungsbeispiels die Verdrangungsdicke und den lokalen Reibungs-
beiwert an.

12.4 Schmierspalttheorie.

Man betrachte die skizzierte Situation einer Kunststoffplattenherstellung: Zwei Endlos-
metallbdander werden iiber Reibrollen mit der Umlaufgeschwindigkeit u, angetrieben.
Uber eine entsprechende Anordnung wird von links fliissiger Kunststoff in den Spalt
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(=,Schmierspalt”) zwischen den Béndern zugefiihrt. Durch die ensprechende Formge-
bung des Spaltes (Hohe 2h(x)) wird der Kunststoff verdichtet. Am Ende des Spaltes ist
das Material durch Wiarmeentzug so weit abgekiihlt, daf es ,erstarrt” ist und in Form
einer Endlosplatte mit der Umfangsgeschwindigkeit der Metallbdnder, ug, gegen den
Umgebungsdruck p, abgezogen wird.

1. Fiir den stationdren Betrieb und der Annahme konstanter Stoffwerte bestimme
man unter Beachtung der Randbedingungen fiir Geschwindigkeit und Druck mit
Hilfe der Schmierspalttheorie den Geschwindigkeitsverlauf u(x,y) und den Volu-
menstrom V sowie den Druckverlauf p(x) in Abhiingigkeit der halben Spalthéhe

2. Man werte die erhaltenen Ergebnisse fiir folgenden (linearen) Spalthohenverlauf
(s. Skizze) aus:

ho—i(ho—hl) 0<xz<L;,
Ly

hrp — hy
L—1,

h(z) =

(x—L)4+h, Ly <z<L.

Vergleichen Sie Thre Ergebnisse mit dem Diagramm fiir den Druckverlauf unter den
gegebenen Grofen: L =50 m, Ly =40 m, hg =5 mm, h; = 1,5 mm und Ay = 2,5 mm.
(Die eingezeichneten Geschwindigkeitsprofile sind auf die jeweilige Spalththe bezogen.)
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Kapitel 13

Anhang

13.1 Colebrook-Diagramm.
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13.2 Zustands-

KAPITEL 13. ANHANG

und Geschwindigkeitsgrofsen

1m

Stromfaden bel isentroper, stationarer Stro-
mung (k= 1,4)
Unterschalltabelle
" - P 3 T po pre—
Do Po Th p*c
0,05 0,055 0,998 0,999 1,000 0,086 0,999
0,1 0,109 0,993 0,995 0,998 0,172 0,995
0,15 0,164 0,984 0,989 0,996 0,256 0,989
0,2 0,218 0,973 0,980 0,992 0,337 0,980
0,25 0,272 0,958 0,969 0,988 0,416 0,968
0,3 0,326 0,939 0,956 0,982 0,491 0,954
0,35 0,379 0,919 0,941 0,976 0,562 0,937
0,4 0,431 0,896 0,924 0,969 0,629 0,917
0,45 0,483 0,870 0,906 0,961 0,690 0,893
0,5 0,535 0,843 0,885 0,952 0,746 0,866
0,55 0,585 0,814 0,863 0,943 0,797 0,835
0,6 0,635 0,784 0,840 0,933 0,842 0,800
0,65 0,684 0,753 0,816 0,922 0,881 0,760
0,7 0,732 0,721 0,792 0,911 0,914 0,714
0,75 0,779 0,689 0,766 0,899 0,941 0,661
0,8 0,825 0,656 0,740 0,887 0,963 0,600
0,85 0,870 0,623 0,714 0,874 0,980 0,527
0,9 0,915 0,591 0,687 0,861 0,991 0,436
0,95 0,958 0,559 0,660 0,847 0,998 0,312
1,0 1,000 0,528 0,634 0,833 1,000 0,000
Uberschalltabelle
y - » » T po po
Do Po Th p*c Do
1,0 1,000 0,528 0,634 0,833 1,000 1,000
1,05 1,041 0,498 0,608 0,819 0,998 1,000
11 1,082 0,468 0,582 0,805 0,992 0,999
1,2 1,158 0,412 0,531 0,776 0,970 0,993
1,3 1,231 0,361 0,483 0,747 0,938 0,979
1,4 1,300 0,314 0,437 0,718 0,897 0,958
1,5 1,365 0,272 0,395 0,690 0,850 0,930
1,6 1,425 0,235 0,356 0,661 0,800 0,895
1,7 1,483 0,203 0,320 0,634 0,748 0,356
18 1,536 0,174 0,287 0,607 0,695 0,813
1,9 1,586 0,149 0,257 0,581 0,643 0,767
2,0 1,633 0,128 0,230 0,556 0,593 0,721
2,5 1,826 0,059 0,132 0,444 0,379 0,499
3,0 1,964 0,027 0,0762 0,357 0,236 0,328
3,5 2,064 0,0131 0,0452 0,290 0,147 0,213
4,0 2,138 0,00659 0,0277 0,238 0,0933 0,139
4,5 2,194 0,00346 0,0174 0,198 0,0604 0,0917
5,0 2,236 0,00189 0,0113 0,167 0,0400 0,0618
6,0 2,295 0,000633 0,00519 0,122 0,0188 0,0297
7.0 2,333 0,000242 0,00261 0,0926 0,00960 0,0153
8,0 2,359 0,000102 0,00141 0,0725 0,00526 0,00849
9.0 2.377 0,0000474 0,000815 0,0581 0,00306 0,00496
10 2,391 0,0000236 0,000495 0,0476 0,00187 0,00304
20 2,435 0,000000209 0,0000170 0,0123 0,0000651 0,000108
e’} 2,4495 0 0 0 0 0
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13.3. CHARAKTERISTIKENDIAGRAMM
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13.4 Tabelle zum Charakteristikendiagramm fiir Luft
(k=1,4)

Ch 9 M M* a £ £ I %
Po Po To prec
1000 0 1.000 1.000  90.00 0.5283 0.6339 0.8333 1.0000
999 1 1.082 1.067  67.55 0.4789 0.5910 0.8103 0.9947
998 2 1.133 1.107  61.97 0.4496 0.5649 0.7957 0.9864
997 3 1.177 1.141  58.17 0.4249 0.5426 0.7830 0.9765
996 4 1.218 1.171  55.18 0.4028 0.5223 0.7712 0.9654
995 5 1.256 1.200  52.77 0.3830 0.5038 0.7602 0.9534
994 6 1.203 1.227  50.67 0.3644 0.4862 0.7494 0.9404
993 7 1.330 1.252  48.75 0.3464 0.4690 0.7389 0.9263
992 8 1.365 1.276  47.10 0.3300 0.4530 0.7285 0.9120
991 9 1.400 1.300  45.58 0.3142 0.4374 0.7184 0.8970
990 10 1.435 1.323  44.18 0.2990 0.4222 0.7083 0.8811
989 11 1.469 1.341  42.90 0.2847 0.4077 0.6986 0.8651
088 12 1.502 1.366  41.75 0.2711 0.3937 0.6888 0.8487
987 13 1.537 1.387  40.58 0.2580 0.3800 0.6792 0.8318
986 14 1.570 1.409  39.57 0.2456 0.3669 0.6696 0.8148
985 15 1.604 1.429  38.57 0.2337 0.3541 0.6601 0.7975
084 16 1.638 1.448  37.62 0.2221 0.3415 0.6506 0.7797
983 17 1.673 1.467  36.70 0.2111 0.3204 0.6412 0.7621
982 18 1.707 1.486  35.87 0.2006 0.3175 0.6319 0.7441
981 19 1.741 1.505  35.05 0.1905 0.3060 0.6226 0.7262
980 20 1.775 1.523  34.28 0.1808 0.2948 0.6134 0.7081
979 21 1.809 1.541  33.57 0.1715 0.2839 0.6043 0.6899
978 22 1.844 1.559  32.83 0.1627 0.2733 0.5951 0.6718
977 23 1.879 1.576  32.15 0.1510 0.2629 0.5860 0.6536
976 24 1.915 1.693  31.48 0.1459 0.2529 0.5769 0.6355
975 25 1.950 1.610  30.85 0.1380 0.2430 0.5679 0.6174
974 26 1.986 1.627  30.23 0.1306 0.2335 0.5590 0.5995
973 27 2.023 1.643  29.62 0.1234 0.2243 0.1499 0.5815
972 28 2.060 1.659  29.03 0.1166 0.2153 0.5411 0.5637
971 29 2.096 1.675  28.50 0.1099 0.2066 0.5322 0.5461
970 30 2.134 1.691  27.95 0.1037 0.1982 0.5233 0.5286
969 31 2.172 1.706  27.42 0.09770 0.1899 0.5146 0.5113
968 32 2.211 1.722  26.88 0.09200 0.1819 0.5058 0.4942
967 33 2.249 1.738  26.40 0.08656 0.1741 0.4971 0.4773
966 34 2.289 1.753  25.90 0.08137 0.1666 0.4884 0.4107
965 35 2.329 1.767  25.43 0.07644 0.1593 0.4798 0.4442
964 36 2.369 1.782  24.97 0.07174 0.1522 0.4711 0.4280
963 37 2.411 1.796  24.50 0.06726 0.1454 0.4626 0.4121
962 38 2.453 1.810  24.07 0.06301 0.1389 0.4640 0.3964
961 39 2.495 1.824  23.63 0.05898 0.1325 0.4455 0.3811
960 40 2.538 1.838  23.20 0.05517 0.1263 0.4370 0.3660
959 41 2.581 1.852  22.78 0.05153 0.1203 0.4286 0.3513
958 42 2.626 1.865  22.38 0.04811 0.1145 0.4203 0.3368
957 43 2.671 1.878  21.98 0.04488 0.1089 0.4121 0.3228
956 44 2.718 1.801  21.58 0.04181 0.1035 0.4038 0.3090
956 45 2.764 1.904  21.22 0.03890 0.09835 0.3955 0.2955
954 46 2.812 1.917  20.83 0.03616 0.09336 0.3873 0.2824
953 47 2.861 1.931  20.45 0.03357 0.08853 0.3792 0.2695
952 48 2.911 1.943  20.08 0.03114 0.08391 0.3712 0.2571
951 49 2.961 1.955  19.73 0.02886 0.07946 0.3632 0.2451
950 50 3.013 1.967  19.38 0.02670 0.07518 0.3552 0.2333
949 51 3.066 1.979  19.03 0.02467 0.07106 0.3472 0.2218
948 52 3.119 1.991  18.70 0.02277 0.06711 0.3394 0.2108
947 53 3.174 2.003  18.37 0.02101 0.06334 0.3317 0.2001
946 54 3.230 2.014  18.03 0.01935 0.05973 0.3240 0.1898
945 55 3.287 2.025  17.72 0.01781 0.05628 0.3163 0.1798
940 60 3.594 2.080  16.15 0.01148 0.04114 0.2790 0.1349
936 65 3.941 2.131  14.70 0.007131 0.02926 0.2435 0.09835
930 70 4.339 2.177  13.33 0.004233 0.02017 0.2098 0.06929
925 75 4.802 2.221  12.02 0.002391 0.01341 0.1782 0.04697
920 80 5.348 2.260  10.78 0.001271 0.008541 0.1488 0.03045
915 85 6.007 2.296 9.58 0.0006291 0.15169 0.1217 0.01863
910 90 6.820 2.328 8.43 0.0002849 0.002935 0.09706 0.01078
905 95 7.852 2.356 7.32 0.0001156 0.001541 0.07505 0.005732
900 100 9.210 2.380 6.23 0.00004069 0.0007310 0.05566 0.002745
895 105 11.095  2.401 5.17 0.00001175 0.0003010 0.03903 0.001140
890 110 13.87  2.4183  4.13 0.000002587 0.0001021 0.02533 0.0003896
885 115 18.435  2.4317  3.10 0.0000003670 0.00002531 0.01450 0.00009710
880 120 27.35  2.4413  2.10 0.00000002385 0.000003593  0.006640 0.00001384
875 125 52.48  2.4473  1.10  0.0000000002746  0.0000001481  0.001812  0.0000005397

869.55 130.45 oo 2.4495 0.00 0 0 0 0



111

13.5. STOSSPOLARENDIAGRAMM

13.5 Stofipolarendiagramm
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