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1 Einleitung und Uberblick

1.1 Was ist Stromungslehre?

e Stromungslehre = Mechanik (insbes. Dynamik) der Flussigkeiten
und Gase (Fluid) “Stromungsmechanik

e Bei Beschrankung auf Flissigkeiten (konst. Dichte): “Hydro-
mechanik”, “Hydrodynamik”

e Bei Bericksichtigung der Kompressibilitat der Gase: “Gas-
dynamik”
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1.2 Betrachtungsweisen

e lagrange: Betrachtung der Zustandsanderung eines bewegten
Masseteilchens. Otrskoordinate bezeichnet bewegtes Masseteil-
chen. (Bei Festkorpermechanik iiblich, aber nicht bei Stromungs-
mechanik)

e Euler: Die Zustande der Flussigkeit des stromenden Fluid werden
in Abhangigkeit von Ort und Zeit beschrieben. Ortskoordinaten
bezeichnen den Ort eines laborfesten Beobachters.

- Koordinatensystem mit um- bzw. durch-
" stromten Korper verbunden. (Bsp. gleich-
. formig fliegendes Flugzeug)
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Stromung wird beschrieben durch
e Geschwindigkeitsvektor @ = (u, v, w)
e Druck p
e Temperatur T’
als Funktion des Ortes (z, vy, z) und eventuell der Zeit t.

e Stromlinien: Linien, deren Tangenten in jedem Punkt mit der
Richtung des Geschwindigkeitsvektors lbereinstimmen.

e Falls Stromung unabhangig von Zeit: stationare Stromung

e falls Stromung abhangig von Zeit: instationare Stromung
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1.3 Teilgebiete der Stromungslehre

Luft- und Raumfahrt

Verkehrstechnik (Autos, Ziige, Tunnel)

Schiffstechnik

Ozeanographie (Meeresstr., Oberflachenwellen)

Astrophysik, Geophysik, Meteorologie

Stromungsmaschinen (Dampf-, Gas- und Wasserturbinen, Pumpen)
Motorenbau (incl. Vorgénge im Zylinder und Auspuffleitung)
Bauwerksaerodynamik

Heizungs- Klima- und Liftungstechnik

chemische Verfahrenstechnik (Str. mit chem. Reaktionen, Mehrphasenstr.)
Elektrochemie (Str. von Elektrolyten)

Metallurgie (Str. von Metallschmelzen)

Glastechnologie (Glasschmelzen)

Warme- und Stoffiibergang

Str. in elektrischen Maschinen (zwischen Rotor und Stator)
Magnetohydrodynamik
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2 Nicht - Newtonsche Flissigkeiten

Vereinfachung: Einfache “reine” Scherstromungen u = u(y), v = 0.

u=u(y)
v=0

Couette—Stromung voll ausgebildete Rohr

Folge der inneren Reibung: Schubspannung 7 im Inneren des Fluids.
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2.1 Viskose Flussigkeiten
Schubspannung 7 hangt von der Schergeschwindigkeit ab!

du

dy

f ist eine monoton wachsende Funktion (folgt aus 2.HS der TD)
2.1.1 spezielle FlieBgesetze

Newtonscher Schubspannungsansatz:

Reibungsgesetz des Fluids, FlieBgesetz: 7 = f

du
T= ’ud_y (1)

f... (dynamische) Viskositat (Zahigkeit)

(1] = Kraft x Zeit/Flache, Einheit = Pa.s,

i unabhangig von du/dy und ¢!

Viele Gase und Flussigkeiten folgen dem Newtonschen Reibungsgesetz,
aber nicht alle.
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Eigenschaften der dynamischen Viskositat

- v ist praktisch unabhangig vom Druck, ausgenommen in der
Nahe des kritischen Punktes und bei sehr hohen Temperaturen.

- andert sich i.a. mit der Temperatur:
Gase steigt mit wachsendem T, Fliissigkeiten sinkt mit wachsen-
dem T

- kinematische Viskositat

(2)

v=-—
p
[v] = Flache/Zeit, Einheit: m?/s.
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Temperaturabhangigkeit von p:

e Flissigkeiten: Bei Scherung missen vor allem intermolekulare
Krafte uberwunden werden.

T steigt ... p sinkt (Ausnahme Wasser zw. 0°C und
4°C)....Molekiilabstand steigt... Anziehungskraft sinkt.
T steigt .... Amplitude der thermischen Bewegung steigt...

Haufigkeit von Platzwechseln steigt.
beide Effekte bewirken: p sinkt, wenn T steigt.

e Gase: In Gasen entsteht die Schubspannung durch Impulsaus-
tausch (quer zur Stromungsrichtung) als Folge der molekularen
Bewegung und der StoBe zwischen den Molekiilen:

T steigt.. kinetische Energie der Molekiile steigt...u steigt
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Potenzansatz von Ostwald und de Waele

n—1
du

dy

du

T=m|—
dy

m,n = const,
- n =1 Newtonsche Fluid
- n < 1 strukturviskoses Fluid
- n > 1 dilatantes Fluid

Ostwald - de Waele Ansatz ist unrealistisch fiir du/dy — 0 bzw.
T —0..
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Ansatz von Prandtl und Eyring

1 du

T = A.areasinh (E d_y> A, B = const (4)

Falls 4% < 1:

Prand| - Eyring - Ansatz fiir j—Z — 0 brauchbar, u = A/B. Beschreibt
strukturviskose Flissigkeiten, Theoretisch mit Molekulardynamik be-
griundbar.
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Ansatz von Bingham

U
T = %70+ p— 7o, 5 = const

11

dy
Vorzeichen von 7, entsprechend Vorzeichen von j—;‘.
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Bingham Fluid
T strukturviskoses Fluid
.~ Newtonsches Fluid
) dilatante Flussigkeit
T0 /| -
7 scheinbare Viskositat (13 = +
/i *TA
2 1 — d_u
T= @

e Strukturviskose Flissigkeiten: Langkettige Molekiile; im Ruhezu-
stand verknault, mit zunehmender Schubspannung entflochten

— scheinbare und differentielle Viskositat nimmt ab.

e Dilatante Flissigkeiten: Suspension fester Teilchen in Fliissigkei-

ten bei hoher Teilchenkonzentration.

e Bingham Medium: FlieBspannung (Anfangsschubspannung) 7.
damit Medium zu flieBen beginnt. Zahnpasta, Farben und Lacke

(damit sie nicht verlaufen)
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2.2 Normalspannungseffekte

Oyy — P
—
Toy 4
Ty{L’
"Tyz T.
y Y z Ogg|— P

o Tz
z X Y0, —p

Fiir reine Scherstromung gilt (Symmetrie beziiglich z bzw. z-Richtung)
Ty: = Toy =0, bzw. 7, =7, =0

Normalspannungseffekt, wenn ., 0y, 0., # 0.
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Opz — 0yy = @(§) (=0 fir New. Fl.)

Oyy — 02 = V(%) (=0 fir New. Fl.)

Toy = Tye = f(¥) (= w fiir New. FI.)
Beispiele:
o “Weissenbergeffekt”

e “Strangaufweitung”
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Weissenbergeffekt

A A B
Drucksensor Drucksengol
Newtonsche F|.£ <£ Polymer Anzeige A > Anzeige |
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Weissenberg-Effekt

Fig. 15-16. (a) Mixer. (b) Purely viscous. (c) Viscoelastic.
Quelle Brodkey (1967)
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®
FIGURE 3.2-1. Fixed cylinder with rotating rod. @ The Newtonian liquid, glycerin, shows a vortex;
® the polymer solution, polyacrylamide in glycerin, climbs the rod. The rod is rotated much faster
in the glycerin than in the polyacrylamide solution. At comparable low rates of rotation of the shaft,
the polymer will climb whereas the free surface of the Newtonian liquid will remain flat. [Photographs
courtesy of Dr. F. Nazem, Rheology Research Center, University of Wisconsin, Madison.]

Quelle: Bird (1977)
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) Impulsbilanz fur ein Kontrollvolumen
/Y\ Annahme: v, =0, vg = vy(r), v, =0,

r S Kraft pro Volumeneinheit
—_ €olotde/2
/

Srdrdd ~ [(r +dr)(o. — p) — r(o. —p)]dod

760 — P 700 — P —(099 - p)d@d’r + [Tr€|9+d€/2 - Tr0|9—d9/2]d7’

8p 10 87'9
g=_% 119 _ "
o T |9 T —om g

Nettoimpulsstrom in r-Richtung
2 = — —
(Pve €olo—ag/2 — Pvgee|e+de/2) cepdr ~
L,
~ —pvy rdrdf
,
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Weissenbergeffekt 19

Impulsbilanz in radialer Richtung

pvZ op 1d o9
0= — — - + ——(T’O'rr)——
r or rdr r
~—~— ~~
Divergenz der r-Komp.  Druckgrad. Spannungen
des Impulsstromes
"Zentrifugalbeschl.’
Umformung ergibt
2
d - PUg O¢p — Opr
—(p—on)) = -
dr r r

Drucksensoren bei A bzw. B zeigen p — o, an!
Newtonsche Fl: p4 < pp da pvs/r >0
Polymer: Falls ogg9 — o, hinreichend groB und positiv:

PA — Opr A >PB — Orr,B
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Kraftegleichgewicht in z-Richtung

Annahme unendlich langer Zylinder, keine Randeinfliisse: 7, = 0. So-
mit

p(r,z) = pg(z — 20) + p(r, 20) =

T 'Ug 099 — Opr
= pg(z=20)+0m()+ [ (oL =TT ) drp(ro, 20) =0 (r0)
ro

r
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Gesucht Flachen mit konstanter Gesamtspannung in z—Richtung.

const = p(r, 2 (1)) — 0,.(7)
1 v
Zh(r) =2y + — | —const — p/ _‘? d?”l - p(TO; ZO)
Py ro T

~(0nr) = o) + [ T 40 (0)
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Strahlaufweitung

(a) (b)

Irig. 15-17. (a) Purely viscous. (b) Viscoelastic. [ From A.S. Lodge, Elastic Fluids,
Academic Press, New York (1964). By permission.]

Quelle: Brodkey (1967)
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Strahlaufweitung

Fig. 1.2. (a) Contraction of a glycerine jet. (b) Expansion of a jet formed from a dilute solution of polyvinyl
alcohol and sodium borate in water. (Photograph, courtesy of Dr. Andrew Kraynik.)

Quelle: Schowalter (1978)
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2.3 Viskoelastische Stoffe

Weisen neben Eigenschaften einer Flissigkeit (FlieBen unter Scherspan-
nung) auch elastische Eigenschaften eines Festkorpers auf. Beim Be-
enden der Scherbeanspruchung wird eine Teil der durch die Scherung
verursachten Deformation riickgangig gemacht.

Maxwellsche Flussigkeit:

)\dT )
THAG T
(11, A = const), [A] = Zeit, Relaxationszeit
hiipfender Kitt:
)\d—z < 7: langsame Spannungsanderung: FlieBen
)\% > 71 schnelle Spannungsanderung: wie elastischer Festkorper
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Zuriickfedern

(b)

Fig. 15-13. (a) Purely viscous. (b) Viscoelastic. [ From S. A. Lodge, Elastic Liquids,
Academic Press, New York (1964). By permission.] (c) Viscoelastic. [ From ESSO
Research and Engineering Co. By permission.]

Quelle: Brodkey (1967)
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SelbstausguB “Self Syphonig” hoch polymerer Losungen

N \

a) b)

a) Zum Starten des Vorganges wird Rohr eingetaucht, sodass
Stromung startet, und dann herausgezogen. Bei Newtonscher Fl.
reiBt Stromung ab.

b) Zum Starten wird GefaB geneigt und dann aufgerichtet. Bei New-
tonschem Fluid kommt des AusflieBen zum Stillstand.
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2.4 Flussigkeiten mit Gedachtnis

7(t) = FiZo((t — 1)

27

Spannung 7 hangt nicht nur vom momentanen Wert von 7, sondern

auch von + zu friheren Zeitpunkten.

WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen

-

rheopexe Fl. Umruhren der Farbe: scheinnbare
"""""""""" Newtonsche Fl. Viskositat sinkt: thixotrop.
thixotrope Fl. In Wasser suspendierter Gips wird

t durch  Umriihren schneller fest

‘ (rheopex).

g
t

7. Mai 2007

Beispiel:
LB Ay NS, _
T(t) = 3 e Mt —t)dt f, A = const
0

Subsititution s =t — ¢t/

dr  pu 1t )
e L P A e TSR
il L0 Rl B (s) ds
T/
dr ) .
)\E = uy — 7 Maxwell-Flissigkeit

WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen
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3 Einfache Scherstromungen

3.1 Laminare Couette-Stromung
Uy

— = Yy
I, e "o

b oo gedachter Schnitt

NN rihende Platte
Fluid haftet als Folge der inneren Reibung an Wand. (Braucht bei
reibungsfreiem Fluid nicht erfiillt zu sein)
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praktische Realisierung der Couette-Stomung:

.
%

&
&
o

Diinner Spalt zwischen konzentri-
schen Zylindern, Anwendung: La- N
gerschmierung (leichte Exzentri-
zitat notig, damit Lagerkraft auf-
genommen werden kann)

Z
.
.

7
%

nahezu Couette Stro|
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Geschwindigkeitsverteilung in der Couette-Stromung
Voraussetzung: kein Druckgefalle, keine Volumenkraft, Flissig-
keitsteilchen ~ bewegen sich mit konstanter Geschwindigkeit.

1
—_—
p
—= p
dy 71 = Ty = T = const
-
T2
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Zeitunabhangiges FlieBgesetz.:
d
T=f(§) =const — 4= d—u = const = C}
Y

u = C’ly + Cg
Haftbedingung y=0: u=0 — (Cy=0
y=>b u=wu, — C]=u,/b

lineares Geschwindigkeitsprofil
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3.2 Laminare Rohrstromung

Voll ausgebildete Stromung

, /|

»
— l~— p+dp

=
-
—

dz

In einiger Entfernung vom Rohreinlauf: Stromlinien gerade und parallel
zur Achse, Geschwindigkeit andert sich nicht in Langsrichtung:

u=u(r), v=0

Flussigkeit muss gegen hemmende Wirkung der inneren Reibung durch
das ruhende Rohr bewegt werden: Druckgefalle in z-Richtung erforder-
lich. Da die Stromlinien gerade sind, und die Schwerkraft keine Rolle

spielt: p = p(z).
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Impulssatz fur zylindrisches Flussigkeitselement:
Kraftegleichgewicht, da sich die Geschwindigkeit in z-Richtung nicht

andert. 1
12 [p — <p + —pdxﬂ —2mrrde =0
dx
2 dp
—-T e J—
r dx
~— —~
hangt nur von r ab hangt nur von = ab

beide Seiten sind const!

WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 7. Mai 2007




35

dp ;
— = cons
dx
Druck andert sich linear!
P l
4!
D2 |
T
d_p _P2—p1 _  P1— D2
dx l [
Beachte 22521 < ( folgt 7 > 0
WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 7. Mai 2007
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g7‘(7“) — const = 2L P2 T(r) = b Pz,
r ) 21
Es gilt daher:
b1 — D2
5 (6)
T T
- 7
Tw R (7)

Geschwindigkeitsverteilung (Haftbedingung u(R) = 0)

Td—udT':

u:
r dr’
~—~

=

WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen
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= M50

Tw JT
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Volumenstrom

. R r? Rr2duy
V:/udA:/ w-2mrdr =27 | u—|% — ——dr
A 0 2 o o 2dr
=0 Haftbed.
mit r = %7‘ erhalten wir
1% 1 [ )
— = — y(7)7° dT 9
it O (9)
WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 7. Mai 2007
38
3.2.1 Newtonsche Flussigkeit
Voraussetzung p = const, ¥ = 7/
1% 11 fmw .
— = = Pdr = 2
TR 3o 4

einsetzen von 7,

V= MR“ Gesetz von Hagen und Poiseuille

8ul
R [ 1 R <7‘5 7‘2>
U= — —7dr=—| =+ — —
Tw JT UTyw \ 2 2
U — (p1 — p2) R? 1_7”_2
4l R?
~—_———

mittlere Durchflussgeschw. u,, = % = Umax/2
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3.2.2 Ostwald-de Waele-Flissigkeit

_ (Tu/m)'"R [(1 ~ (T)”V"] e _ 1430

1+1/n R U, 1+n
r
n=0 n<i n=1 n—>00
T
Kolbenstr. Parabolid  Kegelstr.
WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 7. Mai 2007
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3.2.3 Bingham Flussigkeit

du 7—19

T>0 — = fur 7> 1 >0
dr HB
du )
— =0 fir 9>72>0
dr
’ ﬂ-(pl_p2) 4 4’7'0 1 (7‘0>4
V=—-——"2R|l—c—+-|—
8upl [ 3 Tw + 3\ Ty
Buckingham-Reiner Glg. mit 7, = £2722
12 94T fir R>r> R
uo =P RN U
4upl (1 — E) = const fir r< RE
Tw Tw
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Py,

To

konstante Geschwindigkeit in Kernzone (wie fester Korper)
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3.2.4 Kapillar-Viskosimeter

Aus Gleichung (9) '
d (5 V\_ .
ar, (wﬁ) =7l

Tw

WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen
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3.3 Filmstromungen

Wand | FL Gas (ruhend)

u Volumenstrom pro Breiteneinheit V'
g (Schwerebeschl - iitlere Geschwindigkeit

U =V /6

) y

3.3.1 Stromungsformen Experimenteller Befund (Re = u,,0/v =
V/v):

(i) Re < 4 nahezu einfache Scherstromung
(i) 4 < Re < 400: Wellenbewegung (Oberflachenwellen)

(iii) Re > 400 turbulente Filmstromung

WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 7. Mai 2007
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Bei Filmen mit welliger Oberflache (ii) bleibt laminarer Zusam-
menhang zwischen Mittelwerten von w,, und § nahezu erhalten.

Ubergang (i), (ii) nicht scharf.

Pl6tzlicher Ubergang (i), (iii) bei

Re = Re* =400
kein Ubergangsgebiet wie bei Rohrstromung!

Re* ist keine Stabilitatsgrenze! JFM 2 (1957), 554.

Wellengebiet relativ schwierig zu behandeln, Einfluss der Ober-
flachenspannung.
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3.3.2 Laminare Filmstromung

Wand : Y
ne
| (y) .
gl
)
T 0 < R
Tw
AN
0 0 )

Kraftegleichgewicht 7 = pg(d — ¥)
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46
Geschwindigkeitsprofil

Voraussetzungen
e Newtonsche Flissigkeit, v = p/p = const
e Reine, stationare Schichtenstromung

keine Gasstromung
e entlang Oberflache, = Randbed. 7(§) =0

PGas < PF1.,
e Haftbedingung an Wand «(0) = 0

. 5 1 2
Geschwindigkeitsprofil: u(y) = 97 [% -5 (Q) ]
_lg® V198

3 v’ s 3w
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. 5
Volumenstrom: V:/ u(y)dy
0
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3.3.3 Turbulente Filmstromung (Ergebnisse)

Ergebnis aus asymptotischer Theorie der Turbulenz: Logarithmisches
Geschwindigkeitsprofil (gilt mit Ausnahme der viskosen Unterschicht
und diinner Schicht in Nahe der freien Oberflache)

ﬂ:C'llnuTijC'g, Ci~2,5 Cy~5>5 ausExp.

Ur v
mit w, = T—w:\/ch
\/ p

WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 7. Mai 2007

48

Mittlere Geschwindigkeit:

max 7—5
fmax _ o 1n 7% 4 ¢
U+ 1%
max ~ 5
¢ ¢ = Cl In —
Ur Yy

Integration tber Querschnitt

Umax — Um 1 g Umax — U 1 Yy Yy
_— = — _— = — l - - =

Uy 5/0 Uy dy Cl/o n5d<5) @
Uy, g1/253/2

— =01
N

+ Cg, mit Cg = Cg — Cl ~ 3, 0 (11)
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Darstellung mittels Kennzahlen 49

2
Um

Froudezahl Fr = 76 (12)
log Fr
(Anm: Manchmal u,,/+/gd oder gd/u?, als wrbulent
Froudezahl bezeichnet). ' :
Ffoude-Zahl beschreibt Schwerkrafteinfluss faminar |
auf Stromung! ‘
~log 400 log Re
R
VFr = C; In \/—Fir + Oy (13)
Laminare Filmstromung aus (10)
1
Fr = gRe
WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 7. Mai 2007
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4 Bewegung von festen Teilchen, Tropfen und
Blasen
4.1 Grundgleichungen
4.1.1 Diff.-Gleichungen fiir inkompressible Stromungen
inkompressibel: , Voraussetzungen:
1) 0 < ¢,
2.) hinreichend kleine Temperaturunterschiede,
unabhangige Variable: x, vy, z, t
abhangige Variable: v = (u, v, w), p
Kontinuitatsgleichung
ou Ov Ow
I E T | 14
ox + oy + 0z (14)
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Bewegungsgleichung fiir inkompressibles Newtonsches Fluid

Dv 1 . -
or ——Vp + 41/Av + £ (15)
~~ —— Reibungskraft  gchwerkraft

Beschl. Druckkraft

mit v = u/p kinematische Visk. [m?/s].
Schreibweisen:

0? 0? 0?
A = 2_ 7 . . Lapl _
\Y% 922 + 3y + 5.2 aplace-Operator
T
gradp = Vp = (g—i, g—i, %) ; Gradient
D a 0 0 0 0 : .
D = a—i-qu = a—l—ua—x —l—Ua—y +w&, substantielle Ableitung

WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 7. Mai 2007
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Substantielle Ableitung

—

D_: ..zeitliche Anderung der Geschwindigkeit, in einem mit dem

Flissigkeitselement mitbewegten Koordinatensystem (“mitbewegter
Beobachter”)

Bsp: eindimensionale stationare Diisenstromung,

Beobachter bewegt sich in der Zeit dt = dz/u um die Strecke dz =
udt weiter. Er erfahrt dabei die Beschleunigung

(du) du du Du

dt ), d(w/u)  "dz Dt

WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 7. Mai 2007




53

4.1.2 Randbedingungen

vollst. Glgssystem: e Erhaltungsgesetze 4+ Zustandsgleichungen
e Randbedingungen

e Anfangsbedingungen
feste Wand:

Vtest = 1.

e Ubereinstimmung der Tangentialkomponente @, (Haften) kann
nur bei zdhen FI. (reibungsbehafteten Stromungen) gefordert
werden, Ausnahme bei hochverdiinnten Gasen: “Gleiten”

e Ubereinstimmung der Normalkomponente v,,: Undurchlissigkeit
der Wand

WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 7. Mai 2007
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Randbed. an Flissigkeitsoberflache (Grenzflache Flissigkeit/Gas)

Flussigkeit, pr

F(z,y,z,t)=0

x
kinematische Randbedingung: An der Oberflache befindliche Flussig-
keitsteilchen bleiben an der Oberflache. Bahnkurve eines solchen Teil-

chens: (z(t),y(t),2()). Mit & = v , ¥ =, & = gilt daher

d oF  OF OF OF
GF@®).y(0),2(0.0) =| u— + o5 fwg— =0 (16)
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Dynamische Randbedingungen: 55

Spannungsgleichgewicht an Oberflaiche (zu beriicksichtigen sind:
Druck, Reibungsspannungen, Oberflachenspannung)

bei Vernachlassigung der Reibungsnormalspannung Druckdifferenz an
Oberflache gegeben durch

1

1
— = - — f F t)=20 17
|pG pF| 9 <RI + RII> au (Zlf,y,Z, ) ( )

R;, Ry Hauptkrimmungsradien der Oberflache in (x,y, 2).

(e ip{:)R-dgb o Oberflachenspannung,
Flissigkeit R Kriimmungsradius

od¢ = (pe — pr) Rdo

WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 7. Mai 2007
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4.2 Mechanische Ahnlichkeit

Stoffwerte p, u, oder v, ¢ als const angenommen,
dimensionslose GroBen:

2ol Yy gty g2
7L7 L’ ) pU27

roor
x7y7’z_

<

T
L’
Referenzgeschw. U, Referenzlange L, Referenzdruck= doppelter
Staudruck pu?

Navier-Stokes Gleichungen

Dy’ L
DZ/ =-V'p + % AT+ % g’ (18)
T um

mit ¢’ = éj
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Randbedingungen

o feste Wande: stationare RB: (Wand ruhend): v, =0
instationare RB, z.B. schwingende Wande

wlL . ,
Ft/) = Tpest, (ST 1)

w charakteristische Frequenz,

UFI/ = Ufest /(Wt) = Ufest /(

wlL
Strouhal-Zahl Sr = —
rouhal-Za T i
e freie Oberflache

Ip! | = o 1+1
Pa=Pel = e \ Ry " Ry,

pU?L

g

Weber-Zahl We =

WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen
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(19)

(20)

7. Mai 2007
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e Vergleichstromungen “Original” und “Modell”, mind. eine Refe-

renzgroBe verschieden (z.B. Lange)

e Original und Modell missen geometrisch ahnlich sein

e Die Vergleichsstromungen sind dariiber hinaus mechanisch ahn-
lich (Ubereinstimmung der dimensionslosen Variablen in entspre-

chenden Punkten), wenn die dimensionslosen Kennzahlen

UL
Re = — Reynolds-Zahl
2
Fr = U—L Froude-Zahl
g
Sr = % Strouhal-Zahl
2
we = "L \eber-zahl
g

ubereinstimmen.
WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen

7. Mai 2007




59

e Nicht immer sind alle Kennzahlen wichtig, We nur bei freier
Oberfl. (Blasen, Tropfen), Sr nur bei instationaren Randbedin-
gungen, Fr nur, wenn Schwerkraft eine Rolle spielt.

e Nicht immer sind alle Kennzahlen unabhangig voneinander. z.B.
Rieselfilm. U ist nicht gegeben, sondern muss aus dimensionslo-
ser Beziehung der Form Fr = f(Re) bestimmt werden. Sr bzw.
We spielen dabei keine Rolle

e Aus Re, Fr, We lasst sich eine weitere Kennzahl (Morton-Zahl)
bilden, die nur Stoffeigenschaften enthalt:

We? o 0’
ReFr o3

Wasser bei 20°C: Mo = 3,0 x 107!,

Mo =

WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 7. Mai 2007
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e Neben den FeldgroBen p und v sind vor allem die Krafte auf

umstromte Korper von Interesse.

Auftrieb: normal auf Anstrémrichtung (hier nicht behandelt)
Widerstand F,: parallel zur Anstromrichtung
dimensionsloser Widerstand (Widerstandsbeiwert)

Fy
%pU2L2

Cow =
(fur Kugel mR?). Aus Ahnlichkeitsgesetz folgt:
cw = Cw(Re, Fr, Sr, We)

Widerstandsbeiwert stimmt bei Modell und Original tiberein

e Wenn zwei Flussigkeiten vorkommen: Weitere Kennzahlen:
p1/p2. pi/ pia-

e Wenn Kompressibilitat eine Rolle spielt: M., = U/c, Machzahl
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Beispiel: Schiffskanal

UL Uy L
Re, = Rey, — 1ty Usls
1%} Vo
U? U2
Fri =Fr, — —Lt=-2%
gLy gLo

daraus folgt
U2 B (L2)1/2
U \L
E_U2L2_<2)3/2
n ULy Ly

Fir Modellversuch mit Ly < L ware Flissigkeit mit v < 11 = v,
notig. Die gibt es aber nicht!

WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 7. Mai 2007
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4.3 Hydrostatischer Auftrieb

Bewegungsglg fur Flissigkeit

Dv 1

D—: = —;gradp—i-VAU—i—g’ z
Zerlegung des Druckes p = py + py mit
1 R
—grad p, = ¢. Es bleibt Yy Flussigkeit
P

X
Dv

1
D = —;grade + VAT

Bewegungsglg. ohne Schwerkraft, pj, hydrgstatischer Druckanteil
zufolge ¢, py Druckanteil zufolge Bewegung U # 0.
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Von Flissigkeit auf Korper ausgeiibte resultierende Kraft:
F=F,+Fy,

F, Kraft als Folge von py,

Fy Kraft als Folge von p, + Reibungsspannungen
Fy =Fy+Fy

Fy  parallel (7 Widerstand

]*:A normal zu (7 dyn. Auftrieb, lift

Archimedessches Prinzip: Korper wird durch Flissigkeit ersetzt
gedacht. Flussigkeit bleibt in Ruhe, d.h. resultierende Druckkraft auf
Oberflache = -Gewicht.

Ey = —gpmV

WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 7. Mai 2007

SchluBfolgerung: 64

e Zur Berechnung der Stromung um einen festen Korper, Trop-

fen, oder Blase gegebener Gestalt wird von der Bewegungsglg.

ohne Schwerkraftterm ausgegangen. Der sich daraus ergebende

Druck gibt die Abweichung vom hydrostatischen Druck an. (Auf

die Gestalt von Blasen und Tropfen kann die Schwerkraft einen
wesentlichen Einfluss haben!)

e Fur stationares Steigen oder Fallen gilt Kraftegleichgewicht:
Fy+ F,+Fy=0

somit gilt
pU?
2
mit L?  Querschnittsflache
pv  Dichte des Korpers, der V' ausfiillt
pr1  Dichte der Flussigkeit

WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 7. Mai 2007
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Berechnung der Steig- bzw. Sinkgeschwindigkeit U erfordert Kenntnis
von ¢, = ¢,(Re, We).

dimsionslose Darstellung

U? 2

&_1‘

p

T gV/IE e,

Fr

Aufgabe: Steine werden aus einem Boot in einen See versenkt. a) Wie
verhalt sich der Wasserspiegel des Sees? Wie verhilt sich das Boot (der
Kiel) gegeniiber dem Grund des Sees?

WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 7. Mai
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4.4 Schleichende Stromung Re < 1

Hier Referenzwert fir Druck uU/d = pU?/Re: p' = 5—3

Referenzlange Kugeldurchmesser d = 2R

D
A/ _ — —/ — !/
( ReDt) =V

Re < 1: Av' =V

div'e’ =0

66

weglassen von ' im folgenden. Wegen rot grad p = 0 Elimination von

D-

WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 7. Ma

i 2007
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4.4.1 Feste Kugel

€p
e,
z "
e
©
U
r
—_——
2
—_——
-~
0 —

x
Kugelkoordinaten

Aus Bronstein-Semendjajew (1993) Kap.10: Divergenz in Kugelkoordi-
naten

| J, 5 . 0, | 0 B
divy = i <8r(r sinf v,) + ae(rsmﬁvg) + agp(rw)) =0

WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 7. Mai 2007

Rotation in Kugelkoordinaten
U = 0,€ + V€, + V€,

rott’ = L [%(% sin ) — g—sz@] e+

[ 1 Ov, 18(rv¢)]g+
0

rsinf dp r Or

+1 8(7"1@)_8% .
T or 00 |7




Definiere Stokessche Stromfunktion ¢ = 1(r, 6) und setze

L 1w
Ur_r2sin909’ Vo= rsin® or’ Ve =V

somit ist die Kontinuitatsgleichung erfillt. Wegen

Loy, 1. 1 o
grady = 5 e+ % T ma o,

gilt v - gradvy = 0 und daher ist ¢ = const eine Stromlinie
1

rsind

rotv = —

Lipe,

1 oLy 1 oLy

rsing or ' r2smd 00

AU =rotrot v =

WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen
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7. Mai 2007

mit
L P smeo (10
o2 r2 00 \ sin 6 00
S 2 =
rot Av = rsin@L pe,,
d.h. )
0%  sinf 0 1 0
2 | Y PV I — —
Ly = [87"2 MRERET (me&eﬂ v=0

Randbedingungen

e Haftbedingung bei r = 1: v, = vy = 0 bzw. % = g—lf =0

e Anstrombedingung v, = cosf, vg = —sinf
]- 2 2 .
w~§r sin“d, fir r — oo

WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen
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Losungsansatz
Y(r,0) =1 sin® 0

L sin? 0 = (A — 1)\ — 2)r*2sin® 0
L*r* sin?0 = (A — DA —2)(A = 3)(A — 2) — 2)r**sin? 0
fuhrt auf die Gleichung vierten Grades

(A=DA=2)(A=3)(A—2) —2) =0

mit den Losungen
A=-1,1,2,4

f(r):Ar4+Br2+C7’+2
r

Anpassen an die Randbedingungen ergibt

W 0) = % (2(7«')2 g rl) in?6

WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 7. Mai 2007
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2
P(r,0) = Un (2——3 +R>Sin29

4 R? R
=U 1—§E+1£3 cos 0
n 2r 273

vg=—-U <1 — Z? — ig) sin ¢
e 1, v, Vg unabangig von v
e 1) = const symmetrisch bezgl. § = 7 /2
o U] <U

e bei r = 10R ca 10% Geschwindigkeitsstorung
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Berechnung des Druckfeldes: 72
Einsetzen in die Bewegungsgleichung:

grad p = pAY

ergibt
_Op_ 1dp_
gradp = Eer + ;%69 =
po 0Ly po 0Ly

pr— A_): —
pav rsinf Or co r2sinf 00 “r

dop  p 0Ly 2
or  r2sinf 96  r? F(r) cos?

mit F(r) = gUE

r
dp po 0Ly
A — —uF'(r)sind
o0 rsinf Or pE (r) sin
3uUR
p= 2R s + Doo
WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 2T2 f
. g 7. Mai 2007
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Widerstand
_ D= Tpr
F,=F,+F, o
ov Trf o
rr — 2 - = 0
7 a or U
10w, N dvg g e
Trg = — _— — =
o= R 00 or r
SuUR? 9
— Sin
2r4

FP:/_pgrgdeZQWMUR

s

FT:/(TTT€T+TTG€9)'gmdSI4WMUR
s
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Stokessche Widerstandsformel, feste Kugel Re < 1

Fy =6muUR
Widerstandsbeiwert
F, 24
Cp = ——z = —, mit Re:%:LURp
7TR2% Re v i

Fallgeschwindigkeit:

4 3

6ruU B = g(py — p)gmR

2 opv—p
U= —gR**~—=
9 p

WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 7. Mai 2007

4.4.2 Kugelformige Tropfen und Blasen £
Ansatz fur Stromfunktion:

o= (Ar*+ Br>+Cr+Dr Ysin®’0 r>R
Tl Ayt + By r?+Cyr+ Dyr~Y)sin?d r< R

Randbedingungen:
o r — o0 ¢ =1Ur?sin’f folgt: A=0, B=1U/2.
e r = 0: ¥ endlich: Cyy = Dy = 0.

e r =R v.(R—)=uv.(R+)=0 (Kugelform)
vp(R—) = vg(R+) ist stetig (Haftbedingung)
Tr0(R—) = T.9(R+) ist stetig (dyn. RB in Tangentialrichtung

4 Gleichungen fur Unbekannte C', D, Ay, By,

2u + 3py
HA py

WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen

Fy =2unrU R

Rybczynski & Hadamard, Re < 1 (21)
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e Ly > 1 Stokes!, (fester Korper, Wassertropfen in Luft)
e 1y < pu Gasblase in Flissigkeit

Fy =4npU R

1gR?
U:—g—, pv < p, Rexk1
14
WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 7. Mai 2007

7

S ey W o . Water: Drop'‘in Castor 0il
Water drop in Castor 0il. : Drop ‘diam.1l.21 cm,falling speed’0.82 em/sec
oprdiam:1i 77" cmyfallin Aee’d*l.lﬁ"cm/sec‘. 4 - Exposure 'l sec. : %

Y
exposure %‘ ‘secC.
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4.4.3 Einfluss adsorbierter (oberflachenaktiver) Stoffe

e Experimente zeigen: Formel von Rybczynski-Hadamard stimmt
nur in sehr reinen Flussigkeiten. Gerade bei Wasser i.a. nicht der
Fall. Steiggeschwindigkeit weicht daher von (21) ab.

e Ursache: Oberflachenaktive Substanzen sammeln sich an Fliissig-
keitsoberflache und bilden einen adsorbierten Film.
Film unterbindet Stromung des Gases im Inneren der Blase (sonst
wiirde sich an einem Pol der Blase Substanz ansammeln = kein
Film! Gas im Inneren in Ruhe = es gilt die Stokessche Formel
Steiggeschwindigkeit daher aus py < p folgt
2 gR?

U—=_27"
9 v’

(2/3 der Steiggeschw. ohne Film!, experimentell gut bestatigt!)
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4.5 Stromungen bei groBeren Reynolds-Zahlen
4.5.1 Euler-Gleichungen
Navier-Stokes Gleichungen in dim. loser Form, ohne Schwerkraft
Dv’ ) 1
— _ . A/—*/
- VPt R !
~~
<1, fallsRe>1
Reibungsterme vernachlassigt:
Do’ L
= 22
Dy = VP (22)
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4.5.2 Drehungsfreiheit und Helmholtzscher Wirbelsatz
Mittlere Winkelgeschwindigkeit eines Flussigkeitsteilchens

1
0= irotﬁ (23)

Drehungsfreie (wirbelfreie) Stromung rot v = 0

ow v
oy 0z
ou ow 0
0z Oxr
ov  Ou
oxr Oy
WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 7. Mai 2007
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Helmholtzscher Wirbelsatz
Euler-Glgen. p = const
Dv 1
D_t = —;gradp
Dv 0V o 1
A N 0= — + — U-U) — 20U X &
Dr = + (U - grad)v 5 + 2grad (U-0) —20x &
Bildung von rot von Euler-Glg:
a—)
a—;" —rot(Fx &) =0
0 J d)v — (v d)o+v-  divd Jg- dive | =0
e (J-grad)v — (U-grad)d + v+ divd —&d- divg | =
=0, divrot=0 =0, p=const
D—»
D—j = (& - grad)v
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speziell: Ebene Stromung

7= (@), 0, (2.9),0), &= (0,0,0)

(J-grad)t =0

D&
—~ =0
Dt

Wirbelstarke bleibt erhalten!
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e In drehungsfreier Stromung werden Flussigkeitsteilchen nur ver-
formt und translatorisch bewegt, aber nicht gedreht.

e Einfachstes Beispiel einer drehungsfreien Stromung: Parallel-
stromung mit konstanter Geschwindigkeit

e Nach dem Helmholtzschen Wirbelsatz bleiben reibungsfreie
Stromungen drehungsfrei, wenn sie zu einem Zeitpunkt dreh-
ungsfrei waren.

e Die reibungsfreie Umstromung eines Korpers ist daher drehungs-
frei, wenn die Anstromung eine Parallelstromung mit konstanter
Geschwindigkeit ist (in der Praxis meist der Fall)

e Grundgleichungen fiir reibungsfreie, drehungsfreie Stromung

divi =0, rotvd =0
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e Ebene reibungs- und drehungsfreie Stromung

ou Ov ov  Ou

— t+ == 07 a. 4o — 07

or 0Oy or Oy
Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen

e Geschwindigkeitspotential:  Ansatz ¢ = grad¢, wegen

rot grad ¢ = 0 Drehungsfreiheit erfullt.
Daher: drehungsfreie Stromung ist eine Potentialstromung.
Einsetzen in Kontinuitatsgleichung

divgrad¢ = A¢p = 0 Laplace-Gleichung

WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 7. Mai 2007
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4.5.3 Beispiele von Potentialstromungen

= e Ebene Quelle ¢ = C'lnr, r = /22 + 32

/ v, = C/r, vg = 0, Quellstirke Q = 27rv, =
of 2nC

o= % Inr
e Potentialwirbel
ebene Quellyls}tromung . r Yy _ _ Il
|| Vo ¢ =-—0=—arctan=, v, =0, vg= ==
! o or T 2rr

Zirkulation (Kurvenintegral entlang Kurve C

@ :
\&y/ mit Tangentialvektor .
-

/U-fdsszrvng
c

Potentialwirbel
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raumliche Quelle

s Q1

A r

Singularitatenbelegung: Uberlagerung von Quellen und Wirbeln, sodass

Randbedingungen erfullt sind:
Umstromug eines schlanken Profils:

Y y = +h(z)
y = h(x),
U v = Uxh () Quellbelegung ¢(x) auf z-Achse derart,

— A/LN . dass RB

v = Fuh'(x), auf Profil y = +h(z)

.0 l
Quellbelegung ¢(x)
erfullt ist. Losung: ¢(x) = 2U I ().

o(x,y) = oox+—/ ny/(r—a')? 4+ y2 dx’

WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 7. Mai 2007
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Potentialstromung um Kugel
9 20 1 0*° cotlod? 1 0?
AD = 4+ -+ ==+ — + =0
<0r2 ror  r206? r2 00  r2sin®6 &p?) ¢
0¢ 10¢
Vr =75, V9= "7,
or 00
RB: r — oo: v, = U cosf, vg = —U sin 6

RB r = R: v, =0, vy # 0 (keine Haftbed.!)
Separtionsansatz ¢(r, ) = U f(r) cos 6

r2f" 4 2rf —2f =0
Losung f = cir + co/r?, aus RB ¢y = 1, ¢y = R3/2

—U( )cos@

3
¢:U<r+%> cosf,
:—U( 23)51n9
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Bernoulli Gleichung kann auf jedem Stromfaden angewandt werden,

falls reibungsfreie, inkompressible Stromung vorliegt.
1 1
P+ §PW2 =Po = Poo + §PU2

p  (statischer) Druck
po  Ruhedruck (im Staupunkt)
Pso  Anstromdruck

W = \/v2+v3

Firr=R W =9y = %U sin 6, Druckverteilung auf Kugeloberflache

U? 9
p=pet F (1= o)
Da Druckverteilung symmetrisch beziiglich Aquator: kein Widerstand!
d'Alembertsches Paradoxon: kein Widerstand fiir geschlossene Korper
in drehungsfreier, reibungsfreier Stromung!
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454 \ergleich Potentialstromung mit realer Stromung um feste
Korper, Grenzschicht und Totwasser 8

e Re> 1: Potentialstromung, die jedoch nicht im ganzen
Stromungsfeld giiltig sein kann (vgl. d’Alembertsches Parado-
xon).

e Potentialstromung erfillt Haftbedingung fiir zahe Flissigkeiten
nicht. = Diinne Stromungsgrenzschicht in Wandnahe, Reibungs-
effekte wichtig, obwohl Re > 1.

I B A
”@ Fw
| Totwasse
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Stromung in der Grenzschicht kann Druckanstieg auf der Riick-
seite eines dicken Korpers nicht folgen, die Stromung [0st ab. Es
entsteht ein stark verwirbeltes Totwasser- oder Nachlaufgebiet.

Druck im Totwasser ist kleiner, als er gemaB Potentialstromung
sein sollte. — > auf den Korper wirkt resultierende Kraft in
Anstromrichtung (Widerstand). Druckverteilung auf Vorderseite
stimmt recht gut mit Potentialtheorie Uberein.

F,, = cw ApU?/2 mit ¢, = ¢,,(Re), Re = Ud/v.

Weitere Vereinfachung: Druckverteilung an der Vorderseite ent-
spricht Potentialstromung; Druckverteilung auf der Hinterseite
durch Totwasser bestimmt, das hauptsachlich turbulent ist. — >
v und damit Re spielt keine wesentliche Rolle fiir den Widerstand.

Ablosepunkt hangt davon ab, ob Stromung laminar oder turbu-
lent ist.
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e Turbulente Grenzschicht kann wegen intensiven Energie- und Im-
pulsaustausch mit AuBenstromung groBeren Druckanstieg vertra-
gen.

e Bei schlanken Korpern kann Ablosung nahezu ganz vermieden
werden. (“Stromlinienkorper”), z.B. Tragfliigelprofil, Potenti-
altheorie gibt in diesem Fall Stromlinien und Druckverteilung im
ganzen Stromungsfeld recht gut wieder. Fur Widerstandsberech-
nung aber natlrlich nicht ausreichend - Grenzschichttheorie muss
herangezogen werden.
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Figure 5.11.7. Smoke released at the rear _of a sphere in a stream flowing from left to
right. The second photograph shows the effect of disturbing the boundary lager with a
wire. (From Wieselsberger 1914.)
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4.5.5 Tropfenzerfall 94

e Tropfen in Gas Re > 1: ¢,, = const (wie bei festem Korper)
Fallgeschwindigkeit U aus

wd? pU? md? 4 p,
g pUT T =)= Prq 24
Py = = U 3en Y (24)

o Kugelformiger Tropfen: ¢, ~ 0,4 — 0,5 unterkritsche Reynolds-
Zahl 1 < Re < 2,5 x 10°.
Bsp: Wassertropfen d = 1mm — > u = 5m/s, Re ~ 300.

e Bedingung fiir Kugelform: Oberflachenspannung muss gegentiber
Tragheitskraften dominieren.

40 _ pU? We
|p_pv|<N?>>T, = ?<<1

praktisch ausreichend We < 6, (Wasser o = 0,07 N/m, d < 4mm)
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e We > 6: Zunachst Abplattung, dann hutartiges Auswolben =
Widerstandsbeiwert T, Tropfen zerfallen bei Uberschreiten einer
kritischen Weber-Zahl We ~ 12. (d Durchmesser der Kugel glei-
chen Volumens).

Bsp: Wasser We = 12 = d ~ 6,5 mm

e Falls innere Reibung im Tropfen eine Rolle spielt, zusatzliche
Kennzahl:

Ohnesorge-Zahl Oh:\/[%
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-

Bild 9/14{ Zerfall groBer Regentropfen nach Eoch:dnmdn&
; 4
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4
560 MULTIPHASE PHENOMENA 1I: FREE FLOW

(-] PN =

Drop falling
equence

Air flow

Fig. 17-11. Stages of breakup of drop of water. Diameter of drops: 2.2 mm. Velocily
of air stream: 24 m|sec. [Crown copyright reserved. By permission of the Controller
of Her Britannic Magesty’s Stationery Office.)
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4.5.6 Vergleich von Potentialstromung mit realer Stromung; Wider-
standsberechnung aus Dissipation

e Gasblasen mit adiabatem Film aus oberflachenaktiven Substan-
zen: Wie fester Korper, ¢, ~ 0,4...0,5. Steigeschw. siehe (24)
fur Kugelform, Re > 1,

e Gasblasen in reiner Flissigkeit: An Grenzflache Fl./Gas (u, <
i) braucht die Tangentialkomp. der Geschwindigkeit nicht
verschwinden, Schubspannung verschwindet = keine starke
Geschwindigkeitsabnahme =- Grenzschicht vertragt groBeren
Druckanstieg, Ablosung erst ganz in der Nahe des hinteren Stau-
punktes. Potentialstromung ist im ganzen Raum eine gute Nahe-
rung fur Geschwindigkeitsverteilung und Druck .
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Abschatzung des Widerstandes mittels Leistungsbilanz

Schleppleistung = Leistung der Reibungskrafte (Dissipation)

EFy-U~1yVeg ~ T%W(?éd)g ~ ug—j&rd‘g ~ 10mpuU*R
F, ~10muUR, genauere Rechnung 127uUR
48
“~ Re
Doppelter Wert von Stokes, Widerstand prop. U (nicht U?, ob-

wohl Re > 1)
e Steiggeschwindigkeit (Re > 1, ohne Film!)

gd?
U=2"
36v
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Steiggeschwindigkeit und Widerstandsbeiwert von Gasblasen

U, cm/sec 1 o5

| i
. © Water and 139, ethyl aleahol ~
2k © Varso:
] e
N °
-
S gone
whk YA U e
ECCN
2
Log,iC» & \‘\. d o
AN
ol " \\ 5.
-03 = I\ e
\\
N
\\

0 L

a5 0 mm L ’\\

-10 >
Visual observations. i s 20 25 3o
LogRe

1 — double-distilled water; 2 — tap -
water; 3 - n-amyl alcohol, 107%M; The drag coefficient of gas bubbles rising through liquids. ‘The points for
4 — glass halls (adjusted for specific  the two particular liquids are taken from: expesimental curves given by Haberman and

gravity). Morton (1953). : <4
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4.5.7 Stabilitat der Blasenbewegung, Abweichungen von der Kugelge-101
stalt, Schirmblasen und Blasen im Rohr
Bei groBeren Blasendurchmessern betrachtliche Abweichung:

A Instabilitat der stationaren vertikalen Bewegung Schraubenférmi-
ge Bewegung oder Zick-Zack Bewegung. Experiment zeigen, dass
bewegung stabil

— in reinen Fl. mit Mo < 1072 falls We < 3

— in reinen Fl. mit Mo >> 1078, beliebige We

— Verunreinigungen wirken destabilisierend.
B Bedingungen fiir Kugelgestalt (wie bei Tropfen)

We <1
8
Gilt fir Re < 1; Theorie von Rybczynski-Hadamard zeigt, dass Differenz
der Normalspannungen constant ist, Oberflachenspannung braucht gar nicht

stark sein, In zahen Fl. auch groBe Blasen kugelformig.
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Zunehmende BlasengroBe: We T, Abweichungen von Kugelgestalt,
Form &hnlich einem Kugelabschnitt (Regenschirm)

U

Totwasser

Potentialstrémung

Totwassergrenze etwa kugelformig fiur Re < 110, offenes Totwasser fur

Re > 110
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7. Mai 2007

Wegen Re > 1 We > 1:

U2

Fr=_— —
r gR

f(Re, We) = const

Theorie (Davis &Taylor): k = 2 0z = 50°.

-3
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Potentialstromung um Kugel: Oberflachengeschw. W = %U sin

Bernoulli-Glg
2

—+gz+£=gzs+@
2 p p

mit po Druck im Staupunkt, z-Koordinate des Staupunktes z

w2 P —Ppo P —Po
— =g(zs —2) — = gR(1 — cosf) —
5 = ole—2) = P = gR(1 = cos) - =

Druck im Inneren der Blase konstant, da p, < u, py < p gilt, und
die Oberflachenspannung vernachlassigbar ist, We > 1. Folglich

P="Po
auf Blasenoberflache.
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Es gilt daher
W2
- = gR(1 — cosf)

Unter Verwendung von W = 2U sin 6 erhalten wir:
909 . 9
gR(1 — cosf) = §U sin” ¢

8gR 1 —cosf
9 sin? 4
—_—
Fuer kleine Werte von
6 nahezu konstant

U~§\/97%

R oft nicht bekannt, aber Volumen bekannt, R kann dann aus 6p
bestimmt werden.

U2

~ S9R(1 +0()
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Abschatzung von 6p:
Annahme: Totwasser ruhend = Druck im

Totwasser = hydrostatischer Druck,

Bliﬁ: 5Using Im Unendlichen hydrost. Druck bei Ge-
B schwindigkeit U

\

N

ruhendes \
Totwasser W =U e An Totwassergrenze daher U = W

Bei B gilt daher:
3. . 2 o
U=-Usinflp =0~ arcsmg =41,8

Theorie nicht ganz konsistent, weil W = U an Totwassergrenze Ab-
weichung von Kugelgestalt des Totwassers erfordert.
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100
Einsetzen von
Oszillationen
50
destilliertes
: Wasser 4
20 Y =l
m 1) |
bk / Leitungswas ser
Ew
.2} /
D 5 A ;
2 7
. Kugelblasen ellipsoid - Ghnliche Blasen || Schirmblasen
‘ o sl |
001 002 005 01 02 g5 -~ 10 20 50 10
dlcm]
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i "t R
salgiel s Ty 3 ¥ 5
i ¢ i,

GroBe Gasblasen in Fliissigkeit. Links: Luftblase in Nitrobenzin R =
3cem, U =~ 37cm/s, Mitte: Luftblase mit Nachlauf in Wasser R ~
5cem, U = 45cm/s, Rechts: “Zwei-dimensionale” Luftblase zwischen
zwei parallelen Platten d = 6mm, R ~ 7cm, U =~ 40cm/s,
Stromungsvisualisierung mit festen Tracerpartikeln, Nachlauf und Bla-
se nehmen Links bzw. Mitte etwa das Volumen einer Kugel, Rechts das
eines Kreises ein (aus: Batchelor).
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6.1 Bewegung von Tropfen und Blasen

o0 D Bild 6.3
w oy G Verschiedene Formen aufteigender Gasblasen
g a) In Wasser auf Luftblasen nach .
\, Miller (ca. 1/2 natirlicher Groe; den angegebenen Rauminhalten ent-
20em’ sprechen die Kugeldurchmesser 0,27; 0,57; 1,15 1,6; 2,7 cm).
Ctes 2cc b) Eine Blase mit 9,3 cm? Rauminhalt (dquivalenter Kugeldurchmesser

oy

10 cm?

2,6 cm) in Flissigkeiten mit unterschiedlichen Zihigkeiten nach (6.22]
Bilder in der ersten und zweiten Spalte, jeweils von oben nach unten
Mo = 848; 266; 41,135,51:1,31;0,103; 4,63 - 10-3; 8,60 10~4. Ent-
sprechende Reynolds-Zahlen Re = 2,47; 3,57;7,16: 13,3; 20,4: 42,2,

94,0; 151. Eo = 114 = 116 in allen Fillen. (Eo= gfdb/a,)

o

02 ¢ 7ec

05 cc : 135 cc i

0-8ce -
Figure b.11.1. Air bubbles rising through water. The volume of the bubble is
beneath each photograph. (From Jones 1965.)
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GroBe Gasblasen in

D

110

einem Rohr “slug flow"

WennRe:¥>>1undWe:@>>l
folgt aus Dimensionsgriinden

U = kny/gD

Experiment und Theorie (Dumitrescu) ergeben
kr ~ 0,35
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kugelformige
Tropfen ‘ Blasen Schirm- Propfen-
feste Partikel | ohne adsorbierten blasen blasen
Film
Re < 1 Stoke524 Rybczynski- ) )
Cw = Re Hadamard
48 . .
Re > 1 Cp = Ro Davis & Dumitrescu
e
Taylor
U aus i pU?nd*> || U =2\/gR | U =0.35\/9D
97T€|Pv—P| = CW(Re)TT
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4.6 Kavitationsblasen

e Wenn in Flissigkeits- (Wasser-) Stromungen der Dampfdruck
pp unterschritten wird (bei hohen Geschwindigkeiten) bilden sich
Dampfblasen (oder Gasblasen von in Fliissigkeit gelosten Gasen).

e In Gebieten geringerer Stomungsgeschwindigkeiten steigt (even-
tuell) der Druck tiber den Dampfdruck,

der Dampf in den Blasen kondensiert,
Hohlraume stiirzen zusammen,

Larm

R

Beschadigungen (Korrosion bzw. Erosion) der Wande)
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Zusammenstirzen einer kugelformigen Blase

po fur t<0
P fur t>0

Wir betrachten eine Gasblase (ideales Gas mit konstanten spez.
Wairmekapazitaten, Radius Ry) in einer ruhenden inkompressiblen
Flissigkeit bei Druck pg. Bei t = 0 wird der Druck plotzlich auf p..
erhoht. Wie groB ist der in der Blase auftretende Maximaldruck?
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Zusammenstiirzen einer kugelformigen Blase

e In Flussigkeit instationare Potenti-
alstromung

e v, = R(t) fir r = R,

e v, — 0furr — oo

. . . . t
e Losung: Quell- (Senken)stromung mit Potential ¢ = —g( )
mr
e Quellstirke Q(t) = 4nr?v, = 4rR?R
Geschwindigkei ilung 7 = d—RQR
e Geschwindigkeitsverteilung v = grad¢p = 2
WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 7. Mai 2007

e kinetische Energie der Flussigkeit 114

Roo(t) 12
> / L Eyin = / —4rr?dr =
' (t* \\\‘ kin R(t) P 2
i /i‘ Reo(t) R2 R 2
= (O) e oo (t
* e i = 27p / r2dr =
| to i R(t) r2
,:5//’/ . R
N & — 3R2 _ —
A Y Do =2mpR°R (1 Roo)
T .
~ 2mpR®R?

e Volumenanderungsarbeit pro Zeiteinheit

W = —47rRiovrpoo = —47rpOOR2R

e Innere Energie der Gasblase (id. Gas, ¢, = const, isentrope ZA)

R 3(k—1) 47TR3 R 3(k—1)
U = monT = monTh () N (%)
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Energiebilanz

e Anderung der inneren Energie der Fliissigkeit vernachlissigbar,
da inkompressibel,

d .
_Em as =W
* az (Brin + Usas)

e Integration der Energiebilanz ergibt

t .
U(t) — Uy + Epn(t) = /O W dt

ATR} 1 Ry\*Y — s 3
3 -1 l(f) 2R = e (R~ )
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e Wir haben somit eine gewdhnliche Differentialglg. fiir R(t) er-
halten

e Der Maximaldruck p* in c!er Gasblase wird erreicht, falls der Bla-
senradius minimal wird R = 0. Der minimale Blasenradius R,
kann daher aus

3(k—1) 3
s R J e
R, Do Ry
berechnet werden.

e Wegen der isentropen ZA in der Gasblase gilt

pR&% — pORgR

(")
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e Naherungsweise Losung unter der Ann. pg < Poo:
k—1
Do Do

bzw.

k—1
Do _ (- 1) (B
Po Po

e Beispiel: kK = 1,4, pso/po = 100 = p./ps = 4050 In der
Gasblase treten sehr hohe Dricke auf.

e Ursache fiir Schaden:
Konzentrische Stromung bei Annaherung an R* instabil: =
Flissigkeitsstrahl = Erosion Geschwindigkeiten in der GO 100-
200 m/s!
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Figure 6.12.2. Cavitation due to a propeller rotating in a stream of water flowing from
right to left. In (a) there is a cavity at the centre of the ‘tip vortex’ from each of the three
blades; in (b), at higher rotation and stream speeds, there is also a cavity on the suction side
of each blade of sufficiently large volume to affect the pressure distribution on the blades.
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Figure 6.12.1. Formation of cavities in flow (from left to right) past an axisymmetric
slender body in a water tunnel at K = o0-26. (From Knapp 1952.)
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19 20

Figure 6.12.3. Photographs of a collapsing cavity in a stationary vessel of water at intervals

of 2 107* sec. The cavity was formed by putting the water in tension for a brief period,
with a minute bubble of gas released by clectrolysis as the nucleus. During the period
covered by the photographs the pressure difference Po—p» Was maintained at o-05T atm.
"The mean radius of the cavity in the first photograph is 0:69 cm, and the minimum volume
occurs between the 10th and 11th photographs. Photographs 11 to 20 show a rebound with
characteristic non-spherical form. (Unpublished photographs by T. B. Benjamin and
A. T. Ellis.)

und anschlieBendes Wiederausdehnen,

Kollabieren einer Blase
allerdings Abweichung von der Kugelgestalt [Batchelor].

7. Mai 2007
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4.7 Zerfall von Flussigkeitsstrahlen in Gasen

e Beobachtungen: 3 verschiedene Arten des Strahlzerfalls (abh. von
Stromungsgeschwindigkeit)

| Zertropfen
Il Zerwellen

1l Zerstauben

Reihenfolge mit zunehmender Stromungsgeschw.
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e Dimensionsanalyse: Parameter DU, p, i, o:

e Daher zwei unabhangige Kennzahlen.

UDp 7
= —, Oh:
It VpoD

Ohnesorge-Zahl, (alternativ We = @ = Oh? Re?)

Re

e Bereichsgrenzen zwischen I, Il, und 11l durch Oh = f;;(Re) bzw.
Re = firm(Oh) darstellbar, Ohnesorge-Diagramm
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Oh = —£

- N

o B D=05mm
Ricinus D= 0,5 mm (Hanlein)
beslE e = === =10l B 0= 20mm

-+ — ool 1otV X<7-4>———-——-——-—»—-._ 411604 0:20mm
i s i e e O T 1" T1T~T1" 1 7] |Clycerin 8 D=0,5mm

O e e ) e o [ BN N e o v o e wf e o o e e =k Bl ycarin A D= 2,0 mm
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Gasol D= 1,0 mm

Anilin D=0,7mm
— Anilin D=2,0mm
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Wasser D= {0mm
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et et b oSt HGlycerinA D=0,7 mm @ @ @
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5 Zweiphasenstromungen

Phase: Thermodynamisch homogener Teilbereich eines hetero-
genen Systems. (Gasformig, fliissig,fest)

Zweiphasenstromungen “Gemisch” von 2 Phasen stromt. (Gasf.-
fest, gasf.-fliissig, flussig-fest, aber auch fliissig-fliissig (unter-
schiedliche Fliissigkieten)

Beispiele: Nebel, Rauch, Wolken, Schnee, Sandstiirme, siedendes
Wasser, Blutstromungen,...

Verbrennungsvorgange in  Motoren, Brennkammern, Feu-
erloscher, ...

viele Verfahrenstechnische Prozesse,

In diser LVA: Beschrankung auf eindimensionale Stromungen
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5.1 Stromungsformen

e Morphologische Beschreibung der Stromung

(Anordnung und Verteilung der Phasen) 0’
% o
e Grobe Einteilung der Stromungsform bei verti- 0% o
kaler Rohrstromung
— Tropfenstromung
— Ring- oder Filmstromung
— Propfenstromung Q
— Blasenstromung
o 9 ®
Bei vertikaler Stromung brauchen die beiden Phasen 8205
nicht notwendigerweise in dieselbe Richtung stromen. cono
Gleich- bzw. Gegenstrom!
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e Bei horizontaler Stromung zusatzlich

Schichtenstrémung

— Schichtenstromung
(mit bzw, ohne Wellen)

wellige Schichtenstromung___

— Kolbenstromun
& PropfemL \ strémung

— Schwallstromung

Kolbenstromung

e Stromungsform abhangig von vielen Parametern. Diagramme fiir
Stromungsbereiche oft nicht in dimensionsloser Form, daher nur
bedingt verwendbar.
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5.2 Homogene Gleichgewichtsstromungen 129

e Geschwindigkeits- und Temperaturunterschiede zwischen den
Phasen

o = Krafte bzw. Warmeiibergange (Wechselwirkung) bewirken
Reduktion des Temp.- bzw. Geschwindigkeitsunterschiedes

e Oft WW so stark (Bsp. eine Phase in der anderen fein disper-
giert), dass an jeder Stelle zu jedem Zeitpunkt

a) die Geschwindigkeiten beider Phasen (homogene Zweipha-
senstr.)

b) die Temperaturen beider Phasen (thermisches GG.)
ubereinstimmen.

e = homogene Gleichgewichtsstromung, kann wie Einphasen-
stromung behandelt werden.
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5.2.1 ZustandsgroBen des Gemisches

Phase Dichte Volumenanteil Massenanteil

1 p1 l—-a 1—2

2 P2 a=V/V T =mo/m
a) homogene Stromung U} = U, = U
b) thermisches GG. Thn=T,=T
c) zusatzlich pPL=Dp2=0p

Ann c) berechtigt, falls bei 2 fluiden Phasen Oberflachenspannung
keine Rolle spielt.
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ZustandsgroBen des Gemisches ohne Index

m=Vp="Vip + Vap, = p=[1-a)p+ap
m.o mp; Mo 1 1—-2 =z
P P1 P2 P P1 P2

mi=(1-z)pV=p(l-a)V = (l-z)p=>1-a)n
me = xpV = poatV = TP = Qps
spezifische (auf Masseneinheit bezogene) GroBen werden additiv aus
Massenanteilen zusammengesetzt

e=(l—x)es +xey

h:(l—l’)hl—i‘l’hg
p=1—2)c,1 +xCpo

s=(1—x)s1 4+ xs9
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Bestimmung von x

e Ohne Phasenumwandlung (Bsp. Wasser/Luft)

Massenerhaltung in homogener Stromung = = = const (i.a.
« # const)

e Mit Phasenumwandlungen (z.B. Nassdampf)
lokales thermodynamisches GG (LTG) vorausgesetzt

= x(pv p)v oder x = l’(p, S)

A — B isentrope Expansion (z.B. in
Diise), je nach Anfangszustand nimmt z
zu oder ab.
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5.2.2 Schallgeschwindigkeit 133
laufende Schallwelle in ruhendem Medium

Massen- und Impuls- | |

bilanz fir p+dp‘ v=dv -t v=0
Kontrollvolumen CV p+ d,0§ C’\V
_—
dm
KG.  —=A((p+dp)e—pc)=A((p+dp)dv)
cdp=pdv
dI 9
1G. = =A((p+dp)dvc) = 4 ((p+dp) (dv)* + (p+ dp) — p)
pcdv = dp
o , _dp
Schallgeschwindigkeit: (KG)+(IG) = |c¢ = o
P
WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 7. Mai 2007

e Schallgeschwindigkeit von der Art der ZustandsénderungB4
abhangig

e homogene Stromung mit Phasenumwandlung im LTG ohne Rei-
bung und andere irreversible Prozesse:

A= @ =C
dp ), °

¢...Gleichgewichtsschallgeschwindigkeit,
p = P(p, s) Zustandsglg. fiir thermodyn. Gleichgewicht

e homogene Stromung ohne Phasenumwandlung (z = const)
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1 11—z T

= +
2 2 2 2 2 2
P Cy picr PG

¢, Schallgeschwindigkeit der homogenen Zweiphasenstromung ohne
Phasenumwandlung

Vereinfachung fiir Flussigkeits (1) - Gas (2)-Gemische

p=10—a)pr+ap~(1—a)p+.

1 o

(I—a)pic  pac3

2
2 P2 €5

c, = — ——— + ...
€T
p1 a(l —a)
~—
<1
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o ¢, K ¢y (auBer « — 0 oder v — 1) 136

e homogene Stromung vorausgesetzt, gut erfiillt bei Blasen
(leicht), problematisch bei Tropfen (trage = Relativgeschwin-
digkeit = Schallwellen wie in Gas mit Dampfung)

° <@> welche Zustandsanderung?
op),

e falls homogenes Modell adaquat: lokales thermisches GG T =
Ty = Ty Da sich auBerdem Temp. der flissigen Phase kaum
andert:

T =T, =15 = const

Fir ideales Gas (2)

Op P
2 = <_) _pr=?
o ap T P2

2 p
pra(l —a)
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Viskositat von Suspensionen 137

- - UJ/2

o T, Lo $°:b/{2°e : .

e Tw

T—TU

Feste Teilchen bzw. Blasen in Fliissigkeit bewirken Storung des
linearen Geschwindigkeitsprofils

Lokale Abweichungen vom linearen Geschwindigkeitsprofil bzw.

von konstanter Deformationsgeschw. (Scherrate) vom Wert fiir

du U
ein reines Fluid 41 = — = —

M dy b
reine Newtonsche Fl.: Wandschubspannung: 7,1 = pi1,
Dissipation pro Volumen: D; = py73
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Suspension: Definiere scheinbare Viskositat durch

Tw.s = fis¥1, Dissipation Dg = ug?¥?
s lokale Deformationsgeschwindigkeit (Scherrate) in der Sus-
pension.

Definiere Mittelwert des Quadrats der Scherrate 42 fiir Suspen-
sion:
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e Abschatzung: 42 # 42 nur in der Nihe von Blasen bzw. festen
Teilchen, also in Gebieten deren Volumen von GroBenordnung
der Teilchen bzw. Blasen ist.

V2 =1 ~ o

e Somit s — pi1 ~ api

&zl—i-Coz

H1

Genauere Rechnung (Einstein mit Rechenfehler) fiir o <1

s = p1(1 + Sa) feste Kugeln
ps = (1 +a)  kugelformige Gasblasen
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e Fiir groBere Konzentrationen: Batchelor JFM 52 (1972),245-268.

e Erhohung der scheinbaren Zahigkeit auch fiir Blasen (obwohl in
Gasblase nahezu verschwindende Zahigkeit herrscht!)

e Lineares Geschwindigkeitsprofil minimiert Dissipation unter den
Nebenbedingungen u(—b/2) = —U/2, u(b/2) = U/2.

b/2 2
Fly, u, d_u = u/ d_u dy — Minimum
dy —b/2 \ dy

Eulersche Differentialglg. fiir Variationsproblem

mit der Losung u/U = y/b.
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5.3 Eindimensionale homogene Stromung
Voraussetzungen

e stationare Stromung

o Flussigkeites-Gas-Gemisch:
Phase 1: inkompressible Flussigkeit,
2 ideales Gas mit konst. spez. Warmekapazitaten

e lokal: thermisches Gleichgew. T =15 =T

e Stromung ohne Energiezufuhr (keine Warmezu- oder abfuhr, kei-
ne Arbeiten an Fluid): Es gilt (siehe Thermodynamik):

s

— + h = const
2
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Bedingungen fiir isotherme Stromung | |v] < ¢
Begrundung:
o h = ¢ T, mit ¢, = (1 —x)c,1 + xcpo. Fir die meisten

Gas/Flussigkeitsgemische ist ¢,; von der gleichen GroBenord-
nung wie ¢ o

Bsp.: Wasser ¢, 1 ~ 4.2kJ /kgK, Luft ¢, ;, ~ 1.0kJ/kgK

Kk—1
2
® Cop = p/p2 = (cp2 — co2)T = ¢p2 T
Cp cp K—1, 9
o h=—0cpol' = — Cor ™~ Cor
Cp,2 Cp2 R

e Falls v < ¢y sind die Temperaturanderungen vernachlassigbar:
isotherme Stromung

e Aus v < ¢, folgt nicht kleine Machzahl, da M = v/c, bzw.
C,T & 9 ausser o« — 0 oder o — 1.
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Zustandsgleichung: p = p(p) 143

(I—z)p=(1—-a)n x l—a =
= = — —=
Tp = Qps P2 ap o l—xpl
const
@
Aus p/py = const und 1p2 = const folgt
-«
(0] ar
P = Dr = const
11—« 1—ag
] 1
—_ = —
QR PR
I+ ans

p=1—-a)p+  ap
~~

vernachl3ssigbar klein

1 .
p= plm Isotherme des Gemisches
l—ar p
WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 7. Mai 2007

dz dz
g...Schwerebeschleunigung
F,....Wandreibungskraft pro Volumen
Falls v = const, g = 0:

Grundgleichungen fiir die 1-dim. stationare isotherme homogene 144
Stromung
TZ KG pvA =1 = const
|
Al g d d

} BG pv— =L —pg—F,

|

|

_dp _Arpt?
dz d 2

Ag...Rohrreibungsbeiwert, d = 4A/U

\ Fy, =

dv  1dp g v

YT pdz I70 9
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5.3.1 Reibungsfreie Disenstromung
Wandreibung wird vernachlassigt, ubrige Voraussetzungen wie bisher

dv 1dp

vV— =
dz pdz
Isotherme einsetzen: (Ruhezustand “0" als Referenzzustand

dv 1 14 & Po @_
1l—app ) dz

1)&— P1

Integration von 2, bis z ergibt:

2
p1v a p
1—+p+gpl(2—20):p0 <1+1 0 111—0)

2 — Qo P

Verallgemeinerte Bernoulligleichung fiir isotherme, homogene Zweipha-
senstromung
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Schwerkraft vernachlassigbar, wenn

2 2

Y oder |z — 20| € =

Z _
lgp( 20)| < p1 5 2

Bsp.: Wasser/Luft, v ~ 20m/s (~ c,p bei a = 1): v?/(2g) = 20 m.
Im folgenden: Vernachlassigung der Schwerkraft:

dv Idp  1dpdp 1, dp

YT pdz pdpdz _;Cng

Aus KG:
1dp 1dv 1dA
pdz  wvdz Adz
dU_ 2 1%_‘_1%
vdz  Adz

U& = Cr

0
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v\ ldv_1da
vdz  Adz

1dv 1dA
e B e

M = v/cyr....Machzahl fiir homogene isotherme Stromung

M<1 vT wenn A]
M>1 vT wenn AT

Um Uberschall zu erzielen ist Lavaldiise erforderlich! Im engsten Quer-
schnitt dA/dz = 0 entweder dv/dz = 0 (Maximum oder Minimum
der Geschwindigkeit) oder M = 1.
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Kritisches Druckverhaltnis i
. Po i 148
* kritischer Zustand v = v* = ¢, fur p = p*

2
verallg. Bernoulliglg: v _ M (1 + I Ty E)
2 P1 l—a P po

1 1
Isotherme — = — (1 + il @>

PP = p
1 «Q 1
—dp = =P
p l—agpp
2 2
2 _@_1—%&(2) _ P (1—ao£+1)
T dp a po\p) " pml-—a\ a po

a) Fiir 1/p Isotherme einsetzen und entsprechend umformen
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Maximale (kritische) Massenstromdichte

X kK k%
pv _pch*_

Poco Poco
1 1 p Qo Po p
:1 1 ap Po(l_ao)_ 1+1 — | =
—ao L+ - -7 Po — Qg p Po
Xk k p
P Car = poco—
Po
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5.3.2 Rohrstromung mit Reibung
Voraussetzung: homogene isotherme Stromung, keine Schwerkraft,

konstanter Querschnitt A

. 1dv (1[) )\R ()Uz
B leich 2=
ewegungsgleichung  pv L ~ 5

Aus Kontinuitatsgleichung pv = const folgt:

Tdv_ 1dp

Idp  1dpdp 1 dp
vdz  pdz  pdpdz  pcErdz

dp AR pU v
1-M*)H= =20 = —
( )dz d 2 ’ CxT
M <1 $<0;pfillt bis M = 1 erreicht ist, dann Blockieren (choking).
M>1 % > (; p steigt bis M =1 erreicht ist, dann Blockieren.
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Ges. Differentialgleichung fiir M

1-— 2 2 2A2
Esgilt 1 =pAv, 2= — 20 ﬂ%:ﬂ<£> v’
Qo Pop a \Po m
‘\,_/
Abk. =1/a
' 1 d dM
P L2 ), = Lo
po A\ pipo M P M
. m a .
Anfangsbedingung: p = py: My = —/——, Zustand 0 noch nicht
A\ pipo

festgelegt, Ruhezustand oder bei Rohreinlauf moglich.

1—]\/[2d]\/[_ﬁp_v2
M dz 2d p
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pv P\Nop 10 pp P\ _ 1 p

—:U2<_> p a (1 ! >_ e

p p P a Cx7 Po P1 p a Po
—— N~~~

(@) (1) (id)

K*l

(i) (p/p)*: Mittels Formel fiir Isotherme Schallgeschwindigkeit aus-
driicken.

(i) 1/p Mittels Zustandsgleichung fiir Isotherme ausdriicken.

(iii) p/po aus Formel (iii) ausdriicken.
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Es gilt K~' = My/a,

1—M?>dM  \p Kt
— =M1+ ——
M Az 2d < - M)
Annahme Ap = const, setze Z = ArZ:

2(1 — M?)dM _1+K‘1
M3 dz M

Integration der Bewegungsgleichung mit RB M =1 bei z = 0:

1 1+ K AR
K(l—-— 1—-K)In——— — K?’InM =22
( M)+( I . 2d°
. A a «
mltK:% aplpozﬁo,a: 1—0040'

WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 7. Mai 2007

154

Wahlen wir pg, ag, My als Einlaufzustand der bei z = zy herrscht, so
gilt:

i a 1 a a \?2 1+ 55
AR = (1 = — LMy ) + |1 (-Z) |1 0
247" MO( My M, °)+l (Mo)]n 1+a

Durch kritische Rohrlange |z| ist maximalzuldssige Rohrlange bei Ver-
meidung von Choking festgelegt.

Beachte statt M, kann auch die Massenstromdichte 712/ A als Parame-
ter gewahlt werden: My = a/K = \/a/p1pomi/A.

Beispiel: g = 1/2: a =1, My = 0.5, A\g = 0.02, = 2 = —0.888, =
|z/d| = 44.4
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1.75¢
1.5
1.25}

0.75| —
0.5
0.25/

08 -06 -04 -02 0
ARZ/d
[0}

Rohrstromung mit Reibung. K = m = const.

WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 7. Mai 2007

5.3.3 Reibungsbeiwert Ar 156

. 64 . _. .
e Laminare Rohrstromung: A\p = Re bei Einphasenstromungen
e

mit

bei Mehrphasenstromungen wird Resultat fiir Einphasenstr. tber-

. vd . : e
nommen mit: Re = 2% mit its scheinbare Viskositat.

Ks

e Turbulente Rohrstromung: verschiedene Moglichkeiten:

— Ar = Ar(Re) aus Einphasenstr. iibernommen, mit ug zur
Berechnung der Reynoldszahl; log. Gesetz

— A\ = const, ab etwa Rel0® Az ~ 0.02, oft hinreichend
genau.

— empirische Beziehungen (Korrelationen), z.B. Lockhart-
Martinelli-Korrelation.
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5.3.4 Widerstandsverringerung durch Additiva

e Toms-Effekt: Zusitze (Additiva) in sehr geringer Konzentration
(ppm=parts per million) kénnen den Widerstand der turbulenten
Wasserstromung wesentlich reduzieren (bis zu 50%).

o Langkettige Molekiile (z.B. Polyethylenoxide, M = 10° werden
in Scherstromung gestreckt bis zu einer Lange, die GroBenord-
nung der kleinsten Turbulenzwirbel entspricht:

Verringerung der turbulenten Dissipation, bei kaum merkbarer
Veranderung der Zahigkeit.

e Ebenso: VergroBerung der Wurfweite von Freistrahlen (Feuer-
wehr!); Bei “Uberfluteten” turbulenten Freistrahlen jedoch kein
Effekt.

e Wesentlich fir die Wirkung der Additiva ist daher die Wand bzw.
die freie Oberflache.
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5.4 Zweiphasenstromungen mit Relativgeschwindigkeit
5.4.1 Allgemeine Beziehungen

e Bei Stromungen mit Relativgeschw. besonders wichtig:
Stromungsform: Gleich- oder Gegenstrom.

e Bei bekannter Stromungsform ist die eindimensionale Stromung
eindeutig bestimmt durch:

p, p1, vi, (1—a), Phasel
P2,  Va, «, Phase 2

Als Druck wird der Mittelwert iiber die Querschnittsflache ge-
nommen und in beiden Phasen als gleich angenommen.
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e Grundgleichungen

— je eine Kontinuitatsgleichung fur jede Phase

— je eine Bewegungsgleichung fiir jede Phase (oder eine
BWglg fiir Gemisch und eine BWglg. fiir Relativbewegung)

— je eine Dichte-Druck-Relation (Zustandsgleichung) fiir jede
Phase. (z.B. p = const, oder isentrope bzw. isotherme ZA,
oder Energiebilanz + Zustandsgleichung)

Die Bewegungsgleichungen (mit Ausnahme jener des Gemisches)
enthalten Wechselwirkungskrafte zwischen den Phasen (Wider-
stand zufolge der Relativbewegung).
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e Wenn eine Phase in der anderen verteilt ist (Dispersion), so wird
auch die dispergierte Phase (“Teilchen, Tropfen- bzw. Blasen-
schwarm”) wie ein Kontinuum behandelt. Dabei bedeutet p im-
mer die Dichte des Stoffes aus dem die Phase besteht, und nicht
die Dichte des Schwarms! (Diese ist durch ap, gegeben, wenn
Phase 2 in Phase 1 dispergiert ist.)

e Es werden einheitliche Geschwindigkeiten fiir jede Phase ange-
nommen. Stellt bei Ringstromungen, Schichtenstromungen und
anderen Stromungsformen mit getrennten Phasen lediglich die
konsequente eindimensionale Naherung dar.

e Bei dispergierter Phase jedoch zusatzliche Vorraussetzung notig:
TeilchengroBen diirfen nicht zu unterschiedlich sein, damit
annahernd gleiche Wechselwirkungskrafte auch fiir annahernd
gleiche Relativgeschwindigkeiten sorgen. Anderenfalls “Schlupf-
term” in Gemisch-Bewegungsgleichung!
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5.4.2 Driftfluss

Ziel: Naherungsweise Beschreibung, die wesentliche Effekte erfasst, oh-
ne dass die (komplizierten) Grundgleichungen gelost werden miissen.
Zur Vereinfachung der Darstellung: Feste Teilchen in Flussigkeit oder
in Gas, keine Phasenumwandlungen.

Volumenstromdichte

Vi
h=—=0—-a)v
n A ( ) 1
W
= — =V
J2 A 2
Volumenstromdichte des Gemisches
Vit Ve
Jj= 1 =j+752=10—a) + ave
WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 7. Mai 2007
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Definition Driftfluss ji2: Volumenstromdichte der Phase relativ zu einer
Querschnittsflache, die sich mit der Volumenstromdichte j bewegt.

Jiz=1—a)(v1—j) =51 — (1 —a)(j1 +j2) = aji — (1 — a)js

Jor = ave —j) = Jo — afi + j2) = —aji + (1 — ) jo = —J12
Es gilt
71 =0 —=a)j+ jo, Je =) — Ji2
Jr=0-a)(vi—j)=(1-a)(vy— (1 -a)v —avy) =
= Oé(l — Oé) (Ul — 'Ug) = —jgl
—_———
V12

Achtung v12 = v; — vg, aber j12 # j1 — Ja.
Aufgabe: Wie hangt ji bzw. v von « ab?,
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e hinreichend kleine Geschwindigkeiten: Vernachlassigung der Be-
schleunigunsterme und der konvektiven Terme

e Vernachlassigung der Wandreibung

e Betrachten nur Stromungen in einem senkrechten Rohr mit kon-
stantem Querschnitt

Folgen

A) Bewegungsgleichung fiir Gemisch: Druck = hydrostatische
Druckverteilung (als ob Gemisch ruhen wiirde)

B) Bewegungsgleichung fiir Relativbewegung: Gleichgewichtsbedin-
gung fiur Krafte, die an einem Teilchen angreifen.

2
v
glp2 — plV, = Cwa%flp-
—_———

N— ———
Bem 1 Bem 2
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Bem 1 Gewicht minus Auftrieb eines Teilchens im hydrostat. Druckgra-
dienten der im Gemische herrscht.

Bem 2 Widerstand eines Teilchens im Schwarm mit Konzentration «,
(d.h. gegenseitige Beeinflussung der Teilchen). V,,, A, Volumen
bzw. Querschnittsflache eines Teilchens.

e Dimensionsanalyse

: d 3V,
Cw,a = Cw,a(R6127 a), mit RelZ = %’ dp = 2—/12

e weitere Vereinfachungen fir Re;s > 1 oder Rejs < 1 moglich
(meist auch bei Rejs ~ 1 verwendet.)
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e Rejy > 1 Ablésung unabhingig von Rejs (im unter- oder iiber-165
kritischen Bereich) = ¢,,, unabhangig von Rejs

Cwa = Cwo®(a) mit ¢(0) =1,
cwo Widerstandsbeiwert fiir Einzelteilchen.

e Rejy < 1: Widerstand proportional pi1, (schleichende Stromung,
Stokessche Formel!)

const )
Cwa = CwO‘P(Of) = R,612 @(O‘)v mit 30(0) =L

e Vergleich mit Einzelteilchen:

mU?
9|P2 - Pl|Vp = ConAp,

mit U Sink- oder Steiggeschwindigkeit eines Einzelteilchens bei

gleichformiger Bewegung in ruhendem Fluid.
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Es gilt:
lp2 = pl = (1= a)lp2 — pl-
Vergleich ergibt:

mU?

2
P1v
TAP — CwaleApa

j12 = a(l — a)vy = a(l — a)?/? SLOU.
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Driftfluss-Relation

Ji2 = Uf(a7 Reu)

wobei f(a) — 0 fir a — 0.
Bsp.: Experimentell fiir feste Teilchen in Fliissigkeit (Richarson & Zak):

[ 465 Rey > 500
fla;Reu) = a1 = a)", ”_{ 239 Rey < 0.2

: Ud S
mit Rey = —, aunax Volumenanteil bei dichtester Kugelpackung

vy
014
J12 / U.. |
01f |
Rey < O\2
008 i
0.06
0.04f
0.02H ReU > 50
o . . !
) 02 04 06 08
04 amax
WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 7. Mai 2007

168

5.4.3 Stationare Stromungszustande, Wirbelschicht

Anwendung der Driftfluss-Relation:

Bestimmung des stationaren Zustandes bei gegebenen j; und js:
=0: Ji2=—J2

a=1: jiu=nr

und 75 liegen auf der Verbindungsgeraden.

Es gilt: , Alle moglichen Driftflisse j15 bei geg. j;

2 Ja A
v v i 0A  Wirbelschicht mit unterem ji
E - U und oberen Fluid Volumenstrom ji*.
D - B 1% AB  Gleichstrom (1 Lésung)
Co "N iz AC  Gegenstrom (2 Losungen)
i) S U AD Grenze des Gegenstrombetriebs
e 3 a AE stationarer Zustand nicht moglich
B
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Anwendung auf Wirbelschicht (FlieBbett, “fluidized bed")

Feste Teilchen in einem vertikalen Behalter der von einem spezi-
fisch leichteren Fluid von unten nach oben durchstromt wird.

J1 < Jji Ruhende Schicht
Ji <71 <7j7* Wirbelschicht: Verhalten analog
zu Flussigkeit, freie Oberflache,
Oberflachenwellen,
spez. leichterer Korper schwimmt,
strahlformiges Austreten
Ji¥ <71 Teilchen werden von Fluid mitgerissen
und treten oben aus dem Behalter aus.
Wirbelschicht kann { .homogen
inhomogen
vor allem bei hoheren Geschwindigkeiten;
“Blasen”, “Strahlen”

} sein; inhomogen

WS 2006 H. Steinriick, Ein- und Mehrphasenstrémungen 7. Mai 2007

5.4.4 Druckverluste 170
Druckverlust in Wirbelschicht (Flussigkeitswirbelschicht
Bemerkung: Bei Gasen treten Blasen schon bei j; > ji auf!)

Ap |ruhende Wirbelschicbt
Schicht =
I 2
]
(@)
| o)
: CE
‘homogene WS 2
| =
0 ji i
. . , k d
I linearer Bereich, Darcysches Gesetz: j; = ———p,
p dx

k...Permeabilitat [k] = m?(nur von porosen Medium abhangig) ,

IT konstanter Wert = Gewicht der festen Teilchen pro Flache,
(Voraussetzung: Vertikales Rohr, konstanter Querschnitt)
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5.4.5 Sedimentation, kinematische Wellen

Kontinuitatsgleichung fiir Phase 2

: 0372 .
J2 + F2dz OaAdz 72
=A|jo — (7o + ==d ,
ot l‘h (2 0z ?)
z
o | | de do  0j
BT ga 92 _ 0,
7\ ‘ ot 0z
J2 inkomp. Gemisch, konst. Querschnitt:
i
A 2.
0z
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Bei festem Boden gilt: j = 0 und somit jo = aj — ji12 = —Uf(a),

8_& — U@f(a) =0 | kinematische Wellengleichung
ot 0z
Oa da B ,
W) =0, ela) = ~Uf (o).

Fiir einen Beobachter, der sich mit der Geschwindigkeit ¢ = ¢(«) be-
wegt, ist die Losung konstant; m. a. W.: die Losung ist entlang von
Geraden in der (z,t)-Ebene konstant:

allg. Losung a=a((), (¢=z—c(a)t.
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Losung der kinematischen Wellenglg. mittels Charakteristiken
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o~
[\
3
3 Stof3
— P12 / A P1
— 3 / / ‘71_2 AR
// v :
é\ 4%"/ § ,’/
v/
/—§ /
&
'/ &/ vt/ -
v/ S/ / o a
// J/ '
M s
clar) = =Utanyp;, c(ag) = —Utanypy, s13=—Utanypy
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kinematische StoBwelle
Falls fiir z; < 29 gilt ¢(a(21)) > c(a(z2)) kommt es zum “Aufstellen”
der kinematischen Welle = nicht differenzierbare Losung, bzw. wan-
dernde Unstetigkeit (StoB).
Bestimmung der StoBgeschwindigkeit:
. o, z2<0
Anfangsbedingung « = ’
& gung g, z>0
mit ¢(ay) > ¢(a), Losung:
Q z < st
a(z,t) = { b
Qy, 2z > St
mit s StoBgeschwindigkeit.
7. Mai 2007
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Integration tiber ein Kontrollvolumen, dass den StoB enthalt ergibt:

0 /dz

T + —]2

mit jo = aj — j12 und 7 = 0 erhalten wir
0 ) .
g/adz +jo(ve) — ja(a1) =0
|
s(a1—a2)

o = J2(a2) = jalan) _

Qg — (X1
_ () — jra(n) — _Utan g,
Q2 —
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7. Mai 2007

Sedimentation in einem Behalter mit senkrechten Wanden und
konstantem Querschnitt
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B T voovv
(@) + -
A
YBC C o
cD
A\ vaB D A A
0 (7)) a1 Oy Omax B
B
z PYAB
a=0
Q) A C
B
@ -
Qv//coééot D ¢
N - _ Omax
YBC | 45T Yob =
Uty Ut, Ut
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e Randbedingung an Oberseite: j, = 0, Wegen negativer Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit ¢ < 0 entsteht Zone mit klarer Flussigkeit
a =0, Zone A,

e Zone B: Ungestorter Anfangsvolumenanteil oy, Sinkgeschwindig-
keit vy

e StoB AB: Ubergang von Zustand A (a = 0) nach a = g (Zu-
stand B) erfolgt mittels StoB.
StoBgeschwindigkeit = Sinkgeschwindigkeit in Bereich B

_jlz(Oéo) -0 _

SAB =
OéQ—O

(%
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e Randbedingung an Boden: j, = 0: Teilchen akkumulieren auf
Boden mit & = ayax (Zustand D)

e In Bereich D: jo, = 0 = j; = 0, Driftflussrelation hier nicht giltig
da Teilchen auf dem Boden ruhen.

e Grenze des Bereichs D: Ausbreitung mit StoBgeschwindigkeit

_Jr2(a2) =0
Qg — Omax

Scp =

aber auch mit Ausbreitung mit Charakteristikengeschw.

i
(o) =~
Daher s¢p = c(aw).

e Bestimmung von as: Tangente aus ((uayx, 0) an Driftflusskurve.
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e Ubergang BC: Tangente aus (o, ji2(g)) an Driftflusskurve —
ai,

e Bereich C: Verdiinnungsfacher (stetiger Ubergang von «y nach
042),

e Ubergang von Zustand B in D erfolgt nicht mittels eines StoBes
(ware aufgrund der Kontinuitatsgleichung moglich), sondern mit-
tels eines StoBes und eines “Verdiinnungsfachers”. Begriindung:
Die Verbindungslinie der Endzustande eines StoBes muss unter-
halb der Driftflusskurve liegen (Entropiebedingung, Folge aus 2.
HS)

e Falls die Gerade durch (amax, 0) (Zustand D) und («, ji2())
(Zustand B) unterhalb der Driftflusskurve liegt, entfallt der Be-
reich C.
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Analoge Behandlung

e Zentrifugieren

e Drainage von Schaumen
Verallgemeinerung

e Behalter mit geneigten Wanden: Erhohung der effektiven Absetz-
geschwindigkeit (bis zu Faktor 7) Boycott-Effekt (experimentell
1925).
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