Beispiele aus Ein- und Mehrphasenstromungen

Beispiel 1

Eine Schleppstromungspumpe laut Skizze soll dazu eingesetzt werden, ein Binghamsches Medium von
einem Behélter 1 in einen Behilter 2 zu fordern. Im stationdren Zustand besteht wegen des Unterschieds
in der geodétischen Hohe eine Druckdifferenz Ap = ps — p1. Es wird eine voll ausgebildete, stationére
Stromung vorausgesetzt.

a) Berechnen und skizzieren Sie den Schubspannungsverlauf 7(y).

b) Berechnen und skizzieren Sie die Geschwindigkeitsverteilung u(y) fiir eine Druckdifferenz, bei der
das gesamte Fluid im Kanal mitgeschleppt wird und gerade kein Teil stehen bleibt, u(y) > 0 fiir
y > 0.

¢) Wie hoch ist in diesem Fall die Druckdifferenz Ap?
d) Berechnen Sie den Volumenstrom pro Tiefeneinheit.

Gegebene Grofen: Uy, H, L, 19, up.
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Beispiel 2

In einem um den Winkel = 30° gegen die Horizontale geneigten Rohr mit dem Innendurchmesser

d, = 6 cm befindet sich co-axial eine in Langsrichtung verschiebbare Welle vom Durchmesser d; = 4 cm.
Das Rohr ist mit einem Ostwald-de Waele Fluid gefiillt, 7 = m4|¥|"~" mit m = 321 Pas'/* n = 1/4.
An beiden Enden des Rohres herrscht der selbe Druck. Die Dichte des Fluids betrigt p = 760kg/m3,
die Dichte der Welle ist px = 7000kg/m3. Die Schwerebeschleunigung betriigt g = 9,81 m?/s.

Mit welcher Geschwindigkeit bewegt sich die Welle?

Beispiel 3

An einer senkrechten Platte fliefen 2000 kg/hm Wasser ab. Die dynamische Viskositit u betrigt bei
20°C 100,2 - 1075 Pas, die Dichte 1000 kg/m?. Die Schwerebeschleunigung ist g = 9,81 m/s.

a) Handelt es sich um eine laminare oder turbulente Filmstromung?

b) Berechnen Sie die mittlere Geschwindigkeit uy, und die Filmdicke 0.
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Beispiel 4

Eine Kugel vom Durchmesser d = 1,6 mm und der Dichte px = 1400 kg/m? sinkt in einem mit einer
Fliissigkeit der Dichte p = 1140kg/m? gefiillten Gefif zu Boden. Die Kugel durchmisst eine Strecke
L =10cm in der Zeit von t = 3,73s. Die Schwerebeschleunigung betrigt g = 9,81 m/s2.

a) Berechnen Sie die kinematische und die dynamische Viskositét der Fliissigkeit. Mit welcher Re-
Zahl sinkt die Kugel?

b) Wie schnell sinkt dieselbe Kugel in einer Fliissigkeit mit der Dichte p = 840 kg/m® und der Visko-
sitdt p = 0,1 Pas. Geben Sie die Reynoldszahl der Kugel an.
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Widerstandsbeiwert fiir Kugeln mit glatter Oberfliche. Kurve ¢ — Stokessches Gesetz, d
— Oseensche Néherung. (Abb. 5.2 aus Brauer, 1971).
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Beispiel 5

Berechnen Sie die Geschwindigkeit zweier Regentropfen mit den Durchmessern d; = 1 mm und do =
4 mm. Bleiben die Regentropfen kugelférmig?

Stoffwerte von Wasser bzw. Luft bei 10°C (VDI-Wirmeatlas): pw = 999,7kgm =3,

pw = 1305910 5kgm~1s7t; pp, = 1,23kgm 3, puy, = 17,74 - 1075 Pas. 0 = 72mN /m.
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Widerstandsbeiwert fiir Kugeln mit glatter Oberfliche. Kurve ¢ — Stokessches Gesetz, d
— Oseensche Ndherung. (Abb. 5.2 aus Brauer, 1971).

_,;ae'?“’"'

Reynolds Number, Re

20 1q0 200 590 1q00 20.00 3090 350‘0
0T T T T T 10
g
8- oo F
« ['=]
36— —08%
2 &
55— Eq.(7-2) >
° 3
% Li— —07 g
23 m
€
@2+ —0.6
R
1+,
0 ! | L I | 05
0 1 6

2 3 4 5
Equivalent Diameter, dg (mm)

Endgeschwindigkeit (terminal velocity) und Querschnittsverhéltnis
von in Luft (20°C, 1 bar) fallenden Wassertropfen. (Abb. 7.1 aus
Clift, Grace und Weber, 1978.)
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Beispiel 6

Ein Tropfen Ol (py = 880kg/m?, iy = 0,6 Pas, R = 1 mm) sinkt in einem mit Silikondl (p = 800 kg/m?,
u = 0,2 Pas) gefiillten Geféafs herab. Die beiden Fliissigkeiten sind nicht mischbar, die Oberflachenspan-
nung betragt 32 mN /m.

2
Formel von Hadamard-Ribtschinski: Fy = QWMURM.

Ht v
a) In welcher Zeit wird eine Strecke von 100 mm zuriickgelegt?
b) Geben Sie die Reynoldszahl an.

¢) Bleibt der Tropfen kugelformig?

Beispiel 7

Eine Luftblase vom Durchmesser d = 1 mm befindet sich in reinem Wasser in Ruhe. Zum Zeitpunkt

= 0 beginnt die Luftblase zu steigen. Stoffwerte von Wasser bzw. Luft bei 20°C: pw = 998,2kg/m3,
pw = 1001,6-10 % kg/ms, pr, = 1,188 kg/m?, up, = 18,24-107% Pas, Oberflichenspannung o = 72mN /m.
Schwerebeschleunigung g = 9,81 m/s2.

a) Berechnen Sie die Endgeschwindigkeit Ug.

b) Nach welcher Zeit tgg erreicht die Luftblase 99% der Endgeschwindigkeit?

¢) Welchen Weg sgg legt die Blase in dieser Zeit zuriick?
)

d) Die Luftblase beginnt in dem Moment zu steigen, in dem sich eine zweite, gleiche Blase mit der

Endgeschwindigkeit an der ersten vorbeibewegt. Berechnen Sie fiir das Limit ¢ — oo den Abstand
zwischen den beiden Blasen.

Beispiele aus Ein- und Mehrphasenstromungen, http://www.fluid.tuwien.ac.at /319032 5


http://www.fluid.tuwien.ac.at/319032

Beispiel 8

In einem Kessel befindet sich ein homogenes Gemisch aus Ol (Index 1: p; = 870kg/m?3) und Stickstoff
(Index 2: My, = 28kg/kmol, R = 8314 J/kmolK, Massenanteil x), welcher als ideales Gas zu be-
handeln ist. Die Gesamtmasse des Gemisches betriigt m = 1000 kg und das Kesselvolumen 2,5 m?. Der
Druck im Kessel betragt px = 1,2bar und die Temperatur Tx = 295 K.

Das Gemisch stromt durch eine am Boden des Kessels angebrachte, horizontale Diise (Enddurchmesser
d = 10cm) in Form einer homogenen, isothermen, reibungsfreien und stationéren Zweiphasenstromung
ins Freie. Der Kesseldruck kann wéhrend dieses Vorgangs als konstant angenommen werden. Der Au-
fendruck betrigt pg = 1 bar und die Aufsentemperatur Ty = 295 K.

Berechnen Sie

a) den Massenanteil x des Stickstoffes,

=3

die Volumenkonzentration ax und die Schallgeschwindigkeit c,7 ik im Kessel,
c) die Volumenkonzentration ag und die Schallgeschwindigkeit ¢, am Ende der Diise,
d) die Machzahl Mg des Gemisches am Ende der Diise sowie

den Massenstrom m.

@

)
)
)
)
)
)

f) Wie grofs ist der Massenstrom, falls in der Diise gerade der kritische Zustand erreicht wird. Wel-
cher Zustand (po, ap) herrscht dabei im Kessel?
Ol, Stickstoff
pk = 1,2bar
Tk = 295K
\¢ 210 cm
/t T =295K
pe = 1bar
Formelsammlung
verallgemeinerte Bernoulligleichung;:
2 2
v v Qy Dr
pry tptpglz —2) =p1y +p [1 tiog (p)}

kritisches Druckverhaltnis:

1—ag P p*
l1——)—In{— | =
o Po Po

Rohrstromung mit Reibung:

AR o1 o (M ) (1+KMr> o«
(z Zr)K(Mr M)—i—Kln(M)—i-(l K*)In , K=

N
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Beispiel 9

Ein Gemisch aus Wasser (pw = 1000kg/m?3) und Luft (R, = 287,06 J/kgK, T = 280K, 2 = 0,0015)
stromt isotherm durch eine horizontale Rohrleitung (d = 10 cm, Ag = 0,02).

a) Wie hoch ist der Massestrom, wenn 20 m vor dem Ende der Rohrleitung (pg = 1bar) ein Druck
von pp = 3 bar anliegt?

b) Wie hoch ist der Massenstrom, falls am Ende der Rohrleitung der kritische Zustand erreicht wird.
Welcher Druck muss in diesem Fall im Punkt A herrschen?

c¢) Berechnen Sie die kritische Lange der Rohrleitung, falls im Punkt A die unter (a) berechneten
Bedingungen herrschen. Wie hoch ist in diesem Fall der Druck am Ende des Rohres?

Formelsammlung
verallgemeinerte Bernoulligleichung:

2 2

v (O Ay Dr
e _ — L 1 In (2
pry Tptpglz—2) p12+pr{ +1_arn<p>}

kritisches Druckverhaltnis:

1— * * 1 1— *\ 2
Oéo(l_p>_ln<p):<1+<ao>p>
ap Do Do 2 ap  po

Rohrstromung mit Reibung:

11 M,
—z2)=K(——-—=)+K?In(— 1-K?)In|—+—
24> ) (Mr M>+ H(M)+( )n<1+KM
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Beispiel 10

Ein 10 cm hoher Behilter ist voll gefiillt mit einer Suspension von Glaskugeln (ps = 2400kg/m?, d =
100 ym) und einem Glyzerin-Wasser Gemisch (p; = 1191kg/m3, u = 19,5 - 1073 Pas). Die Anfangskon-
zentration der Teilchen ist ap = 0,3, die maximale Konzentration betragt amax = 0,634. Es gelte die
Driftflussrelation von Richardson & Zaki,

j12 = a(l — a)4’7U.
wobei U die Sinkgeschwindigkeit eines einzelnen Teilchens ist.

a) Skizzieren Sie die Art der Sedimentation. Kennzeichnen Sie Bereiche unterschiedlicher Konzen-
tration und geben Sie, falls bekannt, die entsprechende Konzentration an. Welche kinematischen
Stofe treten auf und wie bewegen diese sich? Zeichnen Sie die auftretenden Stofse in untenstehen-
des Diagramm ein.

b) Berechnen Sie die Geschwindigkeiten der auftretenden kinematischen Stofe.
c¢) Berechnen Sie die Zeit bis zur vollstdndigen Sedimentation sowie

d) die Hohe der Sedimentationsschicht.

Driftflussbeziehung

T
1

0.07 |
0.06 :
0.05 5
0.04 [ 5
j12/U : ]
0.03 j
0.02 5

0.01 f 5
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Zusatzliche Beispiele

Beispiel Z1

Eine Schleppstromungspumpe laut Skizze soll dazu eingesetzt werden, ein Binghamsches Medium von
einem Behélter 1 in einen Behilter 2 zu fordern. Im stationdren Zustand besteht wegen des Unterschieds
in der geodétischen Hohe eine Druckdifferenz Ap = ps — p1. Es wird eine voll ausgebildete, stationére
Stromung vorausgesetzt.

a) Berechnen und skizzieren Sie den Schubspannungsverlauf 7(y).

b) Berechnen und skizzieren Sie die Geschwindigkeitsverteilung u(y) fiir eine Druckdifferenz, bei der
gerade keine Riickstromung auftritt, u(y) > 0 fiir y > 0.

¢) Berechnen Sie den Volumenstrom pro Tiefeneinheit.

Gegebene Grofken: Uw, H, L, 19, pug, Ap.

N \/

1 & — 7Y
: : v: //
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Beispiel Z2

Eine Schleppstromungspumpe laut Skizze soll dazu eingesetzt werden, ein Binghamsches Medium von
einem Behélter 1 in einen Behélter 2 zu fordern. Im stationdren Zustand besteht wegen des Unterschieds
in der geodétischen Hohe eine Druckdifferenz Ap = ps — p1. Es wird eine voll ausgebildete, stationére
Stromung vorausgesetzt. Gesucht ist die maximal mogliche Druckdifferenz, d.h. die Druckdifferenz, bei
der der Volumenstrom verschwindet, V = 0.

Hinweis: In diesem Fall muss sich ein Riickstromgebiet bilden.

a) Skizzieren sie vorerst den Schubspannungsverlauf 7(y) und die Geschwindigkeitsverteilung u(y).
Zeichnen Sie 7y in das Diagramm fiir die Schubspannung ein.

d) Berechnen Sie die Druckdifferenz, bei der der Volumenstrom verschwindet, V = 0.
b) Berechnen Sie den Schubspannungsverlauf 7(y).

b) Berechnen Sie die Geschwindigkeitsverteilung u(y).

¢) Berechnen Sie die Druckdifferenz fiir die gilt V' = 0.

Gegebene Grofen: Uy, H, L, 19, us, Ap.

N \/
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Beispiel Z3

In einem ebenen Kanal befinden sich zwei nicht mischbare Fliissigkeiten A (Newtonsches Fluid) und

B (Binghamsches Medium), siehe Skizze. Das Newtonsche Fluid A fliekt unter dem Einflufs der Schwer-
kraft in Form einer voll ausgebildeten, stationdren, laminaren und inkompressiblen Stromung bei dp/dx =
0 von oben nach unten. Die Dicke h des Binghamschen Mediums soll so grofs sein, dass trotz der vom
dariiberliegenden Newtonschen Fluid aufgepriagten Schubspannung im gesamten Bingham Fluid gerade
kein Fliefsen eintritt.

Gegeben sind folgende Grofen: pa, pa, pB, 70, g, H, 5. Weiters gilt pg > pa.

a) Welche Rand- und Ubergangsbedingungen miissen an den Stellen

i) y=0,
i) y=h,
i) y = H

erfiillt werden?
b) Berechnen Sie den Schubspannungsverlauf 75(y) im Binghamschen Medium.

¢) Berechnen Sie den Schubspannungsverlauf 74 (y) und den Geschwindigkeitsverlauf ua (y) im New-
tonschen Fluid als Funktion der gegebenen Grofen und der zunéchst noch unbekannten Schichtdi-
cke h.

d) Berechnen Sie die Schichtdicke i des Binghamschen Mediums.

Beispiele aus Ein- und Mehrphasenstromungen, http://www.fluid.tuwien.ac.at /319032 11


http://www.fluid.tuwien.ac.at/319032

Beispiel Z4

An einer schiefen Ebene, die um den Winkel a = 40° gegen die Horizontale geneigt ist, flieken Ol und
Wasser in zwei parallelen Schichten ab. Die Schichtdicke des Wasserfilms betrage 0,4 mm, die des Ol-
films 0,8 mm. Stoffwerte: Wasser (Index 1): p; = 1000 kg/m?, i1 = 1073 Pas; Ol: po = 890 kg/m?,
po = 0,1 Pas; Schwerebeschleunigung g = 9,81 m?/s.

a) Berechnen Sie die Geschwindigkeit der Grenzfliche und der Oberfliche des Ols.
b) Geben Sie fiir den Wasserfilm und fiir den Olfilm eine charakteristische Reynoldszahl an.

c¢) Skizzieren Sie die Schubspannungs- und die Geschwindigkeitsverteilung.

hy Y

Beispiel Z5

Wie grof darf der Durchmesser einer PMMA-Kugel (Polymethylmethacrylat, Acrylglas; py = 1,18 g/cm?)
maximal sein, damit diese in Silikondl mit einer Reynoldszahl kleiner oder gleich eins fallt?
Silikondl: p = 940 kg/m3, = 20 - 10~3 Pas. Schwerebeschleunigung g = 9,81 m/s?.

Beispiel Z6

Eine PMMA-Kugel (py = 1,18 g/cm?) mit dem Durchmesser d = 1 mm werde in Silikondl (p =
940 kg/m3, u = 2-1072 Pas; g = 9,81 m/s?) fallen gelassen.

(a) Wie hoch ist die Fallgeschwindigkeit der Kugel?
(b) In welcher Zeit beschleunigt die Kugel aus der Ruhe auf 99% ihrer Endgeschwindigkeit?

(¢) Welchen Weg legt die Kugel dabei zuriick?
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Beispiel Z7

Mit welcher Geschwindigkeit sinkt eine PMMA-Kugel (py = 1,18 g/cm?) mit einem Durchmesser
von d = 1 mm in Wasser (p = 1000 kg/m?, 4 = 1072 Pas) zu Boden? Schwerebeschleunigung g =
9,81 m/s.

103 ——
6 -

4 S S A S 1

171 T T I
L] | 1 [
f ]

I

T
T
}
| T
T ==

2 . S — . R R . ___%w | 4 | i | i ] ‘
Pl : | T Fallversuche Windkanalversuche

10—t 1 O +—— +Arnold o Wieselsberger

i 3 Ul T TS alLliebster x Flachsbart

4 T o e B = { - R e R TT T T

[+,
e
/.
(
Q
i

~
I
([
®
i

} ' -0

4 T 1 T ! - i D‘r.?'c'l“i - K"

5 5 i co e ! |1 3

l ‘ L P i ,,k‘ |4
%

107 [ 1] |
Y6 106

i
|
|

1072 461092 46 1002 461022 461072 461042 461052
Re

Widerstandsbeiwert fiir Kugeln mit glatter Oberfliche. Kurve ¢ — Stokessches Gesetz, d
— Oseensche Niherung. (Abb. 5.2 aus Brauer, 1971).

Beispiel Z8

Eine leere Bouteille fillt ins Meer und versinkt (seltsamerweise). In einer Tiefe von 750 m zerbricht die
Flasche aufgrund des Wasserdruckes und die eingeschlossene Luft steigt auf. In welcher Zeit erreicht die
Luftblase die Wasseroberflache?

Dichte des Wassers p = 1025 kg/m?, Viouteinle = 0,7 1, Luftdruck pp = 1 bar, g = 9,81 m/s>.

Nehmen Sie an, die Temperatur des Wassers sei konstant. Die Luft verhalte sich wie ein ideales Gas.
Beantworten sie vorerst folgende Fragen:

(a) Wie grof ist das Volumen der Luftblase in einer Tiefe von 750 m?
(b) Welche Geschwindigkeit erreicht die Luftblase in einer Tiefe von 750 m?

(c) Welches Volumen und welche Geschwindigkeit hat die Luftblase in 10 m Tiefe?

Beispiel Z9
Leiten Sie fiir eine homogene, isotherme Rohrstrémung mit dem Reibungsbeiwert Ar die Beziehung

mit K = ﬁ = const. her.
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Beispiel Z10

In einem Kessel befindet sich ein homogenes Gemisch aus Wasser (Index 1: p; = 998,2kg/ m® = konst.,
l1—a, 1—z) und Sauerstoff (Index 2: «, x), welcher als ideales Gas zu behandeln ist. Die Dichte des Sau-
erstoffs im Kesselzustand ist psg = 2,77 kg/m?. Die Gesamtmasse des Gemisches betrigt m = 1200kg
und das Kesselvolumen V = 2m3. Das Gemisch stromt iiber eine Miindung mit verinderlichem Quer-
schnitt in Form einer homogenen, isothermen, reibungsfreien und stationdren Zweiphasenstromung ins
Freie. Der Druck im Kessel pg = 2,11 bar bleibt dabei konstant. Der Durchmesser am Austritt betragt
d=>5cm.

Wasser, Sauerstoff
po = 2,11 bar
¥ =20°C
m = 1200 kg g
2l
V=2m?3 Lg
9 =20°C
~_
A

a) Berechnen Sie die Dichte pg des Gesamtgemisches im Kessel, die Massenanteile z und (1—z) sowie
die Volumenanteile ap und (1 — ) des Gases bzw. des Wassers.

b) Berechnen Sie die isotherme Schallgeschwindigkeit c,7 fiir das Zweiphasengemisch im Kessel.

¢) Wie grof ist der Druck p im Freien, wenn am Austritt gerade Schallgeschwindigkeit herrscht? Be-
rechnen Sie die Schallgeschwindigkeit am Ende der Leitung.

d) Berechnen Sie die kritische Massenstromdichte p* v* sowie den maximalen Massenstrom rh.

Formelsammlung
verallgemeinerte Bernoulligleichung:

,U2 2

Uy Oy Pr
e _ — T 1 In (28
pry Tptpglz— =) p12+pr{ +1_arn<p>}

kritisches Druckverhaltnis:

1— * * 1 1— *\ 2
a0 (1—p>—ln<p):<1_|_(ao)p>
%) Do Po 2 ag  Ppo

Rohrstromung mit Reibung:

B ) =K — 2 ) 4 K2 () L — K (B o @
2q* ) (Mr M>+ D(M)+( ST 1 —a)M
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Beispiel Z11

In einem Kessel befindet sich ein Gemisch aus Ol (p; = 870 kg/m?) und Luft (Ry, = 287,06 J/kgK) bei
einer Temperatur 7' = 295 K. Bei einem Druck von py = 3,2 bar im Kessel betriagt die Schallgeschwin-
digkeit ¢y = 42,1 m/s.

a) Berechnen Sie den Volumenanteil ag der Luft im Kessel. Bei gegebener Schallgeschwindigkeit c,7.0
sind zwei verschiedene Werte fiir cg moglich. Nehmen Sie den niedrigeren Wert.

Ein Sicherheitsventil soll so ausgelegt werden, dass bei einem Umgebungsdruck von pg = 1 bar min-
destens ein Massenstrom von m = 10 kg /s ausstromen kann. Berechnen Sie unter der Annahme einer
reibungsfreien Diisenstromung

b) die minimal nétige Querschnittsfliche des Ventils.
c) Bis zu welchem Gegendruck pg max bleibt der Massenstrom konstant?

Eine 20 m lange Rohrleitung mit der in (b) berechneten Querschnittsfliche und mit dem Rohrreibungs-
beiwert Ag = 0,02 wird an die Diise angeflanscht.

d) Wie hoch muss der Druck im Kessel steigen, damit wieder ein Massenstrom von m = 10 kg/s
durch das Rohr stromt?

Formelsammlung
verallgemeinerte Bernoulligleichung:

2 2

v v; o P
pry Fptpigz—z) =pig +pr {1+ —In (rﬂ

kritisches Druckverhaltnis:

1-— . * 1 1— ) 2
2 (5) 0 (5)- 30+ 05
%) Do Do 2 ag  Ppo

Rohrstromung mit Reibung:

o — Zr) — — — — l i ].* 1 E——— B L ———
5 (z — 2r) K( - >+K n( >+( K*)In 1 K
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Losungen
Beispiel 1
Rechengang:
e Kriftebilanz aufstellen
e Integration = 7(C)
e Schubspannungsansatz einsetzen
e Integration = u(Cs)
e Integrationskonstanten aus den Randbedingungen bestimmen

a) Schubspannungsverlauf:

Kraftebilanz aufstellen:

Y
H + pdy — (p+dp)dy + (7 +dr)de — 7dx =0
T Hdr
ayl 2 p+dp —dpdy + drdz = 0
o 1
L. g

Integration, Integrationskonstante C bleibt vorerst unbestimmt:

dp
dr = [ ==d
/T /dazy
dp

dxy + Cl

T =

b) Geschwindigkeitsverteilung wenn gilt u(y) > 0 fiir y > 0, = C} bestimmen:
uly) >0 = 71(y=0)=7 = Ci=19

dp
T—ay+7’o

Schubspannungsansatz fiir Bingham-Medium:

To—l—/LB% fﬁr% >0
T(y) = N

—70 + B gy fiir S—Z <0

du
uwy >0 = 7>0 = — >0 positiver Geschwindigkeitsgradient

dy
T—d—p + 70 =170+ d7u
_dxy 0="T0 Mde
du_ 1 dp
dy ~ pp da”
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Integration, Integrationskonstante Co bleibt vorerst unbestimmt:

1 dp y?
U(y)—ﬂfBag‘FCQ

Randbedingungen:
uy=0=0 = Cy=0

c¢) Mittels der zweiten Randbedingung berechnet man die notige Druckdifferenz.

d 2
u(y:H):UW = izuwﬂBﬁ

Ap = 2uwppL/H?

Somit lautet die Geschwindigkeitsverteilung;:

o s o
pup dz 2 H?
Der Schubspannungsverlauf:
T(y)—UWMBHQy-I-To UVZLB%+TO
d) Volumenstrom fiir u(y) > 0 y > 0:
7 i 1 dpy? 1 dp H? 1
Vzo/u(y)dyzo/’qux2 ,UiB@?ZUWHg

Beispiele aus Ein- und Mehrphasenstromungen, http://www.fluid.tuwien.ac.at/319032
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Beispiel 2
Rechengang:
e Kriftegleichgewicht 7(r,C1)
o Kriftebilanz an der Welle = C}
e Schubspannungsansatz
e Integration = u(r)

Kréftegleichgewicht (dp/dz = 0):

Mit rd7 + 7dr = d(7r) folgt

d(rr) + pgsinardr =0

2
Tr = fpgsinozg +C

r

T =—pgsinag

LG
r
Kréftebilanz an der Welle an der Stelle » = R;:
2R (R;) 4 pkgsin aR?r =0

T(R;) = _%PKQ sin «

Schubspannung der Fliissigkeit an der Stelle r = R;:

7(r = R;) = —pgsin a% + %
Ry’ :
C1= T (pk — p) gsina

Schubspannungsansatz: Ostwald - De Waele - Fluid
T =mili"

oder:

Beispiele aus Ein- und Mehrphasenstromungen, http://www.fluid.tuwien.ac.at/319032
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sign(t) = sign(¥)

7| = ml[y|"
duf |7
dr| |m
du pgsina\4 2 [ PK “1\*
o) o (5 )
—_——
al az
du 4
Ez—al <r+a2r_1>

Integration:

T
u= / —a1(r* 4 4r3a9r™! + 6r%a2?r 72 + draxr =3 4+ axtr™)dr
R,

) 3
Geschwindigkeit der Welle u(r = R;) = uw:

1 4 1
u=—a (7(7“5 - Ra5) + *CLQ(’I"?) — Ra?’) + 6&22(r —R,) — 4a23(r_1 — Ra_l) — §a24(r_3 - Ra_3))

1 4 R
uwy = a1 (2 (R® = Re®) + gaa(Re® = Ra®) + 602> (R — Ra) — da’ (R — Ry ™) = Sax* (R~ — R ™))

(760 .9,81-0,5
ag=—m—7-—7-—

4
=11 —Ag!
5391 ) 36,8m™ "s

B L\2 (7000 L\ R
aQ_(2 10 ) g 1) =32842:10m

uw = 7,397 - 10—3%
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Beispiel 3

Rechengang:
e Reynoldszahl: laminare oder turbulente Stromung
e Froudezahl = w,, und §

a) laminar oder turbulent?

5§ mb 2.103
_ PUmO M 0 — 554
u 4 3.6-103-1,002-10°3

Re

Repi+ = 400 = turbulente Stromung

b) mittlere Geschwindigkeit u,, und Filmdicke §
Fiir eine turbulente Stromung gilt:

Py — Um
g .
Fiir eine laminare Stromung gilt:
1
Fr = -Re
T3

Losung per Fixpunkt-Iteration,

VFri =25 In (Re\/ﬁi) 130
Mit der Losung der laminaren Stromung als Startwert, Fr; = %Re ~ 180 = vFr; =1342
VFry = 2,5 In(554/13,42) 4+ 3,0 = 12,30; VFrs = 12,52; VFry = 12,47; VFrs = 12,484;

Ergebnis: VFr = 12,48, Fr = 155,8

0
Nun aus Re = Ftim und vFr = tm Uy, eliminieren:
0

V9o
Re  py/gd3
VFr Iz
6% = < e “)21 _ (3341002107 1 2,017 - 10710
- \VFrp/) g 12,48 - 103 981 7
6 = 0,586 mm
4-1,002-1073
Upy = Rt = 204 LO02 1070 0

pd  103-0,586- 103
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Beispiel 4

Rechengang a:
o Kriftegleichgewicht an der Kugel
e Definition von ¢y, = ¢y berechnen = Re aus Diagramm
e Re= pu, v

Rechengang b:
o Kriftegleichgewicht an der Kugel
e Re = f(cy) = ¢y mit Hilfe des Diagramms bestimmen
e Re=U

a) Kréftegleichgewicht:

Fyy +Fy Fe— F, = Fy
4R3m 1
9(px — p) = cwzpU R
3 2
Fo e, = SRy (px
3U2 \ p

Mit U = L/t = 0,1/0,373 = 0,0268 m/s folgt

~8-0,8-107%-9,81 (1400

= —1)=6,64
Cw 3-(0,0268)2  \ 1140 > ’
Ablesen vom Diagramm liefert Re &~ 5. Die kinematische Viskositéit folgt aus Re = U2R /v,

L U2R  0,0268 - 1,6 - 1073
~ Re 5

=8,6-10"%m?/s

p=vp==8,6-10"5.1140 = 9,8 - 1073 Pas

b) Kraftegleichgewicht:

Fg - F, = Fw

AR37
Tg(px —p)

U_ng(pK_l)
3cew \ p

3 . .10-3)3.
Re:p\/SQRg (pK 1) _840\/32 (0,8-10-3)3 - 9,81 (1400 1) 1,588

V'3 e Lp )01 3 Cw 840 /O

Diese Gleichung ist im ¢y, Re Diagramm (doppelt-logarithmisch) eine Gerade = durch 2 Punktpaare
bestimmen!

1
cw§pU2R27r =

Cw Re
100 | 0,159
4 10,794
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Schnitt mit der Widerstandskurve ist schleifend. Alternative: Formel von Stokes fiir schleichende Stro-

1
mungen, ¢, = 24/Re. Damit ist VRe = ——,
g w / \/ﬂ

Re = 0,105
Ud
Re = Zap
1
0,105-0,1 _3m
=1 —=781-107° —
840 -1,6 - 103 ’ s
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Beispiel 5
Rechengang:
e Annahme: feste Kugeln

o Kriftebilanz = U = ¢y = e (Re)

e graphische Losung: 2 Punktpaare berechnen = Gerade im Diagramm = Schnittpunkt mit Wider-

standskurve bestimmen
e kugelférmige Tropfen = We < 6

Kraftebilanz:

Fy = Fa

1 4
cwipLU2R27r = §R37rpwg

8 R
U=, 229 Pw
3ew pL
Ud 8 R 4R |2 R
Re— PrUd _ pryp [8Rgpw _ 4R [2 Rgpwpr
ML 3 dew pr pL 3 cw

Tropfen mit d = 1 mm

4-0,5-103\/2 0,5-1073-9,81-999,7-1,23  226,1
Re1 — . —

T 1774-106\3 cw Jow
Cw R61
100 | 22,6
4 | 113

Schnitt mit der Widerstandskurve ergibt:

cw1 = 0,7 = Rey = 270,2

_ Reypr  270,2-17,74-1076
-~ prd  1,23-1-1073

U; =3,897m/s

_ pUr?d  1,23-(3,897)2 1073
0 721073

Wey =0,26

Tropfen mit d = 4 mm

Rew 4-2:107% [2 2.1073.9,81-999,7-1,23  1808,5
27 17,74-10°6 -

3 Cw \/CW
Cw Reg
100 | 180,9
4 19043
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Schnitt mit der Widerstandskurve ergibt:

cwe = 0,5 = Reg = 2557,7

i, _ Reapr _ 2557.7-17.74-10°°
2T pnd 0 123-4-10°3

=9,222m/s

Us2d  1,23-(9,222)2.4.1073
WGQZp 2 ) (7 )
721073

= 5,81
Die Tropfen bleiben kugelférmig.

Beispiel 6
Rechengang:

e in Formel von Hadamard-Ribtschinski einsetzen = U

e Kontrolle: Re < 1?7 und We <« 87

Fg—Fa=Fy

AR3T

Fog—Fy = 3 9(pr — p)

21+ 3py
Mt py

2R2%g pw+py  2-1079.981 0,8
U= (pv = p) = :

FW :27T;LUR

Damit die verwendete Formel giiltig ist, muss man priifen

e Re <1 ob essich um eine schleichende Strémung handelt

e We <6 ob der Tropfen kugelférmig bleibt

d
Re:U—:7,6-10—3<<1
14

pU?d  800-(9,51)2-1078-.2.1073 5
We > 35 103 5-107° <6
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Beispiel 7
Rechengang:
e Kriftebilanz = Endgeschwindigkeit Ug
e Kontrolle: Re, We
e Bewegungsgleichung (Differentialgleichung) = u(t)
e Diskussion von u(t): ugg, tgg = St—y00

Kraftebilanz:

4
Fy =127uUR  oder cy = —8
Re

giiltig fiir Blasen bei 10 < Re < 500

Fy = Fy (Weing < Fy)

4
12rpUR = §R37Tpg

_ 1Rgp
~5
1 05%2-1076.9.81-10% 9,81
9 10-3 9.4

Ug

— 02732
s
Kontrolle:
pUd 10%-0,273-1073
wo 10-3
~ pU%d  10°-(0,273)%-107°
o 72-1073
Grenzwert: We < 8, die Blase ist gerade noch kugelférmig

Re = =273

We

= 1,04

Bewegungsgleichung;:
instationdrer Vorgang: 1. Newtonsches Gesetz:

du
F = = _—
ma =1m i

(m+m) s = Fy — Fyy

1 1
m’... added mass, Fluid um die Blase muss beschleunigt werden = 3 pV = 3 verdrangte Masse

1 _ du
—pV— = —12
2pV T Vg TuuR
du 247T,uRu _9
dt p%RBﬂ' —
du 18u
—+—Fu=2
dt * pR? “=

——

te

t....charakteristische Zeit

du n 1 5
R —u =
a0
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partikulare Losung: w = Ug
1 pR?
PIVY _

ungtC:§ E

homogene Losung: Ansatz u = cie

2t

1
charakteristische Gleichung: \ + = 0

C

A=——
te

allgemeine Losung: u = cle_ﬁ +Ug
Randbedingung: u(t = 0) =0
0=c +Ug
u=Ug(l— ei)
_ pR* 10°-05%-107% 1
18u 181073 18-4
t>t. = u~xUg

te = 1,389 .10 25

t

tgg : UE(l—e_E) =0,99-Ug

¢ e = 0,01
tog = to - In(100) = 4,605 - t, = 6,4 - 10725

Re =10
u < Re
Uuio Re:10_ 10

= = - =3663-10"?
UE' ReE 273 ’

¢ i =1—3,663-1072 = 0,963
tio = —to - 100,963 = —t,(—0,0373) = 5,18 - 10~ *s

t19 < t.: Blase kommt nach ganz kurzer Zeit in den Bereich, in dem das Gesetz fiir Fyy giiltig ist.

ds Lt
-2 S s(t)—/oudt

t ’ -
s(t) = / Ug(l — e"ie)dt! = Up(t! + tee i) .
0

u

— Up(t —to(1 — e 7))

_tog
sg9 = Up(teg —t. (1 —e ) ) = Ug(tgg — 0,99 - t.)
—_——
0,99
s00 = Ug - 3,615t, = 0,273 - 3,615 - 1,389 - 102 = 0,0137m = 1,37 cm
_to —92
S10 = UE(tgg — 1. (1 —e tc )) =Ugt. - 0,067 - 10

~—_———
3,663-10—2

s10 = 0,273 - 1,389 - 1072 - 0,067 - 1072 = 2,54 - 10" % m = 2,54 um

t— oo

_t
As =Ugt — UE(t — tc(l — € tC))
0
As =Ugt, = 0,273 -1,389 - 1072 = 3,79 mm
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Beispiel 8

Rechengang:

a,b) fehlende Zustandsgrofen berechnen: gegeben sind pg, Tk, m, R, M = pk, a, £ = cor.K
c) % = const = ap, C;T,E

d,e) verallgemeinerte Bernoulligleichung = vy, Mg = m
f) M* =1 = m*

a) Massenanteil = des Stickstofs:

m 1000
V25

= 400kg/m?

p=(1—-a)p+ap~(1-a)y
400 = (1 — ag) - 870
400

- 054
A= T%70
R
A
pM  12-10°-28 5
_ M — 137k
P2K = R = T8314- 295 3Tkg/m
Qap2K 1,37 3
100

b) die Volumskonzentration ax und die Schallgeschwindigkeit c,7 x im Kessel:

2 p
1—a

Cor =
12100 . /
C = m/s
DK = o 1—aK o1\ 0,54-0,46 - 870 ’

c) die Volumskonzentration o und die Schallgeschwindigkeit c,7 g am Ende der Diise:

pe
(1-a)

PKOK _ PECE
(1 — aK) (1 — OéE)

pK ok pe(l - ozK)>1 < 1 0,46>—1
1 e mar)y — 0,58
a8 pe (1 —ak) ( oK) = ( * PKOK * 1,20,54 ’

- = 21,72
B = 1—aE \/0 53 - 0,42 - 870 m/s

d) die Machzahl Mg des Gemisches am Ende der Diise:
Verallgemeinerte Bernoulligleichung, Zuordnung: vg +— v, pg — p, px — Pr, Vg = 0 — v,

2 2
v v (0724 PK
pIy T PE = Py K (1 F i ™ ())

K PE

=0

= const
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VE 10,25
Mp = 0,47
E= e 21712 7
e) den Massenstrom rh:
d? 0,1)2
= Apppug = Tﬂ(l — ap)pvp = (’4” -0,42 - 870 - 10,25 = 29,4 kg /s

f) den maximal moglichen Massenstrom, Zustand ag, po im Kessel:

Corp | m 294

n* = A = Y = =
m EPECzT,E = M Vg Mg 0,47

= 62,6 kg/s
verallgemeinerte Bernoulligleichung:
vg=0=v D= Do PE = Dr CaT,E = VUr
2

C2T,E oF PE
) 1 71 il
2 +pE< +(1—OZE) n<P0>>

iterativ zu 1osen! Newtonverfahren:

Po = p1

@)
f'(x)
po\ ch,E af Do Do
f —0=p 2DE QB (P Po
PE 2pp (1-oag) PE PE

1 [ PO ap bE
£0 ) _ L |
/ (PE> (1—ag) po

p p
<pO> _(po> +—mg+3,052+1,3811n(;§)
PE/ it1 PE/ 1+1,3812%

Startwert: P _ 3

pbE

Losung: Do _ 2,06
PE

1 1
0,42
a0—< +2,06 - O‘E) :<1—|—2,06- : ) — 0,40
o 0,58
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Beispiel 9
Rechengang:
a) gegeben: Ag, d, | = z — z,, aus den Angaben berechnen: ]\]‘;[[—2 = %,
mung mit Reibung* einsetzen = Mg, c,7 g, pp = m

K, ap; in Gleichung ,Rohrstro-

b) vg = cgr.p = m*, Mg =1 in Gleichung ,Rohrstréomung mit Reibung* = M4, pa
¢) Mg =1, My aus a) einsetzen = L* = z*—z,

a) Massenstrom, wenn 20 m vor dem Ende der Rohrleitung (pg = 1 bar) ein Druck von p4 = 3 bar an-
liegt?

P2 P2
r=0o0— =«

) (1 —a)p1 + aps

TP — xap; + xapy = ap2

a(pa +xp1 —xp2) = xp1
-1 —1
QE_(PzH_Pz) %(Pzﬂ)
xp1 p1 xp1
p = p2RT

_pe _ 10
 RT 287,06 - 280

1,244 -1
(2 1) —o54
ar (1000'0,0015 + > /047

P2E =1,244kg/m?

Rohrstromung mit Reibung

z—zp=1 = Mp =M, My= M,

P oE 0547 1,2075
- (1—ag)Mp  0453-Mgp Mg
M - p = const
My -pa = Mg - pg
1
My=-M
A 3 E
AL 1,2075( 1 1 )+<1’2075>21 (MA>+ , <1,2075>2 | 1+ 225 My
ARL L o (A _ N e
2d Mg \My Mg Mg MEg Mp 1""%]\/@
0,02 - 20 1,2075 1,2075\ 2 1 1,2075\ 2 1+1,2075%
77:2: ) 3—-1 ) 1 - 1— ) 1 e b
2.0.1 M]%;( )+(ME) n<3>+< (ME>>H< 2.2075
—0,4536

1
M2(2 4 0,4536) = 2 - 1,2075 + 1,2075% In <3) +1,2075% - 0,4536

1,4745
Mp = 1/274536 =0,775
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1
PE PE 10° 2
o= ~ | - — 20,09
“TE =\ appr  \ an(l —ap)p (0,547 20,453 - 1000) m/s

v=(1-x2) + a0

1 1 1
-—=(1l-z)—4z—
p P1 P2
1 1 1\ !
pPE=— = ( + :U) = 453kg/m?
VE P1 P2E
. (0,1)?
mgp = PECxT,EMEA =453 - 20,09 . 0,775 . 1 ™ = 55,39 kg/s

b) maximal moglicher Massenstrom, Druck im Punkt A:

. m 55,39
m = — =

Mg 0.775

= T71,47kg/s

Rohrstromung mit Reibung: Mg =1

ap
K=—%" _—12075
(1—-ag)
R K[ — 1)+ K2In(M 1-K)n(——4
2d (MA )+ n(Ma) + )“< 11K )
ArL 1 ) ) 14+ KMy
M) =0=-"22 L K(— 1)+ K2In(M 1— K)In(——-4
FOL0) = 0= =02 4 K (G = 1)+ K2 WO + (- K2 (S22 )
1 14 1,2075 - My
My) =12 —— — 1) +1,2075% In(M 1—12 21( ’ )—
FOM0) = 12075 (51— 1) + 12075 In(M) + (1 - 120757 In (2200
1,2075  1,4581 1,2075
/M :_7 9 _04 1 9
f(Ma) 7 R P WS T RS T
f(Ma)
Ma)iz1 = (My); —
( A)+1 ( A) f,(MA)
Startwert: M4 = 0,2
Endpunkt: M, = 0,239
My="2E
pA
PE 105
=2 _ =4,18b
PA= N T 0230 T O
c) kritische Léange:
. 10°
pa=PA 30 g g/

T RT  287,06-280
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1 1 1 \°!
pa=— = ( +x) = 714 kg/m?

VA P1 P2A
zpp  0,0015- 714
_ _ —0.287
AT E 3,732 ’

1
M= Mp=025T=M, M=1

A
K=—"2 _ —1558
(1 —aq)My
2d 1 1+ KMy
L="(K((——-1)+K?In(M 1— K1 ))
/\R< (MA >+ n(Ma) +( )n< 1+ K

141,558 - 0,257

=201 (1,558 (

503 — 1) +1,558%1n(0,257) + (1 — 1,558%) In (

0,257 141,558
pE =pa-Ms=3-10°-0,257 = 7,75 - 10* Pa = 0,775 bar
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Beispiel 10

Rechengang:

Sedimentation = Auffinden von Stofsfronten = wie kénnen Sekanten in das Driftflussdiagramm gelegt
werden?

Kurvendiskussion:

22 =a(l—a)t’

-/
%2 —(1-a)"+47 a-(1-a)*(-1) = (1 -a)* (1 —a —4,7a)
jl
T = (1) (1-57a)

-1/
‘%2 =3,7(1—a)?"(—=1)(1 = 5,7a) + (1 — a)>"(=5,7) = (1 — a)®>7(=3,7+ 3,7 - 5,7 — 5,7+ 5,70)

-1/
% = (1—a)%7(=9,4 + 26,790)

Wendepunkt: ji, =0
(1—a)>7(—9,4 4 26,79a) =0
a=1 N 26,79 -a =94
a; = 0,351

ap < oy = Stok BC

Tangente von (s, 0) an die Driftflusskurve = «ay:

./ J12(0%
Jraow) = —amax(_)at
(1 —a)®"(1 = 5,700 (Qmaw — ) = —az(1 — a)™"
(1 =5,7c4)(mar — ) = —ay(1 — ay)
Qmaz — D, 10 Umaz — O + 5,7(1? = —oy + a?

4,707 — 5,700 max + Qmaz = 0

5,7 N ( 5,7 >2 Cmaz
Q2 = ——=« « -
t12 9. 4’7 max 2. 4’7 mazx 4’7

app = 0,49805 N aye = 0,27084 2 mogliche Tangenten
ay = 0,49805

Tangente von B an die Kurve:

" _ J12(a1) — ji2(ao)
Jiz(ar) = a1 — ag

(1 — ag)(1 — a1)>7(1 = 5,7a1) = a1 (1 — a1)P7 — ap(1 — ap)*”
(1 —a1)>7(=4,70% + 5, 7Tapa; — ag) + ag(l — )" =0 = f(ay)
f(a1) = (1 —aq)>7(7,9902 — 17,4370 + 2,82)
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(a1)it1 = (an); — ]{,((le))

Newton-Verfahren, Startwert: a9 = 0,45

Losung: a; = 0,4501

Geschwindigkeit einer einzelnen Kugel:

2 opp—p 2 612400 — 1191 4
U==-gR? =2.981-(50-107%)2=——— """ =338-10
g9 =g 981 Vo5 108 % m/s
Stokgeschwindigkeiten:
=0
j i12(0) U - (ap(1 A7) 3,38 -1074(0,3(1 — 0,3)*7)
— . a J— a bl . J— b
Cap — _Ji2(ag) —j12(0) 0 0)™") _ 3 ; ; — 0,0632mm/s
ag — 0 (674} 0,3
j -3 3,38 -1074(0,45(1 — 0,45)%7 — 0,3 - 0,77
a1 — O )
=0
19 ) —j12(cx) 3,38 -107%(0 — 0,498 - 0,502*7)
J12\ &z ) —J12( 0% 5 : — U, ) ’
Crr — — — = 0,0487
be Cman — O 0,634 — 0,498 0487 mm/s

Hohe der Sedimentationsschicht:

Massenbilanz: hg - ag = h - Qs

Qg 0,3
h = ho = 100 = 47,3
Cmaz 0,634 B
Zeit bis zur vollstdndigen Sedimentation:
Cpc-t=h
h 47,3
t=——= — = 971,3s = 16 min 11
Cpe  0,0487 08 T DI AL
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Beispiel Z4
Rechengang:

o Kriftegleichgewicht = 7(y)

e Schubspannungsansatz

e Integration = u(r)

e Integration = V) =,

Kriftegleichgewicht (g—g =0):

u(hy) =

Um1 =

hi

s

O0<y<hy:
gsina(pz(he — h1) + p1(h1 —y)) —7=0
T =gsina(pa(hy — h1) + p1(h1 —y))
h1 <y <hsy:
7 = gsinapz(hy —y)

du

7= u— Newtonsches Fluid
dy
du = —dy
0< y < hl :
u(y=0)=0
du ) 1
- gsmoza(pg(hz —h1) +p1(h1 —y))
. 2
gsina )
u(y) = (m(hz —h1)y + p1(hy — 2))
251
gsina hy
u(hy) = p2(ha —h1) + p1— |
M1 2
9,81 - sin(40 1
A;AAAEQEEAAZ (980-(L8- 107° +1000 - 0,4 - '103> 04-10°=23"
103 2 s
%5
Um1 = hil
) hy . 2 2 3 h
L gsin« Y Y Yy 1
= dy = ha —h1) = hi— — p1=—
Vi /0 udy o <p2(2 1)2-1-/)112 ,016>0
sin o 2
VIL _9 hy2 (,02(}12 —hy) + plhl)
M1 3

9,81 - sin(40) - 0,4 - 1073
21073

0,8
(890-(L8-10_3—+1000-é-10_3):: 1,234 2
S
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0,4-1073 - 1000
10-3

= 492

h
Re, = Umiipr 1,234 -
M1

hy <y <hsy:
1 . sin o
up = — [ gsinapa(ha —y)dy = L2 (hy — D)y + €y
2 1o 2
Randbedingung;:
m
uz(y = h1) = u1(y = ha) = 2,3 "
i h
ug(y = he) = gEn AP <h2 - 1> ho +Cy = 2,3
2 2
1 - sin(40) -
Cy = 2,3 281 sin(10) 89019 02)-10%. 04 =228 ™
0,1 S
gsin(40)py hy? m
ug(y = hg) = — 5+ Co = 0,04+ 2,28 = 2,32 <

2

u = V2L
m2 — h2 — hl

. ha
V2L = / udy
h

1

m
Uma = 2,31 —
S

ho —h

RGQ =
12

0,01
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Beispiel Z5

Fiir eine Abschétzung ist bei Re = 1 das Stokessche Widerstandsgesetz, Fyy = 6mulU R, gut genug.
(Beziehungsweise ist der Widerstandsbeiwert aus dem graphisch gegebenen Widerstandsgesetz, ¢y, =
cw(Re), bis Re & 1 kaum genauer ablesbar.) Das Kriftegleichgewicht, Fyy = Fg — Fj, lautet somit

AR3 7

6ruUR =
L 3

(pv —p)g. (1)

Die Geschwindigkeit wird iiber die Definition der Reynoldszahl eliminiert, Re = pU2R/u. Mit Re = 1
folgt

U = p/(p2R). (2)
Eliminieren von U aus Gl. (1) mittels Gl. (2) liefert

3u?  AR? ( )
PR pv —p)g
und weiter ,
L —
4 p(py —p)g

_ 1/3
9 4-107%
= (4940240981> =0,74-10% m; d =15 mm.

Eine PMMA-Kugel sinkt mit einer Reynoldszahl kleiner als eins, falls sie einen Durchmesser kleiner als
1,5 mm hat.
Geschwindigkeit:
~_Rep  1-2-1072
pd  940-1,5-1073

=1,4 cm/s.
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Beispiel Z6

Antwort zu (a):

Aufgrund der geringen Dichtedifferenz zwischen Kugel und Fliissigkeit und der hohen Viskositdt der
Fliissigkeit nehmen wir vorest an, dass die Kugel mit einer Reynoldszahl kleiner als eins fallt. Der Wi-
derstand ist deshalb durch das Stokessche Widerstandsgesetz gegeben, Fyw = 6wulU R, somit ergibt das
Kraftegleichgewicht, Fyw = Fg — Fj,

4R3m
6rpUR = ——(pv = p)g.
Nach Umformung folgt
2R? 2-1-107° 4
= — — =—— (24 1=654-10" .
U = 6,54 mm/s.

Die Fallgeschwindigkeit der Kugel betragt 6,54 mm/s.
Kontrolle Re < 1, Giiltigkeit des Stokesschen Widerstandsgesetzes:

pUd 940 -6,54-107%-103

Re = =0,3.
=L 2.10-2 ’

(b):

Das 2. Newtonsche Gesetz, ma = > F, ergibt hier mit der added mass m'

d
(m+m/)£:FG—Fh_FW7

4R37r( +1)ﬂ_4R3W
3 WAl T g

Nach Umformung, der Term mit U kommt auf die linke Seite, dU/dt bleibt ohne Koeffizienten stehen,
erhilt man

(pv — p)g — 6TuUR.

dU Y pv —p

dt ~ 2R*(pv +p/2) pv+p/2
Man bemerkt nebenbei: Dividiert man die rechte Seite durch den Koeffizienten vor U, erhélt man die
2R*(py +p/2) pv—p

Sinkgeschwindigkeit, g.
9u pv + p/2
Mit den Abkiirzungen
1 2-14-1075(1180 + 470
L (80 +470) _ ) 5. 103 5,
te  2R%*(pv +p/2) 9.2.1072
und
pv —p 240

- - = 0,145
L p/2 T 1650

wird obige Differentialgleichung zu
daU 1

T + EU =a1g.
Die homogene Losung lautet Upom = cre~t/te,
Die partikuldre Losung ist die Sinkgeschwindigkeit, Upary = Uso = a1g9tc = 6,54 - 102 m/s. Der Wert
6,54 wurde von oben iibernommen. Zur Kontrolle: a;gt, = 0,145 -9,81-4,58 - 1072 = 6,51 - 1073 m/s. In
der letzten Stelle machen sich Rundungsfehler bemerkbar.
Zuriick zur Differentialgleichung, die allgemeine Losung lautet

Ut) = cre e + U,
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Gesucht ist die Losung des Problems mit der Randbedingung U(t = 0) = 0,
O0=c14+Usx = c=-""Us.

Damit ist die Geschwindigkeit
U(t) = Uso (1= e7t/').

In (b) wird nach der Zeit tg9 gefragt, zu der gilt U(t = tgg) = 0,99V, also
Us (1 - e—t%/tc) — 0,990,

e/t = 1/100, — tgg/te = In(1/100), tgg = t.In(100) = 4,605 -4,58 - 1073 =2,11-107% s.
Die Kugel erreicht in 2 hundertstel Sekunden 99% ihrer Endgeschwindigkeit.

(c):

Um den zuriickgelegten Weg zu ermitteln, muss die Geschwindigkeit nach der Zeit integriert werden,

tog
t
3(t99) - /U(t)dt = UOO [t + tCe_t/tC}ogg - Uoo(t99 + 7fce_t%/tC - tc)-
0

Oben hatten wir ausgerechnet tg9 = 4,605t., e too/te — 1/100,
s(tgg) = Uso (4,604 — 0,99)t. = Uso3,615t, = 6,54 - 107%.3,615-4,58 - 1073 = 1,08 - 10~* m.

Die Kugel legt 0,1 mm zuriick, bis sie auf 99% ihrer Endgeschwindigkeit beschleunigt hat.
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Beispiel Z7
Beziiglich der Re-Zahl wird vorerst keine Annahme getroffen. Der Widerstand der Kugel wird ganz all-
gemein mittels des cy-Wertes geschrieben, Fywy = cw% pU?R?7. Das Kriftegleichgewicht, Fyy = Fo — Fj,

ergibt
4R3”( —p)g; ¢ _ B8Ry Rg( —p)
3 PV —P)Y; w = 3pU2 PV —P)-

Die Geschwindigkeit U wird durch Re eliminiert, U = uRe/(p2R),

1
cw§pU2R27r =

3
(pv —p) = M(Pv = p).

_ S8Rgp*4R? B 32pgR>
B 312Re?

3pu2Re?  3u2Re?

4-1000-9,81-1072-180 2350
Cw = = .
Y 3-10-6Re? Re?
Bei Re = 10 ist ¢y, = 23,5, bei Re = 100 ist ¢y, ~ 0,24. Diese beiden Punkte werden in das c¢y-Re Dia-
gramm eingetragen und durch eine Gerade verbunden. Diese Gerade entspricht dem Kréftegleichgewicht
flir die gegebene Kugel.
e P P
|
|

L i
|

? N T - ; ‘ . ‘_’_
lo;S‘sx - ‘ n

| g ‘

6 S -
4 ft s 1o R
2

R

I
i
il
- ]
—
j

N
I
T
i
-
7
4
/QQ

B |
7

10! . 45 N

/1
<

N O
F
|

6 : ‘ -

~d

| e
21 1 B S S ‘ —}

107 | . Pl Lo .
1072 461092 46 100 2 461022 4610 2 4

Beim Schnittpunkt der Gerade mit der Kurve fiir den Widerstandsbeiwert liest man ab
cw ~ 1,8, Re =~ 39.
Die Geschwindigkeit ergibt sich aus der Definition der Re-Zahl, U = uRe/(pd),

107339

U= 10103

= 3,9 cm/s.

Die Kugel fillt mit einer Geschwindigkeit von 3,9 cm/s.

Zur Kontrolle wird ¢, = 1,8 in das Kriftegleichgewicht eingesetzt und die Geschwindigkeit berechnet,

8R 4-10-3.9,81 180
U2:3 (0o~ p). U:\/ 3105 18 =36-10"% m/s.
PCw ' b
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Beispiel Z8

Bouteille: Vo = 0,7 1 = 700 cm? bei pg = 1 bar. Mit T = const besagt die thermische Zustandsgleichung
fiir ein ideales Gas,
poVo = pV = const.

Der Druck ist durch die Summe des hydrostatischen Druckes in der Tiefe h und des atmosphérischen
Luftdruckes gegeben,

p =po+ pgh.
(a):

Einsetzen des Ausdruckes fiir den Druck in die Gleichung fiir ein ideales Gas gibt

poVo 10° - 700 10° - 700
Viso = =

B - = = 9,16 cm®. 1
Do+ pgh 105 +1025-9,81-750 (75,4 + 1)105 M (1)

Eine Luftblase von dieser Grofie hat die Form einer Schirmblase.

(b):

Fiir eine Schirmblase gilt, falls fiir R der Radius der Kugelkalotte verwendet wird,

. _8Rg_
AT/

Mit dem Radius der volumengleichen Kugel gerechnet ist ¢y, = 2,67, aus der Definition von ¢y, erhélt

man damit
S8Ry 8
= 967, U= Rg = \/Ry.
g2~ Ph 32679 g

(Dieses Ergebnis wurde nicht in der Vorlesung besprochen: Es gilt U = ky/gR mit k = 2/3 falls R der
Radius der Kugelkalotte ist. Fiir den dquivalenten Radius, das ist der Radius der Kugel, die das selbe
Volumen wie die Schirmblase hat, R = (3V/(47))'/3, ist k = 1.) Die Geschwindigkeit ist demnach

1/6 .9.16-10~° 1/6

4 47

(c):

In 10 m Tiefe steigt der Druck ungefihr auf das Doppelte des Atmosphérendruckes,

3-350-10°6

1/6
y= ) 9,81%/2 = 0,655 m/s.

Vip & Vp/2 = 350 cm®;  Upg = (

Um die Frage zu beantworten, wie lange die Blase braucht um bis an die Oberfliche zu steigen, muss
die folgende Differentialgleichung integriert werden:

dh /ey
oV

70, damit ist der Radius

po + pgh
( 3poVi )1/ 3
47 (po + pgh) '

1/6
) (po + pgh) /6.

Aus G. (1) liest man ab V =

3V 1/3
7 = ()
dh ) (3poVo

E: g 4
a
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Konstanten werden zur Abkiirzung a; zusammengefasst,

1/6 105 . .10-6) /6

47 47
Die Differentialgleichung lésst sich separieren,
(po + pgh)/8dh = —aydt.

Unbestimmte Integration ergibt

61
;@(po + pgh)7/6 =—ait+cy.

Zum Zeitpunkt t = 0 ist die Tiefe h = 750 m,

6
c1 = — (po + pg750)7/6.
7pg( )

Fir h = 0 wird die Zeit demnach
6 7/6 7/6
t= Py’ — (po + pg750 —ay
o9 [ o —( ) ] / (—a1)

6
t_7-1025-9,81-5

Die Luftblase benotigt ca. 30 min, um bis zur Meeresoberflache aufzusteigen.

[(105 + 1025 - 9,81 - 750)7/6 — 1035/6} = 1817 s = 30 min 17 s.
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Beispiel Z10

a)

12
= % = 600 kg/m”.

<|3

pPo =

Mit pg = (1 — Od())pl + agpoo folgt
£o — P1 600 — 998.2

O o 270982
p20 2 77 -3
P20 =1,847-107%.
A 600

Sowie 1 — ag = 0,6, 1 — z = 0,998153.

b)
o 2.11-10°
= P[5 99,65 ms.
“T0 =\ aopo 0.4 - 600 /65 m/s

c¢) Falls am Austritt gerade Schallgeschwindigkeit herrscht, ist der Druck p gerade gleich dem kritischen
Druck p*. Es muss also, ausgehend vom bekannten Kesselzustand 0, das kritische Druckverhiltnis p*/pg
berechnet werden. Daraus erhélt man schliefslich p*.

Einsetzen von 1 — ag = 0,6, ag = 0,4 in die Formel fiir das kritische Druckverhéltnis,

* * 1 *\ 2
1,5 (1 - p) “In <p> S (1 + 1,5p> .
Po Po 2 Po

F(z)
F’(xi)’

* *\ 2 * *
F (p> —05 (1 n 1,5p> 15+ 1,5p— +In <p> Lo,
Po Po Do

* * >k
F(p> ——1+3p+1125+ln<p>

b bo Po
*
Startwert: <p> =0,5.

Zu 16sen per Newton-Iteration, z;41 = x; —

* * w\ —1
F <p> — 342252 4 (p> .
Po Po Po
Po

<p*) g5 TLH15+1125-0,25 +1n(0,5)

Do 342,250,542

— 0,4856, (p> — 0,4856.
Po/ 2

Der Aufendruck ist p = p* = pop— =2,11-0,4856 = 1,025 bar.
bo

Schallgeschwindigkeit: Mit 1p0a0 = 1p @ — zuerst o berechnen, dann die Schallgeschwindigkeit ¢
— Q) —

! 11—
(1_a)P0 0 _ o a—( P 0

1 T
p*1—ao *

1,025 - 10°
—\/= = 20,52 m/s.
1—a \/o 570. 0,421 - 908,2 2002 m/s

d) Kritische Massenstromdichte p*v*,

-1
) = (1+0,4856-1,5)"1 = 0,579.

*

pvt = prcir = pocxfop— =600 - 29,65 - 0,4856 = 8639 kg/m?s.
Po

Maximaler Massenstrom
. 5210747
m* = p*v*A = 8639 - — = 16,96 kg/s.
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Beispiel Z11

Rechengang (a)—(c):

Das Druckverhéltnis pg/po ist wahrscheinlich kleiner als das kritische Druckverhéltnis p*/pg. Stimmt
das, so wird in der Diise der kritische Zustand erreicht. Das Gemisch expandiert nur bis zum kritischen
Druck p*, nicht bis zum Umgebungsdruck pr. Das Gemisch erreicht die kritische Schallgeschwindigkeit,
vg = cpp. Mit der kritischen Masssenstromdichte p*v* = p*cip lasst sich schlieflich die Querschnittsfla-
che A berechnen.

o Kesselzustand bestimmen. Aus ¢, folgt ag.

e Kritisches Druckverhiltnis p* /py berechnen. Uberpriifen, ob pg/po < p*/po.
e Kritische Zustandsgrofen o und ¢}, bestimmen.

e Aus p*v* und m die Querschnittsflache A berechnen.

a) Kesselzustand:

Po 2 Po 3,2-10°
— - — ot = = = 0,2075
CaT,0 060(1 — (10),01 Qo (o) plch’O ]70 - 42,12 )
Zwei Losungen:
1 /1
Q12 = 5 + 1= 0,2075 = 0,5 4 0,206
a) Volumenanteil der Luft: ap = 0,294.
b)
In Gleichung fiir kritisches Druckverhéltnis einsetzen:
1- 0,706 * * *\ 2
Qw500 _ o4 24 <1 - p) “In <p> =0,5 <1 + 2,4p)
Qg 0,294 Po Po Po
Newton-Verfahren: b =X, Tip] = X — f/(xi)
Po f(x3)

f(z) =0,5(1 + 2,42)2 + In(x) — 2,4 + 2,42 = 2,882 + 4,8z + In(z) — 1,9

f'(x) =576z +4,8 + 27!
Startwert: zg = 0,5; 21 = 0,5 — 25209 — () 4456

9,68
g = 0,4456 — 23710 — 04454
Kritisches Druckverhaltnis: P 0,445, p* = 1,42 bar.

Wegen pg < p* wird in der pf)oﬁse der kritische Zustand erreicht (choked flow). Das Gemisch stromt mit
der kritischen Schallgeschwindigkeit ¢, beim kritischen Druck p* aus dem Kessel (und expandiert in
der Umgebung nach).

Berechnung der kritischen Grofien:

%k * 1 — -1
o _ Pe a*:<1—|—p a0> = (1—0,445-2,4)~" = 0,484.
1—ag 1—a*
1,42 -10°
— 25,56 m/s.
\/ l—a )1 \/0484 0,516 - 870 m/s
(1 — o)py = 449 kg/m?; p*ciy = 11480 kg/m?s.
w10

b) minimale Querschnittsfliche: A = =8,71-107% m? = 8,71 cm?.

prcir © 11480
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c) maximaler Gegendruck: pg max = p* = 1,42 bar.
d) Die Stromung durch das Rohr muss den kritischen Zustand erreichen (choked flow), da die kritische

Massenstromdichte (bei p* = 1,42 bar) grofer ist als die maximal mogliche Massenstromdichte bei pg =

1 bar. Y . .

pc p * ok

=— = PECE=pC

PECE  DE 1,42

Am Ende des Rohres wird M = 1 erreicht. Einsetzen in Gl. fiir Rohrstromung, p* — p, a* — a.

o 0,484 4-8,71
K = = = —zr =2 , d=1/ = 3, .
fl 1~ 0,516 0,938, z-—=z 0m 3,33 cm

< p*ct.

0,02 1 1+ 0,938/,
02 () o oy (50
30,033 0 = 0,938 (Mr ) +0,938%In(M;) + (1 — 0,938%) In 058
0,938
6,006 = — 0,938 + 0,8798 In(M,) + 0,12021In(1 + 0,938M1;) — 0,07953

T

Iteration per Newton-Verfahren:

0,938

T

FOM,) = —7,024 + +0,8798 In(M,) + 0,12021n(1 + 0,93811;)

0,938  0,8798 0,1127

!
M) =—
F(My) M? M, + 1+ 0,938M,
. 0,341
Startwert: My = 0,1 (Myo = 0,5, My = 1 geht nicht.); M,; =0,1 — 840 = 0,104.
142-1
er =p*M* r — - =1 5 .
p p = p 0.104 3,75 bar

Der Druck p, = 13,65 bar herrscht am Beginn der Rohrleitung. Zur (groben) Berechnung des Kessel-
druckes nehmen wir an, dass die vollausgebildete Rohrstrémung gleich an die reibungsfreie Strémung
durch die Diise anschliefst. Es wird der nétige Ruhedruck p; berechnet, um das Gemisch in einer Diise
auf M, = 0,104 zu beschleunigen.
Geschwindigkeit berechnen:

brOr pra” _ Poco

l—a, l—a* 1—ap

1 —ap)? 13,7, \ !
5 = (10 20 T (1 D) < o0t
Po 372

o
o 13,7-10°
_ _ = 139,6 m/s.
T =\ o = anpr \/0,0887 -0,9113 - 870 m/e

vy = Myey = 0,104 - 139,6 = 14,5 m/s.

Einsetzen in verallg. Bernoulligl.: p; — p, v = 0.

14,52 0,0887 13,7
=870 - — 13,7-10° (1 + = 1 ’
P y T < 00113 " <p1/bar)>

13,7
bar = 14,61 + 1,3331 d
pl/ ar ) + ) 2l (pl/bar)

Newton-Verfahren: f(p;) = —p1 + 14,61 + 1,333 1n(13,7/p1), f'(p1) = —1 — 1,333 /p1,

—14,5 4 14,61 + 1,3331n(13,7/14,5)

= 14,5; =145 —
P1,0 95 P11 g -1-1,333/14,5

= 14,5 — 0,0345/(—1,092) = 14,53 bar.

Der Kesseldruck muss p; = 14,53 bar betragen.
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