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Vorbemerkungen

Die Lehrveranstaltung Ein- und Mehrphasenstréomungen gliedert sich im
Wesentlichen in drei Teile. Diese sind

Kapitel 1, 2:

Rheologie und einfache Scherstromungen

Rheologie: Fliefsgesetz von Fliissigkeiten
Wie schauen, aufgrund dieser Fliekgesetze, einfache Scherstromun-

gen aus
< freie Oberflache
u
i U Rohrstromung N Filmstromung
Kapitel 3: Bewegung von Kugeln, Tropfen, Blasen
A
- /\
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Kapitel 4: Zweiphasenstromungen
2
M e disperse Phase Sedimentation
. Ooo oo Oo °°o 2> kont. Phase
;;;;;;;; Peest te S e %
homogene 2ph-Stromung 2ph-Strémung mit Relativbewegung
Teilgebiete der Stromungsmechanik
Hydrostatik, Hydraulik;
Hydromechanik, Hydrodynamik: Fliissigkeiten konst. Dichte
Aerodynamik: Gase konst. Dichte
Gasdynamik: Berticksichtigung der Kompressibilitdt
Turbulente Strémungen
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Beschreibung von Stromungen

Eine Strémung wird beschrieben durch

Geschwindigkeitsvektor ¥ = (u,v,w),
e Druck p,
e Temperatur 7'

e als Funktion des Ortes (x,y,z) und eventuell der Zeit t.

Eulersche Betrachtungsweise: Zustandsédnderungen an einem festen bzw.
mit einem Inertialsystem mitbewegten Ort .
werden beschrieben. Die zu beschreibende Ma-  — ““”‘;ﬁf"’
terie bewegt sich an diesem Ort vorbei. —

Lagrange: Die Zustandsdnderungen eines, ev. bewegten, Masseteilchens
werden beschrieben. Das Koordinatensystem bewegt sich mit der zu be-
schreibenden Materie mit. Gleiche Ortskoordinaten = gleiche Materie.

Anwendungen

Astrophysik, Geophysik, Meteorologie: Sternstruktur, Stromungen im
Erdinnern, atmosphérische Stromungen

Ozeanographie: Meerestr., Oberflaichenwellen

Bauwerksaerodynamik: Windkréfte auf Fassadenelemente

Luft- und Raumfahrt: Wiedereintritt in die Atmosphére
Verkehrstechnik: Autos; Druckwelle bei Einfahrt eines Zuges in einen Tun-
nel

Schiffstechnik: Schiffshydrodynamik, Kavitation am Schiffspropeller
Stromungsmaschinen: Dampf, Gas- und Wasserturbinen, Pumpen
Motorenbau: instat. Vorgénge im Zylinder und in der Auspuffleitung,
Verbrennungsvorgénge, Einspritzung

Heizungs, Klima- und Liiftungstechnik: Hallenbeliiftung

Chem. Verfahrenstechnik: Str. mit chem. Reaktionen, Mehrphasenstr.
Elektrochemie: Stromungen von Elektrolyten

Metallurgie: Stromungen von Metallschmelzen, Erstarrungsvorgéinge
Glastechnologie: Glaschmelzen

Wiérmeiibergang und Stoffiibergang

Stromungen in elektr. Maschinen

Magnetohydrodynamik: Wechselwirkung zw. Magnetfeld und Strémungs-
feld, Energiedichteumwandlung



1 Fliessverhalten von Fliissigkeiten

Beschreibung anhand einfacher Scherstromungen u = u(y), v = 0.

o w=u(y) ——
——
=] V=0 >
_»' o
/ —
4+ TIAT7777777
z,u — i -
Scherstromung Couette-Stromung Rohrstrémung

Couette-Stromung: Die obere Platte wird mit konstanter Geschwindig-
keit bewegt. Es muss eine gewisse Kraft/Flache ausgeiibt werden.
Freischneiden zeigt: Die Kraft/Flache ist gleich der Schubspannung 7
im Fluid.

Das FlieBverhalten einer Fliissigkeit ergibt die Beziehung zwischen
Schubspannung und Geschwindigkeit.

Ein einfaches Beispiel fiir das Fliefsverhalten wére: Bei doppelter Kraft
bewegt sich die Platte doppelt so schnell. Je nach Fliissigkeit kann die
benotigte Kraft stark variieren. In diesem Kapitel werden wichtige Bei-
spiele fiir das Fliefverhalten von Fliissigkeiten prasentiert.
Freischneiden zeigt, dass in der Couette-Stromung, wie beim durch ei-
ne Einzelkraft belasteten Biegebalken, die Schubspannung konstant ist.
Beim Freischneiden kommt es nur auf die eingeleiteten Kréifte an, nicht
auf das Medium, durch das geschnitten wird.

Tw

[R—
L7777 = Uy,

——————— Schnitt

Die Schubspannung kann einerseits als Folge der Reibung zwischen den
aneinander vorbei gleitenden Fliissigkeitsschichten betrachtet werden.
Andererseits kann die Schubspannung auch als Impulsfluss, also als Im-
pulsstrom /Fléche, interpretiert werden. In der Couette-Strémung wird
der z-Impuls eines Volumenelementes (eine andere Komponente des Im-
pulses gibt es in dieser Stromung nicht) in negative y-Richtung transpor-
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tiert. Die Interpretation der Schubspannung als Impulsfluss wird anschau-
lich, indem ein Gas betrachtet wird: Die Gasmolekiile tauschen durch
thermische Bewegung Impuls untereinander aus. In einer Strémung mit
Geschwindigkeitsgradienten fiihrt dieser Impulsaustausch auch makrosko-
pisch zu einem Impulstransport.

Yl . im Mittel Im&ulitm
O z-Richtung
_—> _ ____ . _./: / }i)he_re Eesihw; __ e - N
-~/ \ i\ T t i
= ransport in
T,u > im Mittel y-Richtung

niedrigere Geschw.

mikroskopisch makroskopisch
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1.1 Viskose Fliissigkeiten

In viskosen Fliissigkeiten hangt die Schubspannung 7 nur von der
Schergeschwindigkeit 4 ab.
FlieRgesetz fiir viskose Fluide:

T=f(%) (1.1)

Scherung: Deformation eines Volumenelementes VE//
um den Winkel ~.

v ... Scherung, [y] = dim.-los
4 ... Schergeschwindigkeit, ¥ = i—z [] = 1/Zeit

d d
In kart. Koordinaten: 4 = —u; in Zylinderkoordinaten: 4 = —u.
dy dr

Reibungsgesetz des Fluids, FlieBgesetz: Beziehung zwischen dem
Spannungs- und dem Bewegungszustand des Fluids.

Viskose Fliissigkeiten miissen sich verformen, um eine Schubspannung
aufnehmen zu konnen. Das heifst aber auch, dass jede noch so geringe
Schubspannung eine, wenn auch geringe, Verformung verursacht. Man
denke an ein Schiff im ruhenden Wasser, das letztendlich doch bewegt
werden kann.

Waéhrend fiir viskose Fluide die Schubspannung nur von der Scherge-
schwindigkeit abhéngt, konnen Flieligesetze im Allgemeinen auch Ab-
hingigkeiten zwischen den zeitlichen Anderungen (und hoheren zeitlichen
Ableitungen) sowie der Geschichte des Spannungs- und des Bewegungszu-
stands beinhalten. Weiters kénnen anisotrope Beziehungen zwischen dem
Spannungs- und dem Bewegungszustand bestehen. Beispiele fiir solche
Fliefsgesetze werden in diesem Kapitel kurz vorgestellt.

Institut fiir Stromungsmechanik und Warmeiibertragung, TU Wien  6.10.2010
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1.1.1 Newtonscher Schubspannungsansatz

T=py (1.2)

f ... dynamische Viskositat (Z3higkeit)
(1] = Kraft-Zeit/Flache, SI-Einheit: Pas.

Lineare Beziehung! 1 unabhingig von 4 und t.
Die meisten Gase und viele Fliissigkeiten folgen dem Newtonschen Rei-

bungsgesetz, aber nicht alle.
Vergleiche Hookesches Gesetz: 7 = Gy.

Der Newtonsche Schubspannungsansatz ist das einfachste Reibungsgesetz
fiir Fluide. Die Schubspannung ist proportional zur Schergeschwindigkeit.
Der Proportionalitéatsfaktor, die Viskositét pu, ist unabhéngig vom Bewe-
gungszustand oder von der Bewegungsgeschichte des Fluids.

Reine Fliissigkeiten mit niedrigem Molekulargewicht, wie z.B. Wasser
oder einfache Kohlenwasserstoffe, verhalten sich meist wie Newtonsche
Fluide. Fliissigkeiten mit komplexerer Mikrostruktur, z.B. biologische
Fliissigkeiten oder Polymere, aber auch Gemische wie Emulsionen und
Suspensionen zeigen oft Nicht-Newtonsches Verhalten.

Man vergleiche den Newtonschen Schubspannungsansatz mit dem Hooke-
schen Gesetz: Der Spannungszustand einer Fliissigkeit hangt nur von der
momentanen Schergeschwindigkeit ab — die Entfernung eines Materie-
teilchens von seinem Ursprungsort ist vollig belanglos. Umgekehrt das
Hookesche Gesetz: Der Spannungszustand eines Festkorpers ist nur von
der Deformation abhingig, nicht von der Geschwindigkeit, mit der das
geschieht. Ein Hookescher Korper ,erinnert” sich, fiir alle Zeiten, an sei-
nen Ausgangszustand, Fliissigkeiten ,vergessen“ alles sofort bzw. haben
gar kein Gedéchtnis.

Der Newtonsche Schubspannungsansatz ist nur fiir inkompressibel gerech-
nete Fluide ein vollstdndiges Reibungsgesetz. Ein kompressibles Newton-
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sches Fluid benétigt zur vollstdndigen Beschreibung eine zweite Grofse,
die Volumenviskositat, welche das Verhéltnis von Normalspannung zu
Dehngeschwindigkeit angibt.

Institut fiir Stréomungsmechanik und Warmeiibertragung, TU Wien  6.10.2010


http://www.fluid.tuwien.ac.at

Eigenschaften der dynamischen Viskositat

e 4 ist praktisch unabhdngig vom Druck, ausgenommen in der Na-
he des kritischen Punktes und bei sehr hohen Temperaturen.

e 1 dndert sich im Allgemeinen mit der Temperatur: Fiir Gase
steigt sie mit wachsender Temperatur, fiir Fliissigkeiten sinkt sie
mit wachsender Temperatur.

Zahlenwerte:

ju [Pas]

0°C 20°C 100°C
Wasser, 1 bar 1,792-1073 1,002 -1073 0,282-1073
Wasser, 100 bar 1,768 - 1073 0,284 -1073
Luft, 1 bar 1,724 -107°> 1,824-107°> 2,194.1075
Luft, 100 bar 1,961 -107° 2,355 -107°

(VDI-Warmeatlas, 9. Aufl, 2002)

Zur Temperaturabhdngigkeit der dynamischen Viskositat

e Fliissigkeiten: Die Molekiile haben geringen Abstand zueinander,
zwischen den Molekiilen wirken vor allem intermolekulare Krifte.
Bei Scherung miissen diese iiberwunden werden und die Molekiile
aneinander vorbei bewegt werden. Hohere Temperatur — hoéhere
Amplitude der thermischen Bewegung — grofere Beweglichkeit der
Molekiile — p sinkt.

Siehe dazu auch BIRD et al. (§ 1.5, S. 26).

e Gase: Die Molekiile haben grofien Abstand zueinander. Die makro-
skopisch beobachtete Schubspannung entspricht einem molekularen
Impulsaustausch quer zur Strémungsrichtung. Der Impulsaustausch
wird hauptsichlich durch Stofse zwischen den Molekiilen bewirkt.
Hohere Temperatur — grofiere molekulare Geschwindigkeit — bes-
serer Impulsaustausch — pu steigt.



1 Fliefsverhalten von Fliissigkeiten 7

Kinematische Viskositat

y=" (1.3)
p
v ... kinematische Viskositit, [v] = Fliche/Zeit, SI-Einheit: m?/s

Zahlenwerte:

Wasser, 20°C, 1 bar: v =1,003-107° m2/s
Luft, 20°C, 1 bar: v=1535-10"% m?/s

(VDI-Wirmeatlas, 9. Aufl., 2002)
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1.1.2 Nicht-lineare Schubspannungsansitze

Bingham Medium
strukturviskos

Newtonsches Verhalten

dilatant

scheinbare Viskositat
y o M= /4 ungerade Funktionen

e Strukturviskos (pseudoplastisch): Die scheinbare Viskositat nimmt
mit zunehmender Schergeschwindigkeit ab.

e Dilatant: Die scheinbare Viskositat wird mit zunehmender Scher-
geschwindigkeit groler.

e Bingham Medium: FlieBspannung (Anfangsschubspannung) 7y ist
notig, damit Medium zu flieBen beginnt.

7 und 4 sind jeweils ungerade Funktionen voneinander.

Beispiele fiir strukturviskose Fliissigkeiten sind Polymere mit hohem Mo-
lekulargewicht. Diese haben langkettige Molekiile, die im Ruhezustand
verknéult sind, sich aber bei zunehmender Schergeschwindigkeit entflech-
ten.

Dilatante Fliissigkeiten waren z.B. konzentrierte Suspensionen, d.h., Ge-
mische von festen Teilchen mit einer Fliissigkeit. Dilatante Fluide sind
wesentlich seltener als pseudoplastische.

Bingham Medien sind z.B. Zahnpasta, Farben und Lacke.

Im Englischen werden, neben ,dilatant” und ,pseudoplastic”, meist die
anschaulicheren und zutreffenderen Begriffe ,shear-thickening” und ,shear-
thinning* verwendet (BARNES et al., S. 16; GIESEKUS, S. 206f).

Die Schubspannung kann auch ein Maximum in der Funktion 7 = 7(%)
aufweisen. Da nahe eines Maximums von 7 eine gegebene Schubspannung
durch zwei verschiedene Schergeschwindigkeiten realisiert werden kénn-
te, wiren Instabilitdtsphianomene moglich. Ein Beispiel wére stick-slip,
wie es beim Extrudieren von Polymeren auftritt (GIESEKUS, S. 207, 550,
551).
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Potenzansatz von Ostwald und de Waele

T=my" fiir 4 > 0; m, n = const (1.4)
genauer: Vorzeichen wird beibehalten,

r=m[i""

n =1 ... Newtonsches Fluid

n < 1 ... strukturviskoses Fluid

i
n > 1 ... dilatantes Fluid Tangenten unrealistisch!

Ostwald - de Waele Ansatz ist unrealistisch fiir 4 — 0 bzw. 7 — 0 weil
ps — 00 (n < 1) bzw. ps — 0 (n < 1).

Ansatz von Prandtl und Eyring

1
T = A - arsinh (Bf'y> , A, B = const (1.5)

Taylorreihe fiir %f'y < 1:
1o 1(1:)3
T:A{EW—E(EV) +]

Newtonsches Verhalten

Prandl - Eyring - Ansatz fiir ¥ — 0 (7 — 0) brauchbar, p entspricht
A/ B. Beschreibt strukturviskose Fliissigkeiten.

Lasst sich aus molekulardynamischer Theorie einer Fliissigkeit herleiten
(BIRD et al., § 1.5, S. 26).
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Ansatz von Bingham

.
70
/-'y
—7o
T = +70 + u?y T, B = const (1.6)
+79 fiir 4 > 0,
—10 flr v < 0.

Eine minimale Schubspannung, 7, ist nétig, damit das Fluid zu flie-
Ben beginnt. Dann: Strukturviskoses FlieBgesetz, scheinbare Viskositat
nimmt mit zunehmender Schubspannung ab.
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Alle Ansétze sind empirische Korrelationen! Sie gelten in dem Bereich,
in dem Daten vorliegen und fiir den die Koeffizienten bestimmt wurden.
Ein Fluid, das bei hohen Schergeschwindigkeiten als Bingham-Medium
erscheint, kann bei genauerem Messen pseudoplastisches Verhalten zei-
gen. Man spricht deshalb besser vom Newtonschen, pseudoplastischen,
etc. Verhalten eines Stoffes statt von einem Newtonschen, pseudoplasti-
schen, etc. Fluid. Auch Wasser zeigt bei sehr hohen Schergeschwindig-
keiten nicht mehr nur Newtonsche Eigenschaften. Andererseits kann in
einem kleinen Bereich das Verhalten eines Fluides unter Umsténden mit
geniigender Genauigkeit durch den Newtonschen Ansatz gendhert wer-
den.

Diagramm (e) in obiger Abbildung zeigt den typischen Verlauf der Vis-
kositét fiir viele Fliissigkeiten: Newtonsches Verhalten fiir kleine Scher-
geschwindigkeit, weiter eine groke Anderung der scheinbaren Viskosi-
tét, schliefslich wieder nahezu konstante scheinbare Viskositdt bei hohen
Schergeschwindigkeiten (BARNES et al., S. 16).
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1.2 Viskoelastische Stoffe

Viele Fliissigkeiten zeigen neben den Eigenschaften einer Fliissig-
keit (der Spannungszustand ist nur von der momentanen Verfor-
mungsgeschwindigkeit abhangig) auch elastische Eigenschaften
eines Festkorpers: Nach einer Belastung wird ein Teil der durch
die Belastung verursachten Verformung riickgdngig gemacht.

o
g F Flissigkeit
viskoel. Stoff
. _
o
t t2 >t t3 > 12 ty >t3,0=0

Beispiele:
e Zuriickfedern (,elastic recoil”)
e Offener Siphon, Selbstausguss (,self-syphoning”, ,tubeless syphon®)

Die Mikrostruktur eines viskoelastischen Stoffes kdnnte z.B. aus lang-
kettigen Polymermolekiilen bestehen, die in einer Fliissigkeit eingebettet
sind. In einer verdiinnten Losung nimmt ein Polymermolekiil ohne Be-
lastung, aufgrund der Maximierung seiner Entropie, einen kugelférmigen
Raum ein. Unter Last wird die kugelférmige Enveloppe zu einem Ellipso-
id verzerrt, die nach Beendigung der Belastung wieder kugelférmig wird.
Ahnliches gilt fiir eine Emulsion zweier nicht mischbarer Fliissigkeiten.

® @&
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Zuriickfedern

Zuriickfedern. (Elastic recoil of an aluminium soap solution. Abb. 2.22
aus BOGER und WALTERS.)

Offener Siphon

a) Zum Starten des Vorganges wird das Rohr eingetaucht, sodass die
Stromung startet, und dann nach oben gezogen (Fano-Strémung).
Bei Newtonscher Fliissigkeit reifst die Strémung ab.

b) Zum Starten wird das Gefaf geneigt und dann aufgerichtet. Bei
Newtonschem Fluid kommt das Ausfliefen zum Stillstand.

Institut fiir Stréomungsmechanik und Warmeiibertragung, TU Wien  6.10.2010
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Offener Siphon. Losung von 0,75% Poly-
ethylenoxid in Wasser. (Abb. 5.20 aus
BARNES et al.)

Detail des offenen Siphons vom Beginn des Prozesses (links) bis kurz vor
Abreissen der Stromung (rechts). (Abb. 2.17 aus BARNES et al.)
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1.2.1 Maxwellsche Fliissigkeit

d
T+ )\d—; = uy, [, A = const (1.7)

A ... Relaxationszeit, [\] = Zeit

Beispiel ,hiipfender Kitt":

e langsame Spannungsdnderung:

)\% <LT: T=py+..., FlieBen wie Newtonsches Fl.

e schnelle Spannungsdnderung:

dr dr  pdy
A— D= ===+ ... =
T >T & /\dtJr , T=Gvy+

Hookesches Gesetz fiir elastischen Festkorper

Das Fliefsgesetz fiir die Maxwellsche Fliissigkeit lésst sich verallgemeinern
zu

dr d?r
AM—+Ao—5
THME T
Auch in dieser allgemeinen Form besteht allerdings eine isotrope Bezie-

hung zwischen der Spannung und der Deformation (bzw. deren zeitlichen
Ableitungen). (Siehe auch BARNES et al., S. 37, 38.)

+.o=poy + Y+ ey
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1.2.2 Normalspannungseffekte

Beispiele:
e Weissenberg-Effekt
e Strangaufweitung

Normalspannungseffekte entstehen durch ausgepragte Normal-
spannungsdifferenzen. Diese werden insbesondere durch anisotrope
FlieRgesetze verursacht.

L7777 777 ——8 Uy, 7777777~ Uy
NG T
~7 =7
TI7TTTII77 x 777777777
Newtonsches Fluid anisotropes FlieRBgesetz

Weissenberg-Effekt bei von links nach rechts zunehmender Umdrehungs-
geschwindigkeit der Welle. (Abb. 11.33 aus GIESEKUS.)

Benannt nach Karl Weissenberg (1893-1976), der auf dem Ersten Internationa-
len Rheologie-Kongress in Scheveningen neben dem nach ihm benannten noch

eine Anzahl weiterer, Aufsehen erregender Normalspannungseffekte vorstellte
(GIESEKUS, S. 411).
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Weissenberg-Effekt

A

Drucksenso

-

17

\A
Drucksengol

Newtonsche FI'R <£

i
[

Polymer Anzeige A > Anzeige |

Strangaufweitung. Links ein Newtonsches
Fluid (Glyzerin), rechts ein viskoelas-
tisches Fluid mit grofen Normalspan-
nungsdifferenzen (Verdiinnte Losung von
Polyvinylalcohol und Natriumborat in
Wasser; Abb. 1.2 aus SCHOWALTER.)
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Normalspannungen
Oyy — P
A
/—>Tyz
Tyz

Txy
Tzy
Y
Ogx — P
Tow Trz
€T Ozz — P

z

1. Index: Normalenrichtung der Ebene
Notation: 7.,

\
2. Index: Richtung der Spannungswirkung

hydrodynamischer Druck: isotroper Anteil des Spannungstensors,

p=—%5(Tax + Tyy + 722). (1.8)

Normalspannungen: Spannungen normal zur Schnittebene.
Schubspannungen: Spannungen tangential in der Schnittebene.

Da der isotrope Anteil der Normalspannungen zum Druck gezahlt wird bzw.
wie ein (negativer) Druck wirkt, sind nur die Normalspannungsdifferenzen von
Bedeutung. In einem ruhenden Fluid ist der hydrodynamische Druck gleich dem
Umgebungsdruck.

In einer allgemeinen Stromung eines Newtonschen Fluides konnen aufgrund der
Reibung sowohl Normalspannungen als auch Normalspannungsdifferenzen exis-
tieren. Es ist, z.B.,

0 2

mit der Volumenviskositét fi. Allerdings besteht zwischen dem Tensor der Ver-
formungsgeschwindigkeit und dem Spannungstensor ein isotroper Zusammen-
hang.
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Normalspannungsdifferenzen

Fiir die einfache Scherstromung eines Newtonschen Fluids, symmetrisch beziig-
lich z- und z-Richtung, gilt

Tyz = Tay =0, Toz = T2e =0,
Ope = 0,04y =0,0,.=0

Normalspannungsdifferenzen:
Ope — Oyy = N1(7) (1.9)
Oyy = 02z = Nao(7) (1.10)
(O2a — 022 = N1 4 N2)
Tay = Tya = f(7)

Newtonsches Fluid: Ny = Ny =0, f(¥) = u?.

Einfache Scherung: In einer Richtung, der indifferenten (hier z), bleibt das Fluid
unverformt. Siehe Abschnitt 2.

Normalspannnungseffekte treten praktisch nur fiir visko-elastische Fliissigkeiten
auf. Prinzipiell kénnte ein Nicht-Newtonsches, unelastisches Fluid ebenfalls Nor-
malspannungsdifferenzen verursachen. Das Reiner-Rivlin Fluid, ein generelles
Modell fiir ein unelastisches Fluid, erlaubt in einer einfachen Scherstromungen
allerdings nur Normalspannungen der Form N; = 0, Ny # 0. Beobachtet wird
genau umgekehrt N7 # 0 (teilweise sogar sehr grofs) und Ny =~ 0.

Die Entstehung von Normalspannungsdifferenzen lasst

sich anhand der Mikrostruktur einer verdiinnten Po- _
lymerlosung vorstellen, siehe Seite ??7. Der von einem @ @
Polymermolekiil eingenommene Raum wird unter Sche-

rung zu einem Ellipsoid verzert. Die durch die Scherung

bedingte, anisotrope Mikrostruktur des Fluids bedingt

ein anisotropes Fliefigesetz. Es ldsst sich vorstellen, dass die Normalspannung in
Stromungsrichtung grofer wird als quer dazu (BARNES et al., S. 55f).
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Weissenberg-Effekt: Intuitive Erkldrung

p+ %dr
%2 , 766 g9 TP
Zentripetalbeschl. Normalspannungen Druckkraft, ? <0
r

Um ein Fliissigkeitselement auf einer Kreisbahn zu halten, muss es durch die
Zentripetalbeschleunigung, w?r, nach innen beschleunigt werden. Die Summe
der Krifte auf das Fliissigkeitselement muss gleich der Masse mal der Zentripe-
talbeschleunigung sein.

Aufgrund der Normalspannungen wirkt eine resultierende Kraft in Richtung

der Drehachse. In einem Fluid, dass den Weissenbergeffekt zeigt, ist die Kraft
aufgrund der Normalspannungen grofer als zur Aufbringung der Zentripetalbe-
schleunigung nétig wire. Um das Kréftegleichgewicht zu gewéhrleisten wirkt die
Kraft aufgrund des Druckgradienten nach aufsen, dp/0r < 0

In einem Newtonschen Fluid gibt es in der stationédren, axialsymmetrischen
Stromung keine Normalspannungen. Die Zentripetalbeschleunigung wird durch
die Druckkrifte aufgebracht, die in diesem Fall nach innen wirken miissen, dp/dr >
0.

In den gegebenen axialsymmetrischen Stromungen mit freier Oberfliche wird
der erforderliche Druckgradient durch den hydrostatischen Druck aufgrund des
Hohenprofiles der Oberfliche erzeugt.
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1.2.3 Fliissigkeiten mit Gedachtnis

(t) :tjfo(y(t —+#)) ... Funktional (1.11)

Die Spannung 7 hangt nicht nur vom momentanen Wert von % ab, sondern
auch vom Wert von # zu fritheren Zeiten. 7 dndert sich mit der Dauer der
Scherbeanspruchung.

T rheopexe Fl.

zeitunabh. FlieRg.
thixotrope Fl.
"t

"t
rheopex: Scheinbare Viskositat steigt. Beispiel: Gips.
thixotrop: Scheinbare Viskositat sinkt. Beispiele: Farben, Lacke.

Ublicherweise werden solche Fliissigkeiten als rheopex bzw. thixotrop bezeich-
net, in denen die Anderungen reversibel sind: Nach Beenden der Scherbeanspru-
chung geht die scheinbare Viskositat wieder auf ihren Ausgangswert zuriick. Die
Anderung der Viskositéit kann auch irreversibel sein. Pseudoplastische Fluide
sind oft auch thixotrop, dilatante Fluide rheopex. (BARNES et al., S. 24).
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Exponentiell schwindendes Gedachtnis
T(t) = %/ VYt —t) At p, A= const (1.12)
0
Substitution: s = ¢ —t/, dt’ = —ds,

¢
T(t) = %/ e_(t_s)/)‘ﬁ(s) ds
— 00

dr _ pd t/)\/t s/Az
TR (e 7006 A(s)ds

1 t
= 'L;\[— Xe_t/)‘/ e/ (s)ds + e_t/Aet/AW(t)}

T/K
dr  pu . dr .
Frie X[—T/M‘i‘W(t)] = T+>\E—M7(t)

Maxwellsche Fliissigkeit!

Nach einigen Umformungen l&sst sich zeigen, dass die Formulierung eines Flui-
des mit exponentiell verschwindendem Gedéchtnis equivalent ist zum Fliefigesetz
einer Maxwellschen Fliissigkeit.
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2 Einfache Scherstromungen

Scherung, die nur in einer Ebene erfolgt. -
In einer Richtung bleibt der Kérper unverformt. ’

~

2.1 Laminare Couette-Stromung

A | Uw o fur viskose Fluide:

bewegte Platte Haftbedingung an der Wand
; Uy
——

T 7 ruhende Platte

Haftbedingung: Das Fluid hat an der Wand dieselbe Geschwindigkeit wie die
Wand. Gilt nicht fiir reibungsfrei behandelte Strémungen.

Der Impulsaustausch zwischen den Molekiilen des Fluids mit den ruhenden
Wandmolekiilen bedingt eine makroskopisch gleiche Geschwindigkeit von Fluid
und Wand an der Grenzfliche zwischen den beiden Medien.

Ausnahmen: Ungeniigender Impulsaustausch, falls z.B. die freie Weglénge der
Fluidmolekiile vergleichbar wird mit den charakteristischen geometrischen Ab-
messungen des Problems. Makroskopisch betrachtet hat das Fluid an der Grenz-
flache eine endliche Geschwindigkeit relativ und tangential zur Wand.

Beispiele: Verdiinnte Gase, Strukturen mit winzigen geometrischen Abmessun-
gen.

Die Couette-Stromung ist ideal, um 7(%) zu messen: In der Stromung existiert
nur Scherung, die Schergeschwindigkeit ¥ ist im gesamten Strémungsfeld kon-
stant. Eine &hnliche Strémung ist die Taylor-Couette Stromung, die im Spalt
zwischen zwei konzentrischen Zylindern erzeugt wird. Falls die Spaltbreite klein
gegeniiber dem Radius der Zylinder ist, so ist die Taylor-Couette Stromung fast
gleich der Couette-Stromung. Die Taylor-Couette Stromung wird in Viskosime-
tern, sowie in Lagern und Gleitlagern angewendet. In letzteren sind die Zylinder
allerdings leicht exzentrisch, sodass eine radiale Kraft zwischen den Zylindern
iibertragen werden kann.
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Taylor-Couette Strémung

Y

Spalt zwischen konzentrischen
Zylindern.
Anwendungen: Couette-

N’ / Rheometer, Lagerschmierung.
-
/

fiir § < R nahezu lineares
Geschwindigkeitsprofil
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Berechnung der Couette-Stromung

Voraussetzungen: kein Druckgefalle, keine Volumenkraft in Strémungsrichtung,
stationdre Stromung, ausgebildete Stromung.

e keine Volumenkraft: horizontale Stromung, Schwerkraft wirkt normal
zur Stromungsrichtung

e stationire Stromung: keine zeitliche Anderung

e ausgebildete Stromung: keine Einlaufeffekte. Die Stromung andert sich
nicht in Strémungsrichtung.

Laminare Schichtenstrémungen werden prinzipiell folgendermafen berechnet:

1. An einem Kontrollvolumen wird das Kriftegleichgewicht aufgestellt. Inte-
gration liefert, nach Beriicksichtigung der entsprechenden Randbedingun-
gen, die Schubspannungsverteilung. Falls das Kontrollvolumen groft genug
gewahlt werden kann, so ldsst sich 7 unter Umsténden sofort hinschreiben.

2. Integration der Schubspannungsverteilung und wiederum Einsetzen der

entsprechenden Randbedingungen liefert die Geschwindigkeitsverteilung,
z.B. u(y).

3. Das bestimmte Integral zwischen den Berandungen der Stromung ergibt
den Volumenstrom, eventuell den Volumenstrom pro Tiefeneinheit.
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Kraftegleichgewicht

infinitesimal kleines

1 /Kontrollvolumen
T AT+ da,y + dy)
b dyi D P
(z,y)| T
yL y
v Az

Vorzeichenkonvention fiir 7:

Positiv sei jene Schubspannung, die (1.) in positiver Richtung wirkt und (2.)
von der Materie oberhalb der Schnittebene auf die unterhalb der Schnittebene
befindliche Materie ausgeiibt wird.

positive Richtung: mit Bezug auf die Koordinatenrichtung

oberhalb, unterhalb: mit Bezug auf die mit der Normalenrichtung der Schnit-
tebene co-axialen Koordinate

Zur Vorzeichenkonvention

)
_|_oberhalb  _~ Richtung der Wirkung:

unterhalb Kraft auf das Kontrollvolumen wird bilanziert.
x

Beispiele fiir 7 > 0:

Achtung: BIRD et al. definieren die Schubspannung mit umgekehrtem Vorzei-
chen da sie die Schubspannung als in Richtung des negativen Geschwindigkeits-
gradienten transportierten Impulsflusses interpretieren.
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Kraftegleichgewicht in z-Richtung: T +dr

(d2) - [de(r + dr — 1) +dy(p — p)] = 0 dyy

= dr=0 = 7= const

stationdre Strémung: 7 = 7(%), wg. T = const = § = const = ¢;

. du

A = |[dy = u=cy+c

=
Randbedingungen: Hier Haftbedingungen bei y = 0 und y = b.
uy=0)=0 = =0
wy="0)=uy, = €1 = Uy/b
lineares Geschwindigkeitsprofil:

I
U(y)—uwb

Geschwindigkeits- und Schubspannungsverteilung

=

(2.1)
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2.2 Laminare Rohrstromung

2.2.1 Allgemeine Beziehungen

Annahmen: stationére, laminare, vollausgebildete Stromung; p = const, keine
Vol.-Kréfte in Stromungsrichtung (horizontales Rohr)

L

ri_,_._p ptdp >
x

vollausgebildete Stromung: v = u(r), v = 0.
Flissigkeit muss gegen hemmende Wirkung der inneren Reibung durch das
ruhende Rohr bewegt werden: Druckgefille in z-Richtung nétig.

Kraftegleichgewicht in z-Richtung:

w2 p— (p+dp) +2mrrdz =0 = —rdp+2rde =0

Mit dp = g—pdx erhalten wir
x

9 _ 2
oxr r
<~~~
f(z) f(r) ... beide gleich, miissen const sein!
9 = const, T= r 9p (2.2)

ox T 20z
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Druckgradient
Ip
—— = const @ @
ox
plB
J B % - . — "o
p
P -‘—-
b2 -
0 "
Druckabfall:
op _p2—p1. Op _
9p _ .Y ! 2.3
Ox T 0 (23)
Der Druckgradient ist in Stromungsrichtung negativ!
Schubspannung
F_rop
- 20z Lz
R
,
} —— L».’E —_— s —
Tw 0
Die Schubspannung ist in der Rohrstromung negativ.
Die Wandschubspannung ist gegeben durch 7, = 7(r = R),
R Op
- = o 24
B 2 Ox (24)
Somit gilt weiters
T T Rpi —po
2o - _= 2.
W™ ROYT T2 (2:5)

Institut fiir Stréomungsmechanik und Warmeiibertragung, TU Wien  6.10.2010


http://www.fluid.tuwien.ac.at

30

Geschwindigkeitsverteilung

d
Integration von 4 = d—: mit Haftbedingung u(R) = 0

[d
u(r) = d—:/ dr’ (2.6)
R

Substitution dr = %dr (aus Gl. (2.5): 7/R = 7 /7y,

ur) == [ ar @)

Volumenstrom

R
V:/udA:/u%rrdr (2.8)
A
0

partielle Integration

. 2 |F Rdur2
V:27r[u —/——dr

0 dr 2
——

2
0
= 0, Haftbed.

Substitution von du/dr =5, r? = R*72 /72, dr = (R/7y)dT,

Tw
TR3
T3
TW
0

V= F(r)r?dr (2.9)

FlieBkurve liefert, bei geg. 7+, mit 7 = (R/2) dp/dz, den Volumenstrom fiir
die Rohrstromung. Das Geschwindigkeitsprofil ist nicht nétig.
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2.2.2 Kapillar-Viskosimeter

Gemessen, mit T, = — & E17P2 Gesucht: 7(7)

Tw T

Gleichung (2.9) differenzieren:
d VT‘% . 9

— | =% | = A~

dry, \ 7R3 VTw

) 1 d VTV?;
7(—Tw) = ﬁa (wR?’) (2-10)

Weissenberg, Rabinowitsch und Mooney

Vs
TR3

Auf den vorigen Seiten wurde gezeigt, dass sich, nach Substitution der radialen
Koordinate durch die Schubspannung, der Volumenstrom in der Rohrstromung
durch eine einmalige Integration des FlieRgesetzes berechnen lisst, Gl. (2.9). Ei-
nerseits zeigt dies eine Abkiirzung der Rechnung, statt zweier Integrationen ist
nur eine notig, falls bei bekanntem Fliefsgesetz der Volumenstrom in der Rohr-
stromung ermittelt werden soll. Andererseits kann mittels Gl. (2.9) eine An-
weisung gegeben werden, wie aus experimentellen Daten einer Rohrstréomung
ein unbekanntes Fliefigesetzes bestimmt wird. Diese Methode wird als Kapillar-
Viskosimeter bezeichnet. Aus Daten des Volumenstroms bei verschiedene Wand-
schubspannungen, die sich ja sofort aus dem Druckgradient ergeben, konnen mit
Hilfe der Beziehung von Weissenberg, Rabinowitsch und Mooney Punkte auf der
Fliefskurve ermittelt werden.

Auf den folgenden Seiten werden Geschwindigkeitsprofile und Werte fiir den
Volumenstrom in der Rohrstromung fiir verschiedene Fliefsgesetze gezeigt.
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2.2.3 Newtonsche Fliissigkeit

. T
7=
W
Voraussetzung: onst = 1T = const.

p=c
Einsetzen in Gl. (2.9)

. _WR?)]WTSdT: rRr,
) g

T3 4
Mit 7, = — S BioPe
TR p1 — pa
Gesetz von Hagen und Poiseuille

Newtonsche Fliissigkeit, Geschwindigkeitsverteilung

Einsetzen von 4 = 7/p in Gl. (2.7),

RTT/ R (72 72 Rty (T2
= | == (- )=V _1
. e (T3) - ()

Tw H KT

R%(py — g -
w = (Zzllulm) (1 - ;2> parabolisches Profil!

N——

Umax

mittlere Geschwindigkeit uyy,:

_ K _ R2(p1 _pZ) o Umax

Um =g 8yl 2
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2.2.4 Ostwald-de Waele Fliissigkeit
T =m4" in Gl. (2.9) und (2.7) einsetzen

v 7TR3(—TW/m)1/”

3+1/n
_ (—mw/m)Y"R (7-)1-&-1/” _ Unmax 1430
 141/n R ’ Uy  1+n
r T r T r
n=0 & n<l KA n=1 L} n>1 ¥ n—oo

I R

>u ——pﬂ S—
—— L
1 7

Kolbenstr. Paraboloid Kegelstr.

2.2.5 Bingham Fliissigkeit
T=—To+pp firy<0,7<0

_ TE i e > 7o
v =

UB
0 fur |T‘ S T0

In Gl (2.9) einsetzen; V = 0 fiir |7, | < 70, fiir |7| > 70 gilt
: 4(py — 4 1 4
o™i mp) | 4 1T

8upl 3wl 3\ 7w
Buckingham-Reiner Gleichung
r? 27 T 7o
- —-——(1l—=) firR>r>R—
(p1 — p2)R? B2 7] ( R) 7w

4,[LBZ 2
(1 o ) = const furr < Ri

el 7]
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Schubspannungs- und Geschwindigkeitsverteilung

Tw —70

70

konstante Geschwindigkeit fiir r < R‘ |
Tw

(wie starrer Korper)
70

parabolisches Profil fiir r > R‘ |
7-W
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2.3 Filmstromungen

freie Oberflache

von Bedeutung.

Reynolds-Zahl:

) 7 (L)
Re =m0 _V (2.12)
. 1% 1%

tm g Re ... trige/viskose Krifte

5 V(L) . lingenbezogener Volumenstrom,
- [V)] = Fliche/Zeit

Fl. Gas V()

mittlere Geschwindigkeit u,, = 5

Als Rieselfilme in technischen Anwendungen fiir Warme- und Stoffiibertragung

Osborne Reynolds, 1842-1912. Bekannt ist sein Farbfadenversuch.

R leicht erfiillt.

Institut fiir Stromungsmechanik und Warmeiibertragung, TU Wien

Die Filmstromung an einem vertikalen Rohr kann,
falls die Dicke des Filmes klein gegen den Radius

ist, wie ein Film an einer ebenen Wand gerechnet
werden. Da Rieselfilme typischerweise Dicken von
weniger als 1 mm haben, wird die Bedingung § <
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2.3.1 Stromungsformen

Experimenteller Befund:

(1) Re< 4 (2) 4 < Re < 400 (3) Re > 400
J
J J
(nahezu) glatte = N i
Oberflache wellige Oberflache turbulent
(1), (2) ... laminare Strémung. Theoretischer Zusammenhang zw. u,, und §

bleibt bestehen.

Re = 4 ist keine Stabilitdtsgrenze. Stérungen werden ab Re — 0 angefacht,
die Anfachungsrate wird aber erst ab Re ~ 4 groR. Bei Re = 400 plotzlicher
Umschlag zu turbulenter Strémung (BENJAMIN, J. Fluid Mech. 2, 1957).

2.3.2 Laminare Filmstromung

hmen:
\l/ Anna

D " p = const, wegen pgas < pri., d.h., kein hydrostati-

scher Druckgradient

Newtonsches Fluid, u = const (T ~ const)

Haas << ppl: Oberflache quasi reibungsfrei.
Y = Randbedingung: 7(J§) = 0.

5

'\ =y T =pg(6 —y) (2.13)

_952 y 1 y\?|. B B 1 g6?

r o) =" [5 3 () }Wmax—“@—gy

y
\ ; 1 g63 1 g2
(L) — = -9 — -9 2.14
v /udy 3 v’ 3 v (2.14)
0
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Berechnung der laminaren Filmstrémung

Kriftegleichgewicht:
) Das Kontrollvolumen wird moglich grofs gewahlt.
>y Es enthélt die freie Oberflache. Die Randbedingung
(zy) 7(0) = 0 wird damit schon im Kréftegleichgewicht
beriicksichtigt.
7—1 | (6) =0 riicksichtig
* pgda(d —y) —7dx =0
P9
| = 7=pg9(d —v)
x

Zum Vergleich: kleines Kontrollvolumen

dy,_ 0
— ry (t +dr — 7)dz + pgdzdy = 0
A d
d.’L'V T | LT—’_dT l = —pg
| w
Pg Integration: 7 = —pgy + c1
\ Randbedingung 7(0) =0 = ¢ = pgd
x
T =pg(6 —y)
.. S du
Schubspannungsansatz fiir Newtonsches Fluid einsetzen: 7 = ud—y
du _ pg
— =y
- (6 —y)

Randbedingung u(0) = 0 wird durch bestimmtes Integral berticksichtigt, u(y) =
Ydu |,
o dy
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2.3.3 Turbulente Filmstrémung

Asymptotische Theorie der Turbulenz ergibt fiir glatte Wand

YW oYy e, (2.15)
Ur v
Uy ... Schubspannungsgeschwindigkeit, u, = \/7w/p

hier, aus Gl. (2.13): 7 = pgd = u, = /gd.

experimentell bestimmt:

Cl =~ 2,5; 02 = 5,5
1 /9
Integration 5/ udy ergibt die mittlere Geschwindigkeit
0

Um

/ad3
:Clln%é‘-i-Cg, C3=0y—-C1~3 (216)

3

Turbulente Filmstromung, Berechnung

Mit Gl. (2.15) ist die maximale Geschwindigkeit

. 5
Umax _ o1 470 1 o,
Us v

Damit ist der Geschwindigkeitsdefekt

Umax ~UY) _ 1, 9
Ur "y

Der Geschwindigkeitsdefekt wird {iber die Filmdicke integriert,

6 é
/ Umax — U(Zl) dy _ g /hl é dy
Uy 1) Y
0 0

Substitution von dy = § d (%)

Uax — U Yy y. oy oyl
Tmax mme nZdZ = — ZIns - 2| =
ur 01/0 n5ds 01[5“5 5}0 @

Umax — Um

Uy

| =

Mit 2 = fmax  fmax 7B ogor GIL(2.16).
Uy Uy U
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Dimensionslose Darstellung

103 - -
FrOUde—Zahl: /
u2
Fr=-%2 (2.17) 100 y
go
Fr
e trage Krifte 10- i
Schwerkraft )
laminar turbulent
Um go
Ooft: Ffr= —, Fr= . 1 ! .
Vgé uz, 100 400 o 104 106
e

Fr beschreibt den Einfluss der Schwerkraft auf die Stromung. Aus Gl. (2.16)
folgt fiir turbulente Strémung

Re
VEr=Ciln— +C 2.18
I 1in ™ 2 ( )

Vgl. laminar:  Fr = 1Re, Gl. (2.14).

102

6

4

2

10’ L

6 ° {S.J. Friedmannund

Z 'k‘ CO.Milter

P %&; o H.Brauer
2 o K
Fr ¢

4

2

10" Y

6

4

2

1072 h

1]
p 15

1072 4610°2 4610'2 461022 ¢610°2 46 10°

Reynoldszahl Re
Messwerte. (Abb. 14.3 aus BRAUER.)
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3 Bewegung von festen Teilchen,
Tropfen und Blasen

3.1 Grundgleichungen fiir inkompr. Stromungen

Inkompressibel: p = const

Voraussetzungen: e |]> < ¢?, ¢ ... Schallgeschwindigkeit
e kleine Temperaturunterschiede

Gesucht: v, p als Funktion von # und ¢;
U= (u,v,w), T = (2,y,2).

Beschreibung durch Differentialgleichungen im Inneren und Randbedingungen.

3.1.1 Differentialgleichungen

Kontinuitadtsgleichung

Kontinuitatsgleichung: Massenerhaltung. Masse geht nicht verloren. Wegen
p = const gleichbedeutend mit Erhaltung des Volumens.

dive' =0 (3.1)
Kontinuitatsgleichung

In kartesischen Koordinaten

@4_@4_371070
or Oy 0z
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Bewegungsgleichung

Bewegungsgleichung: Lokale Formulierung des 2. Newtonschen Gesetzes. Mas-
se x Beschleunigung = Summe der auf den Korper wirkenden Kréfte.
Fiir Newtonsches Fluid mit p = const, p = const:

Dv 1
D—:; = ——gradp + VAT + g (3.2)
~— Hp,_/ ~—~— ~—

Beschl. Druck- Reibungs-  Schwerkraft/m

Navier-Stokessche Gleichungen

0 . .
— = — + 4-grad ... substantielle Ableitung

instat. konv. Abl

A ... Laplace Operator, A = div grad

Terme in den Navier-Stokesschen Gleichungen

Die substantielle Ableitung bzw. hier die substantielle Beschleunigung ist jene
Beschleunigung, die ein in der Stromung mitbewegtes Materieteilchen dadurch
erfahrt, dass es an einen Ort mit unterschiedlicher Geschwindigkeit bewegt wird.
In einer stationdren Stréomung ist die lokale oder partielle Beschleunigung gleich
Null, die konvektive und damit die substantielle Beschleunigung ist aber un-
gleich Null, falls Geschwindigkeitsgradienten vorhanden sind. Ein Beispiel wiére
die stationére Diisenstrémung.

Die substantielle Ableitung wird auch materielle Ableitung genannt.

Der Gradient des Druckes ist ein Vektorfeld, das in Richtung des groften Druck-
anstiegs zeigt. Wegen des negativen Vorzeichens besagt der Druckkraftterm,
dass auf ein Fluidelement eine Kraft in Richtung des gréfsten Druckgefilles
wirkt.

Die Schwerkraft ist eine Volumenkraft. Auf ein freigeschnittenes, endlich grofies
Kontrollvolumen wirkt sie auf die Masse im Inneren des Volumens. Druck- und
Reibungskrifte wirken an der Oberfliche des Kontrollvolumens.

Die Felder der Druck- und der Schwerkraft sind konservative Vektorfelder: Der
Wert eines Wegintegrals zwischen zwei Punkten in einem konservativen Vek-
torfeld ist unabhéngig vom gewéahlten Weg. Daraus folgt unmittelbar, dass das
Integral entlang eines geschlossenen Weges gleich Null ist. Wird ein Teilchen in
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einem Druck- oder Schwerefeld verschoben, so muss eine gewisse Arbeit verrich-
tet werden. Diese Arbeit ist durch das Wegintegral gegeben, Arbeit = Kraft x
Weg. Wird das Teilchen an den Ursprungsort zuriickgebracht, wird dieselbe Ar-
beit zuriick gewonnen.

Substantielle Ableitung

Die substantielle Ableitung ist gleich der Summe der instationéren, auch partiel-
len oder lokalen Zeitableitung, und der konvektiven Ableitung. Die instationére
Ableitung entspricht der zeitlichen Anderung der Strémung. Die konvektive Ab-
leitung einer Groke gibt die Anderung an, die ein Teilchen dadurch erfihrt, dass
es mit der Strémung an einen Ort bewegt wird, an dem die betreffende Grofe
einen unterschiedlichen Wert hat.
Eine konvektiv beschleunigte Stromung ist beispielswei-
se die eindimensionale, stationédre Strémung durch eine
Venturi-Diise. Ein Teilchen, das sich vom Ort z an den
Ort x + da bewegt, bendtigt dafiir die Zeit dt = dz/u. Es éZZZZZZ
erfahrt dabei die Beschleunigung

u _u?(m o

du du du
—_— 7

r x+dzx

dt  dz/u Yz

Die substantielle Beschleunigung ist gleich der konvektiven Beschleunigung, die
instationdre Beschleunigung ist gleich Null,

Du du Ou

D Ydr o

Eine konvektiv nicht beschleunigte Stromung ist zum Beispiel die instationdre
Stromung durch ein gerades Rohr mit konstantem Querschnitt. In diesem Fall
ist die substantielle Beschleunigung gleich der instationéren Beschleunigung.
Ein Teilchen in der Strémung erlebt dieselbe Beschleunigung, die ein ruhender
Beobachter an einem festen Ort in der Stromung misst.

Die konvektive Beschleunigung ist quadratisch in ¥ und damit der einzige nicht-
lineare Term in den Navier-Stokesschen Gleichungen.

Vektoroperatoren

Die Vektoroperatoren div, grad und A werden giinstigerweise mittels des Nabla-
Operators V dargestellt. In kartesischen Koordinaten lautet dieser:

- o 0 0
V = a9 .99 9.
dx’ 0y 0z
Beachte: In symbolischer Darstellung ist der einzige Unterschied zwischen div
und grad der Punkt zwischen dem Nabla-Operator und seinem Argument.

Die Divergenz veringert die tensorielle Stufe ihres Argumentes um eins, der Gra-
dient erhoht sie um eins. Die Divergenz eines Vektorfeldes ist ein Skalarfeld, der
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Operator Definition symbolisch indiziert
1 — - ;
diva lim j[a ds Vi 0o
vsoV S al’l
1 - - da;
da lim — ¢ ads a &
grad a lim v %qa Va Bz,
. 92
div grad d Ad = V3a axigxi
1 = - oa,;
rot @ lim — 7{ s x @ V x @ Eijhad
V=0 g ox;
Vektoroperatoren

Gradient eines Skalarfeldes ein Vektorfeld und der Gradient eines Vektorfeldes

fihrt zu einem Feld von Tensoren zweiter Stufe.

Die Divergenz eines Vektorfeldes ist der aus einem Kontrollvolumen fliekende

Strom.

Der Gradient eines skalaren Feldes zeigt in Richtung des starksten Anstiegs.
Die Rotation eines Vektorfeldes ist ebenfalls ein Vektorfeld. Die Rotation be-
schreibt die Drehung in einem Kontrollvolumen um seinen Mittelpunkt.
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3.1.2 Randbedingungen

Vollsténdiges Gleichungssystem:
e Grundgleichungen (Erhaltungs- und Zustandgleichungen)
e Randbedingungen
e Anfangsbedingungen (bei instat. Stromungen)

Erst alle Gleichungen, inklusive Rand- und ev. Anfangsbedingungen, ergeben
ein vollstindiges Gleichungssystem.

Erhaltungsgleichungen sind die Kontinuitéts- die Bewegungs und die Energie-
gleichung. Die Energiegleichung wird hier nicht behandelt, siche die Lehrveran-
staltung zur Warmeiibertragung oder Stromung realer Fluide. Zustandsgleichun-
gen sind die thermische Zustandsgleichung, z.B. die ideale Gasgleichung, sowie
die kalorische Zustandsgleichung. Die thermische Zustandsgleichung reduziert
sich hier auf p = const.

Ein Beispiel dafiir, dass erst die Gesamtheit aller Gleichungen ein Problem be-
schreiben, sei das Wachstum einer sphérischen Blase. Die Stromung ist dre-
hungsfrei, rotv = 0, deshalb ist auch der Reibungsterm in den Navier-Stokesschen
Gleichungen gleich Null. Es scheint, als wéire das Aufblasen einer Blase unab-
héngig von der Viskositdat der umgebenden Fliissigkeit. Dem ist aber nicht so,
die Viskositét spielt iiber die Reibungsnormalspannungen an der Grenzflache
zwischen Gas und Fliissigkeit eine Rolle.
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Randbedingung an festen Wanden

U Ut
bewegter
Up1, = UWand (3.3) 1, Korper
Aufteilung in Normal- und Tangentialkom-
ponente, v,, und ¥;.
Up,Fl. = Up,Wand - - - undurchldssige Wand; meist erfiillt.

Ausnahme: porése Wande.

Ut F1. = U, Wand - .. Haftbedingung!

Ausnahme bei reibungsfrei behandelten Stromungen (Flugzeug, Tur-
binenschaufeln) und an der Grenze zu mikroskopischer Beschreibung:

verdiinnte Gase, kleine Abmessungen.

Randbedingungen an der Oberflache einer Fliissigkeit

Grenzflache zu Gas,
Voraussetzungen: HGas <K UFL, PGas = CONSt (pGas < pFl)

Gas
UGas K UFI. FI.
PGas

e dynamische Randbedingungen:
Spannungsgleichgewicht an der Oberflache

e kinematische Randbedingung:

An der Oberflache befindliche Fliissigkeitsteilchen bleiben an der Ober-

flache.
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Dynamische Randbedingungen

Das Gas nimmt keine Schubspannungen auf
= Geschwindigkeitsgradient in Normalenrichtung verschwindet.

bt 81},5
B 0 (3.4)
Gas/ Fl. n

Druck und Oberflichenspannung, ohne Reibungsnormalspannungen:

(pc — pr1.)RdAO

1 1
— T — 3.5
PG = prl. 7 (RI RH) ( )

Kriimmung
Young-Laplace Gleichung

Ry, Ryr ... Hauptkrimmungsradien
o ... Oberflichenspannung, [0] = Kraft/Linge.

Zylinder, R = Ry, Ri1 — 001 pg —pr1. = 0/R
Kugel, RZRI ZRHZ PG — PFI. ZQU/R

Die Reibungsnormalspannungen lauten, fiir ein Newtonsches Fluid,

ou

2

Oz = 2/

Hierin ist i die Volumenviskositét. Diese wird oft gleich Null gesetzt (BIRD
et al., S. 79).

Das Kriftegleichgewicht lautet, fiir eine gekriimmte Flache mit Ry fiir df wie
oben und mit einem Radius Ry fiir einen Sektor dey,

(pG — pFl.)RIngHdSO = U(Rndgoda + Rldedgo).

Der Druck ist in jenem Medium grofer, dessen Oberflidche, von aufterhalb des
Mediums gesehen, konvex ist.
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Kinematische Randbedingung

Der Ort einer freien Oberflache ist durch die Bewegung der Fliissigkeit in der
Oberflache gegeben. Die Oberflache ist eine materielle Flache.

& Z = 77(33ay7t) = z- 77($7yyt) =0
Y oder: F(x,y,z,t) =0; deshalb
DF
— =0 3.6
T Dt (3.6)

kinematische Randbedingung
kartesische Koordinaten:
oF OF OF or

Der Ort einer freien Oberflache ist nicht vorgegeben, sondern ergibt sich aus der
Stromung. Da die Oberfliche gerade dadurch definiert ist, dass Fliissigkeit nicht
iiber die Oberfliche stromt, wird die Bewegung der Oberflache durch ihre Nor-
malengeschwindigkeit beschrieben. Das leistet die kinematische Randbedingung.
Beispiel: schwingende Wassersdule in einem Rohr

z=h(t) = F=z—-h(t)=0

DF 9F  OF )
T Dr "o "W T MW 1=0

w=—h

Die kinematische Randbedingung besagt, dass Fluidteilchen, die einmal in der
Oberflache waren, immer in ihr bleiben. Man sagt, die Oberfliche besteht aus
materiellen Punkten, sie ist eine materielle Flache.

Obiges stimmt natiirlich nur im Rahmen der Kontinuumstheorie. Ausnahmen
ware tiberdies Stoff- oder Phaseniibergange iiber die Grenzflache, z.B. Verdamp-
fen: Fliissigkeit stromt {iber die Oberflache, wo sie verdampft. In solchen Féllen
miisste die kinematische Randbedingung entsprechend modifiziert werden.



3 Bewegung von festen Teilchen, Tropfen und Blasen 49

3.2 Mechanische Ahnlichkeit; Kennzahlen

3.2.1 Dimensionslose Darstellung

=2 y*—g w = t*:tg
L’ L’ U’ L’
P = —pZQ, 7= %', VP IV, A" =LA

: Stoff-

char. GroRen: Geschw. U, Liange L, Druck pU?, Schwerebeschl. g = |§
werte p, p = const.

Dimensionslose Grundgleichungen:

- Dv* v gL
* . K :0 —— kK 7A*—’* K
\Y , D+ Vip* + oL &Y + 2 9
1/Re 1/Fr

Zwei Strémungen, Re und Fr gleich = dim.-lose Diff.-Gl. identisch
Auch dim.-lose Rand- und Anfangsbed. gleich = mechanisch dhnlich

Falls fiir zwei Stromungen die Re- und Fr-Zahlen gleich sind, so gelten fiir beide
Stromungen dieselben dimensionslosen Grundgleichungen. Sind auch die dimen-
sionslosen Rand- und Anfangsbedingungen gleich, so werden die beiden Stro-
mungen durch mathematisch identische Gleichungssysteme beschrieben. Die
beiden Stréomungen sind einander mechanisch dhnlich, d.h., die dimensionslo-
sen Variablen haben an den durch die gleichen dimensionslosen Koordinaten
beschriebenen Orten denselben Wert.

Gleiche Randbedingungen erfordert, dass die Randbedingungen an denselben
dimensionslosen Orten gestellt werden. Die beiden Strémungen miissen einan-
der geometrisch &hnlich sein: Alle Abmessungen werden um denselben Faktor
skaliert.

Werden die Grundgleichungen dimensionslos gemacht, erhdlt man die Re- und
Fr-Zahl. Die dimensionslosen Randbedingungen liefern weitere Kennzahlen, die
auf den folgenden Seiten dargestellt werden.
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Randbedingungen an festen Wanden

stationar, ruhend:

77;*[' = O

instationdr, z.B. schwingende Wand mit char. Frequenz w:

—k g LUL *
Uri. = Vfest, (Wt) = Ufest, 7 t
—~—
Sr
Strouhal-Zahl:
wL
Sr= — 3.7
= (37)
Sr ... reduzierte (dimensionslose) Frequenz
Randbedingungen an freien Oberflachen
kinemat. Randbedingung:
DF*
Dt
dyn. Randbedingung:
¥ _pf = L i+i
pGas pFl - pU2L RI RII
——
1/We
Weber-Zahl:
U?L
We =2 (3.8)
o

We ... trage Krafte/Oberflaichenspannungskrafte
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3.2.2 Vergleich zweier Stromungen

Zwei Stromungen, ,Original” und ,Modell“, sind verschieden,

e falls mindestens eine ReferenzgréRe unterschiedlich ist (z.B. die Linge
L).

Die beiden Stromungen sind mechanisch dhnlich, falls sie
e geometrisch dhnlich sind und

e die vier Kennzahlen Reynolds, Froude, Strouhal und Weber

L L 2
Re— PUL _ UL o
I v gL
L 2L
Sr:w—7 We:pU
U o

tibereinstimmen.

Nicht immer sind alle oben angegebenen Kennzahlen fiir eine Strémung rele-
vant. Die Strouhal-Zahl ist nur bei instationdren Stromungen von Bedeutung.
Die Weber-Zahl nur dann, wenn die Oberflichenspannung eine Rolle spielt, z.B.
fiir die Form einer Blase. Die Froude-Zahl ist fiir Stromungen von Bedeutung, in
denen die Schwerkraft eine Rolle spielt, z.B. fiir das von Schiffen erzeugte Wel-
lenbild. Die Reynolds-Zahl ist praktisch immer wichtig.

Kennzahlen kénnen voneinander abhéngig sein. Im Rieselfilm besteht eine Be-
ziehung zwischen Fr und Re. Bei der Wirbelablosung hinter einem stumpfen
Korper ist Sr = f(Re).

Oft spielen weitere Kennzahlen eine Rolle. In der geschichteten Strémung zweier
Fliissigkeiten sind die Verhéltnisse p1/p2 und pq /s relevant. In kompressiblen
Stromungen muss die Machzahl M = U/c beachtet werden.
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Beispiele zum Versuchswesen

Windkanal, Medium Luft, Ly : L =1:10

L
Reqy=Re,vqy=v = UM:U—V—NI
LM v

Falls U > 35 m/s wire Uy; im Uberschall. (Teurer) Ausweg: vy modifizieren:
Kryogener Windkanal oder Hochdruckwindkanal.

Schleppkanal, Medien Wasser und Luft, Ly : L =1:20
Fry = Fr = UM:U\/LM/L

3/2
Reyy =Re = VM:I/:y()

Eine Flissigkeit mit vy = 0,011 gibt es nicht. Messungen miissen bei zu
kleiner Re-Zahl durchgefiihrt werden.

Beispiele:

ICE, U = 250 km/h = 69 m/s; Luft: v = 1,54 - 107% m?/s, ¢ = 340 m/s. Mit
L=3mist Re=14-107, M =0,2.

Kryogener Windkanal Koln:

T = 100 K, vy = 2,03 -107% m? /s, e = 202 m/s.

Ly:L=1:20,Up =45m/s = Rey=3,3-1076
My = 45/202 = 0,22

Die Reynoldszahl im Modell ist ca. ein Viertel der Reynoldszahl im Original.
Sowohl im Original als auch im Modell ist die Machzahl < 0,3. Die Stromung
kann in beiden Féllen als inkompressibel betrachtet werden.
Hochdruckwindkanal Gottingen:

pm = 100 bar, vy = 1,74 -1077, cM,N, = 380 m/s.

Ly:L=1:50,Uqy=35m/s = Rey=12-10""
My = 0,09

Im Hochdruckwindkanal sind die Reynoldszahlen in Modell und Original fast
genau gleich.

(Aus: LOOSE et al., Exp. in Fluids, 40, 643-653, 2006.)
Schleppkanal:
MS Wachau:
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L=627m, U =26 km/h=72m/s; Wasser: v =1-107¢ m?/s.
Mit der Schiffslinge L gebildet ist Re = 4,5 - 108, Fr = U?/gL = 0,084.

Ly:L=1:20,Fr=Fry = Uuy=161lm/s
Rey = Re/20%/2 = 5,03-10%  Rey/Re = 0,011.

Wegen Fry; = Fr kann der Wellenwiderstand im Schleppkanal untersucht wer-
den. Der gemessene Reibungswiderstand muss korrigiert werden. Oft werden
Stolperdrihte oder dhnliches angebracht, um einen fritheren Umschlag zu turbu-
lenter Stromung zu erzwingen.

(Stoffwerte: VDI-Wérmeatlas, 9. Aufl., 2002, sowie NIST Chemistry webbook,
http://webbook.nist.gov/chemistry.)

ZLOKARNIK (Dimensional Analysis and Scale-up in Chemical Engineering. Sprin-
ger, 1991. S. 46f) berichtet iiber eine originelle Idee, den Reibungswiderstand
richtig zu erfassen: Es wird ein Modell des an der Wasserlinie gespiegelten Schiffs-
rumpfes gebaut. Dieser Korper wird vollstdndig untergetaucht. Die Froude-Zahl
spielt nun keine Rolle, der doppelte Reibungswiderstand des Schiffsrumpfes kann
bei der gleichen Reynoldszahl wie im Original gemessen werden.
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3.2.3 W.iderstandsbeiwert
Neben den FeldgroBen p und ¥ sind vor allem die Krafte, die auf umstromte
Koérper wirken, von Interesse.

Kraft normal zur Stromungsrichtung: dynamischer Auftrieb Fs, hier nicht be-
handelt.

Kraft parallel zur Stromungsrichtung: Widerstandskraft Fyy,
Fy = cw3pU*L? (3.9)

Cw ... Widerstandsbeiwert; wird durch Gl. (3.9) definiert
L? ... Querschnittsfliche, z.B. L? = R?x fiir Kugel

Fiir ¢y, als dimensionslose GroRe gilt, wie fiir die dim.-losen FeldgroRen,

Cw = cw(Re, Fr, Sr, We) (3.10)

Morton-Zahl

Aus Re, Fr und We l3sst sich eine weitere Kennzahl bilden, die Morton-Zahl,
die nur Stoffeigenschaften sowie g enthilt:
We? P’

M = = —_
© Re4Fr gv o3

Wasser bei 20°C: Mo = 2,6 - 10711
(Zahlenwerte: VDI-Wéarmeatlas, 9. Aufl., 2002)
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3.3 Hydrostatischer Auftrieb

Navier-Stokessche Gleichungen linear in p Z
= additive Zerlegung des Druckes moglich.

Q)

1. Aufteilung des Druckes

p=pu+pu,  gradpn = pg (3.11)

i

Pn ... hydrostatischer Druck, z.B.: p, = pg(h — z)
py ... restlicher, durch U = 0 verursachter Druckanteil

2. Elimination des Schwerkraftterms durch Gradient des hydrostatischen
Druckes; Einsetzen von (3.11) in (3.2) ergibt
Dv

1
D = —;grade + vAY (3.12)

Berechnung der Strémung um Kérper gegebener Gestalt mittels Bewegungs-
gleichung ohne Schwerkraftterm. Ergibt pyy, Abweichung vom hydrostatischen
Druck.

3.3.1 Archimedessches Gesetz

Von Fluid auf Korper ausgeiibte Kraft
ﬁ:ﬁU+ﬁ1:ﬁW+ﬁA+El

lfh ... durch p, an Kérperoberflache verursachte Kraft B .
Fy ... durch Bewegung des Korpers verursacht, Fyy = Fy + Fa

Hydrostatischer Auftrieb F,

ruhender Korper durch Fliissigkeit ersetzt gedacht — Fliissigkeit bleibt in Ruhe
— auf Kdrper wirkende Krifte sind im Gleichgewicht,
FL 4+ pgV = 0. Es folgt

Fy = —pgV (3.13)
Archimedessches Gesetz

V.. Volumen des Kérpers
Fy, ... hydrostatischer Auftrieb (,buoyancy force")
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3.3.2 Stationdres Steigen und Fallen

Stationdre Fall- oder Steiggeschwindigkeit eines sich senkrecht bewegenden,
symmetrischen Korpers gegebener Gestalt (kein F'p) ergibt sich aus dem Kraf-
tegleichgewicht

—

Fy
Fo+Fy+Fg=0 Fiuy \Fw
Feo ... Gewichtskraft, F = mg
|Fy| = |Fg — F| (3.14) . Fo iy,
1 77272 Fo
ewgpUL" = glov = olV (3.13) Fallen Steigen

pv ... Dichte des Kdrpers
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3.4 Schleichende Stromungen

Viskose Kréfte dominieren, Tragheitskrafte vernachlassigbar: Re < 1; Nach
Skalierung des Drucks mit p* = pL/(uU) folgt aus Gl. (3.12)

b

R
° D
———

<1

= —grad™p* + A*v*

Der Beschleunigungsterm kann problemlos weggelassen werden; Term mit der
héchsten Ordnung (Reibungsterm) bleibt = Anzahl der Randbedingungen
bleibt gleich.

Somit sind die Grundgleichungen fiir schleichende Stromungen:
divi =0

pAT = gradp (3.16)

Mit der Skalierung p* = pL/(uU) wird der Druck auf die Reibungsspannungen
bezogen, mit p* = p/(pU?) auf die konvektive Beschleunigung. In der schlei-
chenden Stromung ist die Beschleunigung (konvektive oder instationére) per
definitionem klein. Es wire unsinnig, den Druck auf eine nicht relevante Gréfien
zu beziehen. Wird trotzdem vorerst p* = p/(pU?) probiert, folgt

Dv*

R
‘D

= —Regrad™p* + A*v*.

Die Geschwindigkeit sowie die rdumlichen und zeitlichen dimensionslosen Ab-
leitungen sind O(1), da auf die Referenzgrofen bezogen wurde. Vor der sub-
stantiellen Beschleunigung steht Re, dieser Term ist daher klein gegen A*#™*. Es
bleiben zwei Terme iibrig,

0 = —Regradp* + A*0™,

die von gleicher Grofenordnung sein miissen. Demnach ist p* = O(1/Re), einset-
zen fiir p* und Re ergibt

p_ p _o(™
wi=0(iz) = »=o(7)

Die passende Skalierung ist p* = pL/(uU).
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Losungsweg fiir zwei-dimensionale Strémungen

1. Rotation der Bewegungsgl. (3.16) bilden — Druck wird eliminiert
oy oy

2. Einfiihren der Stokesschen Stromfunktion ): u = s v = e
i. Kontinuitatsgl. identisch erfiillt Y r
ii. Skalarfeld 1) statt Vektorfeld &/

3. Man erhilt eine Gleichung 4. Ordnung in .
i. Losen unter Beachtung der Randbedingungen,
ii. U aus ¢ bestimmen,
iii. U in Bewegungsgl. (3.16) einsetzen ergibt p.

ad 1.: Mit dem Entwicklungssatz, A = grad div — rot rot, der Kontinuitatsgl.,
divd = 0, sowie mit einer Vektoridentitdt, rot grad einer skalaren Funktion =
0, folgt aus Gl. (3.16)

rot rotrotd = 0 (3.17)

ad 2.: Linien b = const sind Stromlinien, wegen v - grad ¢) = 0.

3.4.1 Feste Kugel

U = 0,6, + Vg€ + V€,

T

Wegen Symmetrie:
0
v, =0; —=0

. =
Randbedingungen:

r=R: v,=0, v9=0 (3.18)

r— o0 v, =Ucosf, vy=—-Usinf (3.19)
Stokessche Stromfunktion ):

vy = 1L % vy = L% (3.20)

" r2sing 00’ rsing or




3 Bewegung von festen Teilchen, Tropfen und Blasen 59

Allgemeine Losung

Mit der Definition des Operators L,
L [0, sin00 (1 0w\ Lb
rsin@ | Or? r2 00 \ sinf 00 rsing ?

€p =
Ly

rotv = —

wird rotrotrot ¢ = LLé,/rsinf. Gesucht ist die Lésung von
LIy =0 (3.21)
Allgemeine Losung:

A B D
w = <107‘4 - 57‘ + CTQ + T) Sin2 9 (322)

Die Randbedingungen (3.18) und (3.19) ergeben die Werte fiir A — D.

Vektoroperatoren in Kugelkoordinaten

dive = 2(r2 sin fv,.) +

, 0
(rsinQuvg) + BE (rvy)

or a6
PSS S T
grady = or er + r 00 ¢+ rsinf dp e

ot 7 — 1 8v¢sin9_% o 1 6UT_181“U¢ .

O i sing 00 Oy “r rsinf dp r Or 0
n 1 Orvg B ov.\
r\or o0 )¢

Achtung: Hier zahlt # vom Pol weg, 0 < 6 < 7. Nach anderer Konvention be-
zeichnet § = 0 den Aquator und es gilt —7/2 < 6 < 7/2.

Rechengang

Substituieren von v, und vy durch ¢, Gl. (3.20). Dann ist rot ¢

. 1 {6% sinf O ( 1 8¢)}q Ly
rot v = — -

7 sin 6 ﬁ_F r2 00 \sind 00 G0 T T sing ¥
Ly
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rot ¥ hat nur eine Komponente in ¢-Richtung. Davon wird nochmals die Rotati-
on gebildet,
1 oLy 1 JLy

rsin@ Or egiﬂsin@ o0 er

rotrot v =

und schlieftlich
1

rsind
Zu 16sen ist die Differentialgleichung LLvy = 0.
Die Randbedingungen (3.19) werden durch die Stromfunktion

) = %U 72 sin® 0
erfiillt. Eine Integrationskonstante ¢ kann beliebig gewéhlt und deshalb zu Null

gesetzt werden. Die Randbedingungen an der Kugeloberfliche, Gl. (3.18), ver-
langen

rotrotrot v =

LLYé,.

0 0
g Py B
00 or
Die Form des Operators L sowie die Randbedingungen lassen vermuten, dass ein
Separationsansatz funktioniert,

Y = f(r)sin® 6.
L auf den Ansatz anwenden,
2 .,
Ly = (f" - ﬁf)sm 0.

—_———
B(r)

Mit Ly = F(r)sin®  erhilt man fiir LIy sofort

0.

2 .
LLy = (F" — 72F) sin? 6.

LIy = 0 verlangt
2
F’ — —F=0.
T
L . o, B .
Die Losung ist F' = Ar“ 4+ —. Fir f folgt
r

2 B
J- Sl = At 2
r r

A, B , D
f—ﬁr 5T+CT +7

Die unbekannten Konstanten werden aus den Randbedingungen bestimmt,
7 — 00: 1/)—>%Ur2 = A=0, C:%U;

r=R f(R)=0, f(R)=0 = B=3UR D=1iUR
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Stromfunktion und Geschwindigkeitsfeld

1) = 0 auf Kugeloberflache, r = R, sowie auf Achse, § = 0 oder =
e 1, v, vy unabhdngig von der Viskositdt

e 1, vy symmetrisch beziiglich Aquatorebene, § = m/2; v, anti-
symmetrisch beziiglich Aquatorebene

|7] < U im ganzen Feld

bei » = 10R ca. 10% Geschwindigkeitsstérung

Geschwindigkeitsverteilung

10 |
I
|
r |
R I
|
5 - |
|
|
o 1poo |
e |
Uost |
1 |
0 1 0 L L
10 5 10 0 05 1
’I’/R —’U@/U
Radiale Geschwindigkeit entlang der Geschwindigkeit in der
Achse, 8 = 0 oder 6 = . Aquatorebene, 0 = /2.

Langsames Abklingen der Geschwindigkeitsstérung oc 1/7.
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Stromlinien

4
- 0
-10 -5 0 5
z/R

Stromlinien fiir eine angestrémte, ruhende Kugel. Die Werte von 2¢/U R? auf
den Linien sind, von der Achse nach aufsen, 0, 1/16, 4/16, 9/16, 1, 4, 9 und 16.

Fiir & = U¢, ist 20/UR? = (y/R)2.

TANEDA S., Flow Visualization: Scientific Images. SciPress, 2000.)

(

Aus
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Druckfeld
Mit dem Entwicklungssatz und div @ = 0 lautet die Bew.-Gl. (3.16)
gradp = —protrot ¥ (3.23)
Integration ergibt
3uUR
=— gﬂ cos 0 + Poo (3.24)
Poo ... Druck fiir r — oo
1 —
Asymmetrische Druckverteilung
— Widerstand! 0
—|yl/R
-1 __|é/)|/_poo)2R
| | ?)IMU | |
-3 -2 -1 0 1 2 3

z/R = (r/R)cosf

Verlauf der Druckstorung, p — poo, auf
dem durch y/R gegebenen Weg.

Einsetzen von ¥ in Gl. (3.23)

.  1dp, 1 9Ly

_|_

o T ree T M <_T2sin9 20 "

1 6L¢H>

: €p
rsin@ Or

Nach Substitution von L) = F(r)sin®  werden die Komponenten identifiziert,

%:%F2c039, %:—MF’SHLG.
Mit F = 3U £ folgt
SuUR
p=— ,u2 cos 0 + poo-
2r
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Widerstand

Integration des Drucks und der Reibungsspannungen

Orp — D ov,

rr — 2 =0
7 Kor
Fy 10v, Ovg o
=0 T T
dA = 27 R? sin #d0 " " "
F,= ¢ —pcos@dA =2mpUR
r=R
F, = ¢(0yrcosl — 19sinf)dA = drpUR
r=R
Fy =F,+ Fr =6muUR (3.25)
Stokesscher Widerstand. Feste Kugel, Re < 1.
3uUR r 1 ™
j{ —pcosfdA = Be or R? /cos2 fsinfdf = 3ruUR | —=cos® 6
2R? 3 0
r=R 0
_ 3pUsin 0
Tro = °R

T

— % Trosinf dA = 3ruUR /sin3 0df =3ruUR {— cosf + % cos® 9}
0
0

r=R
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Widerstandsbeiwert, Fallgeschwindigkeit

U2R
Widerstandsbeiwert, mit Re = L:
W
Fw 24
W s T s — o 3.26
¢ %pU2R27r Re (3.26)
Fallgeschwindigkeit:
Fy = Fo — Fy, Foy A Fw
4 3
6rpUR = g(pv = p)gmR
92 _
U=-gr2v " (3.27) e

9

Institut fiir Stréomungsmechanik und Warmeiibertragung, TU Wien  6.10.2010


http://www.fluid.tuwien.ac.at

66

3.4.2 Kugelférmige Tropfen und Blasen

Gl. (3.21) muss in den zwei Bereichen » < R und r > R geldst werden.
Allgemeine Losung:

A B D
r>R: = (Er4—57+0r2+7>sin29

A B D
r<R: o) = 2V —VT+CV7"2+—V sin? @
10 2 r
Randbedingungen:
r—oo: wie zuvor, Gl. (3.19) = A=0, C=3U
r=0: vp, Vg finit = By =0, Dy =0
r=R: kinematische RB, v, = 0, v{") =0
Ubergangsbedingungen bei r» = R:

(V) (V)
Vg =Vg sy Trog = Tpp

Stromung in einem Wassertropfen, der in Rhizinusdl fallt. Durchmesser 1,77 cm,
Geschwindigkeit 1,16 cm/s, Belichtungszeit 0,5 s. (Abb. 3.5 a aus CLIFT et al.)
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3.4.3 Widerstand von Tropfen und Blasen

2u+3
Fyy — 2muU RELE 21V (3.28)
At py
Ribtschinski und Hadamard. Kugelform, Re < 1.

iy ... dynamische Viskositidt des Fluids im Inneren
wy > i Fyy = 6mplU R, wie feste Kugel (z.B. Wassertropfen in Luft).
v < 1, z.B. Gasblase in Flissigkeit:

Fw = 4nuUR (3.29)

Steiggeschwindigkeit einer Blase, puy < p, py < p:

gR?
U="—
3v

Einfluss adsorbierter Stoffe

Experimentell: Formel von Ribtschinski und Hadamard stimmt nur in sehr rei-
nen Fliissigkeiten, unter Laborbedingungen.

Grund der Abweichung: An der Grenzfliche bildet sich ein Film oberfldchenak-
tiver Stoffe. Bewegte sich die Grenzflache, wiirden diese Stoffe stetig an den
hinteren Pol transportiert werden. Dem widerstehen die oberflachenaktiven
Stoffe. Die Grenzflache bleibt immobil und nimmt die tangentialen Schub-
spannungen auf. Das Fluid im Inneren bleibt in Ruhe. (CLIFT et al., S. 35f;
LEvicH, Kap. 8). Tropfen und Blasen haben normalerweise in schleichender
Stromung den Widerstand einer festen Kugel, Gl. (3.25).

Dementsprechend betragt die Steiggeschwindigkeit fiir py < p

2 gR?
U=-"—
9 v
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3.5 Stromungen bei grolen Re-Zahlen

Navier-Stokessche Gleichungen, dimensionslos:

Dv*
Dt*

1
grad p + Re v
<1

Fallen die Reibungsterme weg, bleiben die Euler-Gleichungen.
3.5.1 Euler-Gleichungen

D7 1
= — _Zorad .
D pgra p (3.30)
Gleichungen 1. Ordnung: Nicht alle RB der Navier-Stokesschen Gleichun-
gen (3.2) kdnnen erfiillt werden.

Die Navier-Stokesschen Gleichungen sind 2. Ordnung in den Komponenten
des Geschwindigkeitsvektors, die Eulerschen Gleichungen 1. Ordnung. An fes-
ten Berandungen zum Beispiel kénnen die Navier-Stokesschen Gleichungen die
Kontinuitdten der Normal- und Tangentialgeschwindigkeiten erfiillen, von den
Euler-Gleichungen wird tiblicherweise die Kontinuitdt der Normalgeschwindig-
keit gefordert. Ein starrer Kérper wird so in einem von den Euler-Gleichungen
beschriebenen Stromungsfeld nicht durchstrémt, aber reibungsfrei umflossen.
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3.5.2 Drehungsfreiheit und Helmholtzscher Wirbelsatz

Der Reibungsterm in den Navier-Stokesschen Gl. wird einerseits klein fiir Re >
1, andererseits wird er identisch Null fiir rot? = const, wegen

A7 = —rotrotv

Drehungsfreie Stromungen erfiillen die Navier-Stokesschen Gleichungen! Das
Druckfeld wird mittels der Euler-Gleichungen (3.30) bestimmt.

Fiir drehungsfreie Stromungen existieren nach wie vor Reibungsschubspannun-
gen sowie Dissipation im Stromungsfeld, nur in der Bewegungsgleichung spielt
die Reibung keine Rolle.

Drehung, Wirbelstarke
W = rotv (3.31)

& ... Drehung, Wirbelstérke, auch Rotation; [&J] = 1/Zeit.

Die Definition der Rotation ist (siche S. 7?)

1 [ -
rot?v = lim —j{dS X U,
v=oV
s

wobei S die Oberflache des Volumens V ist. Die Komponente
der Rotation in einer Richtung 7 ist gegeben durch

1
ﬁ-rotU:Iim—y{ﬂds*. ﬂ
A—=0 A

Hier ist A eine Fléche in der durch die Normalenrichtung 7
gegebenen Ebene, C ist der Rand der Fliche und ds ist ein Wegelement entlang
des Randes. In kartesischen Koordinaten ist

. <8w Ov Ou Ow Ov 8u>

S

Kinematik eines Fluidelementes

Die Bewegung eines Fluidelementes in unmittelbarer Umgebung (7) eines Punk-
tes I ldsst sich zerlegen in
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VASEN ¢
[ \ 4 o
_ \ ! N B
T ~_ 7
Translation isotrope deviatorische Rotation

Verformung

0T+ 7) = (@) + 5 = 0i(@) + 3y (32 + 58) + 4y (G2 - B2),

oder symbolisch, (& + 7) = 0(Z) + 37 (gradd + (gradd) ™) + 3 (rotv x 7).

Die Verformung ist der symmetrische Anteil des Geschwindigkeitsgradienten.
Dieser lésst sich weiter zerlegen in den isotropen und deviatorischen Anteil, %F .
(grad? + (gradv)™) = 7divi + 47 (gradd + (gradd)”) — Lidive

In inkompressibler Stromung ist die isotrope Verformung nicht vorhanden. Die
deviatorische Verformung wird durch die Scherviskosiét p behindert, nicht aber
die Rotation.

In der Bewegungsgleichung (3.2) stehen die partiellen Ableitungen der Geschwin-
digkeiten gerade in einer solchen Kombination, dass diese Kombination als An-
wendung eines Operator auf die Rotation der Geschwindigkeit geschrieben wer-
den kann. Es ergibt sich die scheinbar paradoxe Tatsache, dass die Viskositéat fiir
die Drehung eines Fluidelementes belanglos ist, dennoch aber der Reibungsterm
in der Bewegungsgleichung eine Funktion der Drehung ist (BATCHELOR, S. 148).

Beispiele fiir Bewegungen mit Drehung

Festkorperrotation:
U= Qrey
2 ~ 5
r2m
€, -rotv = lim /Qree répdf = =20
r2r—0 272 2
0

Fiir eine Festkorperrotation ist, im gesamten Feld, & = 2€).
Rohrstromung:

2Umax T

U(r) = Umax (1 — (;)2> €r = W= 7 Reg
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Beispiel Couette-Stromung:

y U
U
Hi ZZ T U= uw%é}g = rotd = —Fwé; = const
=T . d%u
771 7 A7 =0 —=0 = u=cay+tc
T "u dy

e In der Bewegungsgleichung ist vAY = 0. Viskositdt bzw. das FlieBgesetz
spielt keine Rolle fiir das Geschwindigkeitsfeld.

e Reibungsschubspannungen sind vorhanden, 7 = puy/H. Im Inneren
der Strémung ist die Summe der Schubspannungen an einem Fluidele-
ment = 0.

e An den Randern der Stromung wirken die Reibungsschubspannungen.
Die Kraft, mit der die obere Platte gezogen werden muss, ist abhdngig
vom FlieRgesetz.

e Dissipation ist vorhanden, ® = 1 (du/dy)>. Sie ist gleich der an der
Platte erbrachten Schleppleistung, 7y, = fOH ® dy.
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Helmholtzscher Wirbelsatz

Reibungs- oder drehungsfreie, inkompressible Stromungen, = const.
Rotation auf Euler-Gleichungen angewandt gibt

D&

D = —& - gradv (3.32)

Helmholtzscher Wirbelsatz
W - gradv ... Wirbelstreckung

Insbesondere: G =0 firt =0 = & =0 furalle t > 0.
Fiir ebene Stromung ist & - gradv’ = 0, daher gilt

D&

——~ =0

Dt
Wirbelstarke bleibt erhalten.

Helmholtzscher Wirbelsatz: Die Wirbelstidrke wird durch die Wirbelstreckung
verringert und ansonsten wie ein materieller Punkt (substantielle Ableitung)
transportiert. Zur Wirbelstreckung siche BATCHELOR, S. 267.

Rotation der Euler-Gleichungen:

Dv

1
rot (Dt) = —;rot(gradp) =0

Hier wurde die Vektoridentitat rot grad¢ = 0, die fiir jede skalare Funktion ¢
giiltig ist, verwendet. Die substantielle Ableitung lautet

Dv 85+4 47 817+1 A(F - 5) — 7 x rotd
— = — +¥-gradt = — + —grad(7 - ¥) — ¥ X rotv.
Dt ot 8 o 2%
Davon wird die Rotation gebildet. Wieder ist rot grad|v]? = 0,
Jrotd o]
ratv — rot(7 X rotv) = a—j —rot(d x &) = 0.
Anwendung des Entwicklungssatzes liefert
o0&

N — & - gradv — v - gradd + vdivid — Jddivy = 0.
divrot=0 div=0 (Konti)

Fiir jedes Vektorfeld @ gilt divrotd = 0. Die beiden Ausdriicke 9/t und

U - grad@ werden zur substantiellen Ableitung zusammengefasst. Es bleibt der

Helmholtzsche Wirbelsatz, Gl. (3.32).
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Eigenschaften drehungsfreier Stromungen

e Flissigkeitsteilchen werden nur verformt und translatorisch bewegt, aber
nicht gedreht.

e Drehungsfreie Stromung: Parallelstromung mit konstanter Geschwindig-
keit.

e Nach dem Helmholtzschen Wirbelsatz (3.32) bleiben reibungsfreie Stro-
mungen drehungsfrei, wenn sie zu irgendeinem Zeitpunkt drehungsfrei
waren.

e Die reibungsfreie Stromung um einen Korper ist daher drehungsfrei,
wenn

— die Anstromung eine Parallelstrémung mit konstanter Geschwin-
digkeit ist oder

— der Korper sich durch ein anfianglich ruhendes Medium bewegt.

Die parallele Anstromung eines Koérpers und die Bewegung eines Kérpers durch
ruhendes Fluid sind wichtige und héufig vorkommende Stromungsformen. Des-
halb ist die Annahme einer drehungsfreien Strémung keine so grofte oder will-
kiirliche Einschrankung, wie es zuerst erscheinen mag. Ein drehungsfreies Stro-
mungsfeld wird die tatsichliche Stromung dann gut wiedergeben, wenn dre-
hungsbehaftete Regionen in der Stromung wenig Einfluss auf die gesamte Stro-
mung haben. Das ist zum Beispiel der Fall, wenn die Verletzung der Wandhaft-
bedingung wenig Wirkung auf die gesamte Stromung hat. So wird die reale Stro-
mung um schlanke Kérper, nicht aber um stumpfe Kérper, bei groftfen Re-Zahlen
gut durch eine drehungsfreie Stromung wiedergegeben. Gut kénnen auch Stré-
mungen mit freien Oberflichen beschrieben werden, an denen keine Wandhaft-
bedingung zu erfiillen ist.

Zum Vergleich von realen mit drehungsfreien Strémungen siehe

Abschnitt 3.5.6.
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Grundgleichungen fiir drehungsfreie, inkompressible Stro-
mungen

divi =0 (3.33)
rotv =0 (3.34)

3-dimensional: 3 Gleichungen 1. Ordnung fiir 3 Variable.
Das Druckfeld folgt aus den Euler-Gleichungen (3.30).

Ebene Stromung:

ou Ov ov  Ou
R i U =it vl (3.35)

Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen
Die Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen verweisen auf die Funktionen-

theorie = Zur Ldsung drehungsfreier, ebener Stromungen steht eine weitent-
wickelte Theorie zur Verfiigung.

Eine komplexe Funktion mit v und v als Real- und Imaginérteil ist analytisch,
falls sie die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt und die in die-
sen Gleichungen vorkommenden Ableitungen stetig sind (TEUBNER, Abschn.
1.14.3).

Eine weitere Eigenschaft analytischer Funktionen ist, dass deren Real- und Ima-
gindrteile unabhéngig voneinander die Laplace-Gleichung erfiillen. Es ist deshalb
glinstig, zwei-dimensionale, drehungsfreie Geschwindigkeitsfelder mit Hilfe des
komplexen Potentials zu beschreiben (MILNE-THOMSON, Abschn. 5.33 und 6.0;
PRANDTL et al., S. 61).
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3.5.3 Geschwindigkeitspotential

Falls rot ¥ = 0 existiert eine skalare Funktion, das Potential ¢, sodass
0 = grad ¢ (3.36)

Vektoridentitat fiir eine skalare Funktion ¢: rot grad¢ = 0.
Gleichung (3.36) erfiillt rot¢’ = 0 identisch. Das Geschwindigkeitsfeld ¥/ ist nun

auf eine abhangige Variable reduziert.

Die Kontinuitdtsgleichung fordert

divgradg = A¢p =0 (3.37)
Laplace-Gleichung fiir ¢

Die Laplace-Gleichung ist linear. Ldsungen lassen sich superponieren.

Falls rot ¥ = 0 ist das Integral entlang eines geschlossenen Weges gleich Null.
Daraus folgt weiters, dass das Integral zwischen zwei Punkten wegunabhéngig
ist. Ist das Integral wegunabhéngig, so kann der Wert von ¢ nur eine Funktion
des Ortes sein, d.h., es existiert ein Potential.

Aus der Esistenz eines Potentials folgt sofort rot v = 0, umgekehrt ist der oben

geschilderte Beweisweg zu gehen.

v d§ wegunabhéngig

=—n

§Uds=0 —
c

! !

rotv =0 <= J¢: U= grade

Institut fiir Stromungsmechanik und Warmeiibertragung, TU Wien  6.10.2010


http://www.fluid.tuwien.ac.at

76

Elementare Potentialstromungen
ebene Quelle, Linienquelle (von # unabhingig): N
¢ = 22 Inr, @ ... Quellstirke 7, ’t NN
™ 4(4—’\ + b
1 T
U,-ZQ*, vg = 0 N 1 ///
2rr = v
Potentialwirbel (von 7 unabhéngige Lésung): Vg
T AT
¢ =—0, T... Zirkulation -4
2w 1 T
TRl
I'1 N I\ ‘: ¢ //
vg=——, v,=0 oo L
2 r S
raumliche Quelle, Punktquelle (kugelsymmetrisch):
s Q1 Q1
C dmr’ T 4mr?

(3.38)

Vektoroperatoren in Zylinderkoordinaten:

2 106 10%

A=t i T
09 106
gradqu—EeT—i—;%eg

Von 6 unabhéngiger Ansatz, ¢ = ¢(r):
/! 1 /
(b—l—;qﬁ:O = ¢=clnr

) —%—E vg =0
T or 1 0T

Skalieren mit Quellstirke Q = ¢ v, ds = 2mrv, = 27c = const

_Q _ Q1
(;5—%1117", UT_%;

Potentialwirbel: Zirkulation I' = const, I' = f vg ds = 2mwrvg
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Singularitatenmethode

Quellen und Wirbel werden so verteilt, dass die Randbedingungen fiir die tan-
gentiale Stromung um einen Korper erfiillt werden.

diinnes, symmetrisches Profil: Quel-

—
lenbelegung
U —> &+ F—
—
asymmetrisches Profil:

Wirbelbelegung i
> GO o —u—
oo

dicke Korper: Wirbelbelegung

auf der Oberfliche C:}
Uy —»

(SCHNEIDER, Kap. 18.)
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3.5.4 Potentialstromung um eine Kugel

oo L 2% 1 0% cot@%

Y S VAR TR
L . _ 09 _ 199
v = (Urv Vg, 0)7 Ur = 57 vV = Y
Randbedingungen:
r— o00: v, =Ucosl, vg=—Usinf (3.40)
r=R: v,=0, (vg#0) (3.41)
Potentialfunktion:
}{3
op=U <r + 2r2) cos 6 (3.42)

Rechengang

Gl. (3.40) legt Separationsansatz nahe: ¢ = U f(r) cos . Einsetzen in Gl. (3.39)
ergibt, mit der Forderung A¢ = 0,

r?f+2rf —2f =0.

Das ist eine Eulersche Differentialgleichung, der Ansatz f = r* fiihrt zu (A +
2)(A — 1) = 0 und zur allgemeinen Losung,

C2
= —|— —_
f cr 7"2
Die Geschwindigkeitskomponenten lauten
c
v, =U <01 - 2%) cosf, wvg=-U (cl + %) sin 6.
r r

Randbedingung (3.40) fiir v, wird mit ¢; = 1 erfiillt, RB (3.41) mit co = R?/2.
Es folgt Gl. (3.42).
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Geschwindigkeitsverteilung
R3 R\ .
v, =U (1 — 7"3> cos b, vg=—-U (1 + 27’3> sin 6 (3.43)
3
|
I
2 — |
I e r l
|vr| R I
U 05 ! \
|
0 1 0 | 1
3 2 1 0 05 1 15 2
r/R —vp /U
Radiale Geschwindigkeit entlang der Geschwindigkeit in der
Achse, 8 = 0 oder 6 = 7. Aquatorebene, 0 = /2.
Bei 7 = 2R ca. 10% Geschwindigkeitsstérung.

Stromlinien

Stromfunktion: ¢ = %Ur2 sin’ 0 ( — f—;)

w

- 0 @ @ @ @ @ |

N ——
==

-—

3 | | |
4 - 0 2 4

z/R
Stromlinien fiir eine angestrémte, ruhende Kugel. Die Werte von 21 /U R? auf
den Linien sind, von der Achse nach aufen, 0, 1/16, 4/16, 9/16, 1, 9/4, 4 und
25/4. Fiir v = Ue, ist 2¢/UR? = (y/R)?.

N}
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Bernoulli-Gleichung in Potentialstromung

Mit dem Entwicklungssatz lauten die Euler-Gleichungen (3.30)

ov 1 1
67: + igradw\z — U Xw= f;gradp (3.44)

In stationdrer Stromung gilt daher

1 1
grad f|17|2+£ =0 = 7\17|2+£ = const
2 p 2 p

In stationdrer, drehungsfreier, inkompressibler Stromung gilt zwischen allen
Punkten die Bernoulli-Gleichung,

p""_T:poo""i:pO (3.45)
Bernoulli-Gleichung (ohne Schwerkraft)

p ... statischer Druck, poo ... Anstromdruck, pg ... Ruhedruck

Die Bernoulli-Gleichung wurde hier aus der Impulsbilanz abgeleitet. Sie folgt

auch aus der Bilanz fiir die mechanische Energie. (Siche BATCHELOR, Abschn. 3.5,
zur Energiebilanz in reibungsfreier Stromung.) Ungewohnlicherweise beschreibt
dieselbe Gleichung die Erhaltung verschiedener physikalischer Grofien.
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3.5.5 d’Alembertsches Paradoxon

Druckverteilung auf Kugeloberfliche, r = R:

9
v, =0, |U?=v}= ZU2 sin? 0

U? 9
~——
1—cos? 0=1—(z/R)?

Druckverteilung symmetrisch beziiglich
Aquator!

d'Alembertsches Paradoxon:
Ein reibungsfrei umstromter Kérper

hat in einer Potentialstromung keinen 2 L ! ! I !
Widerstand. 3 2 -1 0 1 2 3
z/R
Verlauf des Druckbeiwertes,
¢ — P=Poo
= o022

Das d’Alembertsche Paradoxon wurde hier durch die reibungsfrei umstrémten
Kugel motiviert, es gilt aber allgemein fiir reibungsfrei umstromte Kérper. Dies
kann anschaulich anhand eines in eine Stromrohre platzierten Korpers gezeigt
werden (MILNE-THOMSON, Abschn. 1.92).

Damit das d’Alembertsche Paradoxon giiltig ist, muss die Strémung iiberall dre-
hungsfrei sein. Ein Tragfliigel zum Beispiel erzeugt an jeder Fliigelspitze ein
Wirbelband, die Strémung ist nicht iiberall drehungsfrei. Ausserdem gilt das
d’Alembertsche Paradoxon nur fiir geschlossene Korper bzw. geschlossene Tot-
wassergebiete. Es gilt nicht fiir die Helmholtz-Stromung, einer Strémung mit
Kavitationsblase, die von Stromlinien umschlossen ist.

Der Korper wird zwar reibungsfrei umstréomt, in der Potentialstromung wird
aber Energie dissipiert. Nun hat die Potentialstromung aber vor dem Koérper
dieselbe kinetische Energie wie hinter dem Korper. (In der Potentialstromung
um die Kugel ist die Stromfunktion symmetrisch beziiglich der Ebene 6§ = 7/2.)
Die dissipierte Energie wird der Stromung entlang der Kérperkontur durch die
Schleppleistung zugefiihrt, die nétig ist, um die tangentiale Geschwindigkeit
ebendort zu ermoglichen. Fiir die Potentialstromung um die Kugel betragt diese
Schleppleistung 127 pU?R. Zur Dissipation in der Potentialstrémung siehe auch
JosepH, D.D. (Int. J. Multiphase Flow 32, 285-310, 2006. Abschn. 9.)
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3.56.6 Vergleich von Potentialstr. mit realer Strémung

Re > 1: Potentialstr., die nicht im ganzen Stromungsfeld giiltig sein kann.

1. Grenzschicht 2. Nachlauf: Strémung st ab
— Pot.-Str.
— reale Str. —
- N
! \ 1 (v
Grenzschicht \ SN
77T b — ~

Grenzschicht: Stromung erfiillt Haft- Dissipation kinetischer Energie in

bedingung an der Wand. In der der Grenzschicht: Stromung kann
Grenzschicht ist Reibung wichtig, Druckanstieg an der Riickseite des
obwohl Re > 1. Korpers nicht folgen. Es entsteht

stark verwirbeltes Totwasser- oder
Nachlaufgebiet.

Durch die Reynoldszahl wird das Verhéltnis von Impulsfluss zu Reibungsschub-
spannung mittels pU?/(uU/L) abgeschiitzt. In der Grenzschicht skaliert die
Schubspannung aber mit pU/d, wobei § die Dicke der Grenzschicht ist. Wegen
0 < L ist eine die Stromung in der Grenzschicht beschreibende Re-Zahl wesent-
lich kleiner als die mit den charakteristischen Grofsen gebildete Re-Zahl.

Die Grenzschicht als starke Scherstromung ist drehungsbehaftet. Vergleiche mit
der Couette-Stromung als Modellfall einer Scherstromung, in der die Drehung
iiberall konstant ist, siche S. 77. Aus der Grenzschicht wird die Drehung ent-
sprechend der Wirbeltransportgleichung durch Konvektion weiter transportiert
und und durch Diffusion in Richtung der reibungsfreien Bereiche der Stromung
ausgebreitet.

Die Wirbeltransportgleichung folgt aus der Anwendung der Rotation auf die
Navier-Stokesschen Gleichungen (3.2) fiir inkompressible Stromungen,

.
Di: — & - gradd + vAG.

Die wie ein Materieteilchen in der Strémung transportierte Drehung, der Term
auf der linken Seite, wird durch die Wirbelstreckung, dem 1. Term auf der rech-
ten Seite, modifiziert und zufolge der Wirbeldiffusion, dem 2. Term, diffundiert.
(BATCHELOR, Abschn. 5.2.)
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Widerstand stumpfer Korper

e Druck auf Vorderseite stimmt recht gut mit Potentialtheorie iiberein
e Druck im Totwasser ist kleiner als nach Potentialtheorie

e Widerstandsbeiwert c,, = ¢y (Re);

Vereinfachung: Vorderseite Potentialtheorie # f(Re); Totwasser turbu-
lent = Viskositdt (Re) spielt keine Rolle, daher

Cw = const

o Aber: Ablosepunkt hidngt davon ab, ob Grenzschicht laminar oder turbu-
lent ist,
Cw = Cw,1 fir Re < Regrit.,

Cw = Cw,2 fiir Re > Rekrit.v Cw,1 7& Cw,2

e scharfkantige Korper: Ablésepunkt fixiert = ¢y, = const

Widerstand schlanker Korper

Bei schlanken Kérpern kann Abldsung nahezu ganz vermieden werden (,,strom-
linienférmige Korper™).

e Potentialtheorie gibt in diesem Fall Stromlinien und Druckverteilung im
ganzen Stromungsfeld recht gut wieder.

e Fiir Widerstandsberechnung natiirlich nicht ausreichend — Grenzschicht-
theorie muss herangezogen werden.
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3.5.7 Stromung um eine Kugel

10— T - T I —
sl H | - PR
4 A=t - - Lo —_T e ' B
2 - bl bt Lo L [
| 1 | Fallversuche Windkanalversuche
107 SO0 S e e A S 0 S S . +Arnold o Wieselsberger
6 |17 ] N O —_ alLiebster x Flachsbart
p B, - - _psAllen
TN ‘ i T I
2 H b —
Cw 10—+ 4 P e s i i ]
+ : S d— - —
j n AN e it T
t ! o
21— L ~ \\ R : _ i 1 ! i I
NS B} T
¢ .
109 } i - ;
: S =S i
i e T o cbobodor L
4 O Voo i s A e A 105
| f' T A
a :

2f— [ A — ; -

| I R
10" H | i I L1y | A4
1072 461002 46100 2 461022 461002 461042 461052 ¥

Re
Widerstandsbeiwert in Abhingigkeit von Re. (Abb. 5.2 aus BRAUER.)

Re <20 Asymmetrische Stromung, Asymmetrie sichtbar ab Re = 10.

20 < Re < 130 Ablosung, Rezirkulation im Nachlauf. Ab Re = 35 konkaver,
nicht konvexer Nachlauf. Ausbildung eines Wirbelringes.

130 < Re <400 Oszillierender Nachlauf. Ablésung einzelner Wirbel.

400 < Re < 2,810 RegelmiRige Ablosung schlaufenformiger Wirbel und Aus-
bildung einer Wirbelstrafe, vgl. Karménsche Wirbelstrafse hinter einem
Zylinder. Fiir 6000 < Re < 3 - 10° ist die Strouhal-Zahl nahezu konstant,
0,18 < Sr < 0,2. Auch der Widerstandsbeiwert variiert nur um £13% um
den Wert ¢y, = 0,445.

Re > 2,8-10° Die abgeldste freie Scherschicht wird kurz nach der Ablésung tur-
bulent und legt sich wieder an die Kugel an. Die turbulente Grenzschicht
kann dem positiven Druckgradient auf der Riickseite der Kugel ldnger
widerstehen, der Ablésepunkt bewegt sich sprunghaft stromab. Der Wi-
derstandsbeiwert fillt von ¢, = 0,5 bei Re = 2 - 10° auf ¢, = 0,07 bei
Re = 4-10°.

Re > 10° Umschlag zu turbulenter Strémung in der Grenzschicht, keine Ab-
16seblase. Umschlag- und Ablésepunkt bewegen sich stromauf, geringe
Zunahme von ¢y auf ¢y = 0,19 bei Re = 107.

(Beschreibung nach CLIFT et al., S. 100 ff.)
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M

(a) 130 <Re < 300

Darstellung des Nachlaufs einer Ku-
gel in verschiedenen Re-Zahl Berei-
chen. (Abb. 8 aus SAKAMOTO und
(8) Re>800 Hainu, J. Fluids Eng. 112, 1990.)

Der Nachlauf hinter einem Zylinder ist, da es sich hier um eine zwei-dimensionale,
nicht um eine drei-dimensionale Stromung handelt, topologisch wesentlich einfa-
cher als der hinter einer Kugel. Im Bereich von 40 < Re < 200 16sen abwechselnd
auf beiden Seiten des Zylinders Wirbel ab und formen die Karménsche Wirbel-
strafse.

Streichlinien in der Stréomung hinter einem Zylinder, Re = 105. (Aus TANEDA,
S. 22.)
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Eiffel-Paradoxon

Turbulente Grenzschicht kann wegen intensiveren Energie- und Impulsaustau-
sches mit der AuBenstromung groBeren Druckanstieg vertragen als laminare
Grenzschicht = groBerer Druckriickgewinn, niedrigerer Formwiderstand bei
turbulenter Grenzschicht.

o ~ 0,48 cw ~ 0,18

Strémung um eine Kugel. Links ohne, rechts mit Stolperdraht. (Wieselsberger,
1914. Abb. 4.14 aus SCHLICHTING und TRUCKENBRODT).

Im klassischen Experiment von Wieselsberger wird durch einen ringférmigen
Stolperdraht der Umschlag zu turbulenter Strémung in der Grenzschicht er-
zwungen. Dadurch kann schon bei niedrigeren Re-Zahlen derjenige Widerstands-
beiwert gemessen werden, der in ungestorter Stromung erst bei héheren Re-
Zahlen auftritt. Der Nachlauf hinter der Kugel wurde durch Rauch sichtbar

gemacht.

Cp Cp

1 1
0\/_; 0

_1. o _1. vy
T R

Strémung und Druckverteilung an der Kugeloberfléiche fiir (links) Re < 2 - 10°
und (rechts) Re > 4 - 10°. (Druckverteilung nach Abb. 5.10 in CLIFT et al.)
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3.5.8 Tropfen und Tropfenzerfall

Widerstand von Tropfen

Tropfen in Gas, Re > 1;
wegen iy > p wie fester Korper, ¢, = 0,4 — 0,5 &~ const fiir Re > 750

Fallgeschwindigkeit aus Fyww = Fg

1 wd? nd® 4 py
wopUl— =pyg— = U=,/-—"—gd
CwiPU == = pvg— V3e 9

Bedingung fiir Kugelform: Druckdifferenz aufgrund der Oberflachenspannung
muss iiber Staudruck dominieren 20

4o
PGas = PRI = — > 1pU?
= We <8, We=pU?d/o

praktisch ausreichend: Kugelform, falls We < 6

Wasser in Luft:
d=1mm = U ~4 m/s, Re ~ 300, We ~ 0,3;
d=4mm = U ~ 9 m/s, Re ~ 2500, We =~ 5,5, Abflachung.
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Tropfenzerfall
We > 6: zundchst Abplattung, dann hutartiges
Auswdlben = Widerstand steigt

We = 12: Zerfall des Tropfens
Wassertropfen in Luft.
d =5,8 mm, We = 7.8.
Wasser: We =12 = d = 6,5 mm
groBere, frei fallende Tropfen sind nicht méglich

d ... aquivalenter Durchmesser, d = (6V/x)/3

Zuséatzliche Kennzahl, falls innere Viskositdt eine Rolle spielt:
Ohnesorge-Zahl,

13%
Oh=-—Y_
\/pvod

1 2

pirt Lt Zerfall eines Wassertropfens in einem

Contineter

Luftstrom. d = 2,2 mm, U = 24 m/s,

Q 7 &Y We ~ 22.
J P (Abb. 17.11 aus BRODKEY.)
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3.5.9 Vergleich von Potentialstromung mit realer Stro-
mung um eine kugelférmige Gasblase

Mit adsorbiertem Film:
wie fester Korper bzw. Kugel fiir We < 6;
cw = 0,4 — 0,5 = const fiir Re > 750

Steiggeschwindigkeit U = 1/(4/3cy)gd

In reiner Fliissigkeit:
Potentialstromung stimmt fast tiberall. Winzige Grenzschicht um 7 =0
an Grenzfliche zu erfiillen = geringer Geschwindigkeitsverlust = Ablo-
sung erst kurz vor dem hinteren Staupunkt
— Pot.-Str. _A
———
— reale Str. A
— ! - >\~ a—

\ K Grenzschicht v

An der Oberflache einer Blase muss wegen py < p die Schubspannung und
damit die Normalableitung der Tangentialgeschwindigkeit verschwinden. Diese
Randbedingung bedingt eine wesentlich kleinere Stérung der Geschwindigkeit als
durch die Wandhaftbedingung an der Oberfliche eines festen Korpers entsteht.
Wegen der geringen Geschwindigkeitsabnahme in der Grenzschicht vertrégt die-
se einen starken Druckanstieg und 16st erst nahe am hinteren Staupunkt ab. Die
Potentialstréomung ist deshalb im ganzen Raum eine gute Néherung fiir die Ge-
schwindigkeitsverteilung und den Druck.

Im Folgenden wird der Widerstand einer Blase mit Hilfe der Potentialstromung
um eine Kugel abgeschétzt.
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Widerstandsberechnung aus Dissipation

Schleppleistung FywU = Dissipation x Volumen

Schitzungen:

U 22U
Geschwindigkeitsgradient 4 ~ R T" Wy

Volumen, in dem Energie dissipiert wird V ~ (2d)37 /6

~ brulU?d

20\ (2d)3n
FyU ~ 19V = p| —
W T M( d ) 6
= Fw ~ 10muUR
ﬁ
Re
Doppelter Stokesscher Wert! Proportional U, nicht U?, obwohl Re > 1.

genaue Rechnung: Fyy = 12nruUR = ¢y =

. C e gd?
Steiggeschwindigkeit U = =—
36v

Gasblase, kugelférmig, ohne Film, Re > 1

Die globale Energiebilanz fordert, dass die in der Stromung dissipierte Ener-

gie gleich der am Fluid verrichteten Arbeit ist. In der realen Stromung hat ein
Korper bzw. eine Blase einen Widerstand, die vom Korper am Fluid verrichtete
Schleppleistung ist gleich der Dissipation. Die Dissipation in der realen Stro-
mung kann gut durch die Dissipation in der Potentialstromung genédhert werden,
damit erhédlt man den Widerstand des Korpers.

In der Potentialstromung erfihrt ein Kérper bzw. eine Blase keinen Widerstand.
Der Korper bewegt sich durch das Fluid, ohne dabei Arbeit zu verrichten. Die
Arbeit wird dem Fluid entlang der Koérperkontur zugefiihrt. Diese Arbeit ist no-
tig, um die tangentiale Geschwindigkeit zu ermoglichen, die die Drehungsfreiheit
der Potentialstromung erfiillt.

In der Potentialstromung um eine Kugel ist 79(r = R) = 3uU sin /R, wegen
g = [ (%% + % — 1’7") (S. 70) sowie mit v, und vy aus

Gl. (3.43). Damit folgt fiir die Schleppleistung Py

[ 330
P, = —j{vgrrgdA = / 5%277]%2 sin? 0d0 = 127 pU>R.
0
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3o

o | 1
® Water and 139 ethyl alcohol
V:
. o © Varsol
~ o\ -
\\\ o %\@
\{d) Mo e
@ LIS
Log;,C, 4@7 N
1w p 1) o ©
\\{:\
—o5 AN
N,
N,
—10 N
10 15 20 2'5
LogioR

Widerstandsbeiwert C'p von Gasblasen iiber der Reynolds-Zahl R.

Cp = (48/R)(1 — 2.2/v/R) — Beriicksichtigung der Dissipation in der Grenz-

schicht und im Nachlauf. (Abb. 5.14.1 aus BATCHELOR.)

U, cm/sec
3ok

20}

70~

0 ”

a5

/0 mm

Fiir reine Stoffe (doppelt destil-
liertes Wasser) gilt U o d?.

Fiir ¢y ~ const ist U o V/d.

(Mitd = 0,5 mmund U =~
20 cm/s ist Re ~ 100 in Wasser.)

Geschwindigkeit von Gasblasen in 1 — doppelt destilliertem Wasser, 2 — Lei-
tungswasser, 3 — n-Amylalcohol; 4 — Glaskugeln. (Abb. 72, LEVICH.)
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3.5.10 Gasblasen

Bewegung kugelformiger Blasen

e Bedingung fiir Kugelform: We < 6

e Grolere Re-Zahlen: Instabilitdt der vertikalen Bewegung, z.B. Gasblasen

in Wasser:

d [mm] Re Bewegung

13-2,0 565 — 880 schraubenférmig

2,0-3,6 880 — 1350 zickzack (eben) dann schraubenférmig
3,642 1350 - 1510 zickzack

42 — 17 1510 — 4700 geradlinig, schaukelnd

(Nach Tabelle 7.1 aus CLIFT et al.)

e Bewegung stabil in reinen Fliissigkeiten mit Mo > 108 oder Mo <
108 und We < 3

e Verunreinigungen wirken destabilisierend
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Formen von Gasblasen ° s

Zunehmende BlasengroRe:
We-Zahl steigt, Abweichung von Ku-
gelform

e L =

02ec 7 cc

o g

05 ce 135 cc

In Wasser aufsteigende Gasblasen. * '

(Abb. 6.11.1 aus BATCHELOR.)

08cc 65 cc

Gasblasen mit einem Volumen von
9,3 cm? in Losungen unterschiedlicher
Viskositédt. (Abb. 3 aus BHAGA und
WEBER, J. Fluid Mech. 105, 1981.)

Re Mo
(a) 2,47 848
(b) 3,57 266
(c) 7,16 41,1
(d) 13,3 5,51
(e) 20,4 1,31
(f) 42,2 0,103
(g) 94,0 4,63 1073
(h) 151 8,60 - 10~*

Institut fiir Stromungsmechanik und Warmeiibertragung, TU Wien  6.10.2010


http://www.fluid.tuwien.ac.at

94

100

Einsetzen von
Oszillationen

50

destilliertes

Wasser || |
>M
20 g

>
0 ﬂ \
~ / Leitungswasser
g 10
—
D V.

5

2 7 :

Kugelblasen ellipsoid - Ghnliche Blasen Schirmblasen

, T T B L
001 002 005 01 02 05 10 20 50 10

dfcm]

Geschwindigkeit von Luftblasen in Wasser. (Abb. 6.5 aus PRANDTL et al.)
Im Bereich nahezu konstanter Geschwindigkeit werden die Blasen zunehmend
verformt.

Um die Geschwindigkeit von kugelférmigen Blasen zu bestimmen, muss zwi-
schen reinen und verunreinigten Systemen unterschieden werden. In reinen Sys-
temen ist der Widerstand von Gasblasen aufgrund der mobilen Grenzfliche ge-
ringer als in verunreinigten Systemen. Im Diagramm ist zu erkennen, dass Bla-
sen in reinen Systemen eine héhere Geschwindigkeit haben kénnen.
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EQTVOS NUMBER, Eo

Falls Gasblasen nicht von gegebener Form sind, spielt zusétzlich zu den Gréfsen
P, 1, d, g und U auch die Oberflichenspannung o eine Rolle. Eine Dimensions-
analyse zeigt: Sechs Gréfsen minus den drei Basisgrofen Masse, Linge und Zeit
gibt drei unabhéngige, dimensionslose Kennzahlen. Die Steiggeschwindigkeit ist
durch eine Relation f(Re, We, Fr) = 0 oder gleichwertig ¢y, = ¢y (Re, We) ge-
geben. (Fiir kugelférmige Blasen gilt ¢, = ¢y (Re)). Statt Re, Fr und We zu
nehmen, die alle drei die Endgeschwindigkeit U enthalten, ist es glinstiger, einen
anderen Satz unabhéngiger Kennzahlen zu wéhlen. In obiger Abbildung werden
die Formen von Blasen und Tropfen als Funktion der Reynolds-, Morton- und
Eo6tvos-Zahlen dargestellt,

Eo , Ap=lpv —pl
g

Das Diagramm erlaubt auch, einen groben Wert fiir die Endgeschwindigkeit ei-
ner Blase oder eines Tropfens bei gegebenem Volumen abzulesen.
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T T T T T 7 T T T T 1 T T T
Hm [Tell]
A 92x10° SYAUP T
9 24 B 1.45X10%  MINERAL OL
10 Co=s ¢ 72X10? OUVE OIL .
D 15X 10~ WATER+CORN SYRUP
a 21 %10 4
(8] E  175x107  WATER + 56% GLYCERINE
418x10®  WATER + 42% GLYGERINE
5
w g+ Co= Ra
o
TR
el
w
Q
o
(O] Hm LIQUID
& 1F y 4
g G 1.47x10°  WATER + 19% ETHYL ALCOHOL
L W 241x10°  TURPENTINE
4 43x10™  varsoL
K 1.08x 10“0 COLD FETERED WATEA
I L 089x10" METHYL ALCOHOL ]
M 0.25x107° FLTERED WATER
10-1 L . L 1 N { L L { 1 1 1 ! 1

10" 1 10 10% 10% 10*
REYNOLDS NUMBER, Re

Widerstandsbeiwert Cp iiber Re fiir verschiedene Werte der Haberman-Morton
Zahl Hm = (gu*/(pa?))(1 —my-/pV). (Abb. 3.6 aus BRENNEN.)

Obiges Diagramm ermdoglicht eine relativ genaue Bestimmung der Steiggeschwin-
digkeit von Gasblasen.

Fiir verunreinigte Systeme schlagen CLIFT et al. (Abschn. 7.3) im Bereich

Mo < 1073, Eo <40, Re > 0,1

mit Mo = gut*Ap/(p?0?), Eo = gApd? /o und Ap = |py — p| folgende Korrelatio-
nen vor:

J =0,94H%7  fiir 2 < H < 59,3,

J =3,42H%* fiir H > 59,3.
J und H sind definiert als

H = 4EoMo " (u/pw) %™, J = ReMo™? + 0,857,
mit pw = 9-10~% Pas.

In Abschn. 7.4 geben CLIFT et al. eine Korrektur an, um obige Korrelationen
auf reine Systeme anwenden zu kénnen.
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Schirmblasen

Ab We = 20 nehmen Blasen eine Form ein, die einem Kugelabschnitt dhnelt
(.spherical cap bubble”). Wasser: ab ca. 5 cm® Volumen.

Schirmblase (Abb. 1 aus WEGENER und PARLANGE, Ann. Rev. Fluid
Mech. 5, 1973.)

Schirmblasen sind wiederum iiber einen weiten Re-Zahl Bereich stabil. Anekdo-
tische Evidenz besagt, dass Schirmblasen ab einem Durchmesser von ca. 30 cm
zerfallen (BRENNEN, S. 64).
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Steiggeschwindigkeit von Schirmblasen

Re> 1, We > 1 = v und o unbedeutend.

Dimensionsanalyse: f(Fr) =0 = Fr = const
mit Fr = U%/(gR)

U=kygR

R ... Radius der Kugelkalotte
Theorie (DAVIES und TAYLOR, Proc. R. Soc. Lond. A 200, 1950):

k=2/3 (3.47)

Numerik und Experiment: 0g =~ 50°

Wird ein fiktiver Widerstandsbeiwert der Schirmblase durch den Widerstands-
beiwert der Kugel definiert, aus dem die Schirmblase geschnitten wird, cW%pU R%m =
%R?’ﬂpg, cw = 8Rg/(3U?), so entspricht das Ergebnis von DAVIES und TAYLOR
(1950), Gl. (3.47),

Cyw = 6.

JosepH (J. Fluid Mech. 448, 2003) hat die Analyse von DAVIES und TAYLOR
durch Beriicksichtigung der viskosen Terme in der Normalspannungsbedingung
an der Blasenoberfliche erweitert. JOSEPH erhilt, in exzellenter Ubereinstim-
mung mit experimentellen Daten,

¢w = 6+ 32/Re,

mit Re = 2UR/v.

Der Radius einer Kugel, die dasselbe Volumen wie die Schirmblase hat, betragt
im Limit grofer Reynolds-Zahlen 0,445R (JOSEPH, 2003). Das Volumen der
Schirmblase ist somit das 0,445% = 0,088-fache des Volumens der Kugelkalot-
te. Dies entspricht einem Winkel von g = 50,6°.
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Berechnung der Steiggeschwindigkeit

Geschwindigkeit der Potentialstromung um eine l U
Kugel, r = R:

V=g = gUSmH

Bernoulligleichung, mit hydrostatischer Druck- /
dnderung: /

2 I
v
7+gz+£:92’s+@ |
2 p p | !

Hier ist zg die z-Koordinate des Scheitelpunktes und pg ist der Druck in der
Fliissigkeit im dort gelegenen Staupunkt.

Der Druck in der Blase ist wegen py < pund py < p konstant. Die Oberflé-
chenspannung ist wegen We > 1 vernachlissigbar. Der Druck in der Blase ist
deshalb gleich dem Druck in der Fliissigkeit bei r = R. Mit p = pg folgt aus der
Bernoulligleichung,

,02

7= g(zs — z) = gR(1 — cos ).

Einsetzen fiir v gibt

909 . 2

gU sin” 6 = gR(1 — cos ).
Entwicklung nach kleinen Werten von 6 liefert

8 1—cosf 8 _1e2—-Lo* 8 1
2_ 0% ~ o p2 2% O L 02))
Vet are Yot e i 99R<2 O ))

Es folgt das in Gl. (3.47) berichtete Ergebnis,

U= ;x/gR.

Das Bemerkenswerte an dieser Rechnung ist, dass die Geschwindigkeit aus der
Form der Blase folgt.
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GroRBe Gasblasen in einem Rohr
(,slug flow", |, Taylor bubble™)

"m\ Verwandt mit Schirmblasen; ebenfalls Re > 1, We > 1. Mit
“r \‘ Rohrdurchmesser D

U= kR\/gD

Exp. und Theorie (DUMITRESCU, Z. Angew. Math. Mech. 23,
1943):

kr ~ 0,35
Stimmt gut fiir Re > 200, Eo > 40 (VIANA et al., J. Fluid

| h Mech. 494, 2003).

P72 dng

(Abb. 5 aus VIANA et al.)

Zusammenfassung

Partikel Tropfen Blasen Schirmbl. Propfenbl.

Rex'1 Cyy 24/Re 24/Re 16/Re
Fw 6muUR 6muUR 4druUR
Stokes Ribtsch.-Had.

Re>1 ¢y 0,45 0,45 48/Re 2,67 11

Tropfen: py > u, py > p; Blasen: py < p, py < p.
*Auf die Querschnittsfliche der volumengleichen Kugel bezogen.
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3.6 Kavitation

Kavitation: Bildung von dampf- oder gaserfiillten Hohlraumen.

Fliissigkeit kann verdampfen durch
e Temperaturerhohung: Sieden
e Druckverringerung: Kavitation

In Fliissigkeitsstromungen kann der Druck leicht unter den Sattigungsdampf-
druck pgat fallen. Dampfblasen entstehen.

Steigt der Druck wieder, kollabieren diese Dampfblasen. Es entstehen hohe
Driicke im Zentrum der Blasen. Kavitationsschiaden, z.B. an Turbinenschaufeln
oder Schiffspropellern, sind die Folge.

Kavitation an einem Propeller. Links bildet sich ein Hohlraum im Zentrum des
von der Propellerspitze abgehenden Wirbels. Rechts, bei héherer Stromungs-
geschwindigkeit, bilden sich auch schon auf der Saugseite der Propellerblatter
Kavitationsblasen. (Abb. 6.12.2 aus BATCHELOR.)
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Wachstum einer Gasblase

Druck in der Blase: pi, Radius: R = R(t)

t
Kontinuitdt: u(r,t) = %

3 (Quellenstromung, Gl. (3.38))
\ .
,r" Randbedingung: u(r = R) = R,

P2
u(r,t) = R% (3.48)

Einsetzen in Eulersche Gleichungen (3.44),
Integration, dynamische Randbedingung bei r = R:
o — R 2
P Pe YK 7 (3.49)

RR+ 3R? =
i p PR pR

Rayleigh-Plesset Gleichung

Gl. (3.44) sind die Eulerschen Gleichungen nach Anwendung des Entwicklungs-
satzes,
ov

1 1
T + §grad|17|2 = —;gradp.

Einsetzen des Ausdruckes fiir die Geschwindigkeit, Gl. (3.48), ergibt

. R?

R—2+2RR
r

52
r—2—2R

R74 _1op
s por
Integration, f;o dr unter der Annahme, p liesse sich separieren, p(r,t) = f(r)g(t),
ergibt

.. o — =R

RR—F%RQ:—pOO p(r +)'

P

Die Rayleigh-Plesset Gleichung folgt nach Anwendung der dynamischen Rand-
bedingung an der Stelle 7 = R, unter Vernachléssigung der Viskositit des Gases,
orp(r=R_) —pg = op(r=Ry) —p(r=Ry) —20/R,

ou 20
—Pe =25 —p(r=Ry) - R
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Losung der Rayleigh-Plesset Gleichung

4

100
y4e;

Ro 10 Po

2 1
P //(’

0,1 —
1 } v Po
0,01

|1

0

0 50 100 150 200 0 50 100 150
tUs/Ro tUs/Ro

Radius und Druck einer Gasblase in Wasser. Isentrope Zustandsanderung des
Gases, pg R3F = poR3".

Analytische Lésung: peo/po = 100, k = 1,4 = PG max/Po ~ 4050.

Die Rayleigh-Plesset Gleichung beschreibt eine Blase in Abhéngigkeit vom Druck
Poo im Fernfeld. In den Abbildungen oben ist der Verlauf des Radius und des
Drucks in der Blase nach rascher Absenkung des Aufenruckes auf poo min =
0,01 pg und langsamen Anstieg auf p,, = po gezeigt. Gerechnet fiir Rg = 1 mm,
po = 1 bar, Uy, =20 m/s.

Im gezeigten Beispiel féllt der Druck in der Blase unter den minimalen Druck

in der Aufenstrémung, pg min = 0,004 pg. Dann kollabiert die Blase, der Druck
steigt auf ein Vielfaches des Ausgangswertes, pg max = 204 pg. Danach oszilliert
der Radius der Blase um den Ausgangswert. Tatséchlich wird die Symmetrie der
radialsymmetrischen Stréomung schon beim ersten Zusammenfallen zerstért und
die Rayleigh-Plesset Gleichung beschreibt die Bewegung der Blase nicht mehr
gut.
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Analytische Losung der Rayleigh-Plesset Gleichung

Fiir eine sprunghafte Anderung des Aufiendruckes ist eine analytische Losung
der nicht-viskosen Rayleigh-Plesset Gleichung moglich. Sei eine Gasblase im
Gleichgewicht mit der Aufsenstromung, pg = po, Poo = po fir t < 0. Zum Zeit-
punkt ¢ = 0 wird der Aufendruck pl6tzlich auf einen konstanten Wert erhoht,
Poo > po fiir t > 0.

Multiplikation der inerten Terme und des Druckterms in der Rayleigh-Plesset
Gleichung mit 2R%R ergibt

SRIRE + 2R2R = P2 R2fp — oPO pin gk fp.
P P
Das unbestimmte Integral lautet

Px2ps PORET 2

3—3K
p 3 p 31— K,)R '

R3 RQ _
Nun werden die Anfangsbedingungen und der Umstand, dass R in den Extrema

von R verschwindet, beriicksichtigt. Damit ergibt die Auswertung des Integral
zwischen den Grenzen t =0: R=0, R=Ropund t =t;: R =0, R = Ruyn,

2 —3K —3K
R — R

_ P2 53 3y Do 3k
0= (R RO) p3(171ﬁ3) 0 ( min

P 3 min

Nach algebraischer Umformung erhélt man

Ry )3“3 Poo ( (Rminf)
—1=k-1)=(1- .
(Rmin ( )pO RO

Fiir Ry > Ry gilt in guter Niherung (Ro/Rumin)>* 2 ~ (5 — 1)(poo/po)- Mit
r = 1,4 und poo/po = 100 erhiilt man beispielsweise Ry/Rmin ~ 401/12 = 21,63.
Mit der Isentropenbeziehung, pg maxR>5, = poRg", folgt

min

K 1

r—1 w—1
PG, max ~ ((Iﬁ: - 1)?00) bzw. PG, max ~ (KJ N 1) P <poo> )

Po DPo P DPo
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1 2 3 4
L e
5 6

Aufnahmen einer kol-
labierenden Blase im
6 ° 6 6 Abstand von jeweils
2-107*s. Das ge-
ringste Volumen wird
2 . zwischen der 10. und
° 6 6 der 11. Aufnahme er-
6 reicht. (Abb. 6.12.3

2 aus BATCHELOR.)

Beim Zusammenfallen verliert eine Blase meist ihre radiale Symmetrie. Die Bla-
se wird auf einer Seite flacher. Die an dieser Stelle gegeneinander stromende
Fliissigkeit erzeugt einen kleinen Freistrahl (,microjet”), in dem die Fliissigkeit
jedoch hohe Geschwindigkeiten erreichen kann. In der Abbildung oben ist die
durch den Freistahl verursachte Stérung auf der dem Freistrahl gegeniiberliegen-
den Seite der Blase zu sehen.

Kavitationsschdden werden einerseits durch den Freistrahl, andererseits durch
die Ermiidung des Materials zufolge der beim Zusammenfallen generierten Stof-
bzw. Druckwellen verursacht (BRENNEN, Abschn. 5.2.4).
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3.7 Zerfall von Fliissigkeitsstrahlen

Vier Arten des Strahlzerfalls

(a) Rayleigh-regime, Zertropfen
(b) first wind-induced regime, Zerwellen

(c) second wind-induced regime,
Zerwellen

(d) atomization regime, Zerstauben

8. (Abb. 1 aus DUMOUCHEL,
d  Exp. Fluids 45, 2008.)

L e 00>

zunehmende Stromungsgeschwindigkeit

Die Bereiche unterscheiden sich aufgrund der Instabilitdtsmechanismen, die
zum Strahlzerfall fiihren.

Bildung eines Strahls: Wer, > 8, davor Tropfen. Vgl. Stabilitéit eines Tropfens,
S. 93.

Rayleigh-regime: Instabilitdt aufgrund von Oberflichenspannung und inerten
Kréften. Die Tropfen sind von dhnlicher Grofe, der Tropfendurchmesser ist gro-
Rer als der Durchmesser des Strahls. Der Strahl bricht viele Diisendurchmesser
stromab der Diise auf. Die Lange des Strahls wird durch die Stréomung in der
Diise nicht beeinflusst.

First wind-induced regime: Zusétzlich zu Oberflachen- und Tragheitstermen
spielt das umgebende Gas eine Rolle. Ein zutreffenderer Name wiire wind-assisted
regime. Stérungen werden durch die Présenz des Gases, vor allem die Normal-
spannungsterme an der Oberflache, stéarker angefacht. Die Tropfendurchmesser
variieren stérker, sind aber noch immer von ungefiahr gleicher Grofse wie der
Strahldurchmesser. Der Strahl hat eine Linge von vielen Diisendurchmessern,
der Stromungszustand in der Diise spielt eine Rolle.

Second wind-induced regime: Der Strahl zerfallt durch das Wachstum kurzwelli-
ger Oberflachenwellen. Oberflachenspannung wirkt hemmend auf den Strahlzer-
fall. Die Lénge ist unabhéngig vom Diisendurchmesser, Weq ist kein konrollie-
rende Parameter mehr, stattdessen die Gruppe (pL/pc)(o/pU)?. Der Durchmes-
ser der Tropfen ist wesentlich kleiner als der Strahldurchmesser. Der Strahlzer-
fall beginnt in einiger Entfernung von der Diise, an der Oberfliche des Strahls.
Der Strahl ist im Inneren ldnger als an der Oberflache.

Atomization regime: Der Strahlzerfall beginnt an der Diise. Die Form des Strahls
dhnelt einem Kegel, dessen Spitze in der Diise liegt. Die Oberflache ist schon
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beim Austritt aus der Diise gestort, durch Ereignisse stromauf der Diisenofi-
nung. Die Stérungen werden rapide angefacht. Die Stromung stromauf der Diise
hat groflen Einfluss auf den Strahlzerfall.

(Beschreibung nach REITZ und BRACCO, in CHEREMISINOFF, Encyclopedia of
Fluid Mechanics, 1986.)
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4 Zweiphasenstromungen

Phase: Homogener Teilbereich eines heterogenen Systems. Gasformig, fliissig
oder fest.

Zweiphasenstrémungen: Ein Gemisch von zwei Phasen strémt. Gasformig-fest,
gasformig-fliissig oder fliissig-fliissig.
analog: Zweikomponentenstromungen. Fliissig-fliissig, Stromung zweier
nicht mischbarer Flissigkeiten.

Streng genommen versteht man unter einer Phase jenen Bereich eines Systems,
in dem die physikalischen Eigenschaften {iberall gleich sind. Ein Satz von noti-
gen Zustandsgrofen beschreibt den Zustand einer Phase in allen Punkten. Ei-
ne Phase ist deshalb noétigerweise im thermodynamischen Gleichgewicht. Eine
Stromung ist nicht im thermodynamischen Gleichgewicht, da sie nicht im me-
chanischen Gleichgewicht ist. Praktisch verwendet man eine nicht gar so strenge
Definition und bezeichnet als Phase die homogenen Bereiche eines Systems, falls
das System in den thermodynamischen Gleichgewichtszustand gebracht wird.
Beispiele von Zweiphasenstromungen: Lawinen, Geschiebe eines Flusses, Ne-

bel und Wolken, auch die Stromung von Blut. In technischen Anwendungen:
Transport von Feststoffen durch Rohre (,pneumatic transport®), Wirbelschicht-
verfahren, Kondensations- und Verdampfungsvorginge, Kraftstoffeinspritzung in
Brennkammern.
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4.1 Stromungsformen

Am Beginn jeder Untersuchung einer Zweiphasenstromung
Morphologische Beschreibung der Stromung

(Anordung, Verteilung und rdumliche Gestalt beider Phasen)

Stromungsformen im vertikalen Rohr

a b c d e
(a) Blasen-, (b) Propfen-, (c) Schaum-, (d) Ring- oder Film- und (e) Trop-
fenstromung. (Nach Abb. 4.44 aus BAEHR und STEPHAN.)

Im vertikalen Rohr: Die beiden Phasen miissen nicht in die gleiche Richtung
stromen. Gleichstrom oder Gegenstrom moglich.
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d

Stréomungsformen im horizontalen Rohr

——p

Stromungsrichtung

Zusatzliche Stromungsformen im horizontalen Rohr: (c) Schichtenstrémung,
(d) Schichtenstrdmung mit Wellen. Ubergangsformen: (b) Propfen- oder Kol-
benstrdmung, (e) Schwallstromung. (Abb. 4.45 aus BAEHR und STEPHAN.)

Die Stromungsformen sind von vielen Parametern abhéngig, D, x, vy, Vs, i1,
[, P1, P2, sowie ev. o und g. Die Bedingungen, unter denen verschiedene Stro-
mungsformen auftreten, wiren deshalb nur in mehrdimensiona-

len Diagrammen beschreibbar.
Abgesehen von der Darstell-
barkeit solcher Diagramme,
wéren dafiir eine Unzahl an
Daten nétig. Vorhandene Dia-
gramme gelten deshalb nur

fiir einen gewissen Bereich

und sind oft nur beschrénkt
anwendbar. Teilweise werden
diese Diagramme nicht einmal
in dimensionsloser Form dar-
gestellt. Ein Beispiel ist neben-
stehende Abbildung. Die Gren-
zen zwischen den verschiede-
nen Stromungsbereichen in

der Luft-Wasser Stréomung in
einem horizontalen Rohr mit
dem Durchmesser 2,5 cm sind

U mis

50

10

-

.01

Pisnsrminmsgs iy v 17

Elongated
™ bubble
flow(I}

Stratified
flow (SS)

L T T

Dispersed flow [(DB]

Us m/s

nach theoretischen Korrelationen (durchgezogene Linien) und experimentell er-
mittelten Korrelationen (schraffierte Bereiche) eingetragen. (Abb. 2.1.27 aus

HETSRONTI.)

Institut fiir Stromungsmechanik und Warmeiibertragung, TU Wien  6.10.2010


http://www.fluid.tuwien.ac.at

112

4.2 Homogene Gleichgewichtsstromungen

Geschwindigkeits- und Temperaturunterschiede zwischen den Phasen verursa-
chen Krifte und Wirmeiibergéange, die diese Unterschiede zu reduzieren versu-
chen.

Homogene Gleichgewichtsstromung:

Die Wechselwirkungen zwischen den Phasen sind so stark, dass beide Phasen
a) gleiche Geschwindigkeit (homogene Zweiphasenstromung)
b) gleiche Temperatur haben (thermisches Gleichgewicht).

Eine homogene Gleichgewichtsstromung kann wie eine Einphasenstromung
behandelt werden, allerdings gelten fiir die ZustandsgroRen des Gemisches be-
sondere Zustandsgleichungen.

Beispiele von Stromungen mit starker Wechselwirkung: Fein dispergierte Tropf-
chen oder Blasen, Schaum.

Eine homogene Gleichgewichtsstromung ist die einfachste Moglichkeit, Zwei-
phasenstromungen zu beschreiben. Allerdings muss tiberpriift werden, ob die
Voraussetzungen stimmen.
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4.2.1 ZustandsgroBen des Gemisches

Phase 1: Dichte p;, Volumenanteil 1 — «, Massenanteil 1 — z.
Phase 2: Dichte p2, Volumenanteil o, Massenanteil x.

o= % (4.1) T = % (4.2)
l—oz:% (4.3) 1—9;:% (4.4)
a) homogene Stromung: V] =V =V (4.5)
b) thermisches Gleichgewicht: Th'=T,=T (4.6)
zusatzlich: pP1=p2=0Dp (4.7)

In diesem Skriptum wird mit Phase 1 meist die inkompressible Phase (Fliissig-
keit), mit Phase 2 die kompressible Phase (Gas) bezeichnet. Wir beschéftigen
uns hauptséchlich mit Gemischen die ungefihr zur Hilfte aus Gas, zur Hélfte
aus Fliissigkeit bestehen, a ~ 0,5. Wegen der wesentlich héheren Dichte der
Fliissigkeit ist der Massenanteil des Gases entsprechend klein, z = O(1073).
Achtung: Fiir die Geschwindigkeit wird dasselbe Zeichen, v, wie fiir das spezifi-
sche Volumen verwendet.
Zur Beschreibung von nicht-homogenen Zweiphasenstromungen, v, # wvs, ist
auch der Massenstromanteil notig,

.M

= —.

m

Insbesondere in Zusammenhang mit Nassdampf wird & als ,Qualitdt” bezeich-
net.
Hier wird angenommen, dass in beiden Phasen der selbe Druck herrscht. Das ist
dann nicht der Fall, wenn kleine Tropfchen oder Blasen in der zweiten Phase di-
spergiert sind. Aufgrund der Kriimmung der Grenzfliche besteht dann zwischen
den Phasen eine von der Teilchengrofe abhéngige Druckdifferenz.
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GemischgroRen

Auf Volumeneinheit bezogene GréRen, z.B. p, ergeben sich additiv aus den
Volumenanteilen der einzelnen Phasen:

p=(1—a)p1+ap: (4.8)

Spezifische, d.h. auf die Masseinheit bezogene GroRen, werden additiv aus den
Massenanteilen ermittelt. Hier fiir das spezifische Volumen v:

v=(1-2x)vy + aV9 (4.9)

Zusammenhang zwischen Massen- und Volumenanteil:
(1-2)p=(1—a)p (4.10)

Tp = aps (4.11)

Herleitung der Gl. (4.8): Die Gleichung m = mq + mo wird zu Vp = Vip; + Vaps
erweitert und durch V dividiert,

VT
p= Vpl V,Oz-

Gl (4.9): V = Vi + V5 wird zu mv = mqv; + mave erweitert und durch m
dividiert.

Wie fiir das spezifische Volumen gilt fiir andere spezifische Groéfen:

u=(1—ax)us + zus,
h = (]. — £E)h1 + xhz,
cp=(1—2x)cp1+ xcpo.

Gl. (4.10) folgt aus m; = (1 — 2)m = (1 — x)pV sowie m; = p1 Vi = p1(1 — )V
und Gleichsetzen der beiden letzten Terme.
Mit mg = xm = xzpV und ms = paVo = poaV erhilt man Gl. (4.11).
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Bestimmung von x

Ohne Phasenumwandlungen:

x = const (4.12)

Mit Phasenumwandlungen, z.B. fiir Nassdampf. Lokales thermodynamisches
Gleichgewicht vorausgesetzt ist x eine Funktion des thermodynamischen Zu-
stands des Gemisches:

x = Z(p,p) oder x=1ZI(p,s) (4.13)

Doppelt gestrichene GroRe: Thermodynamisches Gleichgewicht.

Ohne Phasenumwandlungen, zum Beispiel fiir eine Mischung von Luft und Was-
ser, gilt fiir jede der beiden Phasen die Massenerhaltung. In einer homogenen
Stromung bleibt somit x konstant. Fiir den Volumenanteil gilt aber im Allgemei-
nen « # const.

Der Zustand eines reinen Stoffes im thermodynamischen Gleichgewicht ist durch
zwei Variable vollstiandig bestimmt. Dies ist zu beriicksichtigen, da z eine der
moglichen Variablen ist. Sind schon zwei andere Zustandsgrofsen gegeben, ergibt
sich  aus den Werten dieser Grofsen. Zur Bestimmung der fehlenden Zustands-
grofen werden Dampftafeln verwendet.

Zum Beispiel bleibt bei der isentropen Expansion

von Nassdampf durch eine Turbine die spezifische T,
Entropie s konstant. Bei gegebenem Anfangszu-
stand (pa,za) mit sx = 5(pa,xa) und gegebenem
Enddruck pp ist 2 = Z(pB, sB) = Z(pB,sa)-
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4.2.2 Schallgeschwindigkeit

Kontinuitats-Gl.:

_____ |
' ¢+ dv
. — pe = (p+dp)(c+dv)
p, p! p+dp, p+d
L s m5ss e - per pc = pc+ cdp + pdv + O(d?)
ka = cdp = —pdv
' Tz

Impulssatz: ~ (p+dp)(c+dv)? — pc® = p— (p+dp)
- ———

ausstromender Impuls einstr. Impuls  res. Kraft

pc® 4+ dp + 2pcdv+0(d?) — p? = —dp = —c*dp=—dp
——
—2c2dp, Konti.

Fiir die Schallgeschwindigkeit folgt

d
oo

=4 (4.14)

Die Schallgeschwindigkeit ist jene Geschwindigkeit, mit der sich eine infinitesi-
mal kleine Druckdnderung in ein ruhendes Medium ausbreitet. Praktisch werden
diese infinitesimal kleinen Druckénderungen ein sich kontinuierlich &nderndes
Drucksignal, eine Schallwelle, beschreiben. Die in einem ruhenden Medium fort-
laufende Druckidnderung ist dquivalent zur stehenden Druckidnderung, die von
dem sich mit Schallgeschwindigkeit bewegenden Medium angestrémt wird. Die
stehende Schallwelle 14sst sich leichter beschreiben, da es sich um eine stationére
Stromung handelt.

t=ty t=1t
e = === |
: c c: e+ do
I<_ —>| [

P Py p+dp, p+dp popt | p+dp, p+dp
7 7
p t=1y t=1 p
T I
X X

laufende Schallwelle stehende Schallwelle
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Schallgeschwindigkeit in Medium mit Phasenumwandlungen

Im lokalen thermodynamischen Gleichgewicht, ohne Reibung oder andere irre-
versible Terme:

op _
2 =2
¢t = <5,0)5 =c (4.15)

p=p(p,s) ... Zustandsgleichung im thermodyn. Gleichgewicht

Ohne Phasenumwandlungen, © = const

Aus pr =pe =pund 1/p= (1 —2x)/p1 + x/p2 folgt

1 _1—a «@

2 2 2
pcz pict paci

(4.16)

Aus der Gleichung zur Bestimmung der Schallgeschwindigkeit, Gl. (4.14), geht
nicht hervor, unter welcher Zustandsénderung die Dichte nach dem Volumen
differenziert werden soll. Gleichung (4.15) gilt, falls angenommen werden kann,
dass die Anderungen einerseits langsam genug sind, dass sich das Zweiphasen-
Gemisch im lokalen thermodynamischen Gleichgewicht befinde, andererseits
rasch genug, dass kein nennenswerter Wéarmetransport zwischen komprimierten
und expandierten Bereichen der Schallwelle bestehe.

Zur Art der Zustandsédnderung in der Stromung ohne Phasenumwandlungen
siche auch weiter hinten, S. 122.

Um Gl. (4.16) zu erreichen wurden nur die Bedingung @ = const verwendet,
aber keine Annahme iiber die Art der Zustandsénderung gemacht: Differentation

1 1—x+ x b d (1) 1dp 1 bt
von — = “nachp, — |- )| =——=-—+ = ——, ergi
PP P2 Prap \p p? dp e 8
Ldp 1—xzdpr xdp 1 1-z T
P A b A P2 A RS
1 2 z i1 262

Mit (1 —2)/p1 = (1 — «)/p und z/ps = «/p nach Gl. (4.10) und (4.11) folgt
Gl (4.16).
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Schallgeschwindigkeit fiir Fliissigkeits-Gas Gemisch

N&herung von Gl. (4.8) fiir aps < (1 — a)py
pr(l—a)p (4.17)
Mit Gl. (4.17) und fiir (1 — o) /(p1c}) < o /(p2c3) wird Gl. (4.16)

2 P2 3
ol —a)

<1 0(c)

(4.18)

Schallgeschwindigkeit im Gemisch klein gegen ¢y, ¢? < 3!

Voraussetzungen erfiillt fiir p; > pa, O(c?) = O(c3) sowie weder o« — 0 noch
a — 1.

Die Dichte von Fliissigkeiten ist typischerweise ca. das Tausendfache der Dichte
von Gasen. Vergleiche z.B. die Werte von Wasser, p; = 1000 kg/m?, und Luft
bei Normalbedingungen, p» = 1,2 kg/m?. Solange nicht 1 — a < 1 ist, gilt
aps < (1 — a)p; und die Dichte des Gemisches kann mit Gl. (4.17) genéhert
werden.

Ahnlich gilt die zweite Ungleichung, die zu Gl. (4.18) fiihrt, fiir realistische Wer-
te von «, p1, p2, c1 und co.

Man kann sagen, die Schallgeschwindigkeit ist niedrig, weil das Gemisch die
Kompressibilitit der leichten, aber die Masse der schwereren Phase besitzt.
Homogene Stromung vorausgesetzt! Gut erfiillt bei Blasen, problematisch bei
Tropfen, die trage sind und der Geschwindigkeit nicht gut folgen = in Nebel
ergibt sich eine Schallgeschwindigkeit wie in Gas mit Dampfung.
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Art der Zustandsanderung
Schallgeschwindigkeit in Gas: Isentrope 100
Zustandsanderung

Flissigkeits-Gas Gemisch: Isotherme Zu- n
standsdnderung

s o _ (Op CxImis] -
Cy = Cor = 67) . 50

Fiir ideales Gas ist c2; = RT = p/ps, mit B\
Gl. (4.18) folgt 4N\

2 p
T = 4.19
Cor pla(l _ a) ( )

T T T T
0 02 04 06 08 10

o

Schallgeschw. in einem Luftblasen-Wasser
Gemisch fiir isotherme (—), isentrope ZA (- -), gemessen bei 1 kHz (x),
0,5 kHz (o) und extrapoliert auf 0 Hz (o). (Abb. 6.23 aus PRANDTL et al.)

In Luft ist die Schallgeschwindigkeit ca. 300 m/s, bei einer Frequenz von 1000 Hz
ist die Wellenldnge 300/1000 = 0,3 m. Zwischen den komprimierten und ex-
pandierten Bereichen in der Schallwelle, also iiber einen Weg von ca. 30 cm, ist
innerhalb einer Tausendstel Sekunde kaum ein Warmetransport moglich. In die-
sem Fall ist deshalb die Annahme einer isentropen Zustandsénderung gerechtfer-
tigt.

In einem Fliissigkeits-Gas Gemisch ist die Situation anders. Die Temperatur

der fliissigen Phase bleibt wegen ihrer grofen Dichte nahezu konstant. Falls die
beiden Phasen gut durchmischt sind, bleibt auch die Temperatur der kompres-
siblen Phase nahezu konstant. Zum Beispiel muss bei Blasen in einer Fliissig-
keit Warme nur iiber eine Distanz entsprechend dem typischen Radius der Bla-
sen transportiert werden. Auferdem ist in einem Fliissigkeits-Gas Gemisch die
Schallgeschwindigkeit und damit die Wellenldnge wesentlich kleiner als im Gas.
Warmetransport zwischen den Phasen und zwischen den komprimierten und ex-
pandierten Bereichen der Schallwelle ist gut moglich. Es kann eine isothermen
Zustandsidnderung angenommen werden.

Bei hohen Frequenzen bleibt allerdings keine Zeit flir Warmetransport, dann ist
die Annahme einer isentropen Zustandsidnderung realistischer.
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4.2.3 Viskositdt von Suspensionen

—U
[
© o O Newtonsches Fluid: Lineares Geschwin-
b o) digkeitsprofil, 4 = U/b,
O/ O
\ g o W=y,  D=pi’ (4.20)
) U ) us D ... Dissipation

Newtonsches Fluid  Suspension

Suspension: Stérung des linearen Geschwindigkeitsprofils durch feste Teilchen
oder Blasen

1 1
=pu— [AgdA, Dg=p— [42
Tw.S MA/Vsd . Ds ﬂV/VSdV
Definition der scheinbaren Viskositat pg

Tw,S = ,U/s;% DS = ,U/s’y2 (421)

Die makroskopisch beobachtbare Schubspannung ist ein Mittelwert der lokalen
Schubspannungen an der Wand, die beobachtete Dissipation ist &hnlich der Mit-
telwert der lokalen Dissipation im gesamten Volumen.

Das Verhéltnis zwischen 4 [¥sdA und 4 bzw. zwischen - [42 dV und 4% wird
in die scheinbare Stoffeigenschaft us gezogen. Mittels Gl. (4.21) wird us genau
durch jenes Verhéltnis, multipliziert mit der Viskositit des reinen Fluides p,
definiert,

_ JAsdA
/’LS - /1‘ . )
FA

JAEdV

bzw. s = N
W s = s

Da die Schleppleistung an der Platte gleich der Dissipation im Fluid sein muss,
liefert die Definition von pg durch 7, oder D identische Werte.
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Abschatzung der scheinbaren Viskositat
. . 1 [, .
Ds — D = pgi® — pi? =uv/7§—72dV

Bereich 45 # ¥ Das Volumen, in dem die Strémung gestort ist, skaliert mit
dem Volumen der Teilchen, Vi s ~ Vs.

{ O ) . ~_  Die Storung skaliert mit 4, 4§ — 4% ~ 4°.
/

\__/\O)

) 1 f. . 1. .
~- Damit folgt: V/’yg - ’yQ dV ~ VVSny = a'yz

(s — ,LL);YQ ~padt = s = (14 Ca)u
Rechnung (EINSTEIN, Ann. Phys. 19, 1906; 34, 1911; BATCHELOR, S. 253):

ps = (1+ 2a)p  fiir feste Kugeln (4.22)

ps = (1+a)u fiir Blasen (4.23)

Um den Wert von s zu berechnen, muss das Volumenintegral iiber die gestorte
Schergeschwindigkeit ausgewertet werden.

Obige Abschitzung verlangt, dass sich die Einflussbereiche der Teilchen nicht
iiberlappen. Schétzen wir den Einflussbereich mittels des Stromungsfeldes in
schleichender Stromung um eine feste Kugel, siehe Abschnitt 3.4.1. In schlei-
chender Strémung ist in einem Abstand von 10 Kugelradien noch eine Geschwin-
digkeitsstorung von ca. 10% vorhanden. Erlauben wir also alle 5 Kugeldurch-
messer ein Teilchen, so darf der Volumenanteil der Teilchen (1/5)% = 0,008 nicht
iibersteigen. Ein wenig ndher diirfen sich die Teilchen offenbar kommen: Glei-
chung (4.22) ist bis a =~ 0,02 giiltig (BATCHELOR, S. 253).

Auch Blasen bewirken eine Erhohung der scheinbaren Zahigkeit, obwohl die
Schubspannung im Gas verschwindend klein ist. Die Erklarung ist, dass das li-
neare Geschwindigkeitsprofil die Dissipation minimiert. Jede Abweichung vom
linearen Geschwindigkeitsprofil erhéht die Dissipation.

Mittels Variationsrechnung wird ein Extremum der Dissipation gesucht,

b
F(yuu') = ,u/(du/dy)2 dy = Extremum.
0
Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Extremums ist die Eulersche
Differentialgleichung,
Fu — Fu/u/u" — Fu/uu/ — Fu/y =0.
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Indizes an F' bedeuten eine Differentation nach der entsprechenden Grofse. Mit
Fu = 07 Fu’u’ = 2, Fu’u =0 und Fu’y =0 fOlgt

v’ =0.

Das Geschwindigkeitsprofil ist linear.
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4.3 Eindimensionale, homogene Stromungen
ohne Phasenumwandlungen

(a) Flissigkeits-Gas Gemische, (b) ohne Energiezufuhr
a) Phase 1: Fliissigkeit, p = const
Phase 2: Gas, ¢, = const
b) Energiegleichung, ohne Schwerkrafteinfluss:

2

5 + h = const

Falls v < 2., ist T ~ const,

Ty =Ty =T = const (4.24)

Energiegleichung degeneriert zu T' = const.

Der Schwerkrafteinfluss ist vernachléssigbar, falls gAz < ¢,T. Diese Bedingung
ist praktisch immer erfiillt.
Fiir ¢, = const lautet die Energiegleichung

2

5 + ¢, T = const.

Die spezifischen Warmekapazitdten von Materie sind von derselben Groéfsenord-
nung, ¢, kann mit ¢, o abgeschétzt werden. Beispiel: Wasser, ¢, = 4,2 kJ /kgK,
Luft: ¢, = 1 kJ/kgK. Die Warmekapazitit eines Gases kann wiederum durch die
spezifische Gaskonstante geschétzt werden, ¢, ~ R, also ¢,T" ~ cp 21" ~ RoT
Weiters ist RoT gleich der isothermen Schallgeschwindigkeit in der Gasphase,
RyT = c%’Q, wir erhalten also die Abschéitzung

2
cpT ~ 5.

Der Enthalpieterm in der Energiegleichung ist demnach grof gegen den Term
der kinetischen Energie, solange v? < C%Z ist. Unter dieser Bedingung dndert
sich die Temperatur kaum.

Beachte, dass die Geschwindigkeit des Gemisches klein gegen die Schallgeschwin-
digkeit der Gasphase sein muss. Diese Bedingung kann wegen c2, < C%’Q, siehe
Gl. (4.18), auch fiir v > ¢, d.h. M > 1, erfiillt sein.
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4.3.1 Grundgleichungen

Eindimensionale, homogene, stationire Strémung:

Kontinuitatsgleichung:
pvA =1 = const (4.25)
Bewegungsgleichung:

d d
pv—v S —pg—F\g\‘,/) (4.26)

F\S\Y) ... Widerstandskraft/Vol.-einheit

: Az pv?
Definition des Rohrreibungsbeiwertes A\g: Ap = —\g dz%
A A 2
Die Bewegungsgleichung wird, mit F\g\y) = fA—IZ) = 771)‘%,
dv 1dp AR 02
— = —g— —— 4.27
P pdz 97702 ( )

Thermische Zustandsgleichung des Gemisches

Phase 2: Ideales Gas, T' = const = p/ps = const

r 11—«
P1,
«

Gl. (4.10) und (4.11) ergeben py = .

p  pa l—ux

ps  l—a ap
——

const

= const

Somit gilt:

pa PrQy
l1—« 1—

= const (4.28)

In der Naherung p = (1 — a)p1, Gl. (4.17), wird o mittels Gl. (4.28) eliminiert,

1

ar T

p=p1 (1 + p) (4.29)
l—ay p

Isotherme des Gemisches
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4.3.2 Reibungsfreie Diisenstromung

Vernachlassigung des Widerstands in Gl. (4.26),
somit Bewegungsgleichung:

dv 1dp

”@ - pdz

T

Referenzzustand: Ruhezustand 0, vy = 0.

b«
Einsetzen der Isotherme, Gl. (4.29), Separation ( x dz),

1
vdv+gdz = —— <1—|— il po) dp

p1 1—agp

Integration [/ dv, [" dp, [ dz,

02 Qo Po

W2 o 1 [P0 4.
p12+p+ﬂlg(z 20) po[ +1—Oéon(p)] (430

verallgemeinerte Bernoulligleichung fiir reibungsfreie 2ph-Stromung

Die verallgemeinerte Bernoulligleichung gilt fiir die homogene, isotherme, rei-
bungsfreie Zweiphasenstromung. Auf der linken Seite der Gl. (4.30) stehen die
Terme der klassischen Bernoulligleichung fiir inkompressible, reibungsfreie Stro-
mung. Der Term mit dem Logarithmus auf der rechten Seite tragt der Kompres-
sibilitdt des Mediums Rechnung.

Die Schwerkraft ist vernachlissigbar, falls gAz < v?/2. Fiir ein Wasser-Luft
Gemisch mit « = 0,5 und v = ¢,1, ¢ ~ 20 m/s, bedeutet dies

202
A — =2 .
z<<20 0m

Aus der Kontinuitédts- und der Bewegungsgleichung ohne Schwerkraft folgt auch
das aus der Gasdynamik bekannte Verhalten kompressibler Stromungen in kon-
vergenten und divergenten Kanélen:

dv 1dp  1dpdp 1, dp

‘e T pdz  pdpdz pczTa’
Ldp  1dv | 1dA_

— — =0.
pdz  wvdz Adz

pvA = const =

Somit gilt weiter

et 1d4
p Tdz ™ Tydz  *TAdz
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und schlieSlich

(1 _ 2) ldl — ,l%
vdz  Adz’
Wegen des Terms (1 — M?) liest man ab:

M < 1: v steigt, falls die Querschnittsfliche A kleiner wird,
M > 1: v steigt, falls A grofer wird.

Insbesondere: Um M > 1 zu erreichen, ist eine Lavaldiise notig.
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Kritisches Druckverhiltnis p*/pg

Po
pv Diisenstromung bei gegebenem Ruhedruck pg,

AuBendruck p sinkt.

p>p*: M <1, v steigt mit sinkendem p
p=p*: M =1, max. Geschwindigkeit v = ¢ erreicht
p <p*: M =1, v=clp Nachexpansion hinter der Diise

Fiir p < p* ist der Massenstrom unabhangig von p, ,choking”. Keine Beeinflus-
sung der Strdomung von stromab.

1-—a * * 1 1—app*\?
i (1 - p) “In (p> = = (1 + °p> (4.31)
o Do Do 2 Qg Do

kritisches Druckverhaltnis

0,6

*

P 04

Po 0.2

0
0 02 04 06 08 1
o

Berechnung von p*/po:

Einsetzen in die verallgemeinerte Ber-
noulligleichung, Gl. (4.30), mit p = p*, Krit. Druckverhéltnis, Gl. (4.31)
v = cp, Vernachldssigung von g ergibt

etz e
Lt =y [14+ —2 1 (2]
2 1—ap P
Aus 200 = P00 Gl (4.28), folgt 2 = 520 sowie & = 1+ L loeo,

somit kann c;f durch

x 2 p Po &o _ Po&o

1—app* 2
Cor = * % %2 - 7 .
a*(l—a*)pr a**(1—ag)pr  p1(l— ) Qo Po

ausgedriickt werden. Dies oben einsetzen und umformen ergibt Gl. (4.31).
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Maximale (kritische) Massenstromdichte p*v*

ko k Xk
p v =pCyr

_ P D jxe’ pocg 1 l—ap p
Mit 2 = — = = = und = , = = folgt
«T a(l —a)p; ap 1—« l—ay « poo 1 —a &
e 2 l -« ’
ST el S RN RN CiT:w%,wo{ﬂ
Poo (]. - CV)P P1 Poto p
Somit:
* sk * *
P v = pocyro 2L — pocar,o w — PoCaT,0 —
CxT,0 PoPop
P = pocariol (4.32)
Po

Beim Ausstromen aus einem Kessel ist die maximal erreichbare Massenstrom-
dichte von Interesse. Man denke z.B. an die Frage, welche Querschnittsfléche
ein Sicherheitsventil mindestens haben muss, um einen gewissen Massenstrom
abfiihren zu konnen. Falls der Aufendruck den kritischen Druck unterschreitet,
wird in der Ausstromdéffnung Schallgeschwindigkeit erreicht. Wegen des Werts
von p*/py = 0,5, siche den Graphen von p*/pq iiber o auf der vorigen Seite, ist
anzunehmen, dass in vielen technischen Anwendungen das kritische Druckver-
héltnis erreicht wird. Der austretende Massenstrom bleibt dann konstant, gleich
dem kritischen Massenstrom, und ist unabhéngig vom Aufendruck. Eine grofere
Massenstromdichte kann, auch mit einer Lavaldiise, nicht erreicht werden.

Wie Gl. (4.32) zeigt, ist der kritische Massenstrom gleich dem Produkt von Ru-
hegréfen mal dem kritischen Druckverhéltnis.
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4.3.3 Rohrstromung mit Reibung

horizontales Rohr (ohne Schwerkraft),
Vo . konstanter Querschnitt,
homogene, isotherme Stromung

Bewegungsgleichung, siehe Gl. (4.27):

dov 1dp Mg v?

i N 4.33
i pdz d 2 ( )
Kontinuitatsgleichung:
pU = const (4_34)
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Kritische Rohrlange

1 1
Mit Konti.-Gl. pv = const = —dp = ——dwv, somit
p v

dv dep_ v2dpdp_ 1 02 dp

e T pdz  pdpdz pcopdz

in Bewegungsgl. (4.33):

dp AR pv?
1-M*H)—==-"0 4,
( )5, 7 5 (4.35)
<0

M < 1: dp/dz < 0, psinkt = psinkt = v steigt bis M =1
M > 1: dp/dz > 0, p steigt (!) = p steigt = v sinkt bis M =1

Blockieren (,choking”) begrenzt zulissige Rohrlange!
Kritische (maximale) Rohrlange fiir stationdre Stromung bei gegebenem Ein-
trittszustand.

Bei gegebenem Druck und Massenstrom an einer Stelle eines Rohres sinkt der
Druck fir M < 1 mit zunehmender Rohrldnge. Bei M = 1 blockiert die Stro-
mung wegen dp/dz — —oo. Bei M > 1 blockiert die Stromung wegen dp/dz —
00.

Einen &hnlichen Effekt gibt es bei der Stromung mit Warmezufuhr: Thermisches
Blockieren bei kritischer Warmezufuhr.

Die kritische Rohrldnge begrenzt die Lange eines Rohres bei gegebenem Mas-
senstrom. Fiir eine an ein Rohr angelegte Druckdifferenz ergibt sich immer ein,
womoglich sehr kleiner, Massenstrom.
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Identitédten fiir die Rohrstromung

Aus der Kontinuitdtsgleichung bei konstantem Querschnitt, Gl. (4.34), folgt
mit Gl. (4.28) und (4.19),

Mp = const (4.36)
K=—2" — const (4.37)
C (l—a)M ’

K kann durch die Massenstromdichte, 1 /A, ausgedriickt werden:

A A
K== /002 _ 2, e (4.38)
m\l—a m

Die Kontinuitatsgleichung (4.34), pv = const = m/A, wird durch pv = (1 —
a)prMeyr erweitert. Mit Gl. (4.19), e, = p/(p1a(l — «)), folgt

p m
R Ty

Konstante Werte werden auf die rechte Seite gebracht,

M p(l—a): m .
«@ Ay/p1

Multiplikation mit y/pa/(1 — a) = const, Gl. (4.28), liefert

m pa
—— = const.

T A/mV1-a
Division durch y/pa/(1 — «) ergibt die Relationen (4.37) bzw. (4.38).

Mp
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Gleichung fiir Rohrstromung, Ag = const
11 o (M, o (14 KM,
>\R «
=2(z—2z), K= — = t 4.39
2d(z 2r) A=) cons (4.39)
K=10 2 1 05 0,1
2 T 0 T
~
3 .
15F I
N
M 1F
K=10 ==
05 F=—==—= — -
K =01
0 ' ' ' ' Darstellung der Gl. (4.39)
108 06 04 02 0 fir M, =1, 2 =0 und fiir
Arz/d verschiedene Werte von K.

In der Bewegungsgleichung (4.35) wird v durch Mc, substituiert,

dp_ e

a2
(1 M)dz 2dp

Mit Gl. (4.19), 2 = p/(ap), erhalten wir nach Multiplikation mit dz/p

dp >\R M2
1-MHE =-"2"_d
( ) P 2d « i
Aus Mp = const folgt dp/p = —dM /M. AuBerdem wird a mittels Gl. (4.37)
durch K und M ersetzt, « = KM /(1 + KM). Wir erhalten die Differentialglei-
chung

(1- M2)K AR
————dM = —d=z.
M?(1+ KM) 24"
Nach einer Partialbruchzerlegung,

(1- MK K? K K(-K?)

M2(1+KM) M  M? 1+KM’

und Integration folgt, fiir A\g = const, Gl. (4.39).
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Rohrreibungsbeiwert Ar, homogene Stromung

Fiir homogene Strémung: A analog zu Einphasen-Stromungen

1. Laminare Stromung
Ar = 64/Re (4.40)
mit Re = pUd/us, ps ... scheinbare Zdhigkeit

2. Turbulente Stromung

a) raue Rohre, A\ ~ const, z.B.:
Ar = 0,02 (4.41)
b) glatte Rohre, Ag = Ar(Re):
A% = 1,9310g,, (Re/\g 2) 0,537 (4.42)
(McKeon, J. Fluid Mech. 511, 2004)

Fiir homogene Stromung, d.h. guter Durchmischung beider Phasen, kénnen die
fiir den Rohrwiderstand von Einphasen-Strémungen geltenden Gesetze auf Zwei-
phasenstromungen angewendet werden. Bei der Stromung durch raue Rohre
folgt der Rohrwiderstand bei niedrigen Re-Zahlen dem Wert fiir glatte Rohre.
Ab einer gewissen Re-Zahl nimmt Ag einen ungefdhr konstanten Wert an, siehe
die Lehrveranstaltung Warmetibertragung bzw. Abschn. 4.13 in PRANDTL et al..
Der Wert von Ag = 0,02 ergibt sich bei Re = 60 000.

Mit der Definition von Ag,

Ap d

Ar = Az pu2)2

ist das Hagen-Poiseuillesche Gesetz, Gl. (2.11),

V- R47TP1—P2’
8y l

identisch zu Ar = 64/Re,

2 4 2
d—wv: dw)\pv/2 )\7647;1764

1 16-8u % d R™ ovd ™ Re’
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Rohrreibungsbeiwert, inhomogene Strémungen

Unterschiedliche Stromungsformen méglich, siehe S. 114. Eigenschaften der
Stromung wie Ag, Qualitdt & etc. meist nur durch empirische Beziehungen
gegeben:

o Lockhart-Martinelli Korrelationen
(eig. Martinelli und Mitarbeiter, 1944-1949).
Siehe BRENNEN, Abschn. 8.3 oder WALLIS, S. 49ff.

e ,Universelle" Korrelation auf Grundlage einer umfangreichen Datenbasis:
GARCIA et al. (Int. J. Multiphase Flow 33, 2007).
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Widerstandsverringerung durch Additiva

»polymer drag reduction”; Toms-Effekt

Zusatz von langkettigen Polymermolekiilen, M = 106 kg/kmol, in turbulente
Rohrstromung;
Anteil von wenigen ppm = Widerstandsverringerung um bis zu 80%.

Widerstandsverringerung durch Unterdriickung von Wirbelstrukturen, deren
GroRe gleich der Lange der Polymermolekiile ist.

Wirkt nur in einer Wandgrenzschicht oder an einer freien Oberflache, nicht in
uberfluteten Freistrahlen.

Siehe WHITE und MUNGAL (Ann. Rev. Fluid Mech. 40, 2008).

Erhohung der Wurfweite von Freistrahlen durch Zusatz von Additiva. (Abb. 1.3
aus SCHOWALTER.)

Der Strahl ,Ucar Rapid Water* kommt ca. doppelt so weit wie der gewohnliche
Wasserstrahl, ,Conventional“. Der Strahl mit Zusétzen scheint weniger stark zu
zerfallen als der reine Wasserstrahl. Aus der Abbildung ist nicht ersichtlich, ob
die Wurfweite alleine durch den geringeren Strahlzerfall oder zusétzlich auch
durch die Widerstandsverringerung im Schlauch vergrofert wird.
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T T T TTTT T T T T TTTi

Agy A SN IAL Ak aie asua
AN ST ng e @S
9 e = -l

10-2
LT R L]

I Jllllll(]‘ I IIII”IO‘ l : 'IlllII[)"
Re
Widerstandszahl f, f = Ag/4, iiber Re fiir raue und glatte Rohre. Kreise: Glat-
te Rohre. Geschlossene Symbole: Reine Fliissigkeit. Offene Symbole: Maximal
erreichbare Widerstandsverringerung durch Zugabe von Polymeren. Linien: (1)
laminare Stréomung, f = 16/Re, (2) Prandtl-Karman Korrelation, (3) Virk’s
Asymptote fiir maximale Widerstandsverringerung. (Abb. 8 aus VIRK, J. Fluid
Mech. 45, 1971.)

Definition der Widerstandszahl f (,,Fanning friction factor®):

|Tw| = fpv?/2.
Ry —
Mit 7 = —51’1 : P2 Gl (2.5), folgt
d Ap 2 1Ap d 1
aap 2 2P .
4 Az fovs/2, f 4Azpv2/2 4 R

Die Abbildung oben zeigt, dass der Widerstand teilweise um mehr als 50% ver-
ringert werden kann.
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4.4 Zweiphasenstromungen mit Relativge-
schwindigkeit

4.4.1 Allgemeine Beziehungen

e Bei Stromungen mit Relativgeschw. besonders wichtig: Strémungsform:
Gleich- oder Gegenstrom.

e Bei bekannter Stromungsform ist die eindimensionale Strémung eindeu-
tig bestimmt durch:

p, p1, v, (1—a), Phasel
P2, U2, «, Phase 2

Als Druck wird der Mittelwert iiber die Querschnittsfliche genommen
und in beiden Phasen als gleich angenommen.

Grundgleichungen

e je eine Kontinuitdtsgleichung fiir jede Phase

e je eine Bewegungsgleichung fiir jede Phase (oder eine BWglg fiir Ge-
misch und eine BWglg. fiir Relativbewegung)

e je eine Dichte-Druck-Relation (Zustandsgleichung) fiir jede Phase. (z.B.
p = const, oder isentrope bzw. isotherme ZA, oder Energiebilanz +
Zustandsgleichung)

Die Bewegungsgleichungen (mit Ausnahme jener des Gemisches) enthalten
Wechselwirkungskrafte zwischen den Phasen (Widerstand zufolge der Relativ-
bewegung).
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e Wenn eine Phase in der anderen verteilt ist (Dispersion), so wird auch
die dispergierte Phase (“Teilchen, Tropfen- bzw. Blasenschwarm™) wie
ein Kontinuum behandelt. Dabei bedeutet p immer die Dichte des Stof-
fes aus dem die Phase besteht, und nicht die Dichte des Schwarms!
(Diese ist durch apy gegeben, wenn Phase 2 in Phase 1 dispergiert ist.)

e Es werden einheitliche Geschwindigkeiten fiir jede Phase angenommen.
Stellt bei Ringstromungen, Schichtenstromungen und anderen Stro-
mungsformen mit getrennten Phasen lediglich die konsequente eindi-
mensionale Ndherung dar.

e Bei dispergierter Phase jedoch zusitzliche Vorraussetzung nétig: Teil-
chengroRen diirfen nicht zu unterschiedlich sein, damit anndhernd
gleiche Wechselwirkungskrafte auch fiir anndhernd gleiche Relativ-
geschwindigkeiten sorgen. Anderenfalls “Schlupfterm” in Gemisch-
Bewegungsgleichung!

4.4.2 Driftfluss

Ziel: Naherungsweise Beschreibung, die wesentliche Effekte erfasst, ohne dass
die (komplizierten) Grundgleichungen geldst werden miissen.

Zur Vereinfachung der Darstellung: Feste Teilchen in Fliissigkeit oder in Gas,
keine Phasenumwandlungen.

Volumenstromdichte

o

JI—A:(l_a)’Ul
-V
J2 = A = QU2

Volumenstromdichte des Gemisches

. V1+V2
J=—F—

a1 =j+je=1—a)v +ave
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Definition Driftfluss ji12: Volumenstromdichte der Phase relativ zu einer Quer-
schnittsflache, die sich mit der Volumenstromdichte j bewegt.

Jiz=1—a)(v1 —j) =71 — (1 —a)(j1 + j2) = aji — (1 — @)j2

Jo1 = a(ve — j) = jo — a(ji + j2) = —aji + (1 — @)j2 = —jr12
Es gilt

Ji=0—a)j+ji2,  J2=0aj—ji2

Jiz=1—-a)(v1 —j)=(1—a)(v1 — (1 — a)v; — avy) =

= Oé(l — Oé) (Ul — ’UQ) = —j21
———

V12

Achtung vio = v; — vg, aber ji2 # j1 — Ja.
Aufgabe: Wie hdngt j1o bzw. v15 von «a ab?,

Weitere Vereinfachungen der Bewegungsgleichungen

e hinreichend kleine Geschwindigkeiten: Vernachlassigung der Beschleuni-
gunsterme und der konvektiven Terme

e Vernachldssigung der Wandreibung

e Betrachten nur Strdmungen in einem senkrechten Rohr mit konstantem
Querschnitt

Folgen

A) Bewegungsgleichung fiir Gemisch: Druck = hydrostatische Druckvertei-
lung (als ob Gemisch ruhen wiirde)

B) Bewegungsgleichung fiir Relativbewegung: Gleichgewichtsbedingung fiir
Krafte, die an einem Teilchen angreifen.

2
P1V12
glp2 — P|Vp = Cwa 9 Ap.
N————
—_————
Bem 1 Bem 2
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Bem 1 Gewicht minus Auftrieb eines Teilchens im hydrostat. Druckgradienten
der im Gemische herrscht.

Bem 2 Widerstand eines Teilchens im Schwarm mit Konzentration «, (d.h.
gegenseitige Beeinflussung der Teilchen). V,,, A, Volumen bzw. Quer-
schnittsflache eines Teilchens.

Dimensionsanalyse:

d 3V,
Cw,a = Cuw.o(Rerz,a), mit Rejp = ‘Uljl‘ Lod,= ﬁ.

Weitere Vereinfachungen fiir Re;2 > 1 oder Rej2 < 1 mdglich (meist auch
bei Reja ~ 1 verwendet.)

e Rejs > 1: Abldsung unabhingig von Rejs (im unter- oder tiberkriti-
schen Bereich) = ¢,,, unabhingig von Rejs

Cwa = CwO(b(a) mit ¢(O) = 17
cwo Widerstandsbeiwert fiir Einzelteilchen.

e Rejs < 1: Widerstand proportional pg, (schleichende Strémung, Sto-
kessche Formell!)

const .
Cwa = Cwop(a) = Rors p(a), mit p0)=1.

Vergleich mit Einzelteilchen:

2
U
glp2 — p1|V, = CwopTAp

U ... Sink- oder Steiggeschwindigkeit eines Einzelteilchens
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Es gilt:
lp2 = pl = (1 = @)lp2 — pal.

Vergleich ergibt:

U? V2
(1- a)cwoplTAp = cwa%AP,

Jiz =l — vz = (1 — a)3/2 ELOU

Driftfluss-Relation:
Ji2 = U f(o,Rei2)

wobei f(a) — 0 fiir a — 0.
Bsp.: Experimentell fiir feste Teilchen in Fliissigkeit (Richardson & Zaki):

' PR [ 465 Rey > 500
fla;Rey) = a1l —a)", ”—{ 2.39 Rey < 0.2

Ud
mit Rey = —, amax Volumenanteil bei dichtester Kugelpackung
1551

J12/U ol
Rey < 0.

0.021 ReU > 500

L i
0 0.2 04 0.6 08

« amax
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4.4.3 Stationare Stromungszustande, Wirbelschicht

Anwendung der Driftfluss-Relation:
Bestimmung des stationdren Zustandes bei gegebenen j; und ja:

Es gilt: =0: Ji2 = "2 , Alle moglichen Driftfliisse j15 bei geg. 71 und jo
a=1: jiz=j
auf der Verbindungsgeraden.
_J2 “‘/‘A Ji A
U rU e .
e % O0A  Wirbelschicht mit unterem j;
E i und oberen Fluid Volumenstrom j;*.
D o’ -1 AB Gleichstrom (1 Lésung)
c =l 7 N s AC  Gegenstrom (2 L8sungen)
TN AD  Grenze des Gegenstrombetriebs
AE  stationdrer Zustand nicht moglich
A
B

Anwendung auf Wirbelschicht (FlieBbett, “fluidized bed")

Feste Teilchen in einem vertikalen Behalter der von einem spezifisch leichteren
Fluid von unten nach oben durchstrémt wird.

Ruhende Schicht

Wirbelschicht: Verhalten analog

zu Flissigkeit, freie Oberflache,
Oberflachenwellen,

spez. leichterer Kérper schwimmt,
strahlférmiges Austreten

Teilchen werden von Fluid mitgerissen
und treten oben aus dem Behilter aus.
homogen
inhomogen
vor allem bei héheren Geschwindigkeiten;

"noo

“Blasen”, “Strahlen”

J1 < g1
Ji <Ji1 <ji”

A <n

Wirbelschicht kann

} sein; inhomogen

liegen
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4.4.4 Druckverluste

Druckverlust in Wirbelschicht (Flissigkeitswirbelschicht
Bemerkung: Bei Gasen treten Blasen schon bei j; > j} aufl)

Ap |ruhende %Wirbelschicht

5

Schicht

%homogene WS

inhomogene W3

0 i TN
k d
I linearer Bereich, Darcysches Gesetz: j; = ———p,
w1 do
k...Permeabilitit [k] = m?(nur von pordsen Medium abhingig) ,
IT konstanter Wert = Gewicht der festen Teilchen pro Flache,

(Voraussetzung: Vertikales Rohr, konstanter Querschnitt)

4.4.5 Sedimentation, kinematische Wellen

Kontinuitatsgleichung fiir Phase 2

j2 + F2dz aagltdz =Alj2— 2+ %dz) :
JILL
EOOOé: ds da  djs o
| ot 0z
7\3.2 inkomp. Gemisch, konst. Querschnitt:
A % =0
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Bei festem Boden gilt: j = 0 und somit jo = aj — j12 = U f(«),

kinematische Wellengleichung

do_ 0f(a)
ot v 0z =0

Oa O ,
e + C(Q)E =0, cla) = -Uf'(a).
= c(a) bewegt,

Fiir einen Beobachter, der sich mit der Geschwindigkeit ¢ =
ist die Losung konstant; m. a. W.: die Losung ist entlang von Geraden in der

(z,t)-Ebene konstant:
allg. Lésung a=a((), ¢=z—c(a)t.

Losung der kinematischen Wellenglg. mittels Charakteristiken

-

Stol3

a1 oder apg

Ut

= —Utanysy, S12=-—Utanypis

clar) = —Utanpy, c(az)=
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kinematische StoRwelle

(StoR).
Bestimmung der StoRgeschwindigkeit:
Anfangsbedingung o = ap, z2<0
Qg, Z >0

mit ¢(a1) > ¢(az), Lésung:

. ap, 2< st
a(z’t)_{ a9, z > st

mit s StoRgeschwindigkeit.

Falls fiir 21 < 29 gilt ¢(a(z1)) > c(a(z2)) kommt es zum “Aufsteilen” der kine-
matischen Welle = nicht differenzierbare Lésung, bzw. wandernde Unstetigkeit

Integration lber ein Kontrollvolumen, dass den Stols enthilt ergibt:

z2
/ dz
21

mit jo = aj — j12 und j = 0 erhalten wir

ga+2' =0
ot T a2 T

0 . )
g/adz‘f'h(%) —j2(a1) =0
—_——

s(ar—a2)

. Ja(o2) = Ja(on)
Qg — (1

__Je(ag) —jre(an) U tan oy
Qo — (1
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Sedimentation in einem Behalter mit senk-
rechten Wanden und konstantem Querschnitt

— “S‘

j +
712 \Y X -

o -~
Vv Vv
B ! g = o

A

YBC C
"Zel»)
A\ paB D A
0 Qg ap Q2 Omax B
B
z PAB
a=10
(7)) A
B
>4 >
710~ a
e G D amax
YBlC | A=A Yob
IL+ T4 Ut
T TUT 157

e Randbedingung an Oberseite: jo = 0, Wegen negativer Ausbreitungsge-
schwindigkeit ¢ < 0 entsteht Zone mit klarer Fliissigkeit & = 0, Zone
A;

e Zone B: Ungestorter Anfangsvolumenanteil oy, Sinkgeschwindigkeit vy

e StoR AB: Ubergang von Zustand A (a = 0) nach a = ag (Zustand B)
erfolgt mittels StoBs.

StoRgeschwindigkeit = Sinkgeschwindigkeit in Bereich B

_Jra(a) =0 _

SAB —
aO—O

V2
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Randbedingung an Boden: jo = 0: Teilchen akkumulieren auf Boden mit
Q' = Qmax (Zustand D)

In Bereich D: jo = 0 = j; = 0, Driftflussrelation hier nicht giiltig da
Teilchen auf dem Boden ruhen.

Grenze des Bereichs D: Ausbreitung mit StoRgeschwindigkeit

Ji2(a2) =0
Q2 — Omax

Scp =

aber auch mit Ausbreitung mit Charakteristikengeschw.

_ Oj12
claz) = O
Daher s¢p = c(ag).

Bestimmung von as: Tangente aus (max,0) an Driftflusskurve.

Ubergang BC: Tangente aus (ag,j12(ap)) an Driftflusskurve — oy,
Bereich C: Verdiinnungsficher (stetiger Ubergang von a; nach as),

Ubergang von Zustand B in D erfolgt nicht mittels eines StoRes (wire
aufgrund der Kontinuitdtsgleichung mdglich), sondern mittels eines Sto-
RBes und eines “Verdiinnungsfachers”. Begriindung: Die Verbindungslinie
der Endzustinde eines StoRes muss unterhalb der Driftflusskurve liegen
(Entropiebedingung, Folge aus 2. HS)

Falls die Gerade durch (amax,0) (Zustand D) und (ag,j12(a0)) (Zu-
stand B) unterhalb der Driftflusskurve liegt, entféllt der Bereich C.
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Analoge Behandlung

e Zentrifugieren

e Drainage von Schiumen
Verallgemeinerung

e Behilter mit geneigten Wanden: ErhShung der effektiven Absetzge-
schwindigkeit (bis zu Faktor 7) Boycott-Effekt (experimentell 1925).
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