1. Motivation

Stromungsmechanische Instabilitdten finden sich in Natur und Technik fast {iber-
all. Ob es ein Tropfen Milch ist, der ins Wasser féllt, ein Schornstein (Zylinder),
der umstromt wird, oder die Wirbelschleppe hinter Flugzeugen, die zerfallt. Neben
der Bedeutung von Instabilitdten fiir die Stromungsmechanik besitzen viele Insta-
bilitdten auch &sthetische Qualitdten. Die Abbildungen 1.1 und 1.2 zeigen zwei
Beispiele.

Die Frage nach der Stromung, die sich in einem bestimmten Raumgebiet und
unter gegebenen Rand- und Anfangsbedingungen einstellt, ist von zentralem Inter-
esse in der Stromungsmechanik. Wenn wir davon ausgehen, dafl die Navier-Stokes-
Gleichungen die Strémung auf den uns interessierenden Raum- und Zeitskalen hin-
reichend genau beschreibt, dann entspricht jede im Experiment realisierte Stromung

Figure 1.1.: Instabilitéit eines Milchtropfens, der ins Wasser fillt (nach Mollo-Christensen
1968).
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1. Motivation

Figure 1.2.: Instabilitit der Stromung hinter einem Zylinder (nach Mollo-Christensen
1968).

genau einer Losung der Navier-Stokes-Gleichungen. Die Umkehrung gilt nicht: Fiir
die Realisierung einer Stromung im Experiment geniigt es nicht, dal eine Losung
der Navier-Stokes-Gleichungen existiert. Sie mufl dariiber hinaus auch stabil sein,
d.h. robust gegeniiber gewissen Variationen der Parameter (Ungenauigkeiten) und
der Anfangsbedingungen (Stérungen). Was dies genau bedeutet, wird spéter noch
Zu prazisieren sein.

Stabilitdt bezieht sich immer auf einen Referenz- oder Grundzustand. Im Falle
der Navier-Stokes-Gleichungen handelt es sich um die Grundstromung (basic flow).
Die Stabilitdat einer Grundstromung la8it sich am leichtesten untersuchen, wenn
sie einfach ist und viele Symmetrien besitzt. Symmetrie bedeutet, dafl die zu-
grundeliegenden Gleichungen und die Randbedingungen invariant sind unter bes-
timmten Symmetrie-Operationen. FEin Beispiel ist die Invarianz der Gleichungen
bei beliebigen Rotationen um ein Achse. Diese Symmetrie findet man bei Zylin-
derproblemen. Falls das Problem Symmetrien aufweist, dann wird zumindest eine
Losung der Navier-Stokes-Gleichung existieren, welche dieselben Symmetrien be-
sitzt. Dariiber hinaus kénnen aber auch Losungen existieren,! welche nicht alle

! Die Navier-Stokes-Gleichung ist nichtlinear und kann daher mehr als eine Losung besitzen. Die
Anzahl der Losungen héngt von den Parametern ab. Meistens kann man aber nicht genau
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Symmetrien besitzen, die die Gleichungen aufweisen. Diese nicht-symmetrischen
Losungen brechen die Symmetrie des Problems in spontaner Weise. Man spricht
dann von spontaner Symmetriebrechung.

Die hydrodynamische Stabilitdt beschéaftigt sich im weitesten Sinne mit der Frage
nach den Stromungsformen, die unter gegebenen Bedingungen realisiert werden.
Ein wichtiger Aspekt ist dabei die Anderung der Symmetrieeigenschaft der Stro-
mung, wenn der Antrieb der Strémung erhoht wird. In den meisten Fiéllen ver-
ringert sich die Symmetrie der Strémung, wenn die Stdrke des Antriebs erhoht
wird. Der Antrieb wird normalerweise durch einen Parameter quantifiziert (z.B.
die Reynoldszahl). Den Wert des Parameters, bei dem die Symmetrie gebrochen
wird, bezeichnet man als kritischen Wert und spricht von einer symmetriebrechen-
den Instabilitdt.

1.1. Das Taylor-Couette-Problem

Ein Paradebeispiel fiir hydrodynamische Instabilitdten ist die
inkompressible Stromung in einem unendlich langen Spalt zwis-
chen zwei konzentrischen Zylindern,” die mit konstanten aber
unterschiedlichen Winkelgeschwindigkeiten €2; und €2y um die
gemeinsame Achse rotierenden (Abb. 1.3). Dieses System wurde
zuerst von Couette (1890) verwendet, um die Viskositét von Flu-
iden zu bestimmen. Taylor (1923b) analysierte das Problem als
erster in einer umfangreichen theoretischen Arbeit.

Maurice Frédéric
Alfred Couette
1858-1943

Wenn beide Rotationsraten gering sind, werden sich alle Fluid-
partikel auf konzentrischen Kreisen um den Innenzylinder bewe-
gen. Dies ist die konzentrische Couette-Stromung. Man kann sie
leicht analytisch berechnen. Denn fiir 9/0z = 9/0p = 0/0t =0
vereinfachen sich die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen zu der gew6hn-

sagen, wie grofy die Multiplizitit der Losungen ist.
2Im Experiment wiirde man die Linge des Spalts grofi withlen gegeniiber der Spaltweite.

Figure 1.3.: Geometrie des Taylor-Couette-Problems.
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1. Motivation

lichen Differentialgleichung

d% (% + %) V(r) =0, (1.1)

wobei r die radiale Koordinate ist und V(r) die azimutale Komponente des
Geschwindigkeitsvektors U = Ue, + Ve, + We,. Ein Geschwindigkeitsfeld der
Form U = V(r)e, ist immer inkompressibel. Gleichung (1.1) beschreibt die sta-
tionére Diffusion von azimutalem Impuls in radialer Richtung.

Mit Hilfe des Potenzansatzes V' (r) = r™ findet man die Wurzeln n = £1. Daher
konnen wir die Losung von (1.1) ansetzen als

Uz, t) = V(r)e, = (Ar + g) e,. (1.2)

Die Randbedingungen V(R;) = Q1 Ry und V(Rs) = 22 R5 legen die beiden Integra-
tionskonstanten fest. Mit Hilfe dieser beiden Bedingungen findet man

_ QR3 — R} B_ (4 — Q) RIRS

A
R} — R R3 — Ry

(1.3)

Wenn die Rotationsrate 2; des inneren Zylinders hinreichend klein ist, wird die zu
dieser Losung gehorende zirkulare Couette-Stromung im Experiment realisiert. Sie
ist stabil.

Als Beispiel betrachten wir die Situation bei ruhendem Auflen-
zylinder (Q = 0). Bei kleinen Werten von € beschreiben die
Fluidelemente konzentrische Kreisbahnen um die z-Achse. Diese
Stromung entspricht der konzentrischen Couette-Stromung.
Wird €2, iiber eine kritische Rotationsrate {21, hinaus erhoht, ist
dieser Bewegung noch eine Bewegung iiberlagert, die in axialer
und radialer Richtung erfolgt. Die Fluidelemente bewegen sich
dann auf Tori, die konzentrisch um den inneren Zylinder liegen
Geoffrey Ingram (sieche Abb. 1.4 und 1.5). Die Tori, auf denen die Bewegung
Taylor stattfindet, sind periodisch in z-Richtung gestapelt, wobei der
1886-1975 Drehsinn der Stromung in den gestapelten Tori in z-Richtung al-

ternierend ist. Diese Stromung wird aufgrund der bahnbrechen-
den theoretischen Analyse von Taylor (1923b) als Taylor- Wirbelstrémung bezeich-
net.

Die Taylor-Wirbelstromung ist stationédr und axisymmetrisch. Aber wéhrend
die konzentrische Couette-Strémung in z-Richtung eine kontinuierliche Transla-
tionsinvarianz besitzt, verfiigt die Taylor-Wirbelstromung nur noch iiber eine
diskrete Translationsinvarianz. Dariiber hinaus sind in der Taylor-Wirbelstromung
u # 0 und w # 0.° Diese qualitative Anderung der Stromungsform kann man

3Die kleinen Buchstaben (v = (u,v,w)) deuten die Abweichung vom Grundzustand U =
(U,V,W) an. Damit ist die gesamte Stromung gegeben durch uges = U + u.
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1.1. Das Taylor-Couette-Problem

Figure 1.4.: Stromung im konzentrischen Zylinderspalt bei ruhendem &ufleren Zylinder
(Q2 = 0) und von auflen gesehen: (a) Couette-Stromung knapp unterhalb der kritis-
chen Rotationsrate Q1 < Qi.; (b) Taylor-Wirbelstromung fiir ; > Qy,.; (c¢) bei noch
hoherer Rotationsrate werden die toroidalen Wirbel in Umfangsrichtung wellig (nach
Mullin 1993).

0

Figure 1.5.: Ein Schnitt bei ¢ = const. zeigt die Struktur der Taylor-Wirbel in der (7, 2)-
Ebene: Experimentelle Visualisierung und numerische Berechnung (nach Mullin 1993).
Die Rotationsachse ist hier horizontal.

durch ein Bifurkationsdiagramm beschreiben. Eine Maoglichkeit besteht darin,
die Geschwindigkeit an einem festen Raumpunkt als Funktion der Antriebsstéirke
darzustellen.* Eine solche Bifurkation (Verzweigung der Losung) ist schematisch
in Abb. 1.6 gezeigt, wobei die vertikale Geschwindigkeitskomponente w an irgen-
deinem festen Punkt x als Funktion der Rotationsrate §2; dargestellt wurde. Der
Parameter ; miit die Antriebsstirke und wird in diesem Zusammenhang auch

4Man konnte aber auch das auf die Zylinder ausgeiibte Drehmoment gegen §; auftragen.
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1. Motivation

A w

Figure 1.6.: Schematische Darstel-
lung einer Bifurkation: Die axiale
Storgeschwindigkeit w an einem festen
Punkt zg innerhalb des Zylinderspalts als
Funktion der Rotationsrate € fiir 25 = 0.
Die gestrichelte Linie deutet eine instabile
Losung an.

Kontrollparameter genannt. Unterhalb der kritischen Rotationsrate 2. besitzt die
Stromung (schwarze Linie) kontinuierliche axiale und azimutale Translationsinvari-
anzen: Eine beliebige axiale Verschiebung oder azimutale Rotation des Stromungs-
felds fithrt wieder zu derselben Stromung zuriick. Fiir €2, > . ist die axiale Trans-
lationssymmetrie gebrochen. Dann fiihren nur noch diskrete axiale Verschiebungen
um Az = £n zu derselben Stromung zuriick, wobei A\ die axiale Wellenlédnge des
Musters ist und ein Taylor-Wirbelpaar umfafit. Die Rotationssymmetrie bleibt er-
halten. Die beiden Zweige der Losung fiir €; > Q. (rote durchgezogene Kurve)
entsprechen der Moglichkeit am vorgegebenen Meflort @y entweder einen rechts-
oder einen linksdrehenden Taylorwirbel zu finden (beide Méglichkeiten sind gleich-
berechtigt).” Obwohl die konzentrische Couette-Stromung (1.2) auch fiir Q; > Q4.
eine Losung der Navier-Stokes-Gleichungen des Problems ist, wird sie im Experi-
ment nicht realisiert. Sie ist instabil (gestrichelte Linie).

Wenn die Rotationsrate €2; weiter erhoht wird, tritt eine weit-
ere Instabilitiat auf, welche nun die Taylor-Wirbel betrifft. Dabei
wird die kontinuierliche Rotationssymmetrie zerstort und die
Taylor-Wirbel werden wellig in Umfangsrichtung. Diese Sequenz
von symmetriebrechenden Instabilitdten kann sich weiter fortset-
zen bis die Stromung turbulent wird (Abb. 1.7). Man bezeichnet
diesen Weg in die Turbulenz iiber eine Sequenz von Bifurka-
tionen, den man in dhnlicher Form auch bei anderen Systemen
findet,% als ein Szenario. Wie wir im folgenden sehen werden,
Gotthilf Heinrich koénnen in anderen Systemen auch andere Szenarien auftreten.
Ludwig Hagen
1797-1884

1.2. Rohrstromung

Neben dem Szenario der sukzessiven Symmetriebrechung kann die Stromung auch
auf einem anderen Weg turbulent werden. Bei der bypass transition werden die ver-
schiedenen Stufen der Symmetriebrechung umgangen (bypass) und die Stréomung

SEigentlich handelt es sich um einen Paraboloid, wobei der Winkel die Phasenlage der Taylor-
wirbel angibt.

5Fiir die thermische Konvektion in einer von unten beheizten Fluidschicht, siche Kap. 4.3 bzw.
Busse (2003).
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1.2. Rohrstrémung

Figure 1.7.: Instabilitit der zirkularen Couette-Strémung und stationéire sowie zeitab-
hingige Taylor-Wirbel (nach Mollo-Christensen 1968).

geht direkt von einem Zustand hoher Symmetrie in einen turbulenten Zustand mit
geringer oder gar keiner Symmetrie iiber (turbulenter Umschlag). Dieses Szenario
findet man, im wesentlichen, bei der Rohrstrémung. Die Details sind jedoch kom-
plizierter.

Nach den fundamentalen Arbeiten von Hagen und Poiseuille wurde der Uber-
gang zur Turbulenz zunéchst von Reynolds (1883) erforscht. Er visualisierte und
beobachtete das Szenario und fand die Reynoldszahl als entscheidenden Kontrollpa-
rameter. Riickblickend hat sich das Problem des Ubergangs zur Turbulenz in der
Rohrstromung als duflerst hartnéickig erwiesen. Es blieb lange Zeit unverstanden.
Erst neuere Arbeiten (siche z.B. Eckhardt et al. 2007) haben im Rahmen der The-
orie dynamischer Systeme zu einem wesentlich verbesserten Verstdndnis gefiihrt.
Vollstéandig gelost ist das Problem immer noch nicht — wir haben es aber umzingelt
(B. Eckhardt, 2008).

Das klassische Experiment von Reynolds (1883) ist in Abb. 1.8 gezeigt. Hier-
bei flieft Wasser iiber ein langes gerades zylindrisches Rohr aus einem Reservoir.
Nach dem konischen Einlauf und einer gewissen Einlauflinge bildet sich im Rohr
die Hagen-Poiseuille-Stromung aus. Die zugehorige stationdre Losung der inkom-
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Figure 1.8.: Das Reynoldssche Experiment (nach Reynolds 1883).

pressiblen Navier-Stokes-Gleichungen lautet
U(r)=——(R*—1%)e.. (1.4)

Hierbei ist p die dynamische Viskositdt. Der Parameter ¢ = dp/dz ist der von
auflen vorgegebene Druckgradient. Das laminare Stromungsprofil (1.4) wird nur
fiir hinreichend kleine Druckgradienten bzw. fiir geringe Durchflufiraten realisiert.
Die Stromung wird parametrisiert durch die Reynoldszahl

WuR R ( @)

R - (=
¢ v dvp 0z

(1.5)

wobei R der Radius, v die kinematische Viskositdt und W, die Stromungs-
geschwindigkeit auf der Symmetrieachse ist.”

Bei einer Erhohung des Druckgradienten bzw. der Reynoldszahl findet man nach
der laminaren (glatten) Stréomung zunéchst einen Bereich, in dem die laminare
Stromung mit anscheinend chaotischen Strémungsgebieten abwechselt. Von diesen
turbulenten Flecken gibt es zwei verschiedenen Arten, die puffs (Hauch) und slugs
(Pfropfen) genannt werden. Bei weiterer Erhohung der Reynoldszahl wird die
gesamte Stromung chaotisch (turbulent). Reynolds fand eine kritische Reynold-
szahl fiir den Ubergang zur Turbulenz von Re, ~ 13000. Die Reynoldszahl, bei

TOft verwendet man anstelle der Reynoldszahl Re, die auf dem Druckgradienten basiert, die
Reynoldszahl Rey, = 2RW /v, die auf der mittleren Stromungsgeschwindigkeit W basiert.
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Figure 1.9.: Originalskizzen von Reynolds (1883) zeigen die Gestalt eines Tintenfadens
bei laminarer Stromung (a), turbulenter Stromung bei konventioneller Beleuchtung (b),
turbulente Stromung mit Bitzlicht beleuchtet (c¢) und turbulente Flecken (d).

der die Turbulenz einsetzt, hangt aber sehr stark davon ab, wie glatt das Rohr
(Rauhigkeit) und der Einlauf ausgefiihrt sind. Auch die Art und Intensitét, wie
die laminare Stromung an einer bestimmten Stelle gezielt gestort wird, hat einen
Einfluf} auf den Umschlag. Spétere Experimente lieferten je nach Ausfithrung des
Experiments weit gestreute kritische Reynoldszahlen von Re. =~ 2000 bis hin zu
Re. ~ 10° oder noch dariiber hinaus! In einer neueren Arbeit von Avila et al.
(2011) wird die kritische Reynoldszahl so definiert, daf die zuféllige Zerfallsrate
der Anzahl der Puffs gerade von der Wachstumsrate ihrer Anzahl (durch Aufspal-
tung eines in zwei Puffs) kompensiert wird.

Einige Originalskizzen von Reynolds sind in Abb. 1.9 gezeigt.
Abbildung 1.10 zeigt die Visualisierung einiger Strémungen, die
im originalen Reynoldsschen Experimentaufbau nachvollzogen
wurden. Das Video in Abb. 1.11 zeigt die Dynamik der inter-
mittierenden Stromung (slugs/puffs). Abbildung 1.12 zeigt eine
Sequenz von Aufnahmen, die einen visuellen Eindruck von der
Struktur eines puffs liefert.

Offenbar existiert die Hagen-Poiseuille-Stréomung fiir alle
Reynoldszahlen und die entscheidende Frage ist, ob sie stabil

Jean Louis ist oder nicht. Der historisch erste Zugang zu dieser Fragestel-
Léonard ~ Marie lung bestand in einer Adaption der Theorie der Stabilitit der
Poiseuille Bewegung von Kdrpern, die im Rahmen der Astronomie entwick-
1797-1869 elt wurde. Stokes, Kelvin und Rayleigh iibertrugen die Meth-

ode der Normalmoden auf die Stabilitdt von Stromungen. Hierbei geht man von
einer gegebenen stationdren Losung (Grundzustand) aus und nimmt an, dafl die
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1. Motivation

Figure 1.10.: Wiederholung des historischen Experiments von Reynolds durch N. H. Jo-
hannesen und C. Lowe unter Verwendung des originalen Versuchsaufbaus von Reynolds
(1883). Die Fotos zeigen Momentaufnahmen markierter Fluidfilamente bei Erhéhung der
Reynoldszahl von (a) nach (c¢) (nach Van Dyke 1982).

Transition

Figure 1.11.: Intermittente Rohrstromung (Homsy et al. 2000).

Abweichungen von diesem Grundzustand (in unserem Fall die Hagen-Poiseuille-
Stromung) klein sind. Unter dieser Voraussetzung kann man die Bewegungsgle-
ichungen linearisieren. Die Losungen der linearen Gleichungen fiir kleine Storungen
sind von der Form ~ e* mit A € C. Die Werte, die A\ annehmen kann, wer-
den dann aus den linearisierten Gleichungen berechnet. Falls es eine Losung gibt
mit R(A) > 0, dann wichst die zugehorige Losung exponentiell mit der Zeit an,
und der Grundzustand ist instabil. Falls fiir alle A gilt ®(\) < 0, dann ist der
Grundzustand stabil. Im Falle der Bewegung von Korpern sind bei dieser Stabilitdt-
sanalyse gewdhnliche Differentialgleichungen zu losen. Bei stromungsmechanischen
Fragestellungen sind es partielle Differentialgleichungen. Dieser Umstand macht
die Losung von strémungsmechanischen Stabilitdtsproblemen ungleich schwieriger.

Tatséchlich ist das Reynoldsche Experiment noch nicht vollstdndig verstanden.
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Figure 1.12.: Turbulenter Flecken (puff) bei Rey, = 2300 nach Mullin & Peixinho (2006).
Die Aufnahme zeigt ein und dasselbe Rohrsegment zu verschiedenen &quidistanten Zeiten

mit Zeitabstand von At = 1s (von oben nach unten). Die Strémung ist von rechts nach
links.

4 £00)

0 Reg Reg Re, Re

Figure 1.13.: Generelle Klassifikation von Stabilitéitsgrenzen. Eine Grundstrémung ist
global und monoton stabil fiir Re < Reg, global stabil fiir Re < Reg, bedingt stabil fiir
Re < Re.. Das griine Gebiet soll den Bereich infinitesimaler Stérungen der Anfangswerte
symbolisieren.

Denn die lineare Stabilitdtsanlyse fithrt zu dem Ergebnis, dafl der laminare
Grundzustand (Hagen-Poiseuille-Stromung) stabil fiir alle Reynoldszahlen ist (fiir
kleine Storungen). Wenn man die kinetische Energie einer anfinglichen Stérung
als Maf fiir die Grofle der Storung verwendet, kann man das Verhalten qualita-
tiv anhand von Abb. 1.13 klassifizieren. Ist die Reynoldszahl hinreichend klein
(Re < Reg), dann klingt die Energie alle Storungen monoton ab, unabhéngig von
ihrer Struktur und Intensitdt. Die Grundstromung ist dann global monoton stabil.
Auch fiir Re < Reg klingt die Energie alle Storungen ab, aber nicht notwendiger-
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(a) global stabil (b) bedingt stabil (c) instabil

Figure 1.14.: Gleichgewichtslagen eines Massenpunktes in verschiedenen Potentialen.

Stromung Reg Reg Rer Re,
Hagen-Poiseuille-Stromung  81.5 < 1250 =~ 2000 oo
Ebene Poiseuille-Stromung  49.6 — ~ 1000 5772

Ebene Couette-Stromung 20.7 125 > 440 oo

Table 1.1.: Einige kritische Reynoldszahlen fiir parallele wandbegrenzte Scherstro-
mungen nach Schmid & Henningson (2001). Die Léngenskala in der Definition der
Reynoldszahl ist die halbe Kanalweite bzw. der Radius (siche auch Joseph (19764) und
Drazin & Reid (1981)). Rer bezeichnet die niedrigste Reynoldszahl, bei der Turbulenz
beobachtet wurde. ¢: Eckhardt et al. (2007), ®: Schneider et al. (2010).

weise monoton. Die Grundstrémung ist hier nur noch global stabil. Es kann {iber
einen gewissen Zeitraum zu einem transienten Wachstum der Energie kommen.®
Fir Re < Re, ist die Grundstrémung bedingt stabil. Hier hingt es von der Energie
und Struktur der anfianglichen Storung ab, ob sie fiir ¢ — oo abklingt oder nicht.
Fiir Re > Re. ist die Grundstrémung instabil. Die zeitliche Entwicklung fiihrt
dann zu einem neuen Zustand, der durch nichtlineare Effekte bestimmt ist. Dieser
superkritische Zustand kann stationédr oder zeitabhéngig sein.

Die lineare Stabilitdtsgrenze ergibt sich aus dem Langzeitverhalten kleiner
Storungen fiir ¢ — oo. Fiir die Hagen-Poiseuille-Stromung ist Re, = oo. Eine
triviale Veranschaulichung des Konzepts der Stabilitdt ist in Abb. 1.14 dargestellt,
die einen Massenpunkt im Gleichgewicht in verschiedenen Potentialen zeigt.

Einige der so definierten Reynoldszahlen sind in Tabelle 1.1 fiir verschiedene el-
ementare Stromungen angefiihrt. Man sieht, daf die Reynoldszahl Reg, unterhalb
der alle Stérungen monoton abklingen, sehr niedrig ist. Fiir die ebene Couette-
Stromung ist Reg # Reg, d.h. es existiert ein Gebiet, in dem die Stréomung global
stabil ist, nicht aber monoton stabil. Rey bezeichnet hier die niedrigste Reynold-
szahl fiir welche turbulentes Verhalten moglich ist.”

8Das transiente Wachstum kann sehr stark sein und wurde in letzter Zeit intensiv untersucht
(siche zum Beispiel Schmid & Henningson 2001).

90ft wird schon ein chaotisches Verhalten der Stromung als turbulent bezeichnet. Eigentlich ist
eine Stromung dann turbulent, wenn sehr viele Raum- und Zeitskalen auftreten (breitbandiges
Spektrum) und alle Korrelationsfunktionen exponentiell mit der Zeit zerfallen. Eine chaotische
Dynamik ist aber auch schon fiir Systeme moglich, die nur 3 Freiheitsgrade der Bewegung
besitzen.

14 H. C. Kuhimann, WS 17/18
Hydrodynamische Stabilitéit



1.2. Rohrstrémung

Figure 1.15.: Turbulenter Flecken in der ebenen Poiseuille-Stromung nach Carlson et al.
(1982). Der Fleck wurde erzeugt, indem Fluid durch kleine Wandbohrungen injiziert
wurde. Die Reynoldszahl von Re = 1000 basiert auf der Maximalgeschwindigkeit der
laminaren Strémung und der halben Kanalweite. Die Stromungsrichtung ist von links
nach rechts.

Figure 1.16.: Dynamik eines turbulenten Fleckens in einer Plattengrenzschicht nach
(Homsy et al. 2000).

Im Gegensatz zur Rohrstromung wird die ebene Poiseuille-Stromung bei der
endlichen Reynoldszahl Re. = 5772 instabil. Trotz dieses Unterschieds ist das
Szenario beim Ubergang in die Turbulenz #hnlich wie bei der Rohrstromung, denn
der Umschlag findet schon bei Rer ~ 1000 statt. Auch existieren in den betra-
chteten Rohr- und Kanalstromungen turbulente Flecken, wie in Abb. 1.15 gezeigt.
Das Video in Abb. 1.16 zeigt einen turbulenten Flecken in einer Plattengrenzschicht.

Fiir die in der Tabelle 1.1 aufgefiihrten elementaren Stromungstypen existieren
neben der laminaren Stromung noch weitere laminare Losungen der Navier-Stokes-
Gleichungen, die aber eine geringer Symmetrie und feinere Strukturen aufweisen.
Diese nichttrivialen laminaren Losungen sind jedoch instabil und entziehen sich
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daher der direkten Beobachtung. Sie sind jedoch fiir die Dynamik (zeitliche En-
twicklung) der turbulenten Stromung bei Reynoldszahlen im Ubergangsgebiet sehr
wichtig.

1.3. Methodische Ansatze

Die Methoden zur Behandlung der Probleme der hydrodynamischen Stabilitét
lassen sich auch auf viele andere Gebiete iibertragen. Ihnen gemeinsam ist die
Tatsache, dal die Probleme durch nichtlineare partielle Differentialgleichungen
beschrieben werden. In unserem Falle sind es die Navier-Stokes-Gleichungen.
Generell haben sich die folgenden Ansétze herausgebildet.

e Naturerscheinungen und Labor-Experimente Die Natur ist und
bleibt der MaBstab der wissenschaftlichen und technischen Auseinander-
setzung mit der hydrodynamischen Stabilitdt. Gezielte Experimente ver-
suchen bestimmte Phénomene zu isolieren, um sie zu messen und einer
theoretischen Analyse zugénglich zu machen (Analyse (avdlvon) =
Auflésung in Einzelbestandteile).

e Numerische Simulation Mit der numerischen Simulation soll die Natur
nachgebildet werden.  Der Vorteil der Simulation liegt in einem un-
eingeschrankten Zugang zu allen relevanten physikalischen Daten. Hierdurch
wird die Interpretation und die Bildung einer Theorie wesentlich unterstiitzt.
Im Experiment sind normalerweise nur ein paar wenige Daten mef3bar.

e Lineare und schwach nichtlineare Theorie Im Rahmen der linearen
Theorie der hydrodynamischen Stabilitit werden nur kleine Abweichungen
vom Grundzustand betrachtet. Diese Theorie ist die Grundlage fiir weit-
erfithrende Analysen. Unter der Voraussetzung kleiner Abweichungen kann
man eine systematische Stérungsrechnung betreiben, in der die dominanten
nichtlinearen Effekt in hoherer Ordnung beriicksichtigt werden. Wesentliche
Elemente dieser Methoden wurden schon im 19ten Jahrhundert entwickelt.

e Qualitative Theorie nichtlinearer dynamischer Systeme Ein fluides
System konnen wir als ein nichtlineares dynamisches System mit unendlich
vielen Freiheitsgraden auffassen. Oft lassen sich diese unendlichen grofien
Systeme durch Systeme mit nur wenigen Freiheitsgraden approximieren. Fiir
diese niedrigdimensionalen nichtlinearen Systeme existiert eine qualitative
Theorie mit deren Hilfe man das Verhalten klassifizierten kann. Sie bietet
damit eine vereinfachte Sichtweise, die bei dem modellhaften Verstéindnis
der komplexen Naturvorginge sehr hilfreich ist. Dasselbe trifft auch auf die
schwach nichtlineare Theorie zu.

e Stark nichtlineare Theorie Es gibt einige Methoden (Serrin’s Theorem,
Ljapunov-Methoden), fiir welche man nicht die Annahme kleiner Abweichun-
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1.4. Ein Zoo hydrodynamischer Instabilitéiten

gen vom Grundzustand machen mufl. Sie gelten fiir beliebig grofle Stérungen.
Meist fithrt die stark nichtlineare Theorie auf Extremalaufgaben, deren Lo-
sungen hinreichende Bedingungen fiir die Stabilitét eines Grundzustands oder

Schranken fiir verschiedene Groflen liefert.

1.4. Ein Zoo hydrodynamischer Instabilitaten

Es gibt sehr viele hydrodynamische Instabilitdten. In diesem Kapitel (das auch fiir
unsere Zwecke noch unvollstandig ist) sollen die wichtigsten Instabilitéten knapp
aufgelistet und beschrieben werden. (to do ...).

Rayleigh-Bénard-Instabilitét
Taylor-Couette-Instabilitit

Gortler-Instabilitét
Kelvin-Helmholtz-Instabilitat

Rayleigh /Plateau-Instabilitéit
Rayleigh-Taylor-Instabilitét

Elliptische Instabilitit, und dhnliche
Crow-Instabilitat
Tollmien-Schlichting-Instabilitit
Flammfrontinstabilitidt - Kuramoto-Sivashinski
Detonations-Instabilitét
Marangoni-Instabilitét

Hydrothermal-Wellen

Ringwirbel-Instabilitat

Dean-Instabilitat

Instability of the Pinch / Plasma

Instabilitdt von Phasengrenzen, Dentritische Instabilitit
Gravitationsinstabilitét?
Rohrstromungsinstabilitét

Instabilitdt von Grenzschichten

Karmansche Wirbelstrafle
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