4.6. Pseudospektrale Methode

pitel vorgestellt werden.

Diskrete Fouriertransformation

Die schnelle Fourier-Transformation (FFT) basiert auf der diskreten Fourier-
Transformation (DFT). Wir betrachten eine 2m-periodische Funktion u(x), die an
N &quidistanten Punkten x; ausgewertet (gesampled) wird. Die Intervallénge ist
dann Az = 27 /N und die Stiitzpunkte befinden sich bei

o
vj=—L mit j=1,.. N (4.123)
N
Die Werte der betrachteten Funktion an den Stiitzstellen im Ortsraum sind
u; = u(z;). (4.124)

Dann stellen wir die Funktion u(z) durch die diskrete Fourier-Reihe* dar

K
uj=ulz;) =y g™, j=1,.,N. (4.125)
k=—K

Diese N Gleichungen bieten Informationen zur Bestimmung von N = 2K + 1 unbe-
kannten Amplituden uy. Sie sind gegeben durch die diskrete Fourier-Transformation

N
~ 1 —ikxm
i = mZ:lume . k=-K,.. K. (4.126)

Um diese Relation beweisen zu kénnen, benotigen wir die diskrete Orthogonalitits-
relation fiir die harmonischen Funktionen e**s des Fourier-Systems

N N
Zefim(Qﬂj/N)eik(Qﬂj/N) _ Z oilk—m)2mi /N _ { N, fallsk—m=nN, ne€Z

0, sonst.
J=1 Jj=1

(4.127)
Diese Orthogonalititsrelation kann man sich leicht klarmachen. Denn wenn k—m =
nlN ist, dann ist der Exponent ein ganzzahliges Vielfaches von 27i und damit lauten
alle Summanden ¢"™2™ = 1. Der Summand mit Wert 1 taucht dann genau N-mal
auf. Falls jedoch k —m = ¢ € Z # nN ist, dann liegen die Summanden ¢?27G/N)
fir j =1, ..., N gleichméBig verteilt auf dem Einheitskreis in der komplexen Ebene.
Die komplexen Zeiger iiberstreichen dabei den Winkelbereich von 2wq/N (j = 1)

29Beachte, daB man die Summationsbereiche k = —K, ..., K und j = 1, ..., N beliebig verschieben
kann, wenn die Funktionswerte u; periodisch in j fortgesetzt werden (mit Periode N), was
wir hier annehmen. Denn der Faktor e*#i = e*327/N jst periodisch in k& mit Periode N, weil
k — k4 N nur den Zusatzfaktor e>™ = 1 liefert. AuBerdem ist auch die Fourier-Transformierte
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4. Rdumliche Diskretisierung: Gewichtete Residuen

bis 2mrq (j = N) mit dem Inkrement 2wq/N. Der Einheitskreis wird also g-mal
tiberstrichen. Wegen der Gleichverteilung der Zeiger kompensieren sie sich zu Null.
Die Orthogonalititsrelation (4.127) kénnen wir nun verwenden, um die diskrete

Fourier-Transformation zu beweisen. Wenn wir (4.126) in (4.125) einsetzen, erhalten
30
wir

. i - —1kzm ik:a:]- _ i = ik(zj—Tm)
e 3 P iy Y

k=—K m=1 k=—K
1 N K N
= 2mik(G=m)/N — 8 = 4.128
=N U, e = U Ojm = Uj. (4.128)
m=1 k=—K m=1
7N5J-,m, (4.127)

Damit haben wir bewiesen, daf8 (4.126) die Umkehrung von (4.125) ist.

Wenn u; € R reell ist, dann ist u; = uj und es gilt

1 e (1 )
m=1 m=1

Damit sind nur noch K 4+ 1 Amplituden unabhéngig voneinander, was den Rechen-
aufwand verringert.

Diskrete Fouriertransformation als lineare Operation

Wenn wir die Gitterpunkte (4.123) einsetzen, erhalten wir aus (4.125) fiir den Vektor
der Funktionswerte

K

u=u;= Y e =G a (4.130)
k=—K Gk

Wir sehen also, daf§ die Abbildung & — w der Amplituden auf die Funktionswerte
(Transformation aus dem Fourier-Raum in den Ortsraum) eine lineare Transforma-
tion ist, die durch eine Multiplikation mit der symmetrischen Matrix

G = G, = cks2m/N (4.131)

erreicht wird. Diese Transformation kostet O(N?) Operationen (Multiplikationen).
Entsprechend kann man auch die diskrete Fouriertransformation (4.126) als Multi-
plikation einer Matrix mit dem Vektor der Funktionswerte schreiben

a=F- u (4.132)

@iy, N-periodisch in k (siehe (4.126)). Dies erkldrt den nur formalen Unterschied zwischen (4.125)
und (2.35).
30Beachte, daf der Summationsbereich in der Orthogonalitiitsrelation keine Rolle spielt, solange
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4.6. Pseudospektrale Methode
mit der Transformationsmatrix (vgl. (4.126))
F = Flp = o hm2m/, (4.133)
N

Mit Hilfe der diskreten Orthogonalitétsrelation kann man zeigen, dafl F die Inverse
von G ist: F = G™1. Denn es gilt3!

K N

G-F=— Z e27rikj/Ne—27rikm/N _ %Ze%rik(j—m)/N _ 5],m — . (4134)

k=—K k=1

Schnelle Fourier-Transformation

Wie wir gesehen haben, kostet die Berechnung der Fourier-Transformierten w aus
den Funktionswerten u (bzw. umgekehrt) eine Anzahl von O(N?) Operationen
(Matrix-Multiplikation), wenn man die normale Matrix-Vektor-Multiplikation ver-
wendet. Die Anzahl der Operationen kann man reduzieren, wenn man anders vor-
geht.

Bei der schnellen Fouriertransformation (FFT) wird die urspriingliche Fourier-
transformation fiir N Punkte sukzessive auf Fourier-Transformationen mit jeweils
der halben Anzahl von Punkten zuriickgefithrt (N — N/2 — N/4 — ...). Diese
Aufspaltung wird solange fortgesetzt bis nur noch die triviale Fouriertransformati-
on fiir einen einzigen Punkt iibrig bleibt.??

Mit Hilfe der FFT kann man die Anzahl der erforderlichen Operationen auf
O(N In N) reduzieren. Bei grofien Werten von N, sagen wir N = 100, ist die FFT
damit um einen Faktor von N/In N = 22 schneller als die Matrix-Multiplikation.?
In drei Dimensionen ergibt sich damit schon der betriichtliche Faktor 22% ~ 10%.
Bei einer Anzahl von 10° Stiitzstellen in einer Dimension hat man eine Ersparnis
um den Faktor ~ 7 x 10*.

Um die Vorteile der FFT zu nutzen, darf N keine Primzahl sein. Die grofite
Beschleunigung erhiilt man, wenn N eine Potenz von 2 ist: N = 2P, p € IN.34
Dann kann man die diskrete Fourier-Transformation fiir N Stiitzstellen auf zwei
diskrete Fourier-Transformationen mit jeweils N/2 Stiitzstellen zuriickfithren, wenn
wir die Summe in zwei Teilsummen spalten, die sich nur iiber die geraden bzw. die
ungeraden Indizes erstrecken. Wenn wir die Summation von 0 bis N — 1 laufen

er iiber N zusammenhéngende ganze Zahlen geht.
31Der Summationsindex kann verschoben werden, da die Matrizen in jedem Index periodisch sind
mit Periode N.
32hk: Siehe auch Boyd (2000) (pdf file) fiir eine gute Einfiihrung inkl. FFT fiir Chebyshev.
33Djies gilt nur im Prinzip. In der Praxis kommen noch andere Faktoren hinzu, vgl. Tab. 4.3.
34n (4.125) war N ungerade. Man kann aber auch N gerade wihlen und die Summe in (4.125)
von 1 bis N oder von 0 bis N — 1 nehmen, vgl. Fufinote 29 auf S. 95.
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4. Rdumliche Diskretisierung: Gewichtete Residuen

lassen und den Faktor N~! weglassen, erhalten wir aus (4.126)

N-1 N/2—1 N/2—1
ﬂk _ § uje—lk;27rj/N — E u2je—1k27r(2])/N + § u2j+1e—1k;27r(2j+1)/N
Jj=0 Jj=0 Jj=0
N/2-1 N/2-1
—ik2mj/(N/2 —ik2n /N —ik2mj/(N/2
— E ugje” mi/(N/2) | g=ik2m/ E Ugjpre” i/ (N/2) (4.135)
Jj=0 Jj=0
“~ ~ —— “~ ~
i=agven:=q\") | k=0,...,N/2—1 =WE i —gedd.—q (V| k=0,...,N/2—1

mit W := e~ 2m/N 35

Man sieht, dal man die Fourier-Transformierte u; als Summe darstellen kann, die
aus den Fourier-Transformierten der Funktionswerte mit geraden Indizes und derje-
nigen mit ungeraden Indizes besteht. Beide Fourier-Transformationen haben dann
jeweils die halbe Linge N/2. Dadurch haben wir schon eine Ersparnis: Die beiden
Fourier-Transformationen der Linge N/2 kosten nur 2 x (N/2)? = 2x N?/4 = N?/2
Operationen. Hinzu kommen N Multiplikationen mit einem komplexen Exponenti-
alfaktor und N Additionen (wenn man sie mitrechnen will); in Summe also

N2
- 2N < N? falls N > 4. (4.136)

Bei dieser Betrachtung haben wir ausgenutzt, daff wir die Produkte (in den Summen
tiber j) nur fiir die halbe Anzahl N/2 der k-Werte bilden miissen, und nicht fiir alle
k-Werte aus dem eigentlichen Bereich [0, N — 1]. Denn die Summanden in den FTs
der halben Linge 499 und 4§ sind periodisch in k mit der Periode N/2. Denn
fiir festes j gilt

o~ ik27j/(N/2) k—k+N/2 o 1k2mi/(N/2) (—i2mj (4.137)

1

Wenn man dies beachtet, erhilt man fir k =0,1,2,..., N/2 -1

e = 0\ + whal, (4.138a)
gy = 0 — Whal. (4.138D)

Das Minuszeichen vor WF in der zweiten Gleichung kommt von WH+N/2
ef2ﬂi/N(k+N/2) — 6727rik/Nef7ri = _Wk

Wir kénnen nun die Zerlegung weiterfithren und die beiden Summen in (4.135)
wieder in zwei Summen iiber die geraden und die ungeraden Indizes aufspalten. Als

35Beachte: Wk = (e*%i/N)’C — o~ 2mik/N
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Beispiel sei die zweite Unterteilung durchgefiihrt,

( )N/471 N/41
. (4135 Cikom(a .
=Y ugye TN LNy o gy T EIED/N)
~
k
N/4-1 N/a-1
+W’€< Z u2(2j)+le—ik27r(2j)/(N/2) + Z u2(2j+1)+1e—ik;27r(2j+1)/(]\[/2)>
4D
k
N/4-1 N/4-1

- Z Us(ajye Ko/ (N 4 Z Uz(zm)e—ik<2j+1>7r/<N/4>
jfo jfo

N/4—1 N/4—1
+Wk< Z u2(2j)+1eﬂk2w/(N/4) + Z u2(2j+1)+1e1k(2]+1)7r/(N/4)>

N/4-1 N/4—1
—ik2mj/(N/4 2k —ik2jm/(N/4
= Z Us(2j) 3N/ L E Un(gjr1ye H /(N/4)
Jj=0 §j=0
-~ 7 NG v
=a{"", k=0,...,N/4—1 =a\"V, k=0,..,N/a—1
(0)
Uy,

N/4-1 N/4-1
+Wk< Z uz(zj)ﬂeﬂkwn/(N/zL) 42k Z uz(zjﬂ)ﬂelm]w/uv/z;))
J=0 j=0

N ] .,

v TV
—a{'", k=0,...,N/4—1 =\, k=0,..,N/a—1

~(1)
Uy,

= . (4.139)

Hierbei konnen die Exponentialfaktoren in den Summen ebenfalls als Potenzen von
W ausgedriickt werden. Wenn N = 27 eine ganzzahlige Potenz von 2 ist, kann
man diese Aufteilung bis zu dem Punkt durchfiihren, bei dem die Summe nur noch
iiber einen einzigen Funktionswert zu bilden ist. Diese Prozedur ist anschaulich in
Tab. 4.2 dargestellt. Bei jeder Zerlegung in gerade bzw. ungerade Terme erhélt der
zur Kennzeichnung hochgestellte Index die Ziffer 0 (gerade) oder 1 (ungerade) an-
gehédngt. Bei N = 8 muBl man die Fouriertransformation drei mal (= log,(8)) in
gerade und ungerade Beitrége zerlegen. In der Tabelle ist die jeweilige Zuordnung
jedes einzelnen Summanden entweder zu den geraden oder ungeraden Punkten der
jeweiligen Transformation dargestellt. Wenn man auf dem niedrigsten Niveau ange-
kommen ist, besteht die Fourier-Transformation nur noch aus einem einzigen Punkt.
Wenn man die Kodierung (den hochgestellten Index) der resultierenden 1-Punkt-
FFTs bitweise invertiert (Bit-Inversion), erhilt man gerade die Binédr-Darstellung
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Tabelle 4.2.: Zuordnung der Werte an den Gitterpunkten j zu den einzelnen FFTs bei
sukzessiver Halbierung der Punktzahl der FFTs. Eine 0 steht fiir gerade Punkte und
eine 1 fiir ungerade Punkte. Bei jeder Aufteilung in zwei Fouriertransformationen fiir die
geraden und die ungeraden Punkte, aber der halben Lange, wird dem Index (Bezeichnung
der FFT) eine 0 (gerade) oder eine 1 (ungerade) angehéngt, je nachdem, ob es sich bei
der neuen Anordnung um eine gerade oder eine ungerade Position in der momentanen
Fourierreihe handelt.
Gitterpunkt 5 O 1 2 3 4 5 6 7
0 1 0 1 0 1 0 1
FFT-Zuordnung 00 10 01 11 00 10 01 11
000 100 010 110 o001 101 o011 111
Bit-Inversion 000 001 010 011 100 101 110 111

/\
T I

OTO Wik OTl 0]{0 Wik 011 1T0 WAk 1T1 110 WAk 111

Uo Ug Uz Ue Ul Us u3 ur

Abbildung 4.15.: Baumdiagramm der Aufspaltung einer FFT fiir N = 8. Auf jeder Stufe
mufl man eine gewichtete Summe iiber die beiden Terme nehmen, die von der Stelle
verzweigen. Die Anzahl der k-Werte, fiir die man das machen muf3, halbiert sich aber mit
jeder Stufe. Die Ausgangsreihenfolge ergibt sich durch die Bin&rinversion des Gitterindex.

des Gitter-Index j des jeweiligen Funktionswertes. Der FFT-Algorithmus besteht
dann in einer sukzessiven gewichteten Addition der im Baumdiagramm Abb. 4.15
benachbarten Werte.3¢

In rekursiver Form kann man den Algorithmus (nach A. Bekele) wie folgt dar-
stellen:

procedure FFT(A)

Input: An array of complex values which has a size of 2™ for m > 0
Output: An array of complex values which is the DFT of the input

36Die immer wiederkehrenden Operationen koénnen auch durch das sogenannte Butterfly-
Diagramm symbolisiert werden.
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N := A.length
it N=1
return A
else
Wy = e2mi/N
W .=1
Aeven = (Ao, Ag, o000y AN_Q)
Aodd = (Al, Ag, cooog AN—l)
Y:even o= FFT(Aeven)
Yodd = FFT(Aodd)
for j:=0to N/2—1
Y]] = Yoenl] + W * YoualJ]
Y[j + N/2) = Yoenlj] — W # Youalj]

W =W x Wy
end
return Y

end

Um den numerischen Aufwand abzuschétzen, beachten wir, daf§ wir in jedem
Schritt N Werte berechnen miissen, zum Beispiel

Woodl ™ + Wora "V + Wieal'” + wipal (4.140)

Dazu benétigt man bei jeder Unterteilung O(N) Operationen, denn die Anzahl der
Summanden erhoht sich zwar mit der Tiefe der Unterteilung, aber in demselben
MafBe nimmt die Zahl der Werte k, fiir welche man die Summen berechnen muf; ab
(wegen der Periodizitét des Ausdrucks). In dem Beispiel haben wir O(4) Summan-
den, die wiederum aus Summen bestehen, die aber nur fir N/4 k-Werte berechnet
werden miissen. Da wir log, N Unterteilungen haben, betrédgt der Gesamtaufwand
zur Berechnung von 4y, nur O(Nlog, N) Operationen. Dies mufl mit den O(N?)
Operationen fiir die DFT verglichen werden.

4.6.2. Chebyshev Polynome
Definition und allgemeine Eigenschaften

Zur Beschreibung von Problemen mit periodischen Randbedingungen sind Fou-
riermoden am besten geeignet. In der Stromungsmechanik treten aber oft nicht-
periodische Randbedingungen auf, wenn man zum Beispiel an die Stromung in
einem Kanal denkt. In transversaler Richtung (senkrecht zur Hauptstromunsgrich-
tung) miissen wir die Variablen auf einem endlichen Intervall beschreiben, wobei in
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